6 ¢ nouhiaix 33

metadata, citation and similar papers at core.ac.uk brought to you by 4.

provided by Hemeroteca Cientifica Ce

El concepte de limit de
Newton a Cauchy:

entre la geometria i I'algebra
| el paper dels signes
[Segona part]

Gert Schubring

Resum | Abstract

Aquesta segona part de l'article fa emfasi en els | This second part of the article does emphasis in the
autors que, d'alguna manera o altra, han | authors that, by some means or other, have
adoptat un llenguatge més simbolicen el | adopted a more symbolic language in the
tractament del concepte de limit. La | treatment of the concept of limit. The presentation,
presentacio, com és natural, sequeix I'ordre | how is natural, follows the chronological order and
cronologic i posa I'emfasi en aquelles parts que | puts the emphasis in those parts that are debtors of
son deutores dels autors precedents i d'aquelles | the authors precedents and of those other that are
altres que son innovadores. | innovative.

1. Stockler

El text de Stockler presenta el primer intent d’aproximacié a una elaboracié algebraica del concepte
de limit i, en consequéncia, és d'un gran interés sistematic. Fou escrit a Portugal, a la periféria de
I'Europa matematica d'aquell temps. El llibre és, a més, un cas excepcional per I'efecte de mestratge
especialitzat que provoca enfortint la reflexié sobre els fonaments de la matematica. L'autor pertanyia,
de fet, a la primera promocié d'estudiants graduats d'estudis especialitzats en matematiques de la
Facultat de Matematiques de la Universitat de Coimbra, que havien estat reformats en 1772, i en
fou un dels estudiants més excel-lents. Francisco Borja Gragao Stockler (1759-1829) és conegut com
a autor de la primera presentacio de la historia de la matematica a Portugal (1819). La importancia
d'aquest text encara no ha estat prou reconeguda ni apreciada.

El seu volum de cent pagines Compendio da Theorica dos Limites, ou Introduccad ao Methodo das
Fluxées fou publicat per I'Académia de Ciencies de Lisboa en 1794. Stockler segueix molts dels seus
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predecessors en argumentar que el métode dels limits es trobava ja a la base dels grecs, i d'una mane-
ra particular en Arquimedes. Tanmateix no l'explicitaren. Els gedmetres moderns havien generalitzat
la idea de limit, pero alhora havien introduit els conceptes imperfectes i repel-lents («<imperfeitas, re-
pugnantes») d'Infinitos i Infinitesimos (Stockler 1794, Iv) per tal d’evitar els métodes laboriosos dels
antics. Stockler, per a establir-ne el desenvolupament, es fonamenta en sis fonts: la seccié | del pri-
mer volum de Principles of Natural Philosophy de Newton, el text de Maclaurin, les entrades «Limite»i
«Differentiel» de I'Encyclopédie de D'Alembert, el segon capitol del text de Cousin, la part concernent
els principis del calcul infinitesimal del text de 'abat Martin i, finalment, I'assaig premiat de L'Huilier.
Aix0 no obstant, Stockler indicava amb orgull que gairebé tots els seus resultats eren «completament
nous» (ibid., vi). Indicava també que, en el text, havia desenvolupat els fonaments que, fins aleshores,
només eren implicits en les llicons que havia donat a la Reial Academia Naval de Lisboa (ibid., IX).

Perod els coneixements precisos que Stockler té de la literatura internacional no sols sén remarcables,
sind que també confirmen que el text de Martin de 1781 no fou solament significatiu en el seu
pais, sind que havia estat reconegut en I'ambit internacional. A més, la percepcioé de Martin cons-
titueix una de les bases més importants de Stockler. Tanmateix Stockler sobrepassa ampliament les
seves bases en separar el concepte de limit del concepte geométric i algebritzar-lo com una expli-
cacio operativa per a les variables, i finalment també per a funcions. | ultra tot aixo, hi trobem l'inici
d'operacions amb desigualtats. Basant-se en els conceptes de Martin, Stockler adopta la diferencia-
cié de L'Huilier en limits per la dreta i per I'esquerra introduint-hi, a més —per l'estatus excepcio-
nal caracteristic del zero—, una diferenciacié ulterior, que porta practicament la successié nul-la a
I'estatus de concepte basic de la teoria dels limits.

Stockler inicia la presentacié com gairebé tots als autors que I'nan precedit, introduint els conceptes
de constantide variable, perd, com Martin, fent servir el concepte de valor: les constants sén ens que
solament accepten un Unic valor, mentre que les variables poden assumir-ne diversos (ibid., 1). Igual
que tots els autors del segle divuit, no n'explicita el recorregut. Aleshores Stockler, amb una coinci-
déncia molt gran amb Martin, defineix el concepte general de limit, formulant I'aproximacio arbitraria
de forma identica a la de Martin:

Una quantitat constant s'anomena «Limit» d'una variable si la darrera és capag de créixer, resp. de
decreixer —adhuc si el valor de la variable no esdevé maiigual al de la constant— de manera que
s'apropa tant a la constant que la diferéncia esdevé més petita que qualsevol quantitat donada per
endavant, per petita que s'hagi agafat (ibid., 2).

Stockler gairebé no empra el concepte de limit en la seva forma general, siné en formes especifi-
ques que al comencament, com L'Huilier, distingia entre limits per la dreta i per I'esquerra perque
no disposava del concepte de valor absolut. Alld que L'Huilier anomenava limite en grandeur, Stock-
ler ho anomena limite em augmento, i el limite en petitesse de L'Huilier esdevé en Stockler limite em
deminucad (ibid., 2). La innovacié conceptual que depassa Martin consisteix en el fet que Stockler
oposa a aquests dos conceptes de limit el que aparentment semblen conceptes complementaris
d'il-limitat: les variables que, quan decreixen, no tenen limit («que nad tem limite em deminuicady),
respectivament, tampoc no en tenen quan augmenten («que nad tem limite em augmentoy).

De fet, només les variables sense limit quan augmenten se'ns mostren com a il-limitades i per conse-
glent, en general, no sén aplicables operativament. Contrariament, en canvi, les variables que quan
disminueixen no tenen limit constitueixen, a despit del nom, no sols una quantitat limitada, sind tam-
bé un concepte basic nou de la teoria dels limits. La rad d'aquest fet és |'estatus excepcional del zero.
Com hem vist abans, Martin no reconeixia el zero com una quantitat, ni tampoc com a valor possible
per a les variables. Per aquest motiu, havia inroduit els infiniment petits com una variable especial que
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finalment s'esvaeix. Malgrat que Stockler no comenta explicitament aquesta questio, el zero té tam-
bé una posicié excepcional: tota la seva practica palesa clarament que el zero mai no es pot assolir
com un limit. Stockler definia el concepte de limit d'una manera diferent: com el d'una variable que
disminueix sense limit. Aixo no significa una variable que cau en I'«infinit» negatiu, sinéd més aviat una
variable que s'apropa al zero com si fos una barrera, quelcom que mostra no sols la limitacio factual
d'aquesta variable, sind també el caracter excepcional del zero. La inconsisténcia de la concepcié de
Stockler és el fet d’haver-se abstingut de discutir la possibilitat dels limits negatius.

Fins i tot el primer Us que fa del concepte de «variable sense limit de disminucié» mostra que I'entén
com si fossin variables que aqui podriem designar simplement com a successions nul-les. El primer
teorema relatiu a aquestes quantitats estableix que la suma d'un nombre arbitrari de variables d'a-
questa mena és també una variable d'aquesta mena. La demostracié d'aquest fet mostra que I'ope-
racio d'aquestes variables pot esdevenir més petita que qualsevol quantitat per minsa que I'agafem
—Stockler no suposa que aquesta quantitat hagi de ser positiva; en ell, és tipic un Us consistent d'u-
na certa algebra de les desigualtats que, segons Grabiner, constitueix una innovacié que comparteix
amb Cauchy:

Sigui n el nombre de variables z, y, x, etc. i k una quantitat tan petita com puguem imaginar. Ales-
hores, hom pot suposar que
k k k
7< -, y< = x< -,
n n n

i igualment per a totes les altres variables, i hom obté quez + y 4+ x+ etc. < k. QED.
(Stockler 1794, 4).

Una altra proposicio, el tercer teorema de Stockler, il-lustra la caracteristica basica d'aquest concepte
de limit —aparentment il-limitat— com una successié nul-la. Si dues variables diferents x i y tenen
el mateix limit g, la seva diferencia x — y no té limit de disminucio (ibid., 7).

El desenvolupament posterior de les propietats d'aquestes successions nul-les porta eventualment
Stockler a la formulacié del Principio Fundamental de la teoria dels limits, que mostra que les succes-
sions nul-les poden esdevenir el concepte realment basic d'aquesta teoria. Una variable que posseeixi
un limit pot ser considerada com una suma, respectivament com una diferencia, d'una constant —i.e,,
el lfmit— i d'una successio nul-la:

Tota quantitat capag de limit és necessariament, amb el grau de precisié que sigui, igual al seu
limit més o menys una quantitat variable que no té limit de disminucié (ibid., vi).

Amb aquests conceptes fundacionals, Stockler desenvolupa una concepcioé totalment algebraica de
les operacions amb limits. En contrast amb els seus predecessors que havien focalitzat el seu treball
operant amb raons geométriques, Stockler concep el comportament del limit algebraicament i ens
presenta, de forma sistematica, la seva operativitat: per a cada una de les operacions aplicables com
aral'addicié, la subtraccio, la multiplicacio, la divisi¢ i 'obtencié d'una poténcia —itambé peralligams
d'aquesta mena entre dues o més variables, entre una constant i una variable, etc. Les demostracions
dels teoremes individuals s'ofereixen, d'una manera consistent, mitjancant operacions algebraiques
amb desigualtats. Com a exemple, citarem alguns d'aquests teoremes:

Si dues variables sén successions nul-les, la suma, la diferéncia i el producte, també; resultats ana-
legs valen per al producte d’'una variable i una constant, i per a la divisi¢ d'una variable per una
constant Tota quantitat capag de limit és necessariament, amb el grau de precisié que sigui, igual
al seu limit més o menys una quantitat variable que no té limit de disminucié (ibid., 3-10).
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Una potencia a*, on a < 1 és una constant i x una variable amb valors positius sense Iimit
d’augment, proporciona una successsié nul-la (ibid., 22).

El limit, tant em augmento com em deminuc¢ad, de la suma —resp. la diferencia, resp. el pro-
ducte— d'una constant a i una variable x amb limit b és igual a la suma/diferencia/producte de a
per b. Demostra els analegs per a dos o més variables (ibid., 28 s.).

Aquests teoremes condueixen immediatament a proposicions d'intercanviabilitat de limits, i addi-
cionalment foren suportats i generalitzats amb la creacié d'un signe per al concepte de limit. A més,
els acompanya immediatament, en la seccié esmentada relativa als dos conceptes de limit que suc-
ceeixen adequadament la presentacié del principi fonamental (vegeu el paragraf anterior), de I'expo-
sici¢ dels convenis que concerneixen el signe per als limits —que contenien «limy, un simbol que ja
havia esdevingut estandard; tanmateix Stockler, en I'tis d'aquest signe, s'absté de diferenciar els limits
per la dreta i per I'esquerra:

Sien un calcul desitgem expressar el limit d'una variable i no hem establert encara una lletra de
I'afabet per a designar-lo, escriurem les tres primeres lletres lim de la paraula imit abans del terme o
de l'expressié que representala variable. Per a expressar el limit de x, escriurem lim x; per a expressar
el limit de xy, escriurem lim(xy); per a expressar el limit de y*, escriurem lim(y*); i aixi analogament
(ibid, 281is.).

Tant pel fet d'introduir signes com d'usar-los, novament és més explicit i precis que els seus prede-
cessors. Si bé formula les proposicions («theorems») sense utilitzar el signe de limit, sempre I'usa, de
forma operativa, en les demostracions. Aquest Us mostra alhora la intercanviabilitat de I'operacio al-
gebraica i el procés de determinacié del Iimit. Aleshores, el resultat de limx = ailimy = b és que
a4+ b=Ilimkx + y),iab = lim(xy) (ibid, 30is.).

Stockler estableix la intercanviabilitat també per a funcions transcendents, en particular per al loga-
ritme: Per a b = lim x i a constant, tenim que lim(@*) = a®, i analogament lim(y*) = b7 (ibid, 55 i s.).

Un fet nou en 'aproximacio de Stockler és que no limita els limits a les variables, sind que introdueix
explicitament i discuteix els limits de funcions (ibid,, 66 i s.). En particular, com a teorema Xil, esta-
bleix explicitament la susbtituibilitat del procés dels limits per a funcions: «El limit d'una funcié Fx
d'una variable x que admet un limit és igual a la funcié homologa del limit» (ibid., 68). En la forma
amb signes, Stockler expressa aquest teorema d’aquesta manera: Pera g = limx, s'obté lim fx = Fa.

En les condicions d'aquest teorema, introdueix, en el cas de les proprosicions generals, la condicio
que la(les) variable(s) admeti(n) limit(s): «<capaz de limite» (ibid., 11is.). Tanmateix no considera aquesta
condicié com un element de la propia teoria pel que fa a I'estudi del comportament de les funcions.

2. Carnot

Lazare Carnot (1753-1823) va escriure tres versions diferents del famos text Reflexions sur la métaphy-
sique du calcul infinitesimal, en 1784, 1797 1 1813. No és gaire conegut que I'aproximacio passa d'un
meétode basat en el limit a un que el menysprea i, en canvi, emfasitza els infinitesimals com a supe-
riors. Per tant, I'obra de Carnot és un dels casos rars d'un accés immediat a canvis epistemologics.

La primera versio fou escrita en 1784 per ser presentada en concurs a I’Académia de Ciéncies de
Berlin. Mentre que I'’Académia havia descrit el concepte de I'infinit com a «contradictori» Carnot —en
una nota a peu de pagina introductoria— assigna aquest caracter Unicament a les idees primeren-
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ques imprecises dels novells. «<En realitat», continua, «res no és més simple que un concepte exacte de
linfinit» (ibid., 174)." Justifica aquesta asserci® —que era totalment contraria a la tradicio— afirmant
que el concepte d'infinit esta directament relacionat amb el limit o amb les raons primeres i darreres
de Newton, que mai ningu no havia refusat i que, a més, generalment romanen indefinides per
mor de la seva inintel-ligibilitat (ibid.).

Es astorador que la literatura que existeix sobre que la memoria de Berlin de Carnot no discuteixi fins
a quin punt contradiu obertament el concepte fonamental de la qlestio del premi. Usant la mateixa
terminologia amb la qual I'Academia havia fet una crida per tal que hom susbtituis I'infinit, Carnot
exposa que en pot proporcionar un concepte precis, exacte i clar —si bé, admetent-lo al si de la
teoria dels limits—: «Per tant, suposant el concepte de limit, hi ha una solucio¢ precisa, exacta i clara»
(ibid., 174).

El que és decisiu és que Carnot no veu res de contradictori en el concepte d'infinit, sempre que se'l
concebi dins el marc de la teoria dels limits:

Per tant, les quantitats infinitesimals no sén ens imaginaris, sind simples quantitats variables carac-
teritzades per la naturalesa dels seus limits (ibid., n. 13, 182).

Aquesta notable independencia de Carnot es palesa també en la seva distancia de D'Alembert, el qual
desijava, a I'Encyclopédie, excloure completament els infiniment petits del discurs matematic legitim.
L'aspecte productiu és que Carnot, no solament introdueix un signe limit equivalent al de L'Huilier,
sind que l'aplica també operativament, entre d'altres, per a expressar la propietat d'esdevenir infini-
tament proper. La introduccié del signe no es fa d'una manera encoberta, sind explicita:

Poso de manifest que etiqueto el limit o el valor darrer d'una quantitat arbitraria usant la mateixa
quantitat precedida del signe £ (ibid., n. 36, 199).

Aleshores és habil per a formular la propietat anterior en la forma breu E% = 1 (ibid, n. 51, 241).
Carnot aplica aquest signe del limit d'una forma extensa, en particular en les demostracions (vegeu
ibid.). També I'usa en la demostracié del seu teorema que —seguint I'obra de Martin— actualment
forma part del repertori estandard de la teoria dels limits, a saber, la intercanviabilitat dels limits en
les operacions matematiques, en el cas de la formacié dels quocients:

La rad darrera de dues quantitats arbitraries és sempre igual a la rad dels seus valors darrers o, el
que és el mateix, el limit de la rad de dues quantitats arbitraries és igual a la rad dels seus limits
(ibid,, n. 88, 242).

La universalitat de la proposicié per a quantitats quelquonques, la retrobem en endavant, durant molt
de temps, en els autors posteriors. Carnot expressa també aquesta proposicié amb simbols:

Y LY
Per conseglient, L= = 1 és el mateix que —= = 1 (ibid.).
E 7 ez
Encara que aquesta sembla que és la seva conclusié respecte dels metodes del calcul infinitesimal,
i encara que ambdds, el singular i el combinat, es basin en el concepte de limit, Carnot discuteix
—inicialment molt sorprenentment— un méthode des limites separat, «vertader», que aleshores prova
que és el metode general superior.

1. Podriem considerar, potser, aquesta acceptacié de l'infinit com una rad per la qual I’Academia no concedi el primer
premi a aquest tractat de Carnot.
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Com a metode independent, Carnot presenta la determinacié del limit per als quocients de diferén-
cies:

Ax Az Ay ., )
£A—y, £E’ CE (ibid., n.84,239is.).
Per a Carnot, forjar un lligam entre la determinacié dels diferencials i dels quocients de diferencials
no és matematicament trivial. Per aixo posa I'accent en el fet que les quantitats diferencials no s'es-
devenen de forma separada en el métode actual dels limits. Considera aquest vincle inherent una
«dificultat» que no es troba en el que s'anomena l'analyse infinitésimale normal: no es poden separar
les variables i executar individualment les operacions de transformacio:

Aqui s'esdevé que no es pot, com succeia en el meétode anterior, separar les quantitats infinitament
petites les unes de les altres; sempre s’han de presentar de forma conjunta, la qual cosa prevé les
equacions alla on es troben de veure's sotmeses a totes les transformacions que servirien per a
eliminar-les (ibid., n. 85, 2241).

Aquesta «dificultat» confirma una vegada més, tant pel costat matematicoconceptual com pel ma-
tematicooperacional, que el concepte basic en l'analisi de Carnot és encara el geometric de corba i
no pas el de funcid.

Es només quan assoleix aquesta forma del metode del limit que Carnot emfasitza que opera solament
amb quantitats finites i, per tant, es restringeix als mitjans de I'algebra normal. Aixd converteix el calcul
infinitesimal en «una aplicacié simple del calcul algebraic ordinari» Com a calcul algebraic pur amb
quantitats finites «perceptibles», no es passeja per la «terra dels errorsy, aquest metode dels limits és
clarament el que és general i el que s'ha de preferir.

Tanmateix, per mor de les dificultats que descriu en separar variables, Carnot no desitja atorgar-li
aquest estatus de forma general. Després de desenvolupar diversos teoremes sobre limits —i, en par-
ticular, sobre substitucions (vegeu el paragraf anterior)—, proporciona un cami per defugir aquesta
dificultat: canviar la base de la diferencial. La reproduccio, a la figura, d'aquesta linia de pensament
presenta |'aplicacié operativa del simbol de limit L.
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3. Desenvolupament de conceptes ulteriors: Garnier, Lacroix i Ampére

Retornem ara a les contribucions d'altres matematics pel que fa al desenvolupament de conceptes
basics posteriors de I'analisi al si de I'Ecole Polytechnique.

3.1. Garnier

Un personatge notable en aquesta contribucio fou J. G. Garnier. Va ser el primer —immediatament
després d’haver ensenyat el seu curs normal d'analisi— a imprimir les propies versions abreujades de
llicons adrecades als estudiants. L'arxiu de I'Ecole Polytechnique conté diversos textos d'aquest caire
que evidentment foren editats com a simples materials de curs i no per a una distribucié amplia. Un
d'aquests textos, titulat Lecons d’Analyse algébrique, Différentiele et Intégrale,” per a la primera admis-
si¢ d’alumnes de l'any 1800-1801, conté també una versié abreujada d'una classe encapcalada per
Course d’Analyse Différentielle, fait 'an 9. Després d'introduir els termes conceptuals i de presentar els
fonaments del calcul diferencial, Garnier, a la seccio tercera, tracta explicitament de la transicié de les
diferencies als diferencials i aplica el méthode des limites com a mitja per a fer-ho. Era la primera ve-
gada que una aproximacio d'aquesta mena tenia lloc a I'Ecole Polytechnique, on el calcul diferencial
s'havia basat sempre en el calcul de diferencies. La seccié és encapcalada per Notions de la limite et
passage du calcul aux différences finies au calcul différentiel.

L'extensié de Garnier del concepte de limit no era un esdeveniment isolat, sind que ja formava part
dels examens finals. Es conserva un document de 1799 en el qual Garnier anota les parts impor-
tants del seu programa sobre calcul diferencial i integral com a guié per a dos examinadors: Laplace
i Bonne. Aquest text revela que un dels topics de I'examen era que no tota funcié posseeix un limit
arreu. Dels dinou topics sobre els fonaments del calcul diferencial, els tres primers van adrecats a la
introduccio del concepte de funcié. I alguns dels topics seglients tracten del concepte de limit. En
son exemples:

4. Que s'entén com a limit d'una funcié d'una variable.
5. No totes les funcions admeten limit.

[.]

7. Assigna els limits de les raons o les raons darreres de

corde sin sin  tang tang Arc Arc

N / ;T ] ;T .
sinus” cos sinvers  sin ~ corde’ sin’ corde

12. Els limits de les raons
Ay A’y Ay Ay

Ax" AR A1 Axn

i les notacions d'aquests limits.

2. Archives de I'Ecole Polytechnique, Bibliothéque, Alia 51. Les llacunes de la paginacié posen també de manifest
que aquestes impressions solament eren d'Us intern.

3. Aep, Bibliotheque, 1 3b, J. G. Garnier, Programm de Calcul Intégral et de Calcul differentiel, remis le 16 fructidor aux
c.en LaPlace et Bonne pour servir aux examens ouverts le 12 Complémetaire, an 7.
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3.2. Lacroix: El propagador del méthode des limites

El text monumental d'analisi de Lacroix és no sols I'exposicié més moderna i completa de I'estat de
I'art en I'analisi, sind també la presentacié més consistent del métode dels limits. Després de Garnier,
Lacroix fou el principal professor que ensenya calcul i el seu breu manual es converti en oficial.

El text principal presenta el tractament en base a un metode Unic: el dels limits. Tanmateix només
utilitza formulacions textuals i evita emprar tota mena de signes i aixi, doncs, una algebritzacié inde-
pendent i el desenvolupament d'un calcul amb limits. Per tant, la forma del meétode dels limits en
Lacroix representa un pas enrere si el comparem amb 'obra de Martin, L'Huilier, Carnot i, abans d'ells,
de Stockler (el qual probablement no els era familiar). En resulta, doncs, que hem de caracteritzar
Lacroix com un modernitzador conservador.

Aix0 no obstant, fou indubtablement un modernitzador. L'obra de Lacroix és el primer text general, ja
que el treball molt aillat d'Euler es basa consistentment en el concepte de funcio (Lacroix 1797-1799,
1is.). En ella justifica la necessitat del metode dels limits per la necessitat que hi ha de clarificar la
convergencia o divergencia dels desenvolupaments en série, i formula la definicio de Iimit segient,
purament textual:

En endavant, anomenarem limit aquella quantitat que una magnitud no pot depassar quan creix
o decreix, o fins i tot una que no pugui atrapar, pero a la qual s'apropa tant com desitgem (Lacroix
1797, 6).

Es important observar l'actitud conservadora de parlar de «quantitats» d'una manera indeferenciada
sense distingir entre constants i variables. Per a Lacroix, el metode dels limits no és només el fonament
necessari de l'analisi, sind, alhora, el mitja que permet prescindir de I'Us de les quantitats infinites.

Allo que pot ser considerat modern és I'emfasi que Lacroix posa, en la seccio dels fonaments, en el fet
que no tota quantitat o funcié ha d'acceptar un limit. Repetidament —com féu L'Huilier abans que
ell— formula la precondicié que la funcié respectiva «és capag de tenir un cert limit» (ibid., 28). Des-
prés d'exposar els limites, afirma que creen una base suficient per a I'estudi del procés del limit.

3.3. Ampeére

Des que Garnier deixa I'Ecole Polytechnique en 1802, després que el Traité éleméntaire de Lacroix
esdevingués el text estandard, van passar alguns anys abans que la seva tasca sobre fonaments fos
continuada de forma directa. Fou represa i radicalitzada per André-Marie Ampere (1775-1836), el qual,
en 1804, aconsegui el seu primer lloc de treball com a répétiteur abans d'assolir, en 1808, el de profes-
sor d'analisi amb dedicacié exclusiva. Encara que és més conegut com a fisic, fou un matematic i un
quimic molt actiu i també destaca en filosofia. Menys coneguda encara, i fins i tot de data descone-
guda, és la contribucié que féu en relacid amb els fonaments de la matematica. Les seves aportacions
son evidentment el resultat de les seves reflexions filosofiques. Van emergir també en el context de
I'Ecole Polytechnique.

Decideix també adoptar de forma explicita el métode dels limits i proposa i demostra teoremes nous
pel que fa al seu Us operatiu. Pren una direcci¢ diferent de la de Stockler i proposa teoremes per
a operar amb limits de desigualtats. Els avencos que féu es troben documentats en les notes pre-
paratories per al curs d'analisi de 1808-1809, un curs que hereta de Lacroix quan aquest abandona
la seva placa a I'Ecole Polytechnique per prendre possessié d'un lloc de treball nou a la Facultat de
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Ciencies. Aquestes notes sén particularment informatives perqué confirmen la independéncia que
manifesta respecte de Lacroix. Usa el curriculum de Lacroix per afegir-hi notes propies que posen
de manifest les seves prioritats i aproximacions. En la primera nota adverteix que el curs s'establira
segons el metode dels limits seguint un programa general.

La innovacid, la trobem en la segona de les notes d’Ampeére. A més dels teoremes familiars sobre
limits, que menciona solament de forma abreujada, en proposa i demostra d'altres. Tant en la formu-
lacid com en la demostracio fa servir el signe lim.* També introdueix un signe per a «estar entre» o
«Ser proper entre,

A més dels teoremes coneguts sobre Iimits: dos limits de la mateixa quantitat sén iguals, etc.,
ajuntar-hi aixo: Si X es troba sempre entre V; i V5 que tenen limit v, aleshores també lim X = V.
Ates que X es troba entre V; i V5, aleshores resulta que X — V es trobaentre Vy — ViV, — V,
i aquests dos esdevenen tan petits com es desitgi, per la qual cosa el limit de X — V4 també. Per
tant, limX =V. cqgfd.
Ampere continua aquesta demostracié predominantment textual esbossant-ne una versio
algebraica, tot introduint un signe nou per a la relacié «estar entrex. Aleshores escriu:

Vi don: X —=Va i — Pertant, imX = V. 3

Xa
Vs, Vo, =V

4. Cauchy: El limit i I'infiniment petit

Des de I'any 1811 en endavant, a causa d'un canvi epistemologic important, el metode dels limits
es deixa d’ensenyar a I'Ecole Polytechnique. Fou substituit pel dels infinitesimals, les quantités infi-
niment petites, que es consideren més sintetiques i intuitives. D'aquesta manera, a Franca, el procés
d'algebritzacié del conepte de limit es va veure interromput durant molt de temps.

Fins i tot en les seves famoses notes, Course d'analyse algébrique de 1821, Augustin-Louis Cauchy
(1789-1857) no contribui a l'algebritzacio, encara que, per una mena de formula de compromis, va
reintroduir I'Gs dels limits i els defini d’'una manera totalment retorica sense usar simbols.

Immediatament després d’haver definit les variables, Cauchy defineix tant el «limit» com les «quanti-
tats infinitament petites». La definicié del limit és totalment textual, sense signes ni desigualtats. Usa
el terme classic d'esdevenir arbitrariament proper —sense mencionar, per exemple, les quantitats
infinitament petites:

Quan valors successius donats de la mateixa variable s'apropen indefinidament a un valor fixat, de
manera que al final I'un i I'altre difereixen tan poc com es vulgui, aquest darrer s'anomena el limit
dels altres valors (ibid., 4).

Novament és fonamental per ala defincié que la variable adopti «successivament»valors singulars. Se-
guint la tradicio francesa, I'Unic requisit que ha de complir la successié de valors que hem assumit
és que, al final, difereixi del limit una quantitat arbitrariament petita. No es considera la possibilitat
d'atényer el limit. La definicio de limit és purament textual, i s'estableix sense I'Gs o introduccié de
signes. Cauchy no introdueix el signe «lmx fins a la seccid seglent i només com una abreviatura
—subratllant el seu Us amb el punt:

4. El primer autor que menciona aquesta llei d'inclusié d’Ampére és Grattan-Guinness (1990, 199).
5. NachlaL d’Ampere. A la part central, Ampere oblida sempre insertar la «V/»al costat de la dreta.
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Quan una quantitat variable convergeix a un limit fixat per endavant, sovint és Util indicar aquest
limit amb una notacié especial, que farem col-locant I'abreviatura

lim.

davant de la quantitat variable que estem considerant (ibid., 13).

De fet, Cauchy usa el signe només com una abreviatura i no adopta ni l'aproximacié de Stockler ni la
d’Ampeére adrecada a una autonomia operativa. | precisament perque solament és una abreviatura,
al signe «lim.»de Cauchy —com en tots els seus predecessors— |li manca un element completament
central com a aplicacié operativa: una caracteritzacié més propera al procés del limit —o bé indicant
el valor al qual s'apropa la variable independent, o bé les variables per a les quals el procés del limit
té lloc. Ironicament, és Spalt (1996, 20), tan orgullés del seu metode de «no afegir res fora a les fonts»,
qui, gairebé des del mateix inici del text, afegeix la notacié indexada que sempre mancara en Cauchy
i en els francesos contemporanis. Malgrat els comentaris, d'altra banda copiosos, relatius a cada un
dels canvis del text, és forca més endavant del seu text que hi ha la reproduccié d'una proposicié
establerta per Cauchy.
0=lim [6f(X)] = lim [exf'(X)]
x=0 x=0

amb l'observacio «afegint, com és usual, I'index al ‘lim’» (ibid., 144).

Aix0 no obstant, és precisament el fet de negligir aquest index allo que apunta un camp de problemes
conceptual encara major: sense usar signes que expliquin les variables que el procés del limit afecta,
és facil oblidar que, per exemple, s’han esdevingut dos processos de limits diferents. Aixi, la manca
d'una explicacié amb signes se'ns mostra com una indicacio de la reflexié insuficient realitzada sobre
el procés del limit en la seva totalitat.

La definicié de Iimit va seguida de dos exemples: els nombres irracionals com a limits dels racionals
i l'area del cercle com a limit al qual convergeixen les arees de poligons inscrits amb un nombre de
costats creixent.

5. Dirksen

Una major profunditat en I'horitzd conceptual dels conceptes de limit s'aconsegueix en els comenta-
ris de E. H. Dirksen sobre la duplicacié o multiplicacio de les definicions de Iimit a causa del concepte
especific de nombre i, en particular, de I'estatus especial del zero. Dirksen fou un dels lectors més
diligents de Cauchy i el defensor més ferm, a Alemanya, de les innovacions en els conceptes basics
aportades per Cauchy.

Cauchy comenca el capitol sobre convergencia o divergencia introduint una innovacié notacional
important en la matematica francesa que serveix com a premissa per a un tractament més general
de les propietats de les series: la indexacié dels termes de la successio per tal d'identificar-los com a
elements que pertanyen clarament a una successié completa. Cauchy defineix una «série» com una
successioé il-limitada de quantitats de manera que la formacié d'una quantitat a la seglent s'obté
seguint una llei ben determinada:

Anomenarem serie una successio indefinida de quantitats
Uo, Uy, Uy, U3, €tC.

que deriven l'una de I'altra d'acord amb una llei determinada (Cauchy 1821, 123).
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Contempla les quantitats com si fossin termes diversos de la successié. Cauchy completa aquesta
designacié amb I'expressio i notacio del terme general:

el terme que correspon a l'index n, és a dir, u,, s'anomena terme general (ibid.).

Mentre que aquestes notacions proveeixen la claredat necessaria per a I'operativitat general amb
«successionsy, contrariament, els signes que introdueix per a les sumes parcials i la suma només son
apropiats per a avaluar aspectes parcials d'aquests conceptes, mentre que d'altres no hi sén ni tan
solament considerats.

Cauchy usa

Sh=Uo+ U + U+ -+ + Ny

per a descriure la suma dels n primers termes de la successio, amb n € N. Amb aquesta notacié per
a sumes parcials, introdueix el concepte de convergéncia: com un limit de les sumes s, quan n creix
—sempre que aquest limit existeixi.

Si, per a valors creixents de n, la suma s, s'apropa indefinidament a un cert limit s, direm que la
serie és convergent, i el limit ss’nomenara la suma de la serie (ibid.).

En contrast amb aixo, si per a n creixent la suma s, no s'apropa a cap valor, la serie s'anomena diver-
gent, amb la qual cosa queda establert que aquestes series no tenen suma (ibid.). En vista d'aquestes
definicions, observem que:

» Cauchy nomésintrodueix aquesta definicié per a quantitats numeriques i no proporciona les defini-
cions o consideracions relatives a les successions de funcions. Aixo porta a haver de fer comentaris
sobre la notacio.

« Les definicions de Cauchy son una vegada més predominantment textuals. Només usa signes per a
les sumes. En particular, no aplica lim operativament ni en les seves definicions ni, més endavant,
en les seves demostracions de convergencia. Només usa el signe lim al final de I'extens capitol
sobre convergencia i divergencia.

El signe de suma's, 0 s no proporciona cap indicacié pel que fa a la successié per a la qual es busca la
suma, encara que una notacié com ara s,(u,) podria haver resultat apropiada. Encara que aixo podria
no haver tingut cap mena de consequencia negativa amb les successions simples de nombres, quan
es tracta de successions de funcions aquests signes tan simples no proporcionen cap indicacié de la
funcié i de la variable o variables que es troben en joc. | aixo fa que les operacions i argumentacions
siguin confuses i feixugues.

De la mateixa manera que I'Us del signe lim es fa sense cap notacié sobre el procés dels limits, ara
tampoc no hi ha cap notacié que indiqui el recorregut dels indexs en els signes s, i s, tan assolible
quan s'usa el signe sigma:

m
E Up.

n=0

Tampoc no hi trobem la notacié abreujada per a les sumes parcials:

Un+un+1 +"'+Um—1 +Um, m>n
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que el signe sigma podria haver propiciat:

m
E Ug.
k=n

Cauchy introdueix la seva propia notacié només per al cas especial del romanent de la serie a partir
d'un cert index n:
Ih =5S—5Sy =Up + Upt1 + Upp2 + ---(ibid. 1301 s)).

La notacio de Cauchy és suficient per a introduir i aplicar el seu sistematic desenvolupament dels
criteris de convergéncia com sén els tests del quocient i de l'arrel (ibfd., 132 i s.). El problema només
sorgeix amb el controvertit teorema de continuitat en el qual Cauchy relaciona la convergencia a la
continuitat de les successions de funcions.? Aqui argumenta amb funcions de variable x, amb incre-
ments d'aquestes funcions i amb increments d'una variable x d'un infinitament petit a. Tanmateix tot
aixo ho fa de forma textual, perqué només posseeix signes per a les tres funcions:

Sp, IS,

perod cap vincle d'aquestes ni amb x, ni amb a, ni amb els increments de les funcions.

En aquest context, una font excel-lent d'informacié hauria estat un criticisme contemporani del teo-
rema de continuitat de Cauchy que focalitzés precisament aquests deficits pel que fa als signes. Com
és caracterfstic, aixd no tingué lloc a Franga, siné a Alemanya, per part d'un matematic format en el
context dels matematics de Gottingen i Berlin, i, en particular, pels qui aleshores estaven dominant la
combinatoria. L'escola combinatoria, amb el seu entusiasme per les operacions algebraiques formals
i buscant generalitzacions cada cop més llunyanes, només disposava d'un camf per a sotmetre a les
seves combinacions cada vegada més agosarades: desenvolupar simbols apropiats i aplicar-los de
forma estricta. L'autor d'aquest criticisme fou un matematic que, a Alemanya, actuava com el més
acurat defensor i sequidor dels conceptes de Cauchy: Enno Heeren Dirksen (1788-1850), nadiu de
Frisia de I'Est, que va estudiar matematica i astronomia a Gottingen amb Mayer, Thibaut i Gaul3. Acon-
segui el doctorat a Gottingen i en 1820 esdevingué professor associat de la Universitat de Berlin i en
1824 professor ordinari. Sense aconseguir en la seva recerca cap exitinnovador, el seu camp principal
d'estudi fou la reflexio sobre els fonaments. La seva obra inacabada, Organon, de la qual solament es
publica mitja seccié, és un document convincent per a una explicacié i continuacié del programa de
rigor de Cauchy.

El criticisme de Dirksen al teorema de Cauchy el podem veure en les observacions que féu a la pri-
mera traduccié a I'alemany del Course d’Analyse, feta per C. L. B. Huzler I'any 1828. Fins i tot, ja abans
d'aquestes ressenyes de 1829, Dirksen havia introduit una innovacié important en I'ds dels signes. Es
troba ja desenvolupada de forma completa en una memoria de I'’Académia de Berlin de 1817. Pel
que sé, Dirksen fou el primer que proporciona el signe de limit amb indicacions sobre els processos
del limit i les variables involucrades. Atés que, en aquella epoca, el romanticisme alemany era parti-
cularment dur, reemplaca I'abreujament del llati o del frances limes o limites per un abreujament de
la paraula alemanya Grenze, i en resulta la notacioé segient:

X=Xo
Gr - f(x)

en la qual s'establia la variable abans del signe limit. Per aixo, Dirksen presenta la seva definicié de
continuitat com

X=Xg

fixo)) = Gr - f(x).

6.En la literatura, segons el que conec, només Pensivy (1988, 12) indica que la notacié és ambigua i, per tant, que els
significats no sén clars. En la notacié, menciona la manca d'una relacié amb la variable x.
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\’ergleicht man diese Gleichung mit der ihr entsprechenden (53),
s0 sieht man leicht, .dafs, insofern beide gleichzeitig stait finden, und
also jene tine nothwendige Folge von dieser, sei es unbedingt, sei es
auch nur bedingungsweise, bilden soll, sein mufs
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und umgekehrt, insofern diese Gleichung geltend gemacht werden dacf,
witd auch die Gluchung (67) als cine Folge von (45), uad mithin auch
von (43), auf einem dirccten und vollig streogen Wege, =u gemnnen
scin.

YWas nun Jie Gleichuag (63) inshesondere anbelangt, éo scheint
fbre nnbedingte Richtigkelt, aus einem allgemefnen Gesichispunkic be-
trachtet, mit Grund bezweifclt werdea zu k8nnen.

El fet d'especificar la variable en el signe de limit permetia a Dirksen poder diferenciar el procés del
limit per a diverses variables amb I'Us de signes, i en conseqiencia també conceptualment.

Pel que sé, doncs, aixo li va permetre de ser el primer a estudiar el procés dels limits multiples i poder
discriminar-los analiticament i amb signes. La figura presenta una seccié de la memoria de Dirksen
de 1827 com una evidencia del procés que desenvolupa de cara al pas als limits multiples. Alhora,
mostra com discuteix la intercanviabilitat del pas al limit.

La intercanviabilitat és el punt central en el criticisme de Dirksen al teorema de continuitat de Cauchy.
El primer pas de Dirksen és especificar el procés singular en el pas al limit complet. | després de citar el
teorema, no solament exposa els dubtes que té, sind que formula simbols apropiats per a exposar-lo:

Sincerament, el comentarista ha d'admetre que no li satisfa la demostracié d'aquest teorema, i
que, un cop feta una analisi més acurada, dubta fins i tot que el teorema sigui correcte. Com que
hom suposa que tots els termes de la serie sén funcions de x, obté, en la mesura que S, designa
la suma dels n primers termes,

Sp = f(x, n). (Dirksen 1829, columna 217).

Ara el signe posa clarament de manifest que en el procés de pas al limit hi ha involucrades dues
variables. Emprant el seu signe per a limits, especifica inicialment el pas al limit respecte de n, que és
el que involucra la convergéncia:

Si‘ara prenc el valor especial de x, que és el que es considera en el teorema, i el designo com a a,
i la suma de la série que li correspon com a S, obtinc, d'acord amb la definicié de la suma d'una
serie:
n=oo
S= Gr -f(an) = f(a oco). (Ibid).

En canvi, contrariament, la continuitat fa referéncia a I'altra variable, x:

Si per a aquesta quantitat hom suposa la continuitat en I'entorn del valor x = g, hom obté, d'acord
amb el concepte de continuitat:

Aa=0

S= Gr -f(a+ Aagoo) (Ibid).
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L'esmentat teorema, reconstruit en aquests termes, requereix, per tant, que els dos passos al limit
siguin intercanviables:

Combinant aquesta equacié amb la precedent, resulta que:

Aa=0 n=oo

Gr -fla + Ag,00) = Gr -f(a,n)

Es a dir, si f(x, n) representa la suma dels n primers termes de la série, aleshores, si la suma de la
série és continua en un entorn del valor x = g, resulta que:

Aa=0

n=oo
Gr -fla + Ag,00) = Gr -f(a, n). (Dirksen 1829, columna 217s.)

Ara Dirksen apunta, d'acord amb el segon capitol de Cauchy, I'Ginic que dedica a la continuitat, que
no hi ha manera d'aconseguir que la proposicié pugui ser generalment valida a priori, i finalment
formula una successio de certes funcions racionals continues com a contraexemple.

En aquest exemple, els dos limits difereixen segons si el pas al limit de x precedeix el pas al limit de n:
n=oo
Gr -f(gn) =0

i, viceversa: Aa=0
Gr -fla + Aag,o0) = 1 (ibid).

Aix0 porta a resultats —conflictius— relatius a «la condicié necessaria per a la correccié del teorema»
(ibid., columna 219). Dirksen precisa amb molta cura les difereéncies dels dos passos al limit:

La idea principal que es posa en joc aqui sembla que és que el concepte de la suma d'una série
perax = a pressuposa, parlant de forma estricta, que x es determina abans que n, mentre que
el judici sobre la continuitat de la suma exigeix I'oposat i el fet que, quan no esdevenen infinits,
ambdos resultats poden difereir I'un de I'altre (ibid.).

Sistematicament, el seu desenvolupament opera amb aquests signes; en particular, fou habil per a
conceptualitzar el procés de pas al limit per a diverses variables. Aixi, fou el primer matematic que
reeixi en l'estudi dels processos multiples d'aproximacio als limits i a distingir-los simbodlicament i
analitica.

En particular sén notables:

» Laintroduccio de limits dobles.
m=oo | p=00
Gr [ Gr b,,,m] .

 L'extensio, a ells, de les operacions.
« Elfetde basaraquestes operacions en una practica enormement desenvolupada d'operacions amb
desigualtats i amb I's de I'e:

v.nAduutp) — aut < g iv.n{dutp — au} < %, aleshores:

VonAdutp) — uap} = VN A{(Qutp) — ) — (dutp — ap)} <
VN (Guutp) — Gu) + V.. (Gusp — du) < € (ibid, 429).

7. El signe «v. n» és I'adaptacio de Dirksen de I'expressio textual de Cauchy «valeur numérique», que indica el valor
absolut dels termes que el segueixen. El signe que ha esdevingut comu per al valor absolut fou proposat per Crelle en 1823,
pero no s'adopta d'una manera general fins a finals del segle dinou.
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Resumint el desenvolupament conceptual, hem vist que no fou uniforme, continu, siné que tingué
lloc amb vaivens i compromisos i que estigué sotmes a diferencies culturals que palesen el con-
trast dels punts de vista fundacionals d'algunes de les comunitats matematiques d'Europa (vegeu la
figura).

Passos en el procés d'algebritzacio

Retoric Sincopat Simbolic
Newton 1678
Maclaurin 1742
D'Alembert 1765
De la Chapelle 1765
R.Simson 1776 Cousin 1777

Mar |tin 1781

L'Huil|ier 1784-1786
Car|not 1784
Stockler 1794
Lacroix 1797 [Garnier 1799]
[Ampeére 1808]

Cauchy 1821

Dirksen 1829
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