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El concepte de limit de
Newton a Cauchy:

entre la geometria i I'algebra
| el paper dels signes
[Primera part]

Resum

El concepte de limit és constitutiu per al calcul
diferencial i integral. Aixd no obstant, la seva aparicid
historica no s'ha estudiat prou acuradament. Newton
fou el primer que l'introdui com una alternativa a les

aproximacions infinitesimals, perod sense reflexions
conceptuals i sense cap técnica operacional es
mantingué vinculat als contextos geometricocinetics.
Aquest article estudia el desenvolupament lent del
concepte durant el segle divuit, i en particular les
primeres definicions i el seus passos graduals vers
I'algebraitzacié. Gracies a I'apropament a una recerca
de les aportacions al si de les comunitats
matematiques en general, ens revela que autors
aparentment marginals han fet avencos
considerables cap a una teoria operacional
algebraitzada dels limits. Tanmateix, aquest procés
mostra que no és, en absolut, continu i que depén
d'epistemologies que difereixen d'un pais —id'una
comunitat— a un altre. L'analisi finalitza contrastant
dues aproximacions del 1820 que revelen aquestes
visions diferents: Cauchy a Franca i Dirksen a
Alemanya.

Aquesta primera part de l'article presenta el marc
conceptual del que es coneix com a procés
d'algebraitzaci¢ i s'hi analitza de quina manera
Newton presenta el procés en el concepte de limit
—com l'usa Maclaurin com a resposta a Berkeley i
d'Alembert a I'Encyclopédie— per endinsar-se
després en el limit com a aproximacio i es tanca amb
els inicis de I'algebraitzacié d'aquest nou concepte: el
Ifmit. Obre la porta a la segona part que publicarem
en el proper nimero.

Gert Schubring

Abstract

The concept of limit is constitutive for the differential and
integral calculus. Yet, its historical emergence has not
been closely studied. As an alternative to infinitesimal
approaches, it had first been introduced by Newton, but
without conceptual reflections and without an
operational technique; it remained tied to
geometrical-kinematical contexts. The paper studies the
slow development of the concept during the eighteenth
century, and in particular the first definitions and their
gradual steps towards algebraization. Thanks to the
approach to investigate the contributions within the
contemporaneous mathematical communities at large,
apparently marginal authors reveal to achieve
considerable steps towards an algebraized operational
theory of limits. Yet, this process proves not to be a
continuous one and depending on epistemologies
differing over various countries and communities. The
analysis finalizes in contrasting two approaches of the
1820s revealing such differing visions: Cauchy in France
and Dirksen in Germany.

This first part of the paper presents the conceptual frame
of that known as the algebraization process and
analizes wich way Newton presents this process in the
concept of limit —how to uses Maclaurin in response to
Berkeley and d’Alembert in the Enciclopédie— to enter
after in the limit as approach. It closes with the start of
the algebraization of this new concept: the limit. It
opens the door to the second part which will publish
them in the next issue.
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En la historiografia de la matematica hi va haver un periode en el qual tots els descobriments mate-
matics essencials s'atribuien als grecs de la Grecia classica. Evidentment, el calcul diferencial i integral
plantejava un problema a aquesta aproximacié ahistorica, produida per I'admiracié a I'antiguitat clas-
sica. S'intentava de presentar el métode d'exhaustié com quelcom equivalent.

De fet, aquest metode només és un procediment de demostracié i no proporciona cap marc con-
ceptual per estudiar el procés de pas al limit, cosa que involucra l'infinit. Una de les formulacions
classiques la déna Euclides en la proposicio X, 1:

Donades dues magnituds desiguals, si de la major traiem més de la meitat, i del que en queda més
de la meitat, i si aquest procés el repetim continuament, assolirem una magnitud més petita que
la menor de les dues magnituds donades (citat a Edwards 1979, pag. 16).

Aquests metodes per calcular limits eren rigorosos, pero els matematics que els usaven, com ara
Euclides, Arquimedes i altres matematics grecs, evitaven, en general, processos infinits, i en cap cas
no imaginaven el pas al limit com una cosa que s'acomplis actualment. Aleshores, per tal d’evitar
I'Us i l'acceptacio de linfinit, tendien a desenvolupar elements crucials d'una certa algebra de les
desigualtats.

Avui estem convencuts que la primera conceptualitzacio rigorosa i extensa del limit ha estat elabo-
rada per Cauchy. Encara que s'admeti que matematics diversos del segle xvil van efectuar algunes
reflexions i aplicacions a la nocioé de limit, els resultats exitosos assolits per Cauchy s'han presentat
com una innovacié fonamental i com una contribucié personal (Grabiner 1981, pag. 9). Hom consi-
dera que la clau caracteristica d'aquesta conceptualitzacié rigorosa és I'algebraitzacio dels conceptes
subjacents, fet que es detecta, en particular, per I'Gs d'una certa algebra de les desigualtats.

Tanmateix, de fet, mai no s'explica qué significa, en aquest camp conceptual, el terme algebraitzacio.
Desitjaria, doncs, reflexionar sobre I'algebraitzacido com a procés i analitzar les contribucions fetes
pels matematics del segle xvit d'acord amb aquesta categoria. El paper dels simbols, dels signes, se'ns
mostrara com el pivot de tot el procés del desenvolupament d'algebraitzacié. A més, se'ns fara pales,
amb tota claredat, que el desenvolupament conceptual no s'esdevingué ni d'una manera continua
ni tampoc unidireccional.

Per tal d'analitzar millor el procés d'algebraitzacié del naixement de l'algebra, recordaré breument
els tres estadis-model de Nesselmann relatius a I'evolucio de I'algebraitzacio. Amb tota seguretat,
aquest model, proposat I'any 1842, no és un model generalment valid, pero és una eina tan util com
heuristica:

« |'estadi primer i inferior s'anomena algebra retorica: el procés matematic sencer, amb totes les se-
ves operacions, s'expressa amb paraules. Es a dir, ni s’han introduit ni tampoc no s'empren simbols.
Son les paraules del llenguatge propi les que serveixen per expressar el significat matematic.

» En el segon estadi, hi ha I'algebra sincopada: la presentacié dels resultats matematics és també
basicament retorica, pero, ara, s'introdueix, per als conceptes i les operacions que s'usen amb
freqUiéncia, sempre la mateixa abreviacié —en lloc de les paraules senceres. Tanmateix, s'hauria
de ser prou habil per retornar, en qualsevol moment, de l'abreviacié al terme complet original.

« Eltercerestadi, el del'algebra simbolica, representa totes les formes i expressions amb un llenguat-
ge de simbols, constituit independentment del llenguatge normal. Practicament no hi ha retorn
de les operacions fetes amb simbols al text retoric (Nesselmann 1842, pag. 302).
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1. Newton

El primer Us del concepte de Iimit per al calcul es troba en I'obra de Newton. De fet, com és ben
conegut, Newton empra diversos metodes com a fonaments del calcul nou. La nocié de limit apareix
en la seva aproximacio via el que s’ha anomenat raons primera i darrera.

L'avantatge i I'atractiu d'aquest métode era, con accentua Newton, que usava només quantitats fini-
tes, i aixi aconseguia un acord amb la metodologia geométrica dels grecs, la qual cosa el salvava de
la critica.

Amb quantitats finites [..] instituir 'analisi d'aquesta manera i investigar les raons primeres i darreres
de les quantitats finites ixents i evanescents esta en harmonia amb la geometria dels antics, i volia
mostrar, a més, que, en el metode de les fluxions, no hi ha cap mena de necessitat d'introduir, al
si de la geometria, figures infinitament petites (Newton 1969, 1929).

Newton, en el seu Principia Mathematica (1687), reflectia explicitament la idea continguda en el con-
cepte de les raons primeres i darreres per determinar, en el cas de les variables depenents del temps,
el limit al qual les variables s'aproximen en un cert instant —i que, des del seu punt de vista, aconse-
gueixen d'assolir— com un estudi dels limits, i, per aix0, introduia el terme de limes.

Newton introduia aquest metode com una alternativa als métodes geométrics grecs, amb el propo-
sit d'evitar les llargues demostracions ad absurdum, i com una alternativa al metode dels indivisibles:
la hipotesi dels indivisibles semblava massa ofensiva («durior»), deia, i el métode li semblava que no
era suficientment geometric. L'alternativa era determinar les sumes ultimes, respectivament raons,
de quantitats evanescents, respectivament de les primeres quantitats generades, i aix0 consistia pre-
cisament a determinar els limits de les sumes respectivament de les raons:

Aix0 és, [reduir] els limits a aquelles sumes i raons (Newton 1969, pag. 38; org. 1972, pag. 87).

| emfasitza el seu propi concepte de continuitat afirmant que no comprenia els indivisibles, sind que
concebia quantitats esvanescents divisibles; cosa que no significa pas I'existencia de les parts ultimes,
sino:

[no] indivisibles, sind quantitats divisibles evanescents; no les sumes i les raons de determinades

parts, sind sempre els limits de les sumes i les raons (/bid.).

Aqui Newton posa cura a emfasitzar que la seva propia expressio raons Ultimes significava efectiva-
ment limits, els quals eren aproximats més i més per les raons:

Aquestes raons Ultimes a les quals les quantitats s'esvaeixen no sén pas, de fet, les raons de les
quantitats Ultimes, sind els limits als quals les raons de les quantitats s'apropen més que qualsevol
diferencia donada (/bid., pag. 39; orig. pag. 88).

Simultaniament, Newton declara, doncs, que els limits existeixen, i que examinar aquests valors cons-
titueix una tasca genuinament geometrica perque els limits estan fixats i determinats:

I com que aquests limits son certs i definits, determinar-los és un problema estrictament geomeétric
(Ibid., pag. 39; orig. pag. 87f).

Finalment, Newton déna ja una pista del concepte del procés de matematitzacié del limit que més
endavant va ser formalitzat dient que les quantitats infinitament petites son variables especials; és a



abril 201317

dir, successions nul-les. Arreu on es refereix, en les parts seglents del seu text, a quantitats petites,
0 esvanescents, 0 a quantitats Ultimes, mai no les hem d’entendre com a quantitats fixes que tenen
una determinat valor, sind com a quantitats que disminueixen infinitament:

Aixi, en tot el que segueix, per tal de ser compres amb més facilitat, alla on s'esdevingui que men-
cioni quantitats finals, o evanescents, o darreres, no heu de suposar en cap cas que es tracta de
quantitats d'una determinada magnitud, sind que estan concebudes com quelcom que dismi-
nueix sempre sense fi (/bid., pag. 39; orig. pag. 88).

Malgrat que Newton no desenvolupa un algorisme o calcul per a la determinacié dels limits, estableix
un principi per fer-ho, que va ser elaborat extensament pels autors posteriors: el principi que el limit
podria inferir-se del comportament que presenten les variables en el finit:

Les quantitats, i les raons de quantitats, que en temps finit tendeixen de forma constant a la igual-
tat, i que abans de la fi del temps s'apropen una a l'altra més que qualsevol diferéncia donada,
finalment esdeven iguals (Newton 1969, pag. 29; orig. 1972, pag. 73).

Aquest principi constitueix la base per decidir la identitat d’expressions en el calcul nou.

Guicciardini anomena aquesta concepcié una teoria intuitiva dels limits (Guicciardini 1989, pag. 5). En
qualsevol cas, podem afirmar que Newton no va elaborar una teoria algebraitzada del limit. No pre-
senta cap tractament operatiu dels limits, cap designacié per a les variables i els indexs limits del
procés, i cap signe particular per al limit. Com mostren les citacions anteriors, les descripcions i les
argumentacions son completament verbals.

2. Els limits com a resposta de Maclaurin a Berkeley

La Gran Bretanya —on es van crear els infinitésims— fou el pafs que més rapidament els va aban-
donar. Foren reemplacats pels metodes del limit, basats sempre, perd, en processos geometricoci-
netics. Després dels primers intents de Thomas Bayes (1702-1761) i de Benjamin Robins (1707-1751)
per aconseguir d'establir un métode del limit (cf. ibid., pag. 46 i 45), el voluminds A Treatise of Fluxions
(1742) de I'eminent matematic escocés Colin Maclaurin formulava el refds matematic dels infinite-
simals i elaborava com a base del calcul un metode geometric del limit.

El punt inicial de I'amplissima aproximacio a la justificacié del calcul de Newton era que refusava
—com Newton (cf. seccié 5)— suposar (I'existéncia de) quantitats infinitament petites i admetia no-
més quantitats finites:

Sempre he representat les fluxions de tots els ordres amb quantitats finites, essent la suposicid
de magnituds infinitament petites un postulat massa atrevit per a una ciéncia com la geometria
(Maclaurin 1742, pag. V).

Maclaurin només admetia quantitats que tinguessin una «existéncia real» (ibid. pag. 3). Les quantitats
infinitament petites no eren quantitats admissibles; una divisié infinita no era executable. El terme
clau en la discussio de Maclaurin és el terme assignable. La divisié en un nombre assignable de parts
és admissible:

Pero [una magnitud donada] no pot ser, conseglientment, dividida en un nombre de parts més
gran que una d'assignable (ibid., pag. 43).
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En contrast, per exemple, amb l'argumentacié de Varignon contra Rolle, Maclaurin es basava en els
geometres antics per tal de justificar la no-admissié de quantitats que podien esdevenir infinitament
grans o infinitament petites (ibid., pag. 40). lgualment estava compleament convengut que els Antics
mai no substituirien corbes per poligons (ibid., pag. 31 33). D'aquesta manera, Maclaurin treia un dels
pilars essencials del concepte del calcul diferencial elaborat per Leibniz i pels autors francesos, tot
substituint-lo per un altre concepte que, segons ell, havia estat la base de la geometria de I'antiguitat,
0 simés no de la geometria d’Arquimedes: el concepte de limit. Arquimedes, deia, no substitueix mai
corbes per poligons, sind que, més aviat, havia refinat els poligons circumscrits i inscrits fins al punt
que li permetessin d'aconseguir proposicions relatives a les corbes inscrites enteses com a «limits».

El que resulta realment sorprenent del text més substancial de Maclaurin és que usava, com un au-
tentic principi (ibid., pag. 10), el concepte de /imit com quelcom tan evident que no precisava ser
introduit de manera explicita o reflexiva. En el suplement posterior del primer volum, hi ha només un
paragraf breu, «Dels limits de les raons» (pag. 420-424), perd no conté cap fonamentacié del metode
dels limits, sind més aviat indicacions practiques per tal de calcular els limits de raons.

El que és notable, pero, en I'Us practic del métode dels limits de Maclaurin és el fet que sempre inclou
reflexions sobre si el limit buscat existeix (cf, per exemple: ibid., pag. 217 s.), quelcom que molts dels
seus successors ja no faran. La qUestiod constant en aquest afer és si hi ha un limit assignable o, si «no
té limity, és la consequiencia de la posicio fundacional d'admetre solament el finit, és a dir, quantitats
assignables.

Sempre s'ha fet notar que el Treatise de Maclaurin és de lectura dificil (cf. Guicciardini 1989, pag. 50).
Aquesta consideracio, tanmateix, no és només el resultat de I'is que fa de demostracions geometri-
ques indirectes. El tret caracteristic del seu estil és més aviat que formula en la més pura tradicio, de
manera purament verbal —sense equacions, i sense |'Us de signes algébrics i es confina aixi a si mateix
exclusivament a I'estudi dels llocs geometrics. Com declarava Maclaurin, aquest estil era intencionat
a fi d'eliminar qualsevol mena de critica tot apel-lant als métodes tradicionals.

Es, doncs, comprensible que Maclaurin, a causa del seu propi concepte geomeétric de limit, contrari
a l'algebraitzacio, no faci cap intent per tal d'algebraitzar-ne el concepte: ni en la primera part, una
part exclusivament geometrica, ni tampoc a la segona, en la qual admet per exemple metodes infi-
nitesimals com abreviacions essencialment exactes i heuristiques. Maclaurin no introdueix cap signe
propi per al limit, ni tampoc no estableix lleis per operar-hi. Per tal d'entendre la posici¢ de Maclaurin
pel que fa a la fonamentacio, és del tot essencial adonar-se que suposa com una premissa inqles-
tionable que totes les variables («fluents») es basen en processos geometricocinematics —basats
en operacionalitzacions del moviment, l'espai, i la velocitat (cf. ibid., pag. 52 i s.). La premissa, ac-
tuantencara més acusadament que en Newton, produeix que la continuitat i la diferenciabilitat siguin
pressupostos fonamentals autoevidents sense cap necessitat de reflexio ulterior.

3. Recepcio a I'Enciclopédie i 'expansié ulterior

Tanmateix, perd, I'adopcid més intensa del refls de les quantitats més petites i la substitucio pel
metode del limit no s'esdevingué a causa de I'obra de Maclaurin, siné tanmateix a causa d'un autor
frances, el qual havia llegit el llibre de Maclaurin i aporta idees ulteriors propies. Aquest autor era
D’Alembert, i tenia com a objectiu la claredat i el rigor conceptuals. En aquest context, D'Alembert
afavorf una posicid que sostenia l'algebraitzacio dels conceptes fonamentals de l'algebra.
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L'objectiu primari de I'Encyclopédie consistia a clarificar els conceptes basics de I'analisi o a clarificar
«la métaphysique du calcul différentiel » (D'Alembert, Différentiel, 1751, pag. 985). La métaphysique més
precisa i exacta del calcul diferencial havia estat aplicada per Newton, si bé deia que no s’havia preo-
cupat d'aprofundir-la:

Podem dir que la metafisica d'aquest gran geometra [Newton] sobre el calcul de fluxions és més
exacta i més il-luminadora, en la mesura que ens permet de veure'l.

Mai no considera el calcul diferencial com un calcul de quantitats infinitament petites, sind
com el metode de les raons primeres i darreres, que és el métode de cerca de limits de raons [...].
La diferenciacio de les equacions consistia només en la recerca de limits de les raons entre les
diferéncies de les dues variables de I'equacio (ibid, pag. 985 i s.).

L'entrada, propiament dita, de limit al'Encyclopédie és molt breu. D'una banda, es referma en la posicio
de principi que estableix que el calcul diferencial establert de manera correcta només pot erigir-se
sobre els [imits:

La teoria dels limits és la base de la vertadera Metafisica del calcul diferencial (D'Alembert, Limit, 1765,
pag. 542).

, alhora, en aquest punt, és el primer a introduir aproximacions per a una reflexid conceptual del
concepte de limit, tot declarant que, si bé la quantitat podria aproximar-se al limit arbitrariament, mai
no el podria atrapar:

El limit mai no coincideix [amb la quantitat], o mai no esdevé igual a la quantitat de la qual n'és
el limit: pero, el primer s'hi apropa cada vegada més i més, i difereix d’ell tan poc com es desitgi
(ibid.).

Aquesta determinacié del concepte implica alhora la posicié excepcional del zero. A més, la deter-
minacio aclareix que aqui, de bell nou, el concepte fonamental tracta d'una quantitat geométrica
—i no pas encara del concepte de funcio. En I'entrada Différentiel hom pot trobar una aproximacio
que intenta posar de relleu I'aspecte de l'algebraitzacié. En aquesta entrada, D'Alembert distingeix en-
tre el limit geometric de quantitats com la determinacié d'una certa linia de la figura, i el limit algébric
com el terme algébric expressat amb lletres que fan referéncia a quantitats (D'Alembert, Différentiel,
1751, pag. 986). El seu interes primordial, tanmateix, era el problema geométric. El calcul diferencial
consistia a trobar I'expressio algebrica de la rad de linies ja conegudes:

Aquest calcul consisteix només a determinar algébricament el limit d'una raé quan ja ha estat
expressada amb linies i a igualar aquests dos limits, per a la qual cosa pot deteminar-se una de les
linies desitjades (ibid.).

D’'acord, doncs, amb aquest domini del concepte geometric de quantitat, a I'obra de D’Alembert no
trobem cap intent de reflexionar, o establir, operacions amb Iimits.

El predomini geomeétric de D'Alembert esdevé encara més notable pel fet que I'entrada de /imit de
I'Encyclopédie té una entrada paral-lela, en competéncia, de I'abat De la Chapelle! L'entrada paral-lela
de l'abat, encara que no advoca per una posicid essencialment diferent, tendeix clarament a una
comprensié més fortament algebricooperativa del concepte de limit.

D'entrada, De la Chapelle presenta la seva noci¢ de limit en el seu manual Institutiones de Géométrie,
1746, i, probablement, és el primer a aplicar de manera explicita limits en geometria elemental i no
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pas en analisi, com era el costum. La seccid que fa referéncia a la Solidesa dels cossos s'inicia amb una
polemica aguda en contra del punt de vista tradicional —molt més adrecada en contra del metode
dels indivisibles que no pas en contra de les quantitats infinitament petites. De la Chapelle anomena
els que hi son favorables Indivisibilistes, i en parla com si fossin membres d’'una secta: «Sectaris de
Cavalieri» (De la Chapelle, t.1, 1765, pag. 338).

Com ja havia fet Maclaurin abans que ell, De la Chapelle no gosa tampoc presentar el metode dels
limits com una cosa novella. S'esforca també a allitar-se en 'autoritat del Antics i designa el metode
dels limits com si fos el metode d'exhaustio (ibid., pag. 343). Tanmateix estableix una puntualitzacio
en declarar que l'aspecte nou que acabava d'introduir consistia a afegir, al metode, dues proposicions
noves que li permetien presentar-lo com quelcom «indubtable».

« Laprimera era la proposicid que establia: Si dues quantitats A i B son els limits de la mateixa quan-
titat C, les dues quantitats, A i B, sén iguals. El proposit d'aquesta proposicic era permetre la insercié
d'un limit ja determinat numericament (ibid., pag. 363).

« La segona proposicid consistia a transferir la propietat de limit al producte. Si C és el limit d'una
quantitat A, i D el limit d'una quantitat B, aleshores C x D és el limit de A x B (ibid., pag. 360 i s.).
Més endavant, aquesta proposicio li era necessaria per poder determinar el volum dels solids les
superficies dels quals estaven limitades per linies corbes.

De la Chapelle déna una definicié de limit, només en aquest indret —i solament en una nota a peu
de pagina:

Hom diu que una magnitud [grandeur] és el limit d'una altra magnitud [grandeur] quan la segona
es pot aproximar a la primera més que una certa quantitat donada, tan petita com hom pugui
arribar a imaginar. D'aix0 en resulta que la diferéncia entre una quatitat [quantité] i el seu limit és
absolutament indeterminable (ibid., pag. 360).

En aquesta definicid, el fet remarcable és la indeterminacié de les expressions: grandeur i quantité, ja
que s'usen I'una al costat de l'altra sense cap diferéncia de significat. Potser més revelador encara és
el fet que no s'usa el terme variable i que tampoc no apareix enlloc el terme constant.

A l'entrada limit de I'Encyclopédie, en paral-lel a la contribucio de D'Alembert, De la Chapelle repeteix
aquesta definicié al peu de la lletra i hi afegeix, després de donar alguns exemples, les seves dues
proposicions (De la Chapelle, Limit, 1765, pag. 542). Malgrat la indeterminacié d'aquesta definicié de
limit —D’Alembert, en no donar-ne cap, havia seguit Maclaurin—, la segona proposicid, en particu-
lar, ofereix una aproximacié a l'operativitat amb limits, i s'adreca cap a una algebraitzacié d'aquest
concepte que, des del principi, havia estat usat d'una manera purament geometrica.

4. Les primeres explicacions de /limit com a aproximacié

Com hem vist, el metode dels /imits fins ara s’havia proclamat més aviat com una aproximacio teorica,
perd en cap cas com quelcom realment per a I'Gs practic, ni tampoc els calculs diferencial i integral
no s’havien presentat pas, com un tot, sobre aquesta base.

Les primeres elaboracions del calcul diferencial i integral que anessin més enlla de simples mencions
eclectiques en manuals universitaris van ser presentades en dos llibres de text adrecats a un public
amplino necessariament connectatamb el context escolar. Un problema comu en aquests dos textos
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de177711781,de J. A.L.CousiniR. Martin, era que interpretaven el metode dels limits, basant-se en les
indicacions de Newton i Maclaurin, com una concepcié elaborada ja pels Antics i, per tant, intentaven
d'establir-ne la precisio treballant sobre conceptes de geometria elemental.

El primer text que afirma que es fonamenta exclusivament en els limits és I'obra Lecons de calcul
différentiel et de calcul intégral (1777) de Cousin. Si bé Jacques-Antoine-Joseph Cousin (1739-1800)
—membre de I'’Académie des Sciences de Parfs— havia estat professor de matematiques a 'Ecole
Royale Militaire de Parfs des de 1770 fins que la institucio, fundada I'any 1755 per a I'educacié dels
joves nobles, fou clausurada en 1776, la seva ocupacié primordial era la de professor de matemati-
ques i fisica experimental del Collége Royal, la qual ocupa des que hi accedi el 1769 fins a la mort.
Les llicons del College Royal, una institucié que no feia examens ni concedia titols, anaven adregades
al public en general. El text de Cousin mostra que no havia estat estructurat amb proposits docents,
sinéd com una mena de compendi que recollia el coneixement contemporani. El seu volum —tenia
més de 800 pagines— confirma que no s'havia pensat per a la docencia.

En un llarg Discours préliminaire, Cousin desenvolupa la métaphysique del calcul. Per fer-ho, critica
tots els metodes emprats fins aleshores: rebutja la doctrina dels infiniment petits, dient que ningu és
capac de formar-se una «idée nette et précise» d'aquestes quantitats. La solucié de Leibniz de substituir
quantitats infinitament petites per quantitats incomparablemente petites destrueix, afirma, I'exacti-
tud del metode (Cousin, 1777, pag. v f.). El métode de les fluxions de Newton, si bé no contradiu el
rigor matematic, ha de confiar en els conceptes de moviment i velocitat. Aixo, afirma, introdueix una
idea que és completament aliena a la matematica i que, en cap cas, no és simple. La justificacio de
Maclaurin —que estableix que el metode de les fluxions és almenys tan rigorés com el metode dels
Antics— reposa sobre la teoria del moviment (ibid., pag. vi f.

En canvi, Cousin atribueix a D'Alembert el mérit d’haver estat el primer a provar que la base real del
calcul diferencial i integral es derivava del metode dels Anciens, el qual hom coneixia amb el nom de
Meéthode des limites. Abans de la publicacio de D'Alembert, a I'Encyclopédie, aquest metode, «la vraie
métaphysique», era completament desconegut (ibid., vi). Ell (Cousin) intentava de presentar-lo de la
manera més clara possible.

Cousin entenia el limit com una quantitat arbitraria, aproximada indefinidament per una variable
sense arribar mai a identificar-s'hi —com en I'exemple del cercle inscrit o circumscrit per poligons
(ibid., pag. x).

Fent que una variable disminueixi prodriem aproximar arbitrariament el zero, sense assolir-lo mai: «La
idea que tenim del zero és que és un limit al qual raons decreixents s'hi aproximen de manera conti-
nua, sense atrapar-lo mai» (ibid., pag. 1x). Més endavant, Cousin declara explicitament que «Ni l'infinit
ni el zero no sén quantitats». | aclareix: <Ambdds sén limits als quals certes quantitats s'aproximen
continuament, sense assolir-les mai» (ibid., pag. ).

Per operar amb limits, Cousin, com De la Chapelle, amb qui dbviament estava vinculat, estableix dos
principis. El seu primer principi operacional és identic al primer de De la Chapelle (dues quantitats que
son el limit de la mateixa quantitat sén identiques). Tanmateix, Cousin substitueix el segon principi
relatiu al producte de quantitats per un principi que concerneix a les relacions entre dues variables:

Si dues magnituds, que creixen o decreixen continuament, mantenen entre si una rad invariant,
aquesta rao sera la del limit de les dues magnituds (ibid., pag. X).
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Cousin no déna, perd, cap justificacié d'aquests dos principis, que declara que sén la base de tot el
metode dels /imits. Més endavant, no obstant aixo, déna un exemple de com s‘apliquen. Aproxima
una circumferencia i una el-lipse —ambdues corbes amb el mateix eix, i pel que fa a I'el-lipse, el
llarg— i hi inscriu ambdds poligons, que tenen la rad de l'eix llarg de I'el-lipse al curt. Aquesta rad,
diu, és sempre la mateixa. Per tant, els limits també, essent aquests limits la circumferencia i I'el-lipse
(ibid., pag. x).

Aquestes primeres elaboracions del métode dels limits no eren especifiques per a I'analisi, siné que
reflectien més aviat conceptes de geometria elemental. En conseqiiéncia, aquest estadi és compa-
rable amb el dels indivisibles, en el qual objectes estatics de geometria eren també tractats sense
disposar encara dels conceptes de variable o de funcio. Aquest caracter paral-lel es fa també evident
en la definicié general del concepte dels /imits del seu text principal:

Hom diu que una magnitud en té una altra com a /imit, quan hom imagina que l'aproxima de ma-
nera que només difereixen d'una quantitat tan petita com es vulgui, sense arribar perd a coincidir
mai (ibid., pag. 17).

AquiCousin adopta el concepte vague del text de geometria de De la Chapelle, i de I'entrada posterior
de I'Encyclopédie, sense introduir el terme de variable, i sense fer cap diferenciacié entre quantitats
variables i constants. D'altra banda, podem observar una novetat substancial.

S'adona obviament del fet que el metode del Iimit requereix que el limit tingui el seu propi signe.’
Aleshores ho declara usant un signe distingit per designar el limit. No introdueix, no obstant aixo, un
signe general, sind Unicament un signe per als limits dels quocients de diferéncies:?

Usarem un signe per designar la rad de les diferéncies de dues quantitats variables. Si les dues
quantitats son x, y i Ax: Ay larad de les diferencies, en la resta del text usarem dx : dy per designar
el seu limit (ibid., pag. 32).

El segon autor que hem de discutir com influit per Garcdo Stockler és Roger Martin, i el seu text
Eléments de Mathématiques (1781). El text de Martin, d'acord amb el subtitol «a [usage des écoles de
philosophie du College Royale de Toulouse», estava clarament destinat al context universitari. |, atés que,
d'altra banda, va elaborar una presentacio més detallada del seu punt de vista sobre l'infinit, i del calcul
diferencial, en dos tractats adrecats a una académia, podem considerar que els seus tractats estaven
pensats també per a un public més ampli. Les dues publicacions tingueren una certa influéncia a
I'estranger.

Com Cousin, Martin estava convencut que D'Alembert, amb la seva idea de limit, presentada com una
adaptacié del metode d'exhaustio grec, havia estat el primer a formular una justificacié exacta del cal-
cul diferencial (Martin 1781, pag. Lv)). Difereix, tanmateix, de Cousin en la seva definici¢ independent
de limit:

Per limit d'una quantitat variable entendrem el valor o estat al qual tendeix sempre quan varia,
sense mai atrapar-la; perd al qual, no obstant aix0, s'apropa tant que arriba a diferir-hi menys que
qualsevol quantitat donada (ibid., pag. 317).

No solament trobem formulada aqui la petitesa de la diferencia gairebé amb tanta precisié com la
que aconseguira la forma estandard, sind que, d'una banda, relaciona clarament el procés del limit

1. «Recordem que, en el text de Schubring, signe significa ‘simbol». (N. del t.)
2. «El que correspon a la derivada, en termes actuals». (N. del t.)
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a una variable, i, d'una altra, el valor (constant) de la variable com a limit, la qual cosa significa una
conquesta d'innovacio genuina. Martin havia introduit el concepte de valoren la seva seccié dedicada
a l'analisi, explicant 'analisi «com el mitja per trobar una expressio algebrica, el valor especific de les
quantitats quan es troben combinades amb d'altres» Sense haver definit de manera formal valor,
el text de Martin no deixa mai clar que, per quantitats, entén quantitats constants que satisfan les
condicions algebriques respectives —per exemple, les arrels de les equacions (ibid., pag. 132). Martin
no introdueix, tanmateix, cap signe per al seu limit.

En els fonaments del métode del limit, Martin es relaciona directament amb Cousin, i també, per tant,
amb les concepcions de l'objecte que pertanyen a la geometria elemental. |, si bé no adopta el primer
principi de De la Chapelle i de Cousin, adopta el segon de Cousin i el converteix en un «teorema»
sense demostracio. El que interessa, tanmateix, és que Martin, generalitzant aquest principi/teorema,
estableix el primer principi d'intercanvi de limits. Com a teorema I, estableix la proposicié segtent:

Sidues successions de variables —creixents o decreixents—, de les quals la successio que té els
elementsa, ¢ e g, ... portaalaquantitat u, i la segona, que consta dels elements b,d, £, h, ..., ala
quantitat x, aleshores la successio de les raons dels termes respectius —i.e . a:b,c:d,e:f,...—
porta a la raé dels dos Iimits.

Explicitament afegeix una formulacié del principi d'intercanvi de limits —que usa repetidament—
i que és la segUent:

O sigui, que el limit de les raons sera la rad dels limits.

Potser s'ha observat que Martin, en el seu «teorema, designa el limit com una «quantitat» i no pas
com un «valor». Per a ell aix0 té un significat sistemic, ja que tot seqguit afirma que el teorema no se
satisfa en el cas en qué els limits siguin nuls. El zero, diu, no és una quantitat i, per tant, no hi pot haver
cap ra6 entre dos limits d'aquesta faico.

Podem considerar que aixo era una creenca basica de molts dels matematics d’'aquest periode. El ze-
ro era considerat, com I'infinit, una excepcio, i en cap cas se li concedia I'estatus de nombre. Aquesta
opinié havia presentat, des de feia molt de temps, consequencies punyents en l'elaboracié del con-
cepte de limit.

Un fet remarcable relatiu als dos autors esmentats en aquesta seccid, Cousin i Martin, és que ambdds
van editar els seus textos, en segona edicio, un cop acabada la Revolucié Francesa, i aixo significa
que ho foren durant I'estadi euforic d'algebraitzacio de 'analisi. Es revelador consultar els canvis que
es produeixen en aquestes segones edicions. L'edicié del text de Martin aparegué el 1802, vint anys
després de la primera. Com hem vist (cf. Schubring, 2005, cap. . 2.10.1, pag. 116), Martin es trobava
involucrat en la tasca parlamentaria posterior a la Revolucié. Pel que fa als conceptes, la segona edicid
és identica a la primera, i adhuc en els termes i els signes involucrats. Només apareixen petits canvis
en els mots.

Cousin va publicar la segona edicié en 1796. Es particularment remarcable una innovacio relativa als
signes. A la segona edicio, Cousin, per primera vegada, aplica el signe Ilim i I'insereix operativament,
per exemple en I'equacio:

3. «Es clar que encara no era una practica matematica usar la notacié dels subindexos per a designar els termes de
les successions». (N. de I'a.)
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A(E - CK)
T AE
EnI'ts dels seus signes, Cousin no era, pero, consistent. Els confina a un Unic capitol, el de la mecanica.
En el capitol precedent, usava sempre una forma verbalitzada, com ara

lim =x (Cousin 1976, pag. 135).%

ALF a—x
imitde—— = ———(ibid,, pag. 122).
Ax V2ax — x2 ( Pagd )

5. Expansié de I'aproximacié amb limits i inici de la seva algebraitzacié

Seguint aquests primers intents d'elaborar el concepte de limit, veiem un considerable creixement
en la reflexié d'aquest concepte. Una de les causes es troba en el ben conegut repte de I'Academia
de Berlin de 1784, una competicié que dona un reconeixement cientific del més alt nivell al rebuig
dels infinitament petits.

El tractat que guanya el premi a qui resolgués la tasca que proposava I'’Académia de Berlin fou £x-
positition élémentaire des principes des calculs supérieurs de Simon de L’Huilier, del 1786, i provoca, a
més, un impacte considerable. L'Huilier (1750-1840), nascut i educat a Ginebra, fou en primer lloc un
mestre privat de la residéncia d'un princep polones, i després del 1795 professor de matematiques de
I'’Académie de Ginebra, un establiment d’educacié superior. Els seus treballs matematics estaven fo-
calitzats en topics de geometria elemental, en particular, poliedres, poligometria, i en la determinacio
de llocs geometrics. L'Huilier no era un expert en analisi.

En I'assaig premiat, que havia publicat per primera vegada en 1796, objectava fortament I'is de les
quantitats infinitament petites, resp. infinitament grans, i havia elaborat una mica més encara el con-
cepte de limit. A més, entenia aquest concepte com quelcom que estava d'acord amb el métode
dels Anciens, encara que de manera apropiada:

El métode dels antics, conegut amb el nom de Metode d'Exhaustio, entés de manera apropiada,
és suficient per establir, d'una certa manera, els principis del calcul nou. (L'Huilier 1786, pag. 6).

Un moment caracteristic del punt de vista de L'Huilier és la seva concepcid del zero —i aixd mostra
una vegada més l'intima relacié entre els conceptes de quantitats infinitament petites i el concepte
de nombre, en particular I'estatus dels nombres negatius, i també del zero. Per a L'Huilier, només el
«zero absolut» és més petit que qualsevol quantitat assignable («asignable») (ibid., pag. 137). El zero
és, tanmateix, I'expressio d'una «privation de toute existence»—de cancel-lacié de tota existencia (ibid.,
pag. 126). Els nombres estan justificats només pel caracter ontologic de I'existencia de les quantitats.
El zero no és admissible com a concepte relacional. Es només la personificacié metafisica del no-res.

Encara que L'Huilier no proporciona cap font per al seu concepte de limit, és forca evident que estava
influit per Cousin i per Martin. La definicié de limit de L'Huilier és forca més especifica que la de Cousin.

Empra com a concepte basic el de quantitat variable.

Hi ha una quantitat variable, sempre inferior o superior a una quantitat que hom suposa constant;
perd que pot diferir d’ella menys que qualsevol quantitat que s'hagi donat més petita que ella

4. Cousin sempre escriu un punt després del signe «lim», probablement per suggerir I'abreviacié del signe. (N. de I'a)
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mateixa: aquesta quantitat s'anomena el limit en excés o en defecte de la quantitat variable (ibid.,
pag. 7).

Si bé L'Huilier usa la definicid més especifica de limit de Martin, introdueix la novetat de diferenciar
entre limite en grandeur i limite en petiteusse.

En introduir aquesta diferencia, L'Huilier expressa la idea que els conceptes de limit que s’havien es-
tablert abans d'ell no feien atencié al fet que I'aproximacié al limit pot ser tant 'efecte de variables
de valors creixents com de variables de valors decreixents. Com que encara no es disposava del con-
cepte de valor absolut, ell separava les definicions en:

« limit «per I'esquerra» —limite en grandeur i en
« limit «per la dreta» —limite en petiteusse.

Tanmateix, no fou habil per afegir-hi variables que mostressin alhora comportaments alternats d'a-
questa faiso.

D'acord amb el seu propi camp de treball matematic, tant el concepte de variable com el concepte
de limit estaven motivatsi s'aplicaven geometricament. El seu context primari era el de les corbes geo-
metriques, i no pas els de les funcions (cf. ibid., pag. 8 i s). Malgrat que L'Huilier discuteix les funcions i
els seus limits en la part introductoria, entenent les funcions, d'acord amb el teorema de Tayloren la
seva expressio formal algebrica, com series de potencies (ibid., pag. 211s.), aquestes parts algebriques
son col-locades eclécticament al costat del punt dominant de les corbes.

En moltes de les proposicions de la part introductoria, L'Huilier estableix com un suposit explicit I'ob-
tencié dels limits i no pas llur existéncia. Una de les formulacions tipiques és: «Soient deux quantités
variables susceptibles de limites» (ibid., pag. 11). Tanmateix, en les aplicacions, no es fa cap mencio de
la distincié entre susceptible i no susceptible.

L'Us del limit de L'Huilier en relacié amb els signes és també revelador. En la part introductoria, no
usa cap simbol propi per al limit i expressa totes les seves proposicions sobre limits verbalment
—e. g. per «le limite de». Després d'una vintena de pagines, apareix el signe «lim.», usat també per
Cousin —també designat amb la mateixa funcié com «Lim»—, pero solament com un indicador im-
motivat sense cap explicacio nijustificacio (ibid., pag. 24). En el text subsegiient, L'Huilier usa el signe
només com una abreviacié ocasional, sense cap reflexié sobre I'Us del signe, o cap aplicacié operativa
independent. L'Unic indret on menciona de manera explicita el signe és quan cal reemplacar-lo pel
quocient diferencial:

Una notacio convenient escurca els calculs i els fa més facils. Aixi, doncs, per indicar la rad dels

o ) L ) arP AP . AP _dP
canvis simultanis de P i x és convenient usar — en lloc de lim.—. Per tant, lim.— i — fan
ax AX Ax  dx
referéncia al mateix objecte (ibid., pag. 31).

Perd I'éxit més excel-lent de L'Huilier fou una expansié considerable de I'aplicabilitat del concepte de
limit. Mentre que els seus predecessors amb prou feines van establir dues lleis basiques, ell féu una
elaboracio sistematica. Una aproximacié de nou encuny en aquesta linia és I'intent d'inferir la llei de
la derivada producte de dues funcions Pi Q de x de limits respectius A i A’. Obté I'expressié

APQ

. Y G
I|m.—AX PA" + QA (ibid, pag. 31).
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Pel que fa al progrés general del concepte de limit, és important d'observar que L'Huilier comenca
adoptant la proposicié d'intercanviabilitat relativa al procés dels limits (com un dels seus «théorémes»:
«La rao limit de la rad de dues quantitats variables que accepten limits és igual a la rad de llurs limits»
(ibid., pag. 24), i continua amb una generalitzacié en el sentit del segon dels significats metafisics de
la llei de continuitat de Leibniz:

Siune quantité variable, susceptible de limite, jouit constanment d'une certaine propriété, sa limite
jouit de la méme propriété (ibid, pag. 167).

L'Huilier declarava que aquesta proposicié sobre la validesa per continuitat de les propietats de les
variables era tan bona que considerava que havia de ser el principi guia del seu tractat, el qual, alhora,
n'era el seu cor decisiu (ibid.).

En el tractat que va guanyar el premi, L'Huilier no anomena cap matematic com a suport convenient
de les seves solucions. En una nota de peu de pagina ulterior destinada a la publicacié proporciona
una llista d'autors rellevants per I'encert d'evitar les quantitats infinitament petites: D'Alembert i Cou-
sinitambé els alemanys K3stner, Karsten i Tempelhoff. Omet mencionar Martin, pero en la reedicié de
1795 (L'Huilier, 1795, pag. 1) de I'obra premiada, i solament en aquesta ocasié, inclou una referencia
a Robert Simson (1687-1768) —del qual havia copiat gairebé al peu de la lletra les definicions fona-
mentals. Simson fou el primer que dedica un text separat al concepte de limit. Aquest tractat, que
solament es conserva de manera parcial, fou publicat postumament en la recopilacio de les obres de
Simson de 1776 i reeditat per Maseres en 1807 amb el titol, De limitibus Quantitatum et Rationum.

L'obra de Simson es limita solament a desenvolupar, i aplicar, el concepte de limit a quantitats geo-
metriques elementals. Aixd explica també la seva focalitzacio sobre aplicacions a raons geometriques
(«rationes»). Després de les definicions introductories —de les quantitats constants i variables—, Sim-
son havia donat dues definicions de limit inferior, resp. superior, d'una variable, definicions que L'Hui-
lier s’havia apropiat directament com a base propia (vegeu la pag. 17):

lIl. Si quantitas mutabilis semper minor fuerit quantitate data, sed ita augeri poterit, ut major fiat
quacungue quantitate data quae minor est prima quantitate data; vel si quantitas mutabilis sem-
per major fuerit quantitate data, sed ita minui poterit, ut minor fiat quacunque quantitate data
quae major est prima quantitate data; in utroque casu quantitas prima data dicatur Limes quanti-
tatis mutabilis.

Iv. Si ratio mutabilis semper minor fuerit quam ratio data, sed ita augeri poterit, ut major fiat ratione
quacungue data quae minor est ratione prima data; vel si ratio mutabilis semper major fuerit quam
ratio data, sed ita minui poterit ut minor fiat ratione quacunque data quae major est ratione prima
data; in utroque casu dicatur ratio prima data Limes rationis mutabilis, in primo sciliect casu dicatur
Limes crescentis rationis, in altero, Limes decrescentis rationis. (Simson 1776, pag. 3f).

Amb aquest text veiem que L'Huilier manlleva la diferenciacié entre limit superior, resp. inferior, del
de Simson. Només utilitza Martin en la clara classificacio del limit com a constant.

Simson no disposava de signe per al limit, i escrivia el text de manera totalment verbal, sense cap
mena d'algebraitzacié, i usant exclusivament raons. En aquesta linia, també discuti —circumscrivint-
se al calcul diferencial— la rad d'increments, per exemple en el cas de les secants, de la formacid
de rectangles, etc. Només a les acaballes del text, Simson usa x i dx per designar els limits dels incre-
ments, palesant aleshores que la sevaintencio és clarificar els problemes fundacionals de I'analisi (ibid.,
pag. 26).
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