ciéncia

La irraonable efectivitat de les matematiques

per Richard W. Hamming

Si bé el costat material de I'univers ha estat ampliament explorat, el costat
logic —perqué la nostra ment és tan efectiva fent prediccions— ho ha estat
molt menys. Després de descriure breument qué és aquesta activitat que
anomenem matematica i de desfer alguns mites que s’hi refereixen, es
proposen algunes explicacions parcials de la seva extraordinaria efectivitat
en el camp de la ciéncia. Aquest article va ser publicat a la revista The
American Mathematical Montly (vol. 87 nim. 2) i ha estat traduit pel nostre

col-laborador J. Puigbo.

Introduccié

-
I E s evident, pel titol, que aquesta és
una discussio filosofica.  No

m'excusaré de filosofar, encara que sé
molt bé que una gran majoria de cien-
tifics, enginyers 1 matematics tenen
poc respecte per aquesta activitat; en
lloc d’excuses faré aquest petit proleg
per justificar I'enfocament.

L’home, pel que sabem, sha pre-
guntat sempre sobre ell mateix, sobre
el mon que el rodeja i sobre el sentit
de la vida. Tenim molts mites del
passat que ens diuen com i per que
Déu, o els déus, varen fer I'home i
I'univers. Aquestes son les explica-
cions que anomenaré feologiques. Te-
nen una caracteristica principal en
comu: no val la pena de preguntar per
que les coses son com son, ja que se’ns
dona, principalment, una descripcio
de la creaci6 de la forma que els déus
van decidir fer-la.

La filosofia es va iniciar quan
I'home va comengar a interrogar-se
sobre el mon fora d’aquest marc teo-
logic. Un primer exemple és la des-
cripcid feta pels filosofs que el moén és
fet de terra, foc, aigua 1 aire. Sens
dubte, en aquell temps se'ls va dir que
els déus havien fet les coses aixi i que
deixessin de preocupar-se per aquest
assumpte. Partint d’aquests intents
primitius d’explicar les coses, es va
desenvolupar lentament la filosofia i
també la ciencia actual. No és que la
ciencia expliqui “per que” les coses
son com son (la gravitacié no explica
per queé els cossos cauen), pero la
ciencia dona tants detalls del “com”,
que nosaltres sentim que entenem el
“perque”. Siguem clars en aquest
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punt: és per la gran quantitat de de-
talls interrelacionats que la ciencia
sembla dir-nos “per que” l'univers és
tal com és.

La nostra eina principal per portar
a terme les llargues cadenes de raona-
ments exactes que la ciencia requereix
és la matematica. De fet, les matema-
tiques podrien definir-se com l'eina
mental dissenyada per a aquesta co-
mesa. Moltes persones, al llarg dels
temps, s'han fet en realitat, la mateixa
pregunta que, jo em faig en el titol:
“Per que les matematiques son tan ir-
raonablement efectives?” En pregun-
tar-nos aixo no fem sin6 mirar més el
costat logic, 1 menys el material, del
que és l'univers 1 com funciona.

Els matematics que treballen en els
fonaments de les matematiques s'ocu-
pen principalment de la consistencia
interna i les limitacions del sistema.
No semblen interessar-se per que el
mén admet, aparentment, una expli-
caci6 logica. En un sentit, em trobo
en la posicio dels filosofs grecs de la
primera epoca que s'interrogaven so-
bre el costat material, i les meves res-
postes sobre el costat logic no son
probablement millors que ho van ser
les seves en el seu temps. Pero hem de
comengar en algun punt 1 en algun
moment a explicar el fenomen que el
mon sembla estar organitzat d’acord
amb un patré logic que corre molt
paral-lel a les matematiques, que les
matematiques son el llenguatge de la
ciencia i de l'enginyeria.

Quan havia organitzat el pla
d’aquesta conferencia, havia de consi-
derar la millor manera de comunicar
les meves idees 1 opinions als altres.
L'experiencia m’ensenya que en
aquest aspecte no sempre assoleixo el
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Sessionalment en el camp de la informatica. Ha
estat president de ' Association for Computing
Machinery i és premi Turing

meu objectiu. Finalment, se'm wva
ocorrer que les observacions prelimi-
nars que faig a continuacié serien
utils.

En certa mesura aquesta discussio
és altament teorica. Haig d’esmentar,
almenys per sobre, diverses teories de
'activitat general anomenada mate-
matiques, aixi com també tocar algu-
nes questions seleccionades. A més,
existeixen diverses teories d'aplica-
cions. D’aquesta manera, i fins a cert
punt, aixo ens porta a una teoria de
teories. El que potser us sorprendra és
que afagaré l'enfocament de l'experi-
mentador en la discussio. No importa
que suposem que son les teories, o que
penseu que haurien de ser, o fins i tot
que afirmen que son els experts en
aquest tema; adoptem una actitud
cientifica i mirem com son. Soc cons-
cient que molt del que diré, especial-
ment sobre la naturalesa de les mate-
matiques, molestara molts matema-
tics. El meu enfocament experimental
és forca estrany a la seva mentalitat i a
les seves creences preconcebudes. Aixi
siga!

La inspiracio per escriure aquest ar-
ticle em va venir d'un altre amb un
titol semblant, L'’efectivitat irraonable
de les matematiques en les ciencies natu-
rals," d'E.P. Wigner. Notareu que he
tret una part del titol 1, aquells que
I'hagiu llegit, que no duplico gaire del
material (no em sento capag¢ de millo-
rar la seva presentacio). Per altra
banda, passaré relativament més
temps intentant explicar la pregunta
implicita en el titol. Malgrat tot, quan
hagi acabat totes les meves explica-
cions allo que resta sense resposta és
tant, que deixem la pregunta essen-
cialment igual.
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L’efectivitat de les
matematiques

En el seu article Wigner d6na un
gran nombre d'exemples de
I'efectivitat de les matematiques en les
ciencies fisiques. Deixeu-me, per tant,
que els extregui de les meves propies
experiencies més properes a l'engi-
nyeria. La meva primera experiencia
real de la utilitat de les matematiques
per predir coses en el mon real va ser
en relacio amb el disseny de bombes
atomiques, durant la Segona Guerra
Mundial. ¢Com era possible que els
nombres que amb tanta paciencia ha-
viem computat amb els primitius or-
dinadors de reles s'aproximessin tant
al que va succeir en la primera explo-
si6 experimental a Alamogordo? No
hi hagueren, ni hi podien haver, ex-
periments a escala reduida per com-
provar els calculs directament. Més
tard, les experiencies amb missils diri-
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gits em van mostrar que aquest no era
un fenomen aillat: constantment, el
que prediem manipulant simbols ma-
tematics succeeix en el mén de la rea-
litat. Naturalment, treballant com ho
vaig fer per a la Bell System, vaig
realitzar molts computs telefonics i al-
tres treballs matematics sobre coses
tan variades com tubs d’ones, iguala-
ci6 de linies de televisio, estabilitat de
sistemes de comunicacid complexos,
bloqueig de trucades a través d'una
central telefonica, per esmentar-ne
solament uns quants. Per a meva va-
nagloria meva podria citar la recerca
en el camp dels transistors, vols espa-
cials 1 disseny de computadors, pero
quasi totes les ciencies i l'enginyeria
han fet us extensiu de les manipula-
cions matematiques amb exits remar-
cables. '

Molts de vosaltres coneixeu la his-
toria de les equacions de Maxwell i de
com, en certa manera per raons de
simetria, hi va afegir un cert terme, i,

Fig. 1

Laritmética segons la «Margarita Philosaphican

amb el temps, les ones de radio que la
teoria predia van ser descobertes per
Hertz. Es coneixen ampliament molts
altres exemples de predicci6 encertada
d’efectes fisics desconeguts partint de
formules matematiques, i no cal que
els repetim aqui.

Wigner posa emfasi en el paper fo-
namental de la invariancia. Es basic
en gran part de les matematiques i
també de la ciencia. Va ser la manca
d’invariancia de les equacions de
Newton (la necessitat d’un sistema de
referéncia absolut per a les velocitats)
el que va conduir Lorentz, Fitzgerald,
Poincaré 1 Einstein a la teoria de la
relativitat restringida.

Wigner també observa que els ma-
teixos conceptes matematics sorgei-
xen en situacions totalment inespera-
des. Per exemple, les funcions trigo-
nometriques que apareixen en l'astro-
nomia de Ptolomeu resulten ser les
funcions que son invariants per trans-
lacié (invariancia respecte al temps).
També sén les funcions apropiades
per als sistemes lineals. L'enorme uti-
litat dels mateixos fragments de mate-
matiques en situacions ampliament
diferents no té (de moment) explica-
ci6 racional.

A més, s’ha opinat des de fa temps
que la simplicitat de les matematiques
és la clau de les seves aplicacions a la
fisica. Einstein és l'exponent més
famés d’aquesta creenga. Pero fins i
tot dins de les matematiques mateixes
la simplicitat és notable, almenys per
mi; les equacions algebraiques més
senzilles, les lineals i les quadratiques,
es corresponen amb les entitats geo-
metriques més simples: linies rectes,
corbes 1 coniques. Aixo fa possible la
geometria analitica des d'un punt de
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vista practic. ¢Com pot ser que mate-
matiques senzilles, que no son altra
cosa que un producte de la ment hu-
mana, puguin ser tan notablement
utils en tantes situacions ampliament
diferents?

Gracies a aquests exits de les mate-
matiques, existeix en l'actualitat una
forta tendencia cap a la matematitza-
ci6 de totes les ciencies. Es considera
generalment una meta per arribar-hi,
si no avui, dema. Per a aquest auditori
em restringiré, quan a exemples, a la
fisica i l'astronomia.

Pitagores va ser el primer home del
qual tenim noticia que va expressar
clarament que “les matematiques son
el cami per entendre l'univers”. Ho
va dir alt 1 clar: “El nombre és la
mesura de totes les coses”.

Un altre "exemple faméds d’aquesta
actitud és Kepler. Ell creia, de manera
apassionada, que la creacié només po-
dia ser entesa per mitja de les mate-
matiques. Després de vint anys de
calculs avorrits, va trobar les seves
tres lleis famoses sobre el moviment
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dels planetes: tres expressions mate-
matiques relativament simples que

descrivien els moviments aparent-
ment complexos dels planetes.

Va ser Galileu qui va dir: “Les lleis
de la natura son escrites en el llen-
guatge de les matematiques”. Newton
va utilitzar els resultats de Kepler 1
Galileu per deduir les seves famoses
lleis del moviment, que, juntament
amb la llei de gravitacid, son, potser,
I'exemple més famds de I'efectivitat
irraonable de les matematiques en la
ciencia. No solament van predir on
serien els planetes coneguts, sind que
també van predir amb exit les posi-
cions de planetes desconeguts, els mo-
viments d'estels llunyats, de les ma-
rees, etc.

La ciencia es compon de lleis que
originalment es basaren en una petita
serie d’observacions atentament selec-
cionades, sovint no mesurades amb
massa precisidé al principi; més tard,
pero, s’ha comprovat que les lleis son
aplicables a un reialme molt més am-
pli d’observacions i de forma molt

Fig 2

Isaac Newton (1643-1727)

més acurada que la que les dades ori-
ginals haguessin pogut justificar. No
sempre, ben cert, pero amb prou fre-
quencia perque calgui una explicacio.

Durant els trenta anys que he pas-
sat aplicant les matematiques a la in-
distria, molt sovint em preocupaven
les meves prediccions. Amb les mate-
matiques que feia al meu despatx pre-
deia amb tota confianca (almenys de
cara als altres) alguns esdeveniments
futurs: “si feu aixo 1 allo, veureu aixo
altre i allo altre™. I en general succeia
que tenia rad. ¢Com podien saber els
fenomens el que jo havia predit (ba-
sant-me en les matematiques fetes
pels homes) i d’aquesta manera fona-
mentar les meves prediccions? Es ri-
dicul pensar que aixi és com funcio-
nen les coses. No, el que passa és que
les matematiques subministren, en
certa manera, un model segur per a
moltes de les coses que succeeixen en
I'univers. I ja que només séc capag de
fer matematiques relativament senzi-
lles, ¢com pot ser que aquestes mate-
matiques tan simples siguin suficients
per predir tant?

Podria continuar citant més exem-
ples que il-lustressin I'efectivitat irrao-
nable de les matematiques, pero
només us avorriria. De fet, sospito
que molts de vosaltres coneixeu
exemples que jo no conec. Per tant,
deixeu-me suposar que estem d’acord
que existeix una llarga llista d’exits,
molts d’ells tan espectaculars com la
prediccié d’un nou planeta o d'un nou
fenomen fisic o d'un nou artefacte.
Amb la limitacié de temps que tinc,
voldria intentar fer el que crec que
Wigner va esquivar: donar almenys
algunes respostes parcials a la pre-
gunta implicita en el titol.
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Fig. 3
Girolamo Cardano (1501-1576), un dels primers en

wtilitzar els nombres complexes. Aficionat als pronostics
va pronosticar la seva mort i per quedar bé es va suicidar.

Que és la matematica?

D esprés d’haver examinat I'efecti-
vitat de les matematiques, hem
de considerar la qiiesti6 “Qué é la
matematica?”’ Aquest és el titol del
famos llibre de Courant i Robins.? En
aquest llibre els autors no intenten
donar una definicié formal, més aviat
s'acontenten de mostrar que és la ma-
tematica posant molts exemples.
Analogament, no donaré una defini-
cié exhaustiva. Pero m’aproximaré
més del que ells ho van fer en discutir
certes caracteristiques sobresortints de
les matematiques tal com jo les veig.

Potser la millor manera d’enfocar la
questio del que és la matematica sigui
comencar pel principi. En el llunya
passat prehistoric, on ens hem de re-
muntar per examinar els comenca-
ments de les matematiques, aquestes
ja tenien quatre cares importants. En
primer lloc, existia la capacitat per
portar a terme llargues cadenes de
raonaments exactes que fins al dia
d’avui encara és una de les caracteris-
tiques de la major part de les matema-
tiques. En segon lloc, existia la geo-
metria, que ens ha conduit a través
del concepte de continuitat a la topo-
logia, i més enlla. En tercer lloc, exis-
tia el nombre, que ens ha conduit a
I'aritmetica, a l'algebra i més enlla.
Finalment, existia el gust artistic, que
juga un paper tan gran en la matema-
tica moderna. Hi ha, ben cert, moltes
diverses classes de bellesa en matema-
tiques. En teoria de nombres, sembla
que es tracta principalment de la be-
llesa del detall, gairebé infinit; en al-
gebra abstracta la bellesa esta en la
generalitat. Per tant, diverses arees de
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les matematiques tenen també diver-
sos estandards d’estetica.

La historia primitiva de les mate-
matiques ha de ser, segur, pura espe-
culacid, ja que actualment no tenim,
ni sembla probable que tinguem mai,
cap evidencia real convincent. Aixo
no obstant, sembla que la relacid
causa-efecte era un dels principis ba-
sics que de forma implicita governava
l'intel-lecte primitiu, si més no, al-
menys per motius de supervivencia.
Una vegada aquest tret passa d’una
simple observaci a una sequencia de
“si succeeix aixo, aleshores succeira
allo 1 a més se seguira que...”, ja ens
trobem en el cami de la primera ca-
racteristica de les matematiques que
he esmentat: llargues cadenes de rao-
nament exacte. Pero és dificil per a mi
veure com la simple supervivencia
darwiniana del més apte seleccionaria
la capacitat per fer les llargues cadenes
que semblen necessaries per a la cién-
cia i les matematiques.

La geometria sembla que va sorgir
a partir dels problemes de decoracio

del cos huma per a diverses finalitats,
tals como ritus religiosos, funcions so-
cials i l'atracci del sexe oposat, aixi
com també els de decoraci6 de parets,
pots, utensilis i roba. Aixo també
comporta el quart aspecte que he es-
mentat, el gust artistic, 1 aquest és un
dels fonaments pregons de les mate-
matiques. La majoria de llibres de text
repeteixen el que deien els grecs, i
afirmen que la geometria va sorgir de
les necessitats dels egipcis per mesurar
la terra després de cada inundacié del
Nil, pero jo atribueixo una importan-
cla més gran a l'estetica que la majoria
d’historiadors de les matematiques li
confereixen i, al mateix temps, menys
importancia a la utilitat immediata.
El tercer aspecte de les matemati-
ques, els nombres, va sorgir en comp-
tar. Els nombres son tan basics en
matematiques que un matematic fa-
mos va dir una vegada: “Déu va fer
els enters, 'home ha fet la resta™.3 Els
enters* ens semblen tan fonamentals
que esperem trobar-los arreu on tro-
bem vida intelligent en I'univers. He
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Fig. 4

Jobannes Kepler (1571-1630)

intentat, amb poc exit, que alguns dels
meus amics entenguessin la meva es-
tupefaccié que l'abstraccié dels enters
per comptar sigui al mateix temps
possible i util. ¢No és remarcable que
6 ovelles més 7 ovelles facin 13 ove-
lles; que 6 pedres més 7 pedres facin
13 pedres? ¢No és un miracle que
I'univers estigui construit de tal ma-
nera que una abstraccio tan simple
com el nombre sigui possible? Per mi,
aquest ¢s un dels exemples més cons-
picus de l'efectivitat irraonable de les
matematiques. De fet, ho trobo al
mateix temps estrany i inexplicable.
En el desenvolupament dels nom-
bres, arribem ara al fet que aquests
nombres per comptar, els enters, van
ser utilitzats amb exit per mesurar
quantes vegades una llargaria estan-
dard cabia en la llargaria que es desit-
java mesurar. Pero, aviat, parlant re-
lativament, degué succeir que un
nombre sencer d'unitats no cabia en la
llargaria que es volia mesurar 1 els
amidadors es van veure forcats a ad-
metre les fraccions; el tros extra que
sobrava s'utilitzava per mesurar la
llargaria estandard. Les fraccions no
son nombres per comptar, sén nom-
bres per mesurar. A causa de la seva
utlitat  generalitzada per mesurar,
aviat es va descobrir, fent una exten-
s16 adequada d’algunes idees, que les
fraccions obeien les mateixes regles de
manipulacid que els enters, amb el be-
nefici addicional que feien que la di-
visi6 fos sempre possible (encara no
he arribat al zero). Una lleugera fami-
liaritat amb les fraccions ens revela
aviat que entre dues fraccions en po-
dem posar tantes com vulguem 1 que,

* N. del T. Es refereix als enters positius.
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en cert sentit, son homogeniament
denses pertot arreu. Pero quan este-
nem el concepte de nombre per in-
cloure el de fraccid, hem d’abandonar
la idea de nombre segiient.

Aixo ens porta de nou a Pitagores,
considerat com el primer home que va
provar que la diagonal d’'un quadrat i
el seu costat no tenen una mesura en
coml: que estan relacionats per un
irracional.  Aparentment,
aquesta observacié va causar un tras-
torn profund en les matematiques
gregues. Fins aquell moment, el sis-
tema discret de nombres i la geome-
tria continua van florir 'un al costat
de l'altra amb escassos conflictes. La
crisi de la incommensurabilitat va
provocar l'enfocament ecuclidia de les
matematiques. Un fet curids és que els
grecs primitius van intentar fer les
matematiques rigoroses substituint les
incerteses dels nombres pel que ells
sentien que era més segur: la geome-
tria (aix0 es deu a Eudox). Va ser una

nombre

de les aportacions més grans d'Eucli-
des i resulta que hom troba en Els
Elements* moltes coses que ara consi-
derem part de la teoria dels nombres 1
de l'algebra sota la forma de geome-
tria. En oposicio als grecs de la pri-
mera ¢poca, dubtaven que el sistema

de nombres reals existis, nosaltres
hem decidit que hi hauria d’haver un
nombre que mesurés la diagonal d'un
quadrat de costat unitari (si bé no ca-
lia que ho haguéssim fet aixi) i,
d’aquesta manera, més o menys, hem
estes el sistema de nombres racionals
per incloure els nombres algebraics.
Va ser el simple desig de mesurar
llargaries que ho va fer. ¢Algd pot
negar que existeixi un nombre per
mesurar la llargaria de qualsevol seg-
ment de linia recta?

Els nombres algebraics, que son les
arrels dels polinomis a coeficients en-
ters, racionals i, fins i tot, com més
tard es va provar, a coeficients alge-
braics, van passar aviat sota control,
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estenent mateixes

simplement les
operacions que ja eren utilitzades so-
bre el sistema més senzill de nombres.

Malgrat tot, la mesura de la cir-
cumferencia d'un cercle respecte al
diametre ens va forcar ben aviat a
considerar la raé anomenada pi.
Aquest no és un nombre algebraic, ja
que cap combinaci6 lineal de poten-
cies de pi amb coeficients enters no
s'anulla exactament. Com que una
llargaria, la de la circumferencia, és la
longitud d'una linia corba, 1 'altra, la
del diametre, la d'una linia recta,
I'existencia de la rad és menys clara
que la de la rad entre la diagonal del
quadrat i el seu costat; pero com que
sembla que aquest nombre hauria
d’existir, els nombres transcendents es
van anar passant gradualment al sis-
tema numeric. D'aquesta manera, es-
tenent novament els conceptes primi-
tius de nombres, els nombres trans-
cendents van acabar essent admesos

de forma consistent en el conjunt dels
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nombres, encara que pocs estudiosos
se sentin comodes amb l'aparell tecnic
que utilitzem convencionalment per
mostrar la consistencia.

Unes quantes matusseries més ens
van portar el zero i els nombres nega-
tius. Aquesta extensio va forgar-nos a
abandonar la divisi6 per un dnic
nombre: el zero. Aixo sembla que
completa el sistema dels nombres reals
(sempre que ens limitem als processos
d’adoptar limits de successions de
nombres i no admetem altres opera-
cions), la qual cosa no vol dir que fins
al dia d’avui els tinguem fonamentats
de manera logica, simple i ferma; pero
es diu que amb familiaritat es perd el
respecte 1 tots nosaltres estem més o
menys familiaritzats amb el conjunt
dels nombres reals. Molt pocs d’entre
nosaltres creiem en els nostres mo-
ments més lucids que els postulats es-
pecifics que alguns especialistes en lo-
gica han somniat creien els nombres.
No, la majoria de nosaltres creiem que

Fig 5

Galileo Galilei, (1564-1642)

els nombres reals son senzillament
aqui, 1 que és un joc interessant, di-
vertit i important intentar trobar un
conjunt harmonic de postulats que els
justifiquin. Pero no ens confonguem:
les paradoxes de Zend soén encara
massa fresques en les nostres ments,
fins i tot després de dos mil anys,
perque ens enganyem pensant que en-
tenem tot el que voldriem sobre la
relacid entre el sistema discret dels
nombres i la recta continua que volem
representar. Sabem, gracies a 'analisi
no-estandard, si no per altres siste-
mes, que els especialistes en logica
poden fornir els postulats necessaris
per posar encara més endins de la
recta real, pero fins ara, pocs entre
nosaltres hem volgut seguir aquest
cami. Per ser justos hem de mencio-
nar que alguns matematics dubten de
I'existencia del conjunt de nombres
reals convencional. Alguns teorics de
la ciencia informatica admeten només
I'existencia dels “nombres computa-
bles™.

El seglient pas en la nostra discus-
si6 és el sistema dels nombres com-
plexos. D'acord amb el que he llegit
d’historia, va ser Cardano el primer a
comprendre’ls de veritat. En el seu
L’art gran o les regles de I'algebras diu:
“Deixant de banda les tortures men-
tals que aixo suposa, multipliqueu
s +1/—15 per 5-//-15 i obtindreu 25—
(-15).." Aixi, ell es va adonar de
manera clara que en portar a terme les
mateixes operacions formals entre els
simbols dels nombres complexos s'ob-
tindrien resultats que tindrien signifi-
cat. Seguint aquest cami, es va esten-
dre gradualment el sistema dels nom-
bres reals al sistema de nombres com-
plexos, excepcio feta que, aquesta ve-
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gada, en estendre, algué abandonar la
propietat d'ordre dels nombres, és a
dir, que no es pot ordenar els nombres
complexos en el sentit usual de la pa-
raula.

Pel que sembla, el problema de la
integracié de funcions reals sobre la
recta real fou allo que porta Gauchy a
la teoria de funcions de variable com-
plexa. Ell va descobrir que corbant el
cami d’integracié en el pla complex
podia resoldre problemes d’integracio
en el camp real

Fa uns anys vaig tenir el plaer de
donar un curs sobre variable com-
plexa. Com em passa sempre que en-
tro en contacte amb aquesta questio,
una altra vegada vaig acabar amb la
sensacio que “Déu va fer l'univers
amb els nombres complexos™. Evi-
dentment, juguen un paper central en
mecanica quantica. També son una
eina natural en moltes altres aplica-
cions, tals com circuits electrics,
camps, etc.

Resumint, comencant per comptar
utilitzant els naturals “donats-per-

concepte de nombre per incloure més
coses. De vegades, les extensions han
estat fetes, més que res, per raons es-
tetiques i, sovint, hem hagut d’aban-
donar alguna de les propietats del
conjunt anterior de nombres. D’a-
questa manera hem arribat a un sis-
tema de nombres que és irraonable-
ment efectiu fins i tot dins de la ma-
tematica considerada en ella mateixa:
observeu com en la teoria dels nom-
bres hem solucionat molts dels pro-
blemes del sistema de “nombresper-
comptar” original, que és altament
discret, utilitzant variable complexa.

De tot aix0 es despren que una de
les principals fibres de les matemati-
ques és l'extensio, o la generalitzacio,
I'abstraccié (sén totes tres, si fa no fa,
la mateixa cosa) de conceptes ben co-
neguts a noves situacions. Pero noteu
que precisament en aquest procés s'al-
teren de forma subtil les definicions.
Per tant, i aixo no tothom ho reco-
neix, les antigues demostracions de
teoremes poden convertir-se en de-
mostracions falses. Les demostracions

Fig. 6

Joseph Fourier (1768-1830). L'iniciador d’una de les
branques més importants i de més aplicacid de les mate-
matiques. V'a resoldre l'equacid que governa la transmis-
sid del calor.

han estat definides de nou. El miracle
consisteix en el fet que gairebé sempre
els teoremes continuen essent certs;
només cal arranjar les demostracions.
L'exemple classic d’aquest arranja-
ment el constitueixen Els Elements
d’Euclides. Hem descobert que era
necessari afegir un bon nombre de
nous postulats (o si voleu axiomes, ja
que en l'actualitat no ens molestem a
distingir entre ells) per satisfer les
nostres exigencies presents de rigor. I,
malgrat aixo, ¢com és que cap dels
teoremes dels tretze llibres no ha re-
sultat ser fals? No s’ha trobat ni tan
sols un teorema que fos fals, encara
que, sovint, les demostracions que va
donar Euclides ens semblen ara falses.
I aquet fenomen no és tan sols del
passat. Es diu que un dels ex-directors
de la revista Mathematical Reviews va
afirmar, una vegada, que més de la
meitat dels teoremes que es publiquen
avul dia son essencialment certs, en-
cara que les demostracions que es pu-
bliquen son falses. ¢Com pot passar
aixo si les matematiques no sén més
que la deduccid rigorosa de teoremes a
partir dels postulats que hem assumit i
de resultats previs? Doncs bé, és obvi,
per a qualsevol que no estigui encegat
per lautoritat, que les matematiques
no son allo que els mestres d’escola
deien que eren. Veritablement sén
una altra cosa.

Que és aquesta “altra cosa™? Tot
seguit comencem a mirar i trobem que
si ens restringissim als axiomes i als
postulats podriem deduir ben poca
cosa. El primer pas important és in-
troduir nous conceptes que deriven
del que hem assumit, conceptes tals
com triangles. La recerca dels concep-

Déu”, hem fet diverses extensions del | antigues ja no cobreixen les coses que tes 1 definicions apropiats és un dels
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Fig 7

Nicolds Copérnico (1473-1543)

principals trets de la tasca de fer grans
matematiques.

I mentre parlem de les demostra-
cions, la geometria classica comenga
amb el teorema i intenta trobar una
demostracio. Sembla que fou tan sols
al voltant del 1850 que es va reconei-
xer de forma clara que I'enfocament
oposat també és valid (abans d’aquell
moment pot haver estat utilitzat oca-
sionalment). Sovint és la demostracié
que engendra el teorema. Veiem allo
que podem provar i després exami-
nem la demostraci6 per veure allo que
hem provat! Aquests son els sovint
anomenats ‘teoremes engendrats per
demostraci6™.¢ Un exemple classic és
el concepte de convergencia uniforme.
Cauchy prova que una serie conver-
gent, els temes de la qual sén funcions
continues, convergeix cap a una fun-
cio continua. Al mateix temps es co-
neixia l'existencia de series de Fou-
rier, de funcions continues que con-
vergien cap a una funcié limit discon-
tinua. Examinant amb molta atenci6
la demostracié de Cauchy es troba
I'error i s’arranja canviant la hipotesi
del teorema, que ara diu: “una serie
uniformement convergent...”

Fa poc hem estudiat intensament el
que s'anomenen fonaments de les ma-
tematiques, els quals s’hauria de con-
siderar, en la meva opinid, com els
parapets cimals de les matematiques, 1
no els fonaments. Es un camp interes-
sant, pero els principals resultats de
les matematiques continuen incolu-
mes, independentment del que alli es
trobi. Senzillament, no abandonarem
la major part de les matematiques per
molt que la recerca en els fonaments
les faci apareixer il-logiques.

Espero haver mostrat que les mate-
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matiques no son allo que sovint se
suposa que son, que constantment es-
tan canviant, 1 que, per tant, encara
que jo fos capag de definir-les avui, la
definicié no seria adequada per a
dema. Analogament, la nostra idea de
rigor va canviant. La posici6 domi-
nant en ciencia és que no som el cen-
tre de 'univers, que no estem en una
situaci6 unica, etc., 1 de manera sem-
blant, m'és dificil creure que hem as-
solit el non plus ultra del rigor. Per
tant, no podem esta segurs de les de-
mostracions actuals dels nostres teore-
mes. De fet, em sembla que:

Els postulats de les mate-
matiques no eren a les
taules de pedra que Moi-
sés porta en baixar del
mont Sinai

Cal remarcar aixo. Comencem amb
un concepte vague en les nostres
ments, aleshores creem diversos con-
junts de postulats i, gradualment, ens
quedem amb un d’aquests conjunts.
En l'enfocament axiomatic rigoros

substituim el concepte original pel que
defineixen els postulats. Aixo més
aviat dificulta una nova evolucié del
concepte i, com a resultat, tendeix a
frenar 'evolucio de les matematiques.
No és que I'enfocament axiomatic si-
gui equivocat, només que cal que re-
coneixem la seva arbitrarietat i que
estem preparats per canviar els postu-
lats quan la necessitat de fer-ho es faci
manifesta.

Les matematiques han estat fetes
per I'home i, per tant, son aptes per-
que les alteri de forma continuada.
Potser, pel que fa a les fonts origina-
ries de la matematica, no varem tenir
llibertat d’eleccid, pero com veiem en
I'exemple que he utilitzat del desen-
volupament d'un concepte tan senzill
com el de nombre, les extensions que
hem escollit només han estat parcial-
ment governades per la necessitat, 1 a
mi em sembla que sovint ho han estat
més per l'estetica. Hem intentat que
les matematiques fossin una cosa con-
sistent 1 bella i, en fer-ho aixi, hem
obtingut un nombre sorprenent
d’aplicacions reeixides al mon real.
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Fig. &

Euclides

La idea que els teoremes es deduei-
xen a partir dels postulats no corres-
pon a una simple observacio. Si des-
cobrissim que el teorema de Pitagores
no es dedueix dels postulats, cerca-
riem de nou una manera d’alterar els
postulats fins que fos veritat. Els pos-
tulats d’Euclides provenien del teo-
rema de Pitagores i no a l'inrevés.
Durant més de trenta anys he explicat
que si vinguéssiu al meu despatx 1 em
mostréssiu una prova que el teorema
de Cauchy és fals, hi estaria molt in-
teressat, pero crec que, en l'analisi fi-
nal, alterariem les hipotesis fins que el
teorema fos cert. Per tant, hi ha molts
resultats en matematiques que son in-
dependents de les hipotesis 1 de la
demostracié.

¢Com decidim en una “crisi” qui-
nes son les parts de la matematica que
hem de mantenir i quines les que hem
d’abandonar? La utilitat és un dels
principals criteris, pero sovint és la
utilitat en la creacié de més matemati-
ques, més aviat que en les aplicacions
al mon real! Amb aixo acabo el meu
debat sobre les matematiques.

Algunes  explicacions  parcials:
Classificaré les meves explicacions so-
bre la irraonable efectivitat de les ma-
tematiques en quatre apartats.

Veiem el que cerquem

|

ingu no se sorpren quan després
de col-locar-se unes ulleres bla-
voses veu el mén de color blau. Em
proposo mostrar-vos alguns exemples
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sobre com és cert aixo en la ciencia
actual. Per fer-ho violaré moltes de
les creences sostingudes apassionada-
ment per amplis sectors. Pero escol-
teu-me. En la primera part, he agafat
I'exemple del cientific per una bona
rad. En la meva opinid, Pitagores és el
primer gran fisic. Fou ell qui va des-
cobrir que habitem en allo que els
matematics anomenen L, la suma
dels quadrats dels catets d’'un triangle
rectangle ddna el quadrat de la hipo-
tenusa. Com ja he dit abans, aquest
no és un resultat dels postulats de la
geometria; és un dels resultats que va
donar forma als postulats.

Considerem ara Galileu. No fa
gaire temps, vaig intentar posar-me
en el seu lloc per poder sentir com va
arribar a descobrir la llei de la caiguda
dels cossos. Intento fer aquesta mena
d’esfor¢ mental per poder aprendre a
pensar com ho varen fer els mestres:
tracto, deliberadament, de pensar com
ells podien haver-ho fet.

' METRIR

I v

F

Bé, Galileu era un home amb una
bona formacié i un mestre en raona-
ments escolastics. Sabia molt bé com
raonar sobre el nombre d’angels en el
cap d'una agulla, com raonar els dos
costats d'una questi6. El seu entrena-
ment en aquestes arts era molt millor
que el de qualsevol de nosaltres avui
dia. Me I'imagino un dia, assegut amb
una bola lleugera 1 una altra pesant,
una a cada ma, 1 llancant-les suament
a laire. Sospesant-les, diu: “Per a
qualsevol persona és obvi que els ob-
jectes pesants cauen més de pressa que
els lleugers i, en qualsevol cas, Aristo-
til aixi ho afirma. Pero suposem —es
diu a ell mateix, ja que posseia aquest
tipus de ment dialectica que el cos, en
caure, es fragmenta en dues peces. Per
descomptat, les dues peces s'alentirien
immediatament fins a arribar a les ve-
locitats apropiades. Pero suposem, a
més, que succeis que una de les peces
toqués l'altra. ¢Serien ara una sola
peca i les dues accelerarien? Suposem
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que lligués les dues peces. ¢(Amb que
puc lligar-les perque resti fort i for-
min una sola pe¢a? Amb un cordill
lleuger? Amb una corda? ¢En quin
moment? Quan son les dues peces una
de sola?

Com més ho pensava (com més hi
penseu vosaltres), més irraonable es fa
la pregunta de quan els dos cossos s6n
un de sol. Senzillament, no hi ha cap
resposta raonable a la questié de com
un cos sap quant pesa, si és una pega,
dues o moltes. Com que els cossos
que cauen shan de captenir d’alguna
manera, |'unica cosa que poden fer és
caure tots a la mateixa velocitat, si no
és que sofreixen la interferencia d’al-
| tres forces. No poden fer altra cosa.
Més tard, ell pot haver fet alguns ex-
periments, pero jo sospito profunda-
ment que realment va passar alguna
cosa com el que jo he imaginat. Més
endavant, vaig trobar una historia si-
milar en un llibre de Pdlya.” Galileu

no va trobar la seva llei experimen- Pero si no us agraden aquests dos | certa constant, que en una notacio es
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tant sin purament i simplement pen-
sant, per raonament escolastic.

Sé que els llibres de text presenten
sovint la llei de la caiguda del cossos
com una observacid experimental; jo
pretenc que és una llei logica, una
consequiencia de les tendencies del
nostre pensament.

Newton, segons els llibres, va de-
duir la llei de la gravitacid, basant-se
en les lleis de Kepler, si bé sovint es
presenta a la inversa: partint de la llei
de la gravitacio els llibres de text de-
dueixen les lleis de Kepler. Pero si
creieu en la conservacid de l'energia 1
penseu que vivim en un espai euclidia
de dimensié tres, ¢de quina altra ma-
nera podria disminuir un camp sime-
tric de forces centrals? Les mesures de
I'exponent per mitja d’experiments
son, en gran part, intents de descobrir
si vivim en un espai euclidia, i no son,
en absolut, una comprovaci6 de la llei
de la gravitacio.

Fig 9

Primera pagina de ledicid anglesa dels «Lilementsy
d’Euclides. |

exemples, permeteu-me que ara m'a-
dreci a la llei que en temps recents ha
estat objecte de la major publicitat, el
principi d’incertesa. Resulta que fa
poc em vaig veure involucrat en la
redaccié d'un llibre sobre filtres digi-
tals,® quan coneixia molt poc aquesta
questio. A causa d'aixo, tot seguit
vaig fer-me la pregunta: “Per que
haig de fer tota 'analisi a base d'inte-
grals de Fourier? Per que son I'eina
natural per al problema?” De seguida
vaig descobrir, com potser molts ja
sabeu, que les funcions propies de la
translacié son les exponencials com-
plexes. Si desitgeu la invariancia tem-
poral, i certament els fisics i els engi-
nyers la desitgen (a fi que un experi-
ment fet avui o dema doni els matei-
xos resultats), aleshores us veieu con-
duits a aquestes funcions. Analoga-
ment, si creieu en la linealitat, alesho-
res aquestes també son les funcions
propies. En mecanica quantica els es-
tats quantics son absolutament addi-
tius; no son tan sols una aproximacié
lineal convenient. Per tant, les fun-
cions trigonometriques soén les fun-
cions propies que calen, tant en la
teoria de filtres digitals com en meca-
nica quantica, per esmentar només
dos camps d’aplicacio.

Ara bé, quan utilitzeu aquestes fun-
cions propies sou conduits de forma
natural a la representacio de diverses
funcions, primer amb un nombre nu-
merable 1 després amb un nombre no
numerable d’elles, a saber: les series i
la integral de Fourier. Pero hi ha un
teorema de la teoria de les integrals de
Fourier que diu que la variacié de la
funcié multiplicada per la variacié de
la transformada és més gran que una
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1/2m. Aixo a mi em diu que en qual-
sevol sistema lineal, invariant respecte
del temps, heu de trobar un principi
d’incertesa. La grandaria de la cons-
tant de Planck és una questio d'iden-
tificar detalladament les variables en
les integrals, pero la desigualtat ha
d’existir.

Heus aci un altre exemple del que
sha pensat sovint que era un desco-
briment fisic, pero que resulta que ha
estat col-locat alla per nosaltres matei-
xos. Em refereixo al fet ben conegut,
que la distribucio de constants fisiques
no és uniforme; al contrari, la proba-
bilitat que una constant fisica agafada
a l'atzar tingui una primera xifra igual
a 1,2 o 3 ¢és aproximadament del
6o% 1, per descomptat, es troben les
xifres 4, 5. 6, 7. 8 1 9 en la primera
posicio en un total de només el 40%
dels casos. Aquesta distribuci6 ocorre
en molts tipus de nombres, incloent-
hi la distribucié dels coeficients d'una
serie de potencies que té una unica
singularitat en el cercle de convergen-
cia. Un examen atent d’aquest feno-
men mostra que ¢s principalment un
producte de la forma com utilitzar els
nombres.

Després d’haver donat quatre
exemples ampliament diferents de si-
tuacions no trivials, on resulta que el
fenomen prové de les eines matemati-
ques que utilitzem 1 no del mén real,
estic preparat per suggerir fermament
que moltes de les coses que veiem
provenen de les ulleres que ens po-
sem. Per descomptat, aixo va en con-
tra de la major part del que us han en-
senyat, pero considereu els arguments
amb atencid. Podeu dir que va ser
I'experiment el que ens va forcar a
adoptar el model, pero us suggereixo
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que com més penseu en els quatre
exemples, més incomodes us sentireu.
No son pas teories arbitraries les que
he seleccionat, sind les que juguen un
paper central en la fisica.

En anys recents va ser Einstein qui
més alt va proclamar la senzillesa de
les lleis de la fisica i qui va utilitzar les
matematiques tan extensament que
popularment se’l coneixia com a ma-
tematic. En examinar el seu article
sobre la teoria restringida de la relati-
vitat,” es té la sensaci6 que estem da-
vant I'enfocament que faria un filosof
escolastic. Sabia per endavant com
havia de ser en linies generals la teoria
1 va explorar les teories amb eines
matematiques 1 no pas amb experi-
ments reals. Tenia tanta confianca en
la correccié de les teories de la relati-
vitat que quan es varen fer experi-
ments per comprovar-les no va tenir
gaire interes en els resultats, dient que
o bé havien de sortir d’aquella ma-
nera, o sind els experiments eren in-
correctes. I moltes persones creuen
que les dues teories de la relativitat es
fonamenten més sobre bases filosofi-
ques que sobre experiments reals.

Es aixi que la meva primera res-
posta a la pregunta implicita sobre la
irraonable efectivitat de les matemati-
ques és que enfoquem les situacions
amb un aparell intel-lectual, de ma-
nera que només podem trobar el que
trobem, en molts casos. Es a la vegada
tan senzill i tan horrible. El que ens
van ensenyar que la base de la ciencia
eren els experiments, en el mon real
és només parcialment cert. Eddington
va anar més lluny; va pretendre que
una ment prou savia podria deduir
tota la fisica. Jo només suggereixo que
es poden deduir moltes coses

Fig 10

E/ professor alemany Max Planck

d’aquesta manera. Eddington va do- |
nar una parabola meravellosa per
il-lustrar aquest punt. Va dir: “Uns
homes anaren a pescar a la mar amb
una xarxa i en examinar el que havien
agafat conclogueren que existia una
mida minima per als peixos de la

"

mar .

2. Seleccionem el tipus de
matematiques a utilitzar

Les matematiques no sempre fun-
cionen. Quan varem veure que
els escalars no anaven bé per a les
forces, inventarem unes noves mate-
matiques, els vectors. I, anant més
lluny, hem inventat els tensors. En un
llibre que he escrit fa poc'®, els enters
convencionals s'utilitzen com a eti-
quetes, els nombres reals per a proba-
bilitats; pero, en la resta, tota l'arit-
metica i tota 'algebra que hi ha en el
llibre, i n’hi ha molt de totes dues,
sén governades per la regla que diu:
I+ 1
Per tant, la meva segona explicacio
és que seleccionem les matematiques
que s'adapten a la situacio i senzilla-
ment no és cert que les mateixes ma-
tematiques funcionin a tot arreu.

=0

3. De fet, la ciéncia d6na
resposta a un nombre
relativament petit de
problemes

I i ns fem la il-lusi6 que la ciencia té
respostes per a la majoria de les
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nostres preguntes, pero aixo no ¢és
aixi. Des dels temps immemorials
I'home deu haver deliberat sobre que
son la veritat, la bellesa i la justicia.
Pero, fins on jo puc veure, la ciencia
no ha contribuit gens a les respostes,
ni em sembla que la ciencia faci gaire
en aquest sentit en el futur proxim.
Mentre utilitzem unes matematiques
en les quals el total és la suma de les
parts, no tenim massa possibilitats que
les matematiques constitueixin una
eina important per examinar aquestes
tres famoses questions.

De fet, generalitzant, la major part
de les experiencies que tenim en
aquest mon no cauen dins del domini
ni de la ciencia ni de les matemati-
ques. A més, sabem (almenys aixi ho
creiem) que, segons el teorema de Go-
del, hi ha uns limits ben definits
quant a la manipulacié purament lo-
gica de simbols que.es pot fer; el do-
mini de les matematiques esta limitat.
Que el mon pot ser explicat en els
termes senzills que les matematiques
manegen, ha estat un acte de fe per
part dels cientifics. Quan considereu
quantes coses deixa sensa resposta la
ciencia, aleshores veieu que els exits
no son tan impressionants com podria
semblar si no fos per aixo.

4. L’evolucié de 'home ens
va donar el model

a he tocat la questio de I'evolucio
de I'home. He fet I'observacié que
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les llavors de la nostra capacitat actual
per crear i seguir llargues cadenes de
raonament exacte deuen haver estat
presents en les formes primitives de
vida. Anant més enlla, alguns'' prete-
nen que l'evolucié darwiniana selec-
ciona de manera natural perque sobre-
visquin, entre les formes de vida que
competeixen entre si, aquelles que te-
nen els millors models de la realitat en
les seves ments, on “millor” significa
millor per sobreviure i reproduir-se.
Sens dubte hi ha alguna cosa de veri-
tat en aix0. Ens adonem, per exemple,
que podem afrontar el problema de
pensar sobre el mon quan és d’un vo-
lum comparable a nosaltres mateixos i
al que podem observar amb els nos-
tres sentits sense cap ajut, pero, quan
anem a les coses molt petites o a les
molt grans, la nostra ment té grans
dificultats. No sembla que siguem ca-
pacos de pensar adequadament sobre
els extrems més enlla del volum nor-
mal.

De la mateixa manera que hi ha
olors que els gossos poden olorar i
nosaltres no, i sons que els gossos po-
den sentir i nosaltres no, també hi ha
longituds d'ones de llum que no po-
dem veure 1 gustos que no podem
tastar. ¢Per que, aleshores, donat que
els nostres cervells tenen els circuits
amb una determinada estructura, I'ob-
servacio: “potser hi ha pensaments
que no podem pensar’, us sorpren?
L’evolucio pot haver-nos bloquejat,
de moment, per pensar en certes di-
reccions; podrien existir pensaments
impensables.

Si recordeu que la ciencia moderna
només té quatre-cents anys i que hi ha
hagut entre tres i cinc generacions per
segle, aleshores han existit, com a ma-

Fig 11

Einstein al seu despatx de l'oficina de patents de Berna
cap a lany 1900.

xim, vint generacions des de Newton
i Galileu. Si decidiu que la ciencia té
en general quatre mil anys, aleshores
arribem a una fita superior de dues-
centes generacions. Considerant els
efectes de I'evolucid que busquem via
seleccio de variacios per probables, no
em sembla que 'evolucié pugui expli-
car més que en una petita part la ir-
raonable efectivitat de les matemati-
ques.

Conclusio

D e tot aixo em veig forcat a con-
cloure tant que les matematiques
son irraonablement efectives com que
totes les explicacions que he donat,
agafades en conjunt, simplement no
son suficients per explicar el que jo
em vaig proposar en un principi.
Penso que nosaltres, i vull dir espe-
cialment vosaltres, hem de continuar
I'intent d’explicar per que el costat
logic de la ciencia, i vull dir princi-
palment les matematiques, és l'eina
apropiada per explorar l'univers tal
com el percebem actualment. Sospito
que les meves explicacions son gairebé
tan bones com les dels grecs primitius,
que afirmaven, en relacio amb el cos-
tat material de la questio, que la natu-
ralesa de I'univers és terra, foc, aigua i
aire. El costat logic de la naturalesa de
I'univers requereix una exploracié més
profunda.

R.W. Hamming
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