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Resumen.- Existen numerosos problemas en ingenierfa en los que se producen interacciones directas entre los
contornos de dos o més s6lidos cuando estos se someten a un estado de carga externa. Tal es el caso de uniones
atornilladas o roblonadas, cojinetes, aparatos de apoyo, pilotes de friccion, y un largo etcétera. En el presente
escrito se presenta la aplicacién del M.E.C. al problema de contacto, sin friccién, de dominios bidimensionales,
en el campo eléstico y utilizando discretizaciones distintas en cada una de las zonas de los cuerpos que van a
contactar.

Abstract.-There are many problems in engineering involving interactions between bodies boundaries. Examples
are riveted joints, bearings, etc. In this paper we show a B.E.M. application for two-dimensional frictionless

contact problem using different discretizations in the bodies in contact.

1.-INTRODUCCION.

Desde que Hertz [4] desarrollara en 1882 la
formulacién matemética que permite el estudio
analitico de tensiones de contacto entre cuerpos sin
friccién, con zona de contacto pequefia comparada con
los radios de curvatura y fuerzas de masa
despreciables frente a las de contorno, numerosos
investigadores han desarrollado nuevas formulaciones
con objeto de estudiar analiticamente el problema de
contacto relajando alguna de las hip6tesis establecidas
por Hertz. Sin embargo, la aplicacién de dichos
estudios a problemas de geometria arbitraria y
condiciones de contorno no ideales no resulta factible
dada la complejidad matemética que conlleva la
resolucién analitica. Por ello, el conocimiento y
avance en este campo ha estado intimamente ligado
con el desarrollo de métodos numéricos y
experimentales.

Ya desde principios de los afios 70 son
numerosas las publicaciones en las que se aplica el
MEF. a los problemas de contacto entre sélidos. La
aplicacién del M.E.C., a estos problemas es més
tardia, la primera publicaci6n es debida a Andersson,
Fredricksson y Persson [1]. Andersson destaca
algunas ventajas de la utilizacién del M.E.C. frente
al M.EF.: la importancia que supone manejar
solamente grados de libertad asociados al contorno, el
poder acoplar directamente en el sistema las
componentes intrinsecas de la tension en la zona de
contacto y el hecho de manejar directamente las
tensiones como incégnitas. En [3] Garrido
implementa un algoritmo incremental para el estudio
del problema de contacto con y sin friccién entre 2
cuerpos usando elementos discontinuos.

Hasta ahora todos los trabajos en los que se
usaba el M.E.C. utilizaban discretizaciones idénticas
en las zonas de contacto para ambos cuerpos. En
este articulo se presenta un algoritmo que permite
que las discretizaciones de estas zonas no sean
idénticas en ambos cuerpos, lo cual tiene como
ventaja fundamental el poder disminuir el tamafio del

sistema de ecuaciones cuando se presentan
singularidades, adema4s su uso es obligado cuando se
estudian problemas con grandes desplazamientos,
adicionalmente, el uso de discretizaciones no
conformes facilita la entrada de datos dado que no es
necesario conocer a priori que pares de puntos van a
contactar.

2.- DEFINICION DEL PROBLEMA

En la figura 1 se representa un problema
general de contacto entre dos dominios, DA y DB,
con sus contornos respectivos, dDA y aDB,
sometidos a unas acciones externas K y unos

desplazamientos prescritos u;K (K=A 6 B).
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figura 1. Definicion del problema.

A estas solicitaciones los cuerpos responden
deforméndose hasta alcanzar un estado de equilibrio
del que admitiremos que mantiene a los cuerpos en la
zona de comportamiento eldstico siendo ademé4s las
deformaciones pequefias. A este estado final le
corresponderd una zona comiin de contacto, dD¢, por

donde se transmitirdn las acciones de un cuerpo a
otro. Los contornos de ambos cuerpos pueden
dividirse en dos zonas, la zona que est4 en contacto,
aDcK, y la zona que no lo est4, aD; K, ala que
llamaremos libre: DK = 3D-K + 9D K con K = A
6 B. En general esta particién no se puede realizar a




priori a no ser en casos evidentes y serd uno de los
resultados a obtener.

3.- FORMULACION DEL PROBLEMA

Para la formulacién del problema eldstico
mediante ecuaciones integrales de contorno se emplea
la férmula de Somigliana, que para un dominio D
con un contorno dD tiene la expresion:

cij(x)uj(x»a{) Tij(x.y)uj(y)ds(y)=a{) U, () 0)ds)
m

donde:
x,y € dD
uj(y), (y) desplazamientos y tensiones
Ujj(x,y), Tij(x,y) Ia soluci6n de Kelvin
Gij(x) el término libre

Junto con las condiciones de contorno
siguientes:

En la zona libre las condiciones pueden ser en
tensiones, en desplazamientos 0 mixtas

En la zona de contacto para el caso sin friccién:

I.llA(p)' + ulB(p) =0
AP =12Bp) =0
uAe - 4B =0
t1AM), 4B <0 @

donde p representa un par en contacto, 1 es la
direccién normal y 2 es la direccién tangencial al
contorno del cuerpo en el punto p. Con las
condiciones (2), aplicadas a todos los pares de puntos
de la zona en contacto se impediria que se produzcan
interferencias geométricas entre los dos cuerpos, a la
vez que se asegura el equilibrio puntual de las
tensiones y se cumple la condicién de que no hay
friccién.

4.- APLICACION DEL M.EEC.

En el M.E.C. se realiza una aproximacién de
las tensiones y los desplazamientos que aparecen en
(1) en la forma:

u=N;a vy t=Nib 3
donde a; y b; representan los desplazamientos y
tensiones en puntos del contorno que se toman COmo
referencia. Aplicando la ecuacién (1) a cada uno de
los cuerpos para una discretizacion dada:

.3 [, U ds, ]=0
2 [aDk | k @S]

@
donde NEK es el nimero de elementos empleados
para discretizar el contorno del cuerpo K. Utilizando
la aproximacién (3) resulta un sistema lineal de
ecuaciones, donde las inc6gnitas son desplazamientos
y tensiones en los nodos.

H . o =G . 1t ®

Si las discretizaciones son idénticas los
contactos se realizan entre pares de nodos y la
aplicaci6n de las condiciones (2) es inmediata ya que
los desplazamientos y tensiones que allf aparecen son
incgnitas del sistema de ecuaciones. Si por el
contrario las discretizaciones no son idénticas, en
general, un nodo de uno de los cuerpos no va a
contactar con otro nodo del otro cuerpo, sino que lo
har4 en una zona intermedia de un elemento. Se
podria pensar que bastarfa expresar los
desplazamientos y tensiones de este punto intermedio
en funcién de los de los nodos utilizando (3), pero lo
mismo que se hace con cada nodo de un cuerpo
respecto de elementos del otro hay que hacerlo con
los nodos de este tltimo respecto de los elementos
del primero, resultando que al final tendriamos més
ecuaciones que incognitas.

Para explicar con més claridad el algoritmo
vamos a separar en las condiciones (2), por un lado la
condicién en desplazamientos y por otro las
condiciones en tensiones. La idea bésica del
procedimiento que se presenta estd en imponer la
condici6n de desplazamientos sélo a los pares de
contacto que forman los nodos de uno de los cuerpos,
al que vamos a denominar A, se impide de este modo

_que los nodos de A penetren al cuerpo B, pero se
permite lo contrario. Los desplazamientos de los

nodos de A se relacionan con los de los nodos de B
del elemento con el que establece el contacto.
Respecto a las tensioncs, si para cada cuerpo se
emplea la aproximacién clésica de las variables, es
decir segiin los valores de sus nodos, es evidente que
_no pueden conseguirse distribuciones idénticas en las
zonas de contacto de ambos cuerpos, para ello basta
pensar, por ejemplo, en el caso en que un elemento
de uno de los cuerpos contacte con varios elementos
del otro cuerpo, como se muestra en la figura 2.
Cuerpo A

S —
Cuerpo B
figura 2. Distribucidn de tensiones

La solucién a este problema estd en suponer
sobre los elementos de B la misma distribuci6n de
tensiones que hay sobre el cuerpo A, luego las
tensiones de los nodos del cuerpo B desaparecen del
problema.

5.- PROCESO DE RESOLUCION

Cuando una vez aplicado un incremento de
carga aparecen penetraciones de nodos del cuerpo A
en el cuerpo B, dado que no les est4 permitido, se ha
de repetir el incremento obligando a que una vezZ

aplicado este, el nodo esté sobre el '
; elemento de B.
presenta asf el problema de decidir con que punto di?
elfemcnt_o de B se va a realizar el contacto del nodo de
13&, se elige el punto q calculado como indica la figura
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figura 3. Calculo del punto de contacto

Si aparecen tracciones en la
ATeCel zona de contacto,
ha df: repetir pl mcremento dejando libres a los nodgg
asociados a dichas tracciones,

Se divide Ia carga
€n incrementos,

J

Se aplica un incremento con
las condiciones de contorno
que se alcanzaron en e]
incremento anterior.

7 —~

Si algin nodo de A atravess
algin elemento de B, se calcula

€l punto q como muestra la
~s—| figura 3, se modifica la condicign
de contorno del nodo, obligandole
_ @que tras la aplicaci6n del
INCTEmento entre en contacto en
el punto q. Se repite el incremento.,

J

Si en algiin nodo de A que estaba
€n contacto han aparecido tracciones
—] se quiﬂca la condici6n de contomo‘
en dicho nodo y se le deja libre. Se

repite el incremento,

!

‘ §e prepara un nuevo
Incremento de carga.

figura 4: Esquema del algoritmo,

6. RESULTADOS

Se presenta el problema de compresién de un

domin )
ominio elastico rectangular sobre una cimentacion

también el4stica,

figura 4. problema que se representa en la
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figura 4. Punzon recm-ngular

Es este un problema

) en el que la zo
gomacto €s conocida a priori. Para diicretxzar‘ l: :og:

€ contacto se han utilizado 3 di izaci
e . iscretizaciones
gllstmtas combindndolas, en la primera se utilizan 13
enellnentos, agrupando la mayor parte en Ia esquina
a segunda se emplean tan s6lo 6 elementos, y

finalmente en ilti
ey la dltima se emplean
} L L i LJ.
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figura 5. Las discretizaciones

Utilizando la primera discretizaci
Cuerpos se obtienen los resultados ;:c lzé;lige:ramgb:;
:la que se Trepresentan las tensiones norm;;les
ormalizadas, es decir t;/p,, donde se puede apreciar
que cuando las discretizaciones son conformes el
resultados es el mismo que el que obtiene Garrido

[2].
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figura 6: Discretizaciones idénticas, D1-D1.
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