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Исследование динамики системы управления  
объектом второго порядка  
с учетом расположения действительных полюсов
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Россия, 660041, Красноярск, пр. Свободный, 79

Рассмотрено исследование динамики системы управления с регулятором, спроектированным 
по предлагаемой методике параметрического синтеза ПИД-регулятора для объектов 
второго порядка. В качестве теоретической основы методики использован модальный 
метод для линейных систем с учетом расположения действительных полюсов. 
Приводится числовой пример применения методики. Получены зависимости переходной 
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характеристики при реализации методики с варьированием значений задаваемых 
действительных полюсов. 

Ключевые слова: исследование динамики, система автоматического управления, 
параметрический синтез, ПИД-регулятор, модальный метод, действительные полюсы, 
переходная характеристика.

Введение

По многочисленным источникам научной и технической литературы можно выделить сле-
дующие методы синтеза ПИД-регуляторов [1-10]: эмпирическая настройка; методы Зиглера-
Никольса [1] и производные методы [2]; алгебраические методы; методы модального синтеза; 
методы синтеза в частотной области; методы оптимального синтеза; метод оптимальной ПФ 
замкнутой системы (технический и симметричный оптимумы). Основные тенденции разви-
тия методов синтеза ПИ- и ПИД-регуляторов  – в книге Aidan O’Dwyer, 2006 [7] (443 мето-
да синтеза ПИД-регуляторов) и в издании Aidan O’Dwyer, 2009 [8] (1731 метод синтеза ПИД-
регуляторов).

Одним из методов синтеза ПИД-регуляторов, активно развиваемым учеными, является 
модальный метод [3, 9]. В научных работах, посвященных синтезу регуляторов, отсутствуют 
соотношения, связывающие значения переходной характеристики и коэффициентов объекта 
управления с учетом расположения действительных полюсов.

При теоретическом описании мобильных, строительных и дорожных, дорожно-
строительных машин как объектов управления наиболее распространенными являются мате-
матические модели второго и более высокого порядка [9-13].

Исходное математическое описание системы  
и постановка задачи

Рассматривается линейная система автоматического управления с передаточной функци-
ей (ПФ) объекта второго порядка.

Передаточные функции объекта управления второго порядка Wo(s) и ПИД-регулятора 
Wу(s) таковы:
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где Λd и Cd – матрица и вектор-столбец известных параметров объекта управления и заданных 
значений действительных полюсов соответственно; K1 – вектор-столбец искомых значений ко-
эффициентов ПИД-регулятора. 

Матричное уравнение для определения искомых значений коэффициентов регулятора:

(Λd · K1) = Cd,	

а его решение представляется в следующем виде:

K1 = Λd –1Cd.	

Система уравнений (1) значительно упрощается при b0 = 0:

где dΛ и dС  – матрица и вектор-столбец известных параметров объекта управления и 

заданных значений действительных полюсов соответственно; 1К  – вектор-столбец искомых 

значений коэффициентов ПИД-регулятора.  

Матричное уравнение для определения искомых значений коэффициентов регулятора: 

 

1( ) ,Λ ⋅ =d dK C  
 

а его решение представляется в следующем виде: 

 
1

1 .d dK C−= Λ  
 

Система уравнений (1) значительно упрощается при 0 0b = : 

 

1 1
1 2 3

0

2 1
3 1 2 1 2

0

1
1 2 3

0

η η η ;

η (η η )+η η ;

η η η .

d

p

i

a K b
a

a K b
a

K b
a

+
= + +

+
= +

=
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Получены выражения для расчета коэффициентов ПИД-регулятора, включающие 

коэффициенты ПФ объекта второго порядка при заданных значениях действительных 

полюсов. Выполнена проверка рассмотренной методики на конкретном примере. 

Пример. Задан объект управления второго порядка с ПФ: 
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Требуется синтезировать ПИД-регулятор, который обеспечит переходную 

характеристику без перерегулирования, а время регулирования р 1 с=t . 

Для реализации метода синтеза применены зависимости, опубликованные в работе 

[14] и зависимости (4). Расчеты выполнены в среде программы MathCAD. 

Исходные данные для действительных значений полюсов: 

значение 1η  определено с учетом желаемого времени регулирования, равного 1 с, и 

расчета по известной приближенной формуле [15-17] 
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Установившееся значение . 1.stabh =  

Выполнено моделирование переходного процесса для периода времени =0,0.001..3.t  
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Начальное значение .inith  [14] переходной характеристики ( )h t   

	

Требуется синтезировать ПИД-регулятор, который обеспечит переходную характеристи-
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значение η1 определено с учетом желаемого времени регулирования, равного 1 с, и расчета по 
известной приближенной формуле [15-17]
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На рис. 1 представлен график переходной характеристики ( )h t  замкнутой САУ с 

синтезированными параметрами ПИД-регулятора. 
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На рис. 1 представлен график переходной характеристики h(t) замкнутой САУ с синтези-
рованными параметрами ПИД-регулятора.

В рассмотренном примере начальное значение hinit переходной характеристики h(t) 
замкнутой САУ (рис. 1) входит в 5%-ю зону с оценкой времени регулирования, равного 
0,04 с. В примере требования по качеству динамических характеристик могут быть повы-
шены.

При известном значении b0, заданных параметрах объекта второго порядка и действитель-
ных полюсов в рассмотренном в примере время переходного процесса, исходя из условия 5%-й 
зоны установившегося значения, равно 0,04 с при желаемом 1 с. 

Исследование влияния расположения действительных полюсов при реализации методики 
параметрического синтеза ПИД-регулятора [14] является актуальной задачей.

Исследование динамики управления объектом второго порядка  
для случая действительных полюсов

Для исследования влияния на динамику процесса управления объектом второго порядка 
действительных полюсов выполнено моделирование в среде MathCAD.

Задана ПФ объекта управления второго порядка
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Для исследования влияния на динамику процесса управления объектом второго 

порядка действительных полюсов выполнено моделирование в среде MathCAD. 

Задана ПФ объекта управления второго порядка 
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Требуется исследовать систему управления с синтезированным ПИД-регулятором 

объектом второго порядка. Заданы варьируемые значения времени регулирования Рt , 

действительных полюсов 1 2 3η ,η ,η .  
Исходные соотношения компьютерного моделирования с учетом практики 

модального управления в среде MathCAD. 
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В соответствии с заданными соотношениями варьируемых переменных 

сформированы исходные данные девяти опытов, (табл. 1). 

 

Таблица 1. Исходные данные для исследования 

Table 1. Background data for the study 

Номер 
опыта 

Показатели 
Время 

регулирования tР, с 
Полюс η1, с-1 Полюс η2, с-1 Полюс η3, с-1

1 2 3 4 5 

1 
0,5 6 6 6 
1,0 3 3 3 
1,5 2 2 2 

2 
0,5 6 6 12 
1,0 3 3 6 
1,5 2 2 4 

3 
0,5 6 12 12 
1,0 3 6 6 
1,5 2 4 4 

4 
0,5 6 12 18 
1,0 3 6 9 
1,5 2 4 6 

5 
0,5 6 18 18 
1,0 3 9 9 
1,5 2 6 6 

6 0,5 6 18 24 

	

Требуется исследовать систему управления с синтезированным ПИД-регулятором объ-
ектом второго порядка. Заданы варьируемые значения времени регулирования tP, действитель-
ных полюсов η1, η2, η3.

Исходные соотношения компьютерного моделирования с учетом практики модального 
управления в среде MathCAD.

Для исследования влияния на динамику процесса управления объектом второго 

порядка действительных полюсов выполнено моделирование в среде MathCAD. 

Задана ПФ объекта управления второго порядка 

 

0 1
2 2

0 1 2

0,01 0,7( ) .
0,04 0,12 1о

b s b sW s
a s a s a s s

+ +
= =

+ + + +
 

 

Требуется исследовать систему управления с синтезированным ПИД-регулятором 

объектом второго порядка. Заданы варьируемые значения времени регулирования Рt , 

действительных полюсов 1 2 3η ,η ,η .  
Исходные соотношения компьютерного моделирования с учетом практики 

модального управления в среде MathCAD. 

 

Р 1 Р Р
1

3 3, η Re( ) , ; var 0,5...1.5;
Re( ) η

≈ = ≈t s t t
s

32

1 1

ηη 1...5, сшагом 1; 1...5, сшагом 1.
η η

= =  

 

В соответствии с заданными соотношениями варьируемых переменных 

сформированы исходные данные девяти опытов, (табл. 1). 

 

Таблица 1. Исходные данные для исследования 

Table 1. Background data for the study 

Номер 
опыта 

Показатели 
Время 

регулирования tР, с 
Полюс η1, с-1 Полюс η2, с-1 Полюс η3, с-1

1 2 3 4 5 

1 
0,5 6 6 6 
1,0 3 3 3 
1,5 2 2 2 

2 
0,5 6 6 12 
1,0 3 3 6 
1,5 2 2 4 

3 
0,5 6 12 12 
1,0 3 6 6 
1,5 2 4 4 

4 
0,5 6 12 18 
1,0 3 6 9 
1,5 2 4 6 

5 
0,5 6 18 18 
1,0 3 9 9 
1,5 2 6 6 

6 0,5 6 18 24 

 

Для исследования влияния на динамику процесса управления объектом второго 

порядка действительных полюсов выполнено моделирование в среде MathCAD. 

Задана ПФ объекта управления второго порядка 

 

0 1
2 2

0 1 2

0,01 0,7( ) .
0,04 0,12 1о

b s b sW s
a s a s a s s

+ +
= =

+ + + +
 

 

Требуется исследовать систему управления с синтезированным ПИД-регулятором 

объектом второго порядка. Заданы варьируемые значения времени регулирования Рt , 

действительных полюсов 1 2 3η ,η ,η .  
Исходные соотношения компьютерного моделирования с учетом практики 

модального управления в среде MathCAD. 

 

Р 1 Р Р
1

3 3, η Re( ) , ; var 0,5...1.5;
Re( ) η

≈ = ≈t s t t
s

32

1 1

ηη 1...5, сшагом 1; 1...5, сшагом 1.
η η

= =  
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сформированы исходные данные девяти опытов, (табл. 1). 
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В соответствии с заданными соотношениями варьируемых переменных сформированы 
исходные данные девяти опытов (табл. 1).

Для реализации метода синтеза применены зависимости (5). Расчеты выполнены в среде 
программы MathCAD. Получены графики переходной характеристики: h1(t) при tP=0,5 с; h2(t) 
при tP=1,0 с; h3(t) при tP=1,5 с.

Результаты моделирования переходной характеристики представлены: опыты 1, 2 – рис. 2; 
опыты 3, 4 – рис. 3; опыты 5, 6 – рис. 4; опыты 7, 8 – рис. 5; опыт 9 – рис. 6.

Обозначение на графиках: h1.01(t)  – переходная характеристика при tP=0,5 с, опыт 1; 
h2.01(t) – при tP=1,0 с, опыт 1; h3.01(t) – при tP=1,5 с, опыт 1. Аналогично во всех графиках в ин-
дексе меняется номер опыта.

Моделирование переходной характеристики замкнутой САУ с синтезированным по рас-
смотренной методике ПИД-регулятором, в заданном диапазоне времени регулирования от 0,5 
до 1,5 с, соотношений действительных полюсов η2 / η1 = 1...5, η3 / η1 = 1...5 показало следующие 
результаты:

−	 динамический процесс имеет апериодический характер;
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Рис. 1. График переходной характеристики синтезированной системы с заданными действительными 
полюсами

Fig. 1. Graf of step response of the synthesized system with given real poles
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Таблица 1. Исходные данные для исследования

Table 1. Background data for the study

Номер опыта
Показатели

Время 
регулирования tР, с

Полюс η1, с-1 Полюс η2, с-1 Полюс η3, с-1

1 2 3 4 5

1
0,5 6 6 6
1,0 3 3 3
1,5 2 2 2

2
0,5 6 6 12
1,0 3 3 6
1,5 2 2 4

3
0,5 6 12 12
1,0 3 6 6
1,5 2 4 4

4
0,5 6 12 18
1,0 3 6 9
1,5 2 4 6

5
0,5 6 18 18
1,0 3 9 9
1,5 2 6 6

6
0,5 6 18 24
1,0 3 9 12
1,5 2 6 8

7
0,5 6 24 24
1,0 3 12 12
1,5 2 8 8

8
0,5 6 24 30
1,0 3 12 15
1,5 2 8 10

9
0,5 6 30 30
1,0 3 15 15
1,5 2 10 10

−	 перерегулирование практически отсутствует или имеет очень небольшое значе-
ние;

−	 увеличение значений действительных полюсов от η2 = η3 = η1 до η2 = 3·η1 и η3 = 4·η1 при-
водит к постепенному уменьшению времени регулирования и улучшению динамики 
переходного процесса;

−	 для варианта задания времени регулирования 0,5 с и 1 с переходная характеристика h(t) 
в опытах 4, 5, 6 имеет удовлетворительное соответствие желаемому значению;

−	 хорошее соответствие заданию получено в опыте 6 при η2 = 3·η1, η3 = 4·η1;



Рис. 2. График переходной характеристики (опыт 1 и 2)

Fig. 2. Graf of step response (experiment 1 and 2)
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Рис. 3. График переходной характеристики (опыт 3 и 4)

Fig. 3. Graf of step response (experiment 3 and 4)
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Рис. 4. График переходной характеристики (опыт 5 и 6) 
Fig. 4. Graf of step response (experiment 5 and 6) 
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Рис. 4. График переходной характеристики (опыт 5 и 6)

Fig. 4. Graf of step response (experiment 5 and 6)

 
 

Рис. 3. График переходной характеристики (опыт 3 и 4) 
Fig. 3. Graf of step response (experiment 3 and 4) 

 
 
 

 
 

Рис. 4. График переходной характеристики (опыт 5 и 6) 
Fig. 4. Graf of step response (experiment 5 and 6) 
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Рис. 5. График переходной характеристики (опыт 7 и 8)

Fig. 5. Graf of step response (experiment 7 and 8)

 
 

Рис. 5. График переходной характеристики (опыт 7 и 8) 
Fig. 5. Graf of step response (experiment 7 and 8) 

 

 
 

Рис. 6. График переходной характеристики (опыт 9) 
Fig. 6. Graf of step response (experiment 9) 
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−	 в опытах 7, 8, 9 наблюдается постепенное уменьшение времени регулирования и улуч-
шение переходного процесса без перерегулирования;

−	 при всех значениях варьируемого значения полюса η1 переходная характеристика на-
ходится в 5%-й зоне.

Заключение

Рассмотрена методика модального синтеза параметров ПИД-регулятора по заданным зна-
чениям параметров объекта второго порядка и действительных полюсов замкнутой системы 
управления. Методика реализована в программной среде MathCAD.

Исследование динамики переходного процесса САУ объектом второго порядка с параме-
трами ПИД-регулятора, полученными по предлагаемой методике синтеза, показало работо-
способность в рассмотренном диапазоне динамических характеристик.

Для дальнейших научных исследований особенностей методики параметрического син-
теза ПИД-регулятора и реализации положений методики для инженерного применения с 
учетом современных вычислительных возможностей компьютерной техники планируется 
разработка методики модального синтеза с размещением комплексных полюсов, выполне-
ние задачи оптимизации назначения полюсов при исходном задании первого полюса по из-
вестным зависимостям по времени регулирования с проверкой на положительные значения 
коэффициентов ПИД-регулятора, устойчивости системы управления по алгебраическому 
критерию Рауса.
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