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RESUMEN: En el presente trabajo se describen algunas experiencias sobre el aprendizaje de los vectores por parte de
un grupo de estudiantes universitarios que cursaban la materia de Geometria. Se plante¢ a los estudiantes la elaboracién
de representaciones ostensivas de las transformaciones isométricas de ciertas figuras mediante el empleo de regla,
escuadra y compas. El analisis de las representaciones mediante el Enfoque Ontosemiotico nos permitié observar que
los estudiantes dieron sentido a las propiedades de operaciones con los vectores y también superaron las dificultades
relacionadas con el manejo de los vectores en la solucion de varios problemas de Geometria Analitica.

ABSTRACT: There is presented a brief description of some experiences concerned to significant learning of the concept
of vector achieved by a group of university students within the Geometry course. Students have been engaged in the
process of construction of the ostensive representations of the images of some specific geometric objects under isometric
transformations by means of a straightedge, compass and set squares. Our analysis of the results, based on the
Ontosemiotic Approach, allowed us to conclude that the students were able to discover the properties of the
vector algebra operations, as well as to overcome the difficulties related to the vector algebra’ approach in
solving various problems of Analytic Geometry.
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INTRODUCCION

Los cursos de Geometria Analitica y Algebra Lineal son los primeros cursos de matematicas que se
imparten en el nivel universitario. En dichos cursos, la mayoria de los conceptos fundamentales
(tales como los conceptos de vector, espacio vectorial, transformacion lineal, etc.) son presentados
de manera rigurosa y axiomatica, lo cual puede ser observado en el discurso del docente o los
libros de texto en los que se analizan dichos tépicos. Tradicionalmente se considera que los
estudiantes son capaces de construir dichos conceptos matematicos complejos, en el terreno de lo
abstracto, sin recurrir a los recursos de ayuda relacionados directamente con su conocimiento
perceptual.

Desde nuestro punto de vista, esto plantea cierta problematica para el aprendizaje significativo de
Geometria Analitica y Algebra Lineal, pues se tiene la idea generalizada entre los docentes de
prescindir de ciertos conocimientos de la vida real en la ensefianza de ciertos conceptos
abstractos. Histéricamente esta idea fue planteada por el matematico francés J. Dieudonné, quien
sugirio evitar argumentaciones de Geometria Euclidiana en la ensefianza de Geometria Analitica,
advirtiendo que ésta Ultima podria ser reconstruida a partir del Algebra Lineal (asi como la
Geometria Euclidiana). Por otro lado, él propone introducir los conceptos de Algebra Vectorial de
manera intuitiva, a través del resultado de ciertos experimentos: por ejemplo, la adicién de vectores
y la multiplicacion de un vector por un escalar no son operaciones extremadamente abstractas y
dificiles de ilustrar graficamente debido a que la naturaleza nos proporciona un laboratorio donde
podemos familiarizarnos con casos particulares de los conceptos (e.g., al jalar un objeto con dos
cuerdas, la fuerza resultante podria ser descrita como la suma de vectores), y que posteriormente
estos conceptos podrian ser asimilados en su forma general. En otras palabras, se trata de
ensefar el algebra como si fuera “fisica de espacio” (espacio tiempo en el que vivimos) con el
proposito de introducir al estudiante a los conceptos surgidos en el periodo transcurrido del
“apogeo de la ciencia griega a la fecha” (Dieudonné, 1969).

En el presente trabajo, partimos de la idea que es posible ensefiar Geometria Analitica tomando en
cuenta la experiencia perceptual del estudiante, y posteriormente, pasar a la construccion de
conceptos algebraicos. Para esto proponemos la realizacion de algunas practicas matematicas
(mediante el empleo de herramientas tales como la escuadra, la regla y compas) que involucran
transformaciones geométricas y diagramas en las cuales emerge el objeto que representa la idea
de vector (como algo necesario para llevar un punto al otro, de acuerdo con su sentido inicial del
siglo XVIII). La emergencia del concepto de vector a partir de la practica matematica es descrita
con referencias a algunos elementos tedricos provenientes del Enfoque Ontosemiotico de la
cognicion e instruccion matematica (EOS), tomando en consideracion tanto las representaciones
ostensivas como la visualizacidn de las propiedades de operaciones con vectores.

Las actividades realizadas permitieron a los estudiantes dar sentido a las propiedades de las
operaciones con los vectores, en lugar de asimilarlos como conceptos acabados. Los participantes
superaron las dificultades relacionadas con el manejo de los vectores en la solucion de varios
problemas de Geometria Analitica que requiere de la relacion de posiciones de vectores que
caracterizan las figuras geométricas tales como rectas y planos.
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MARCO TEORICO Y METODOLOGICO

En este trabajo nos apoyamos en el Enfoque Ontosemidtico (Godino, Batanero y Font, 2007;
Godino, Fernandez, Gonzato y Cajaraville, 2012) para caracterizar la actividad matematica que
realizan los estudiantes, cuando resuelven ciertos problemas de Geometria, en términos de
practicas y configuraciones epistémicas y cognitivas de objetos primarios, asi como los procesos
activados en dichas practicas. En el EOS, se entiende por practica matematica la realizacién de
una secuencia de acciones, sujetas a reglas matematicas. El analisis de dicha practica requiere de
considerar a un conjunto de objetos matematicos primarios (lenguaje, conceptos, propiedades,
argumentos, etc.) y procesos (idealizacion, generalizacion, argumentacioén, etc.) que intervienen en
la misma.

Asi por ejemplo, en la practica de resolucion de problemas de Geometria Analitica intervienen
objetos ostensivos (simbolos, graficos, etc.) y no ostensivos (que evocamos en la actividad
matematica), los cuales son representados en forma textual, oral, grafica e incluso gestual. De los
sistemas de practicas matematicas emergen nuevos objetos que se manifiestan por su
organizacién y estructura, como los vectores en nuestro caso.

La aplicacién de este planteamiento al proceso de visualizacion nos lleva a distinguir entre
"préacticas visuales" y "practicas no visuales" o simbdlico/analiticas. Por eso, también fijamos la
atencion en los tipos de objetos linguisticos y artefactos, que intervienen en una practica, que seran
considerados como visuales si ponen en juego la percepcion visual.

Los "objetos visuales" y los procesos de visualizacién forman configuraciones o sistemas
semidticos constituidos por los objetos intervinientes y emergentes en un sistema de practicas,
junto con los procesos de significacién que se establecen entre los mismos. En el analisis de la
visualizacién se considera lo siguiente: (a) los objetos primarios, que en ella participan, en los
cuales se dice que hay visualizacion, (b) las dualidades desde las cuales se pueden considerar los
tipos de objetos visuales previamente identificados. En esta fase se introducen las necesarias
distinciones entre objetos visuales personales (cognitivos) e institucionales (socio-epistémicos);
objetos visuales particulares (extensivos) y generales (intensivos); objetos visuales ostensivos
(materiales) y no-ostensivos (mentales, ideales, inmateriales); objetos visuales unitarios (usados
como un todo global) y sistémicos (formados por un sistema de elementos estructurados).

Finalmente, los objetos visuales son considerados como antecedentes o consecuentes de
funciones semiédticas (dualidad expresion y contenido). Cabe sefalar, que la visualizacion en
matematicas no se reduce a “ver”, sino que también conlleva interpretacion, accion y relacion. En
nuestra propuesta, los vectores emergen como resultado de composicion de dos simetrias axiales
con los ejes paralelos y son definidos por los estudiantes como desplazamientos o
transformaciones de traslacién. Esto constituye la componente crucial de su conocimiento personal,
formando una configuracion cognitiva

Los participantes fueron 8 alumnos, de entre 19 y 21 anos de edad, de la Facultad de Ciencias de
la Universidad Autbnoma del Estado de Morelos, México. Estos alumnos se encontraban cursando
la materia de Geometria 1, en esencia, en dicho curso se abordan los principios basicos de
Geometria Analitica.
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DESCRIPCION DE LAS EXPERIENCIAS

En primeras sesiones de trabajo el docente presentd a los estudiantes unas clases tipicas de
Algebra Lineal, es decir, las clases tradicionales que consistian en la enunciacion de definiciones,
teoremas y la presentacion de las propiedades y ciertas demostraciones sobre el pizarrédn.
Posteriormente se solicitaba a los alumnos re-escribir los axiomas de espacio vectorial que se
habian abordado en las clases anteriores y dar representacion grafica correspondiente. Se observo
que los estudiantes tenian dificultades de resolver problemas graficos para establecer las
igualdades de ciertas combinaciones de vectores, en particular, para establecer la asociatividad
respecto a la suma, ademas se observaron problemas con los axiomas de multiplicacion por
escalar.

Con el objetivo de implementar acciones innovadoras centradas en el auto-aprendizaje de los
estudiantes, se llevd a cabo un taller con algunas actividades ludicas orientadas hacia la
construccién del concepto de vector y la visualizacion de las operaciones con vectores y sus
propiedades. Estas actividades consistian en la representacion ostensiva de las transformaciones
isométricas de ciertas figuras empleando juegos geométricos (regla, escuadra y compas).

A continuacion se describen las cuatro tareas, que fueron planteadas a los estudiantes, y la
actividad matematica implicada en cada una. Luego, por cuestiones de espacio, se realiza una
descripcion general de la practica matematica realizada en dichas actividades en términos de
algunas postulaciones tedricos del EOS.

Tarea 1. Vector como composicion de dos simetrias

Se escogen dos ejes paralelos, y una figura. Se trazan las imagenes de puntos simétricos respecto
a un eje y luego respecto al otro eje. Después de observaciones y mediciones descubren que cada
punto “viaja”, o se traslada, en la misma direccién y en la misma distancia. Al mismo tiempo, los
estudiantes deben justificar sus observaciones con argumentos tedricos. Como resultado de
observacién de las construcciones, los estudiantes llegan a la conclusidon de que el objeto final
puede ser visto como el resultado de desplazamiento del objeto inicial: asi emerge el vector como
transformacion de traslacion.

Figura 1. Vector como objeto emergente de la transformacion de traslacion
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En el transcurso de las construcciones gréficas, los estudiantes lograron superar las dificultades en
el dibujo de rectas paralelas, de trazar una recta perpendicular, de extenderla, de acomodar un
compas para marcar los puntos simétricos, apoyandose en el punto sobre el eje donde se proyecta
el punto inicial, entre otras cosas relacionadas con el trabajo en equipo. Con estas actividades, la
ensefianza de los vectores estd centrada en el alumno, pues se consideran sus propios ritmos y
procedimientos para resolver el problema y se les invita a justificar sus procedimientos.

Descripcion de la actividad matematica de la Tarea 1

En la parte izquierda de la Figura 1 se muestran dos simetrias axiales de un objeto respecto al eje
l, y luego respecto al eje ;. En la parte derecha se muestra un ensayo respecto a otros dos ejes
paralelos.

Durante el proceso de visualizacion, los alumnos llegan a la conclusién que cada punto del objeto
se traslada a lo largo de una recta, que es perpendicular a ambos ejes, en el mismo sentido y en la
misma distancia, de tal modo que el objeto se desplaza rigidamente a lo largo de un segmento
correspondiente.

De esta manera, el resultado se puede interpretar como un desplazamiento de la figura inicial a lo
largo de un segmento dirigido (vector-flecha) que une los puntos correspondientes del objeto inicial
con la imagen final, que es el resultado de la transformacion compuesta respecto a dos ejes de
simetria paralelos.

Estas observaciones son expresadas a través de la realizacion de una practica simbdlica/analitica
(no visual) empleando la letra F, la cual simboliza el objeto y sus imagenes en la Figura 1. En este
sentido

F1=Sl,(F), F2=Sl,(F1), F2 = ((Sly)m(S1))(F) = Trq(F)

Tarea 2. La suma de dos vectores

La segunda actividad tenia como objetivo que los estudiantes observaran como emerge la
operacion de suma de vectores en el proceso de construccion de cuatro composiciones, con dos
pares de ejes paralelos.

Figura 2. La suma vectorial como resultado de dos transformaciones de traslacion.
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Descripcion de la actividad matematica de la Tarea 2

En la Figura 2 se muestra la transformacién del objeto mediante la composicion de simetrias
respecto a l, seguida por la de l; y posteriormente mediante la composicién de simetrias respecto
al; yl,. Porlas leyes de la logica, se concluye que el objeto inicial es idéntico (congruente) al que
corresponde la imagen final: es decir, es el resultado de una traslacion por el vector (color azul) que
une los puntos correspondientes del objeto inicial con el reflejado que es el resultado de dos
parejas de simetrias. Entonces es preciso llamarlo como la composicion de dos traslaciones, o
equivalentemente, la suma de dos vectores.

También se concluye que es necesario realizar las representaciones simbolicas que describen los
resultados intermedios y finales de las construcciones. Por ejemplo, el resultado de dos simetrias,
respecto al eje [, primero (como en la Figura 2) y luego respecto al eje [; nos da la transformacién
resultante que es el traslado por el vector-flecha que une dos puntos correspondientes del objeto
inicial y su imagen resultante, ((S1;)m(Sl;))(F) = Tr,(F) = F2.

De manera similar, obtenemos la representacion para la otra pareja de transformaciones
isométricas, ((Sl,)m(Sl3))(F2) = Tr,(F2) = F3. Entonces la composicién de Tr, y de Tty es
Tr,, que corresponde a la suma de los vectores flecha: a+b=u.

Tarea 3. Visualizacion de la ley asociativa de la suma de vectores

Figura 3. Composicion con la tercera pareja de ejes de simetrias paralelos
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Descripcion de la actividad matematica de la Tarea 3

Los estudiantes tienen que establecer y comprobar la relacién entre el objeto F (inicial) y el objeto
F4 (final), que es el resultado de composicion de dos simetrias del objeto F3 respecto a los ejes [
y ls. Pero como el objeto F3 es el traslado paralelo del objeto F, por el vector u=a+b, entonces F4
es el traslado paralelo del objeto F por un vector que une los puntos correspondientes (color rojo).
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Tarea 4. Propiedad asociativa de la suma de tres vectores

Figura 4. La ley de asociatividad emergente
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La primera pareja de composiciones de traslaciones se denota como la suma u=a+b de los
vectores correspondientes, de la primera traslacion Tr, y la segunda Tr,. Del mismo modo la
segunda traslacion seguida por la tercera nos da el vector v: v=b+c. Pero de las construcciones se
obtiene el mismo vector w, como la suma de u+c=a+v, lo cual expresa la ley de asociatividad de la
suma de tres vectores de modo siguiente: u+c=(at+b)+c=a+v= a+(b+c), o en la forma final
(at+b)+c=a+(b+c).

Una mirada desde el EOS sobre las actividades realizadas

Para resolver las tareas los estudiantes deben realizar una practica matematica visual y simbdlica
que consiste en comunicar la perspectiva del objeto que se va a reflejar y las proyecciones planas
de los puntos del objeto sobre el eje. Los términos “derecha”, “izquierda”, “eje” y los simbolos (I;, I,
a), asi como las argumentaciones que deben darse para justificar que en la Figura 1 los objetos F1
y F2 son reflejados del objeto F y F1, respectivamente, y son elementos del lenguaje simbdlico del

estudiante. Sin embargo, en el contexto de la tarea se usan de manera

indexada, sefialando posiciones en las representaciones del objeto evocado. El proceso de
visualizacién requerido y sus resultados, los objetos visuales, intervienen asociados a
determinadas tareas. Asi se tiene, por ejemplo, la comunicacién de la posicidn relativa de objetos
en el espacio (plano), se trata de posicionar al objeto en el espacio (plano) mediante el empleo de
lenguaje deictico (izquierda, derecha; arriba, abajo). La representacion del objeto y sus traslaciones
en el espacio da origen también al reconocimiento de invariancias en la forma, lo cual se apoya en
la discriminacién visual: comparar los objetos, identificar similitudes o diferencias entre ellos. Los
estudiantes también deben realizar operaciones visuales como el de (1) proyectar para reflejar a
ciertos puntos del objeto, trasladar, deslizar, etc., (2) construir el objeto a partir de los puntos que
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se han reflejado, (3) representar graficamente y simbdlicamente las relaciones entre las figuras, por
mencionar algunas.

Por otra parte, también se emplean conceptos visuales, por ejemplo, en la realizacion de la practica
intervienen conceptos de representacion material (dibujo, trazos sobre el papel, expresiones
matematicas ostensivas) y los correspondientes conceptos figurales representados por medio de
lenguaje visual (por ejemplo, la propiedad de asociatividad que se ilustra en el dibujo de la Figura
4). En la Figura 4 se ponen en juego los conceptos de objeto visible, objeto oculto, puntos de vista
opuestos (el frente es opuesto a atras; derecha es opuesta a izquierda), direcciones de mirada del
observador (rayo visual), etc..

La realizacion de estas practicas involucra también relaciones entre conceptos expresados
mediante proposiciones (cuya verdad o falsedad se debe demostrar). Se tienen proposiones
visuales, es decir, propiedades que intervienen en la resolucién de las tareas visuales y se
expresan en lenguaje visual: (a) Propiedades de los procedimientos visuales utilizados, tales como
la conservacion de la forma y tamano por movimientos rigidos; (b) Propiedades del lenguaje visual
utilizado, como la conservacion de la forma en las imagenes (reflejados), propiedades de las
isometrias y (c) Propiedades de los conceptos visuales.

Por ultimo, la elaboracién de un discurso justificativo de las proposiciones y de los procedimientos
requerira la simple presentacion del objeto material, si se trata de propiedades de naturaleza
empirica, o podra requerir la elaboracion de argumentaciones deductivas basadas en reglas
previamente aceptadas.

En el caso de la Figura 2, teniendo en cuenta el significado atribuido a los conceptos de izquierda,
derecha, los convenios de representacion plana y las propiedades de los reflejados (las imagenes)
se debe aceptar que si el observador se coloca frente al plano podra observar la composicion de
simetrias respecto a [, seguida por la de l; y posteriormente a través de la composiciéon de
simetrias respecto a I3 y l,. Por lo tanto, la representacion plana de la Figura 2 puede representar
la suma vectorial y puede ser entendida como el resultado de dos transformaciones de traslacion.

La realizacién de las practicas permite la resolucién de las actividades descritas anteriormente.
Dichas practicas evidencian la emergencia del concepto de vector o de sus propiedades segun sea
la practica que se esté realizando.

ANALISIS Y CONCLUSIONES
El proceso de visualizacion y sus resultados (objetos visuales y visualizaciones) se encuentran
asociados a las tareas descritas anteriormente. En las actividades, la visualizacion se puso en
juego en el reconocimiento de las invariancias en las formas, o en sus representaciones, por
transformaciones especificas, lo cual se encuentra apoyado en la discriminacion visual como la
comparacion de objetos, la identificacion de similitudes o diferencias.

Los estudiantes también realizaron operaciones visuales tales como simetrias respecto a una recta
(los reflejos de cuerpos), las traslaciones (desplazamientos), asi como las transformaciones de
representaciones visuales mediante la descomposicion y recomposicion de las figuras. En estas
operaciones visuales intervinieron tanto conceptos de representacion material (por ejemplo, el
objeto a ser trasladado) como conceptos figurales, los cuales estaban representados por medio de
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lenguaje visual. En relacion con esto ultimo, es manifestado a través de las practicas geométricas
descritas anteriormente en que el vector emerge como un concepto figural.

Los estudiantes también emplearon diferentes propiedades de los objetos visuales involucrados: se
trata de enunciados cuya verdad o falsedad se debe establecer. Por ejemplo, cuando se emplean
las leyes de la logica para mostrar que un objeto bajo traslaciones ha sido inalterado. También
emplearon las propiedades de los procedimientos visuales, por ejemplo, la conservacidén de la
forma y tamafo por movimientos rigidos.

Finalmente, en la visualizacion de las leyes asociativas, se requiere también de la elaboracién de
un discurso justificativo de las proposiciones y de los procedimientos. Es decir, de la elaboracion de
argumentos deductivos basados en reglas previamente establecidas.

De esta manera, en los procesos de construccion descritos anteriormente, los estudiantes dieron
sentido a la importancia de los postulados de la geometria euclidiana. Ademas los estudiantes
tenian que atender la necesidad de simbolizar sus observaciones articulados, asi como de
proporcionar justificacion de los resultados de sus observaciones basados en la visualizacién y
posteriormente expresarlos en la forma de demostraciones. También surgieron unas tareas que
requerian de creatividad: la primera, en relacién con la inquietud natural de cémo realizar las
construcciones para visualizar la ley de conmutatividad de tal modo que no sea necesario usar una
hoja de trabajo de tamafio demasiado grande comparando con una de cuaderno; otras tareas, en
relacion de construcciones para visualizar la operaciéon de multiplicacion por un escalar y sus
propiedades.

Las actividades descritas permitieron a los estudiantes dar sentido a las propiedades de
operaciones con los vectores, en lugar de aprenderlos como conceptos acabados.

También los examenes finales del curso Geometria 1 mostraron resultados excelentes, lo que
significa que los estudiantes superaron las dificultades relacionadas con el manejo de los vectores
en la solucion de varios problemas de Geometria Analitica que requieren de la relacién de
posiciones de vectores que caracterizan las figuras geométricas tales como rectas y planos.
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