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RESUMEN

El siguiente trabajo aborda una problematica presente en el campo de la Educacion
Matematica en el aula, sobre la ensefianza y aprendizaje de las razones trigonométricas y su
paso a las funciones trigonométricas, debido a que tradicionalmente las razones
trigonométricas se abordan a partir del tridngulo rectangulo de una forma mecanica, luego
se estudia el circulo trigopnométrico sin acompafiamiento de una reflexién que las relaciones
con las razones y al final se alude a las funciones trigonométricas por medio de definiciones

lo que conlleva a una desarticulacion en el paso de un proceso a otro.

Se busca entonces, mediante una secuencia didactica favorecer el paso de las razones a
funciones trigonométricas para el caso de la funcion seno. Para ello se tomaron algunos
elementos pertinentes desde la microingenieria didactica para explicar algunos de los
fendmenos que ocurren en la intervencion de la secuencia. La secuencia didactica consta de
dos (2) situaciones: la primera es una situacion problema que aborda el concepto de razon
trigonometrica, y la segunda situacion es la construccion de la funcion trigonométrica Seno.
Para las actividades anteriores se uso la plataforma Geogebra como herramienta mediadora

en el aprendizaje de los conceptos trabajados.

Palabras claves: Razdn trigonométrica, funcion trigonométrica, secuencia didactica,

pensamiento variacional, didactica de la matematica.
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INTRODUCCION

El presente proyecto estd inscrito en la Linea de Investigacion Didéactica de las
Matematicas del programa Licenciatura en Matematicas y Fisica de la Universidad del
Valle. Se plantea una secuencia didactica que favorezca el paso de la razon trigonométrica
a funcion trigonométrica Seno, para el desarrollo del proyecto se tuvo en cuenta algunos
referentes metodoldgicos de la Microingenieria Didactica desde la teoria de M. Artigue
(1995) donde se analicen las condiciones y posibilidades involucradas en el aprendizaje del
concepto del Seno trigonométrico, considerando inicialmente su aspecto geométrica y
finalizando en su parte algebraica, es decir, desde la geometria del seno (razén
trigonométrica) hasta la variacionalidad del mismo (funcion trigonométrica). Para ello se
disefid una secuencia didactica con situaciones y actividades que permitan al estudiante
describir, explicar, analizar y argumentar los sucesos y hallazgos en el desarrollo de las

tareas.

El primer capitulo corresponde a las generalidades del proyecto, planteamiento del
problema, objetivos y justificacion, donde se hace referencia a la desarticulacion entre los
conceptos de razon y funcidén trigonométrica y la importancia de desarrollar un
pensamiento variacional en el aula; este problema se concreta al final del apartado con la

pregunta que orienta esta investigacion.

En el segundo capitulo se aluda a algunos referentes tedricos donde se identifican varias
dimensiones y se presentan los elementos tedricos que permiten fundamentar el trabajo: La
dimensién didactica, la dimension curricular y la dimensién matematica. Ademas los
referentes metodoldgicos que son usados en el proyecto donde se explicitan la
Microingenieria Didactica como un posible enfoque de investigacion, en el cual se tomaron

algunos referentes para el disefio y los anélisis de la secuencia didactica aplicada.

El tercer capitulo corresponde al analisis del disefio y ejecucion de la secuencia didactica,

donde se tienen presentes los conceptos matematicos que subyacen en cada actividad.

11



Finalmente en el cuarto capitulo hace referencia a las conclusiones obtenidas por medio de

la puesta en practica de las situaciones, su analisis y evaluacion.

12



CAPITULO I:
ASPECTOS GENERALES DE LA INVESTIGACION
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1. ASPECTOS GENERALES DE LA INVESTIGACION
1.1. PRESENTACION DEL PROBLEMA

En la ensefianza tradicional, el docente suele presentar la definicion de razén
trigonométrica como un cociente entre las medidas de las longitudes de un triangulo
rectdngulo, socavando de esta manera las relaciones explicitas y las construcciones
geomeétricas que subyacen en ellas, como el teorema de Tales, semejanza de triangulos,
angulos en posicion normal, entre otras, es decir, el tratamiento que se hace al concepto de
razén trigonométrica en la escuela es abordado desde la geometria euclidiana, una
geometria que se caracteriza por ser invariante, rigida y sin transformaciones explicitas. Por
lo tanto, en el paso del contexto geométrico al algebraico se tienen pocas herramientas para

articular la variacion en el paso de la razon a la funcion trigonométrica.

Ademas, el uso de las razones trigonométricas en el aula se basa explicitamente en resolver
problemas de triangulos rectangulos como el calculo de alturas, de sombras, de angulos de
elevacion o depresion, sin explorar caracteristicas que posibilitan su extension a las
funciones trigonomeétricas; esto se sustenta en Cantoral, R., Maldonado, S. & Montiel, G.
(2004, p.376), quienes argumentan que la funcidn trigonométrica abstrae propiedades de las
tablas trigonométricas y del estudio de los tridngulos, pero obedece a préacticas de

naturaleza distinta de la trigonometria como rama de la geometria.

En este sentido, es el circulo trigopnométrico el que se usa frecuentemente como medio de
introduccion a las funciones trigopnométricas en donde se pueden evidenciar el cambio entre
las magnitudes del triangulo, las longitudes de arco, la equivalencia entre la medida de
grados en el tridngulo y la medida en radianes en el plano, el cambio de dominio, entre
otras (Ver figura 1). Por ello su compresién es fundamental en el andamiaje entre un

concepto y otro.
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Figura 1. Paso de la raz6n seno a funcién seno a través de circulo trigonométrico.

Investigaciones hechas por Montiel (2004, 2005) demuestran que persiste la ruptura en el
paso de la razon trigonométrica a funcién trigonométrica, es decir, cuando se pierde el
sentido geométrico y se adquiere un caracter mas funcional, esto se debe porque existe una
discontinuidad entre la geometria y el algebra de la geometria. Lo anterior aporta al
planteamiento del problema del presente trabajo porque corrobora la existencia de
problemas en la ensefianza y aprendizaje de las funciones trigonométricas al pasar de un
triangulo rectangulo al plano cartesiano, desde las semejanzas de triangulos a las funciones
trigonométricas, desde los angulos medidos como amplitudes en grados y los angulos en
radianes y por ello se crea un dicotomia entre un concepto y otro durante el proceso de

ensefianza y aprendizaje.

Asimismo, Santacruz (2005) realiz6 una investigacion en torno a los textos escolares que se
trabajan en Colombia y a las concepciones que tienen los maestros sobre las funciones
trigonométricas y el pensamiento variacional concluyendo que éstos no hacen alusion
alguna a lo que la ensefianza y aprendizaje de este saber especifico puede aportar al
desarrollo del pensamiento variacional. Esto significa que prevalece en el aula una
ensefianza mecénica de dichas funciones coartando de esta manera las posibilidades de su

uso como desarrollo del pensamiento variacional.

Ante este panorama, el presente trabajo se contextualiza alrededor de las razones y
funciones trigonométricas, sus problemas de ensefianza y aprendizaje y el disefio de una
propuesta didactica que permita la articulacion en el paso de un concepto al otro dando una

importancia del desarrollo del pensamiento variacional y geométrico.
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En relacion a todo lo anterior, el problema de investigacion se concreta bajo la siguiente
pregunta:

¢Como a través de una secuencia didactica, que involucra la mediacién de
Geogebra, se favorece el paso de las razones a funciones trigonométricas,
particularmente, la funcidn seno en estudiantes de grado decimo de educacion

media Colombia?

16



1.2. OBJETIVOS

1.2.1. General

Favorecer en los estudiantes de grado decimo el paso de la razon a funcion

trigonométrica seno a través de una secuencia didactica mediada por Geogebra.

1.2.2. Especificos

e Fundamentar la problematica desde algunos aspectos tedricos como los didacticos,
curriculares y matematicos en pro del disefio de una secuencia did4ctica alrededor

de las razones y funciones trigonomeétricas.

e Atrticular los referentes tedricos en el disefio de una secuencia didactica para
favorecer en los estudiantes el pensamiento matematico, particularmente las razones

y funciones trigonométricas, en el caso de la funcion seno.
e Movilizar en estudiantes de grado décimo algunos elementos conceptuales como la

variacion, en el paso de la razon a la funcién trigonométrica, para el caso de la

funcidn seno a través una serie de tareas dentro de la secuencia didactica propuesta.

17



1.3. JUSTIFICACION

Este trabajo presenta una forma de romper con el tratamiento estatico de las razones y
funciones trigonométricas que se observa en las tendencias de trabajos en el aula de clase,
en ese sentido, Santacruz (2005) pone de manifiesto que se continda en la escuela una
conceptualizacion estatica dejando a un lado aspectos como la variacion y la relacion entre
el movimiento de variables. Por esta razon se propone la elaboracion de una secuencia
didactica que aporte a la reflexion en el campo de la Educacion Matemaética y posibilite al
estudiante establecer el paso de la razon trigonométrica a la funcion donde prevalezcan los

procesos de variacion.

Estos procesos son importantes debido a que permiten integrar el estudio y la compresion
de variables aportando asi a la construccion de estructuras conceptuales que fundamentan
un pensamiento variacional. Desarrollar un pensamiento variacional significa relacionar las
variables internas, pensar en lo que cambia y en lo que permanece constante, es la
captacion y la modelacion de fendmenos asociados a la representacion, modelacion y
caracterizacion de variables. Vasco (2006) hace referencia al pensamiento variacional
donde lo describe como una forma de pensar dindmica y ademas intenta producir
mentalmente sistemas que relacionan las variables internas de tal manera que coavarien en
forma semejante a los patrones de covariacion de cantidades de la misma o distinta

magnitud en los subprocesos recortados de la realidad.

Es precisamente aqui donde el uso de las Tecnologias de la Informacién y Comunicacion,
en adelante TIC, juegan un papel fundamental para indagar los procesos de variacion que se
presentan entre algunos objetos matematicos, ello debido a que la forma en que estos se
conciben no son la misma desde otro ambiente, por ejemplo un punto en lapiz y papel es la
huella que deja el lapiz en el papel y se caracteriza por ser estatico (Gonzalez, 2011),
mientras que en la interfaz grafica de Geogebra un punto se compone de pixeles y puede ser
movido mediante animaciones o0 arrastres; aungque esto no necesariamente garantiza el
dinamismo del concepto de funcion en el estudiante, si permite una visualizacion dindmica,

y asi fortalecer, en cierta medida, la variacion del objeto matematico a través de esta

18



representacion. Es por ello que es importante tener en cuenta todas estas particularidades

en el momento de desarrollar la secuencia didactica.

Se considera entonces, el uso de la tecnologia dada sus potencialidades para la mediacién
porque permite acciones como la visualizacion, modelacion y variacion en espacios

pequerios para fortalecer un pensamiento variacional en el aula.

Ademas, el presente trabajo se inscribe dentro del marco curricular colombiano del
Ministerio de Educacion Nacional, en adelante MEN, que en el documento de los
Lineamientos Curriculares (1998) indica la necesidad de integrar no solo las calculadoras
graficas sino también los productos de software en los procesos de ensefianza y aprendizaje
de las matematicas enriqueciendo asi el curriculo, sin embargo, su uso en el aula debe ser
llevado a enfatizar mas en la compresion de los procesos matematicos que la mecanizacion
de rutinas, por ello en la secuencia didactica que se presenta en este trabajo prevalecera los
procesos de analisis, reflexion y generalizacion del objeto matematico a explorar para asi

potenciar el pensamiento variacional en los estudiantes.

En relacion con lo anterior, uno de los modelos tedricos que se ajusta a la propuesta es la
Teoria de Situaciones Didacticas de Brousseau (1986) en la que relaciona directamente al
estudiante y el objeto a ensefiar, Margolinas (2009, citado en Gonzalez, 2011, p.25), indica
que la secuencia didactica se construye intencionalmente para que los alumnos adquieran
una saber determinado, por ende en este trabajo es necesario implementar una secuencia
didactica debido a que brinda la posibilidad de visualizar, recrear y variar para construir el

saber correspondiente a la funcion seno.

También, una secuencia didactica permite la realizacion de actividades planificadas y
organizadas entre si acorde al objeto matematico que se quiere ensefiar, evitando de esta
manera plantear situaciones desarticuladas o sin continuidad, tal como suele suceder en la
ensefianza tradicional de las razones y funciones trigonométricas, donde cada contenido se
presenta de manera aislada, por ello la necesidad de relacionar estos dos objetos

matematicos a través de una secuencia didactica.
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Finalmente, este trabajo aporta a la formacion personal y profesional de los autores
enriqueciendolos de conocimientos y saberes, para llevar a cabo una labor competente y
reflexiva como futuros docentes de matemaéticas, en el caso particular de trigonometria

haciendo hincapié en los aspectos variacionales.
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CAPITULO II:

ALGUNOS REFERENTES TEORICOS Y
METODOLOGICOS

21



2. ALGUNOS REFERENTES TEORICOS

En este apartado se muestran algunos de los elementos tedricos y metodoldgicos que son de
referencia tanto para fundamentar la problemética como para el desarrollo del trabajo. Esta
fundamentacién se realiza desde tres perspectivas de trabajo: dimension didactica,

dimensién curricular y dimensién matematica.

2.1. DIMENSION DIDACTICA

La dimension didactica se fundament6é desde tres pilares: ElI pensamiento geométrico y
variacional en la trigonometria (Montiel, 2013), el papel de las TIC en la Educacion
Matematica (Gonzales, 2011) y La teoria de Situaciones Didacticas (Brousseau, 1986).
Juntas pueden dar una vision global de los fendmenos que rodean los conceptos
desarrollados en este trabajo de grado y se complementan para la consecucion de una

secuencia didactica que aborde la problematica.

2.1.1. Pensamiento geométrico y variacional en la trigonometria

Investigaciones realizadas por Montiel (2004, 2005, 2013) documentan la necesidad de
hacer énfasis en el transito de las razones a las funciones trigonométricas, donde se enfatice
la importancia del desarrollo del pensamiento variacional, el cual estd estrechamente
relacionado con el reconocimiento, identificacion y caracterizacion de una variacion o

cambios dentro de un fenémeno.

Debido a la necesidad de documentar resultados e investigaciones en torno a la
problematizacion de la ensefianza y aprendizaje de las razones trigonométricas, las
funciones trigonométricas y el transito de un concepto a otro, Montiel (2013) los categoriza
como Didactica de la Trigonometria. Muchos son los autores que aportan a la construccién
de una base sélida en donde se pueda comprender los fendmenos que subyacen en ella. Por
ejemplo, Kendal y Stacy (1998) comparan diferentes métodos como el circulo

trigonométrico y el uso de los triangulos rectangulos para su extension a las funciones
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trigonométricas y concluyen que en éste ltimo es donde encontraron mejores resultados,
aun asi se debe tener claro que en el paso de un concepto a otro es necesario los elementos

que aporta el circulo unitario.

Por otro lado, Grabovskij y Kotel’nikov (1971) fueron quizas los primeros investigadores
en hablar sobre la necesidad de involucrar la modelacion de fendmenos fisicos en el estudio
de las funciones trigonométricas y asi realizar los diferentes analisis de sus propiedades,
sin embargo el célculo del valor numérico que se realiza al final, aun estando
contextualizada, se establece como una razon entre dos lados lo que no deja depender del

triangulo rectangulo.

No obstante, este acercamiento es bastante interesante en el sentido que se contextualiza las
funciones trigonométricas con movimientos o aplicaciones, combinando de esta manera, la
resolucion de problemas y los conceptos trigopnométricos involucrados, asimismo se busca
darle significacion mediante actividades de medicion, calculo y modelacion, conllevando a
un modelo propuesto por Montiel (2005) sobre la construccion social del conocimiento

trigonomeétrico.

Siguiendo en el terreno de las funciones trigonométricas, Webber (2005) encuentra
resultados positivos cuando se trabaja en el circulo unitario gracias a disefios
fundamentados en teorias de aprendizaje en matematicas. Las actividades disefiadas en este
estudio utilizan los valores del circulo trigopnométrico como un procedimiento geométrico
donde sus coordenadas son justamente el valor de las funciones seno y coseno. Sin
embargo el procedimiento para el calculo que estd detrds es nuevamente, el resultado de

dividir dos segmentos de longitudes de un triangulo.

Esta inherencia entre los dos conceptos, el de razon y funcion trigonométrica pareciera estar
involucrado en todo el proceso educativo de la trigopnometria por donde quiera que se mire
y resulta entonces mas provechoso estudiar y analizar los resultados desde una perspectiva
donde se retome y rescate tanto lo geométrico como lo variacional, es decir, ver lo

trigonométrico como un conjunto de saberes que obedece a contextos, problemas vy
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circunstancias particulares y no solo a estructuras matematicas que dan coherencia a su

presentacion como objeto matematico formal.

Por ello, el disefio de las actividades de la secuencia didactica debe abarcar todos los
aspectos que sean necesarios con el Gnico objetivo de que emerja el pensamiento funcional
trigonométrico para resolver un problema en particular. Por pensamiento funcional
trigonométrico (Montiel, 2013) se hace referencia a cuando el estudiante es capaz de
reconocer, en un comportamiento periddico — acotado, una herramienta predictiva, es
decir, una herramienta que pueda predecir el comportamiento “futuro” con base al presente
y a las variaciones del pasado. La especificad de este comportamiento periddico se
construye en un contexto de variacion. Ello no resta importancia a las construcciones
geomeétricas sino que por el contrario constituyen el proceso que le da origen y es entonces
cuando se habla de desarrollo del pensamiento relacional-trigonométrico cuando el
estudiante identifica la relacion entre angulos y cuerdas, pero sobre todo la naturaleza de

dicha relacién y la posibilidad de cuantificarlas.

La contextualizacion de las actividades didacticas en trigonometria no solo depende de la
eleccidn del tipo de herramientas (como el uso o no de la tecnologia computacional) o de
los materiales (manipulables o no) sino también de la eleccion de situaciones problema
segun la ubicacién curricular de los contenidos y los problemas que ya se hayan resuelto
con anterioridad o que en el futuro puedan ser vinculados con la trigonometria, es decir,
con las intenciones o perspectivas que tiene el docente en los contenidos didacticos a

trabajar.

En todo caso, es de resaltar que en toda propuesta didactica se debe buscar el desarrollo del
pensamiento variacional tanto el funcional trigonométrico y relacional-trigonométrico
como lo indica Montiel (2013)

Los conceptos de razon y funcion trigopnométrica deben emerger de manera natural a partir
de la necesidad de su utilizacién, para ello es necesario enfrentar a los estudiantes a

actividades donde a partir del uso de la geometria se Ileguen a las nociones trigonométricas.
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En busqueda del desarrollo del pensamiento trigonométrico, se usé la herramienta
Geogebra como un facilitador del aprendizaje de la trigonometria, pues debido a las
diferentes posibilidades de exploracion que ésta ofrece puede contribuir a la comprension y
al desarrollo de conceptos y habilidades propios de las matematicas.

2.1.2. El papel de las TIC en la Educacion Matematica

Un hecho indudable es que la tecnologia cada vez tiene un mayor impacto en el diario vivir
de los seres humanos, incluyendo los estudiantes que se encuentran en la educacion media,
sujetos de interés en esta investigacion. El auge de este nuevo desarrollo cultural permite
presentar una opcion diferente a la habitual en lo que se refiere al conocimiento como parte
de la actividad humana, de esta manera en este trabajo se recurre a la tecnologia como
herramienta en pro del conocimiento, utilizando el programa Geogebra como mediador, se
considera que el software potencializa la visualizacion del paso de la razén a la funcion

trigonomeétrica, especificamente en la funcion seno.

Gonzales (2011) define la visualizacion como:

“el proceso de formar imagenes (mental, con lapiz y papel o computadora), usar
esas imagenes para descubrir o comprender matematicamente algo (...), convertir lo

simbolico en lo geométrico, favorecer el proceso de conocimiento cientifico”

Es por esto que en Educacion Matematica se considera que la visualizacion hace parte
fundamental de los procesos que en esta area se median, pues gracias a la naturaleza
abstracta de los objetos de estudio, es necesario acudir a representaciones que permitan
acceder a estos de una forma cercana, no siendo esta la Unica manera. Geogebra entonces se
convierte en el instrumento, que presenta una solucién a dicha situacion, potencializando y
permitiendo que como en este caso se puedan visualizar gran parte de las propiedades de la

funcién seno.
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Algunos docentes se ven interesados en utilizar nuevos recursos en el desarrollo de los
contenidos matematicos, sin embargo al momento de emplear las TIC en el aula es
pertinente que el docente realice un analisis de las fortalezas y limitaciones del artefacto a
implementar, para que este no se convierta en un obstaculo, que le agregue complejidad al

proceso de ensefianza y aprendizaje.

Para el desarrollo de esta secuencia, es necesario aclarar las restricciones que el programa
Geogebra puede tener al momento de ser usado en las diferentes situaciones, dichas
restricciones intervienen en el desarrollo de las actividades y en el proceso de la
construccion del concepto matematico a trabajar, entre estas se encuentran: la precision del
arrastre para ubicar angulos medidos en grados, la cantidad de cifras decimales a utilizar en
las mediciones tanto de angulos como de longitudes y al momento de medir una longitud de
arco el programa solo mide hasta una vuelta completa. Sin embargo, como orientacion del

docente éstas restricciones no deben ser un problema para la aplicacién de la secuencia.

Por otra parte, este trabajo se fundamenta desde el enfoque instrumental, el cual Santacruz
(2009) describe como:

“La aparicion de artefactos computacionales en la clase de matematicas, supone un
problema de caracter didactico acerca de transformar los artefactos en verdaderos
instrumentos de actividad matemdtica y no como ‘recursos que resuelven y

solucionan’ problemas en el aprendizaje”

Por tanto, el artefacto entregado por el docente debe ser convertido en instrumento a través
de la construccion de esquemas de uso por parte del estudiante, entendiéndose como
esquemas de uso las actividades que se realizan en el software, estas permanecen de forma
invariante por un periodo de tiempo, hasta que el estudiante organiza nuevamente su

manera de trabajar para acercarse a la resolucion de la tarea propuesta.

El artefacto entonces es la parte material o simbdlica que es convertida en instrumento, a

través de su uso por parte del usuario, en este caso, Geogebra en si mismo es un artefacto,
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que se convierte en instrumento una vez el estudiante se apropia de este, utilizandolo de
manera asertiva en pro de la construccion de su proceso educativo, empleando formas

especificas y personales de manejo.

Por esta razon se tiene en cuenta para el desarrollo de la secuencia didactica presentada en
este trabajo, no tomar Geogebra como un software para sélo verificar resultados, pues se
considera que esta tarea no permite explorar todas las potencialidades del programa,
restringiendo sus fortalezas; ademas el uso del artefacto debe estar dirigido hacia el

cumplimiento de los objetivos planteados en la secuencia.

A continuacion se describe algunas caracteristicas del software Geogebra sera integrara en

la situacion didactica.

Geogebra es un software libre, creado con fines pedagdgicos por Markus Hohenwarter
(2002) profesor de la Universidad de Salzburgo. Es un software interactivo desarrollado en
JAVA, que puede ser usado en ambientes escolares y universitarios; es un procesador
geomeétrico y algebraico, debido a que relaciona la geometria, el algebra y el calculo en un
Ambiente de Geometria Dinamico, en adelante AGD, ademas este software permite
evidenciar distintas representaciones de un mismo objeto matematico como la gréfica, la
algebraica y la numérica, permitiendo asi el paso de un registro a otro, sin que este genere

obstaculos al momento de desarrollar la tarea.

En el caso de las graficas de las funciones, Geogebra permite identificar algunas
caracteristicas que no son evidentes en lapiz y papel, por ejemplo al momento de realizar
desplazamientos horizontales o verticales, identificar el periodo, la amplitud, el rango,

cortes con los ejes, entre otros.

Ademas, Geogebra tiene algunas caracteristicas de los Sistemas de Céalculo Simbdlico (en
inglés CAS), porque se pueden generar graficas de las diversas funciones, en particular la
funcion seno, con solo ingresar su expresion algebraica y también incorpora otras

utilidades de manipulacion de expresiones algebraicas como obtener las raices de una
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ecuacion, factorizacién de expresiones algebraicas, desarrollo en polinomios de Taylor,
entre otras funcionalidades. Esto quiere decir que Geogebra une las caracteristicas de los
CAS y los AGD, acoplando en una misma interfaz, representaciones graficas y simbdlicas,
lo que pone al software en un lugar privilegiado, respondiendo a las necesidades de la

secuencia a realizar.

Mas aun, los CAS permiten que el estudiante muestre un mayor interés por las expresiones
algébricas debido que estos brinda la posibilidad de visualizar de manera dinamica el
impacto de los parametros en la relacion entre la ecuacion (en lenguaje algebraico) y su
grafica, siendo asi Geogebra una herramienta de gran utilidad para los objetivos del

presente trabajo.

Por las anteriores razones expuestas, se considera Geogebra como el software ideal, para la

aplicacion y ejecucion de la secuencia didactica propuesta en este trabajo.

2.1.3. Teoria de Situaciones Didacticas

Las situaciones didacticas son un ejercicio y un posible modelo que se propone en el aula a
un docente interesado en explorar nuevas formas de ensefiar las matematicas, desde una
perspectiva basada en la resolucion de problemas y la indagacion por parte de los
estudiantes. Su teoria fue inicialmente desarrollada por Brousseau (1986) con el objetivo de
construir el conocimiento matematico a partir del reconocimiento de problemas que son
generados a partir de otros problemas. Brousseau piensa que, para todo conocimiento
(matematico) es posible construir una situacion que pueda comunicarse sin apelar a dicho

conocimiento y para lo cual éste determina la estrategia Optima.

Esta vision del aprendizaje sostiene que los estudiantes deben tener experiencias que les
permitan dar sentido y significado a los diferentes aspectos del mundo, asimismo el
desarrollo de habilidades necesarias en los procesos de construccion del saber, que rescatan
la indagacion como la resolucién de problemas tales como preguntar, predecir, observar,

interpretar, comunicar y reflexionar.
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Para que el proceso de construccion del conocimiento matematico emerja se necesita
esencialmente de dos elementos: La interaccion del estudiante con una situacion problema
que ofrece resistencias y retroacciones que operan sobre los conocimientos matematicos
puestos en escena y la interaccion del docente con el estudiante. A partir de ellos se postula

la necesidad de un medio pensado y sostenido con una intencionalidad didactica.

En la propuesta que se presenta en este trabajo, se exponen situaciones que serviran como
carta de navegacion en la consecucion del objetivo, que es favorecer el paso de la razén a
funcién trigonométrica y desarrollar el pensamiento variacional en los estudiantes. El

medio en el que el estudiante se movera con el objeto matematico es el programa Geogebra.

Es asi como desde esta mirada, las situaciones didacticas de matematicas estan construidas
bajo dos pilares: La primera es una situacion problema que enfrenta al estudiante con el
concepto matematico y que orienta el proceso de ensefianza y la segunda es, por supuesto,

el contenido matematico a desarrollar.

Por eso, en el presente trabajo se explicitan justamente los contenidos matematicos que se
trabajan en cada actividad, explicitando los conocimientos previos y los conocimientos que
se esperan que emerjan como producto de la socializacion de las actividades, asimismo el
disefio y las preguntas propuestas posibilitan la continua interaccion del estudiante con el
objeto matematico y que éste pueda tomar diferentes posturas frente a la situacion
planteada siempre bajo la guia del docente. En el desarrollo de cada situacién los
estudiantes tienen la posibilidad de explorar e incorporar herramientas que permitan dar una
respuesta a la pregunta planteada, respuesta que siempre se debe socializar, confrontar pero
sobre todo comunicar para asi determinar si el estudiante pudo interiorizar el concepto que

se ha trabajado.

Por ello, la competencia comunicativa es un componente transversal y valioso para la
construccion y perfeccionamiento de las competencias matematicas, es decir, el uso de un

leguaje apropiado (notacién, simbolos, terminologia, entre otros) en las explicaciones
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escritas y/u orales, el uso de formas de representacion matemética apropiadas para
presentar informacion, cambiar de unas formas de representacion matematica a otras y
comunicar lineas de razonamiento matematico completas, coherentes y concisas son

fundamentales para la aprehension de todo conocimiento matematico.

De esta manera, las situaciones didacticas brindan la posibilidad que los estudiantes
escriban sus propias opiniones, hipotesis y conclusiones, a través de un proceso
colaborativo con el docente quien ahora tiene un rol mas activo, pues es el responsable de

movilizar un aprendizaje significativo.

La situacion didactica en pro del pensamiento matematico:

Como se expuso anteriormente, el desarrollo del pensamiento trigonométrico debe emerger
de una manera natural en el estudiante, sin embargo es evidente que éste debe ser
provocado mediante situaciones que enfrenten al estudiante con el objeto en cuestion, por
ejemplo a traves de una situacion didactica. Montiel (2013) caracteriza este pensamiento no
como algo que debe ser alcanzado sino mas bien como un conjunto de evidencias que
emergen o deben emerger en medio de una actividad matematica cuando estudiantes y
profesores enfrentan situaciones donde el conocimiento trigonométrico debe ser necesario
para dar solucién a un problema. Las situaciones a que Montiel hace referencia pueden ser,
entre otras, situacion didacticas ricas en contenidos matematicos y trigonométricos que
pongan al estudiante frente a situaciones desconocidas pero que pueden dar solucion con

los conocimientos previos que éstos poseen.

Por esta razon, se busca a través de este proyecto disefiar y poner en préactica situaciones
problema que permitan que el conocimiento trigonométrico sea puesto en practica y asi
verificar y constatar las teorias didacticas en torno al aprendizaje del pensamiento

trigonométrico.
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2.2. DIMENSION CURRICULAR

En este apartado se tendrdn como referente el curriculo nacional colombiano establecido
legalmente en los Lineamientos Curriculares (1998) y los Estandares Baésicos de

Competencias en Matematicas (2006) propuestos por el Ministerio de Educacion Nacional.

Es importante indicar que los curriculos propios de la Institucion Educativa y aula de clase

seran analizados en el momento previo de la aplicacion de la secuencia didactica.

2.2.1. Lapropuesta curricular en los Lineamientos

Los Lineamientos Curriculares (MEN, 1998) tienen una visién global e integral sobre el
quehacer matematico dentro del aula y proponen organizar el curriculo en tres grandes
aspectos: Los procesos generales que estan relacionados con el aprendizaje, tales como
razonamiento, la resolucion y planteamiento de problemas; la comunicacion; la modelacion
y la elaboracion; comparacion y ejercitacion de procedimientos. Conocimientos bésicos
que son propios de las matematicas y que estdn organizados en cinco niveles de
pensamiento: pensamiento numeérico y los sistemas numéricos, pensamiento espacial y los
sistemas geomeétricos, el pensamiento metrico y los sistemas meétricos, el pensamiento
aleatorio y los sistemas de datos y el pensamiento variacional y los sistemas algebraicos y
analiticos. Por dltimo, el contexto que son los ambientes que rodean el estudiante y el

aprendizaje como los roles sociales, culturales, econémicos entre otros.

En el presente trabajo se explicitan algunos procesos que son importantes para el desarrollo
de las actividades de la secuencia didactica, que permiten el paso de la razén a funcion

trigonométrica. Dichos procesos son:
Resolucidén y planteamiento del problema, el cual permite que el estudiante alcance metas

significativas en el proceso de construccion del conocimiento matematico (MEN, 1998, p.

76). Algunas de ellas son:
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Desarrollar habilidades para comunicarse matematicamente: expresar ideas,
interpretar y evaluar, representar, usar consistentemente los diferentes tipos de

lenguaje, describir relaciones y modelar situaciones cotidianas. (MEN, 1998, p. 76).

Provocar procesos de investigacion que subyacen al razonamiento matematico, en

este caso, a través de la formulacion de conjeturas.

Investigar comprension de conceptos y procesos matematicos a través de traduccion
entre distintas formas de representacion, identificacion de propiedades y el
reconocimiento de condiciones, ejecucion eficiente de procesos y verificacion de

resultados de un proceso.

Razonamiento: el cual se entiende como la accion de ordenar ideas en la mente para llegar a

una conclusion (MEN, 1998, p. 77). Lo cual implica que el estudiante esta en la capacidad

de:

Dar cuenta del como y del porqué de los procesos que se siguen para llegar a

conclusiones.

Formular hipdtesis, hacer conjeturas y predicciones, usar hechos conocidos,

propiedades y relaciones para explicar otros hechos.

Encontrar patrones y expresarlos matematicamente.

Comunicacién: Este proceso juega un papel fundamental, al ayudar a los nifios a construir

los vinculos entre sus nociones informales e intuitivas y el lenguaje abstracto y simbélico

de las matematicas. (NTCM, 1989 Estandares curriculares y de evaluacion para la

educacion matematica, citada en MEN 1998, p95). La comunicacion debe permitir que los

estudiantes:
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e Adquieran seguridad para hacer conjeturas, para preguntar por qué, para explicar su

razonamiento, para argumentar y para resolver problemas.

e Hagan informes orales en clase en los cuales comunican a través de graficos,

palabras, ecuaciones, tablas y representaciones fisicas.

e Frecuentemente estén pasando del lenguaje de la vida diaria al lenguaje de las

matematicas y al de la tecnologia.

Elaboracion, comparacion y ejercitacion de procedimientos: El aprendizaje de
procedimientos o “modos de saber hacer” es muy importante en el curriculo ya que éstos

facilitan aplicaciones de las matematicas en la vida cotidiana.

Los procesos descritos anteriormente se deben tener en cuenta en el momento del disefio de
una secuencia didactica pues se busca en los estudiantes potenciar su pensamiento
matematico a partir de actividades, como situaciones problema, donde provoquen en ellos
procesos de investigacion de patrones, que realicen comparaciones con sus pares, que
puedan formular y demostrar hipdtesis, entre otros. En particular una de las situaciones
propuestas en este trabajo consiste en la resolucion de un problema que conlleva a la
construccion del concepto de razon trigonométrica donde los estudiantes deben dar cuenta
de los fenémenos hallados en éste.

Asi mismo, en el presente trabajo también se reflejan algunos de los conceptos matematicos
presentes en Los Lineamientos, principalmente, el pensamiento espacial y sistema

geomeétrico y el pensamiento variacional y los sistemas algebraicos y analiticos.

El pensamiento geométrico es considerado como el “conjunto de procesos cognitivos
mediante los cuales se construye y se manipulan las representaciones mentales de los
objetos del espacio, las relaciones entre ellos, sus transformaciones y sus diversas

traducciones a diversas representaciones materiales.” (MEN, 1998. P. 61)
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Dentro de este proyecto se busca deducir las caracteristicas del lugar geométrico que tiene
la funcion seno y su caracter transformacional. En los Lineamientos también se expone que
la construccion de los sistemas geométricos se entiende como un proceso cognitivo de

interacciones, que va de lo intuitivo a lo conceptual o abstracto.

De alguna manera la manipulacion del objeto matematico utilizando un ambiente
interactivo de geometria dinamica como Geogebra permite visualizar las transformaciones
para el caso del seno utilizando el cambio en los pardmetros lo cual se relaciona con el

pensamiento variacional.

En lo que al pensamiento variacional respecta, este estd ligado con el estudio de patrones,
estructuras y regularidades, donde los estudiantes puedan describirlos como relaciones o
reglas generales y asi explicar su razonamiento empleando justificaciones y demostraciones

matematicas.

El estudio de la variacion debe iniciar desde temprana edad escolar con el estudio de
regularidades y la deteccion de criterios que las rigen, donde puedan ser modelados a través
de situaciones problemas cuyos escenarios sean referidos a los fenédmenos de cambio y

variacion de la vida practica.

A partir de lo anterior se evidencia la importancia que Los Lineamientos Curriculares le
otorgan al pensamiento variacional como potenciador del pensamiento matematico,
concluyendo que para lograr una aprehension del concepto de funcion trigonométrica seno
es necesario determinar que los estudiantes puedan reconocer cuales son las variables que
cambian y cuales son las que permanecen constantes, cuales son las variables que
intervienen y la posible relacion que hay entre ellas, es asi como la relaciones entre el seno
geométrico y el seno algebraico toman un significado de vital importancia para el

desarrollo del pensamiento variacional.

Estos procesos descritos se especifican o profundizan de manera posterior en los Estandares

Basicos de Competencia (MEN, 2006) guardando una coherencia teorica; en la propuesta
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de los Estandares se enuncia un aprendizaje desarrollado a través de competencias,
mediado por diferentes contextos, ambientes y situaciones de aprendizaje significativo y

comprensivo de las matematicas, donde los procesos generales son esenciales.

A continuacién, se presentan los Estandares Béasicos de Competencia Matemaética
relacionados con los pensamientos variacional y espacial y con las funciones

trigonométricas.

2.2.2. Razones y funciones trigonométricas en los Estandares Basicos de
Competencia en Matematicas del Ministerio de Educacion Nacional

Este documento sigue la propuesta de los Lineamientos Curriculares (MEN, 1998) pero se
especifican los niveles de alcance de los cinco (5) tipos de pensamiento matematico:
numérico, espacial, métrico, aleatorio y variacional, ademas se organizan por conjunto de
grados. En lo que respecta a las razones trigonomeétricas no esta detallada como tal, porque
el marco tedrico del curriculo mencionado gira alrededor de las competencias matematicas
y no de los contenidos, por eso es necesario inferir en qué tipo de pensamiento y ciclos
estan inmersos estos conceptos. Sin embargo, para las funciones trigopnométricas si se hacen

explicitos estandares dentro de los Pensamientos Espacial y Variacional.

A continuacion se detallan los estandares que hacen referencia a las razones
trigonométricas, esta tabla se elabor6 escogiendo aquellos que aluden implicitamente este
concepto. En cada conjunto de grados se establecieron detallando ademas al tipo de

pensamiento al que pertenecen.
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) ) ) ) Pensamiento Espacial y
Grados Pensamiento Espacial Pensamiento Métrico ) )
Sistemas Geométricos
Comparo y clasifico figuras
bidimensionales de acuerdo a
sus componentes (angulos y
vértices) y caracteristicas.
4°a5°
Identifico, represento y utilizo
angulos en giros, aberturas,
inclinaciones, figuras, puntas
y esquinas en situaciones
estaticas y dindmica.
Diferencio y ordeno en | Predigo y comparo los
objetos y eventos, resultados de aplicar
propiedades o atributos que se | transformaciones rigidas
puedan medir (longitudes, (traslaciones, rotaciones,
- distancias, areas de superficie, | reflexiones) y homotecias
dados volumenes de liquidos | (ampliaciones y
y capacidades de recipientes: | reducciones) sobre figuras
pesos y masa de cuerpos | bidimensionales en
solidos; duracion de eventos 0 | situaciones matematicas y
procesos amplitud de angulos | de arte
Selecciono y uso técnicas e
instrumentos para medir
longitudes, areas
10° a 11°
superficies, volimenes y
angulos con de niveles de
precision apropiados.

Tabla 1 Estandares identificados en la construccién del concepto de razones trigonométricas.

Los Estandares Curriculares expuestos en la anterior tabla, direccionan la manera de
construir el concepto de razon trigonométrica, esto se puede evidenciar por la forma en que
se presenta los procesos de forma especifica desde los primeros grados de escolaridad
permitiendo aspectos de comparacion, representacion y uso de medidas en los triangulos y
circunferencias, en el caso de la secuencia se aborda desde la relacion entre los lados de un

triangulo, los &ngulos, la longitud de arco, la semejanza de triangulos.
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En la tabla 2 se detallan los estandares que hacen referencia a las funciones

trigonomeétricas.

) ) ) o Pensamiento Variacional y Sistemas Algebraicos y
Pensamiento Espacial y Sistemas Geometricos .
Analiticos

Describo y modelo fendmenos periddicos del mundo | Modelo situaciones de variacion periddica con
real usando relaciones y funciones trigonométricas funciones trigonométricas e interpreto y utilizo sus

derivadas.

Tabla 2. Estandares de Competencia en Matematicas para las funciones trigonométricas. Nivel: de décimo a

undécimo.

Los Estandares Curriculares expuestos en la anterior tabla, sugieren contextualizar la
variacion de las funciones trigonométricas a través de fendmenos periodicos tales como las
vibraciones de cuerda, oscilaciones de pendulos, movimientos amortiguados, entre otros,
donde estas juegan un papel fundamental en la construccion de dichos objetos; esto quiere
decir que el concepto de funcién trigonométrica no solamente debe ser tratado en el aula de

manera aislada sino que haya una transversalidad con fendmenos tangibles asociados a este.

Ello no resta importancia a las mdltiples formas de acercarse a las funciones
trigonomeétricas como el uso del circulo unitario donde investigadores como Webber (2005)
han encontrado resultados positivos. De hecho, una de las situaciones realizadas en el
presente trabajo se usa el circulo unitario como objeto matematico para la aprehension del

concepto de funcion.

2.3. DIMENSION MATEMATICA

El estudio de las razones y funciones trigonomeétricas han sido tratados de muchas maneras,
Apostol (1980) realiza construcciones geométricas mientras que otros autores como Spivak
(2003) realiza construcciones analiticas. Sin embargo, teniendo en cuenta la problematica a

tratar en este trabajo de grado se ha decidido analizar la aproximacion que se realiza en el

37




libro de Precalculo (Stewart, 2009) porque aborda los dos conceptos separados pero

idénticos a la vez.

2.3.1. Precélculo (Stewart, 2009)

El libro de Precalculo estd divido en Xl capitulos, y en los capitulos V y VI hacen
referencia a las funciones trigonométricas de los ndmeros reales y funciones
trigonométricas de angulos respectivamente. Estos capitulos seran analizados para
comprender el estudio y la aplicacion de la trigonometria en la construccion de la secuencia

didactica.

Para Stewart (2009), la trigonometria puede estudiarse desde dos maneras diferentes pero
equivalentes, desde una perspectiva de funciones en numero reales (funciones
trigonométricas) y desde wuna perspectiva de funciones de angulos (razones
trigonomeétricas). Sus estudios son idénticos: asignan el mismo valor a un nimero real dado
(en el segundo caso, el nimero real es la medida de un angulo). La diferencia radica en las
aplicaciones que ambas tienen, pues mientras una se presta para procesos dinamicos como
el movimiento armonico, el estudio de las ondas sonoras y descripcion de otros fendmenos
que impliquen movimiento, la trigopnometria de angulos tiene un enfoque mas estatico, es
decir, sus aplicaciones son de medicion de fuerzas, alturas, &ngulos de depresion, angulos

de elevacion entre otros.

De hecho, su estudio se puede iniciar desde cualquier perspectiva y los capitulos a los que
se ha hecho referencia anteriormente permiten que cualquiera de los dos procedimientos
pueda ser iniciado primero.

2.3.1.1.  Funciones trigonométricas de nimeros reales

Este capitulo inicia con la descripcion del circulo unitario, centrado en el origen del plano

cartesiano y de radio » = 1. Donde su ecuacién corresponde a:
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A continuacion, Stewart (2009) define el concepto de punto terminal en el circulo unitario
como aquella distancia t,t € R alrededor del circulo iniciando desde el punto de
coordenadas (1,0). Si se mueve en el sentido contrario a las manecillas del reloj entonces t
sera positivo t > 0, analogamente si se mueve en el sentido de las manecillas del reloj
entonces t sera negativo t < 0

¥

Figura 2. El punto terminal P (x,y) Figura 3. El punto terminal P(x,y)
determinado por t > 0. determinado por t < 0.

Puesto que el perimetro de una circunferencia unitaria C es 2m, entonces si las coordenadas

del punto P estan en la interseccion de la circunferencia con los ejes entonces t toma los

siguientes valores.

y ¥ ¥ ¥

Pl0,1)

N N Y D
NN N VAN A

Figura 4. Puntos terminales determinados por t = gn%" y 27.

—

A partir de esto, se puede observar que diferentes valores de t pueden determinar el mismo

punto terminal.

Para algunas distancias especiales de t como t = /4,t =n/6 y t = /3 las coordenadas
del punto terminal se pueden determinar utilizando propiedades analiticas como simetrias,

ecuacion de la recta y = x y distancia de segmentos entre otras. Stewart (2009) demuestra
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que las coordenadas del punto terminal para t = /4 es (‘/2—5,‘/2—5) y deja como ejercicios al

lector demostrar las coordenadas de los puntos terminales para las distancias t = /6 y
t=m/3.

La siguiente tabla muestra los puntos terminales para las distancias t anteriormente

mencionadas.

~

Punto terminal determinado por t

(1,0)

A1 ol o
T
= g
N|N N -
—_

w]
/N
N -
N
N~

N[ R

Tabla 3. Puntos terminales para algunos valores de t.

Para poder determinar las coordenadas de un punto P determinado por un valor t > /2
Stewart (2009) se basa en la definicion de nimero de referencia, en la que asociaa t con t

y donde t es la distancia més corta al eje X a lo largo del circulo unitario.

La figura 6 muestra que para obtener el nimero de referencia t es util saber en qué

cuadrante se encuentra el punto terminal determinado por P.

-
N

n\;r/j
o
o
.

Figura 5. El nimero de referencia  para t.
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Posteriormente, Stewart (2009) orienta la manera de usar los nimeros de referencia para
encontrar los puntos terminales determinados por aquellos valores de t donde t es multiplo
dem/6,m/4,m/3, /2.

Este analisis es interesante desde varios aspectos, el primero de ellos se debe a que el
estudiante puede observar que hay una correspondencia Unica entre un valor t y el punto
terminal determinado por él, esto es, hay una relacion entre t y el punto de coordenadas
(x,y). Por otro lado, se puede establecer que para los valores t;,t,,ts,...,t, €stos se
relacionan con un mismo punto terminal (x,y), esto se debe a que la distancia t mide la
longitud del circulo unitario y t puede realizar mas de un giro completo. Lo anterior es un
indicador de que la relacién asi establecida es una funcion y ademas cumple con un patrén

de periodicidad para el caso de la funcién seno.

Este ejercicio, el de asignar la longitud de arco t a una coordenada (x,y) puede ser
implementando en una actividad de la secuencia didactica a disefiar en Geogebra,

permitiendo asi, que el estudiante pueda observar el concepto de funcion y de periocidad.

En seguida, Stewart (2009) define funcién como una regla que asigna a cada nimero real
otro numero real, en base a esto, define la funcién trigonométrica seno como la
asignacion del numero real t a la coordenada y del punto terminal P(x, y). Posteriormente,
se establecen las caracteristicas de la funcién seno como el dominio, signos, gréfica,

propiedades de par e impar, periodo entre otras.

Para evaluar las funciones trigonomeétricas, Stewart se basa en los nimeros de referencia
siempre y cuando el valor de t sea multiplo de /6, ©/4, /3y m/2. Sin embargo, si se
desea calcular el valor de un t no mdaltiplo de los anteriores (por ejemplo sen 1.5) entonces
se puede proceder de dos maneras, la primera (no recomendada) medir cuidadosamente una
longitud de arco de 1.5 en el circulo unitario a partir del punto (1,0) y leer su
correspondiente valor y en el punto terminal, y la segunda opcién es utilizar el método

numérico del seno, que consiste en una aproximacion del valor de la funcién.
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t3 > t7
sent=t—§+a—ﬁ+~--

Este método numérico estd inmerso en las calculadoras cientificas y se puede usar siempre

y cuando el modo de la calculadora esta en radianes.

Dicho esto, Stewart (2009) termina el capitulo con algunas propiedades de identidades

fundamentales y las graficas de las funciones trigonomeétricas.

2.3.1.2.  Funciones trigonométricas de angulos

Este capitulo inicia con la definicion de angulos y su medicion, dejando claro que existen
dos formas diferentes de medir su “abertura”, una de ellas es el grado y la otra es el
radian. Posteriormente establece la relacion entre las medidas de angulos en grados y

radianes.

180° = 7 rad 1 rad = (22" 1° = — rad
=mra ra _(n) —180ra

A continuacion Stewart (2009) define lo que es un &ngulo en posicidon normal como aquél
angulo medido desde el origen y su lado inicial sobre el eje x positivo. La siguiente figura

da ejemplos de angulos en posicién normal.

Figura 6. Angulos en posicion normal.

Posteriormente, se especifica que aquellos angulos en posicion normal o estandar se

denominan coterminales si sus lados coinciden, esto es, si un angulo & mide 30° entonces
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sera coterminal con 390°,750°, —330° etc, en general, para un angulo cualquiera 8 medido

en grados sera coterminal con todos aquellos angulos de la forma:
0 +n360°nezZ

Analogamente, si el angulo 8 esta medido en radianes entonces sera coterminal con todos

los &ngulos de la forma:
0+2mn,n€eZ

Dicho esto, se plantean algunos ejercicios para hallar &ngulos coterminales medidos tanto
en grados como en radianes, asimismo las definiciones de longitud de arco, area de un

sector circular y las aplicaciones de dichos conceptos.

En seguida Stewart (2009) en un apartado denominado trigonometria de los triangulos

rectdngulos define las razones trigonometricas a partir

/

P de un triangulo rectangulo que tiene & como uno de sus
Hipotenusa -

opuesto

angulos agudos de la siguiente manera®.

c/\/u

cateto opuesto
hipotenusa

adyacente

sen 6 =

Figura 7. Lados del triangulo rectangulo.

El simbolo sen es la abreviatura del nombre de la razén seno.

Puesto que para cualquier par de tridngulos rectangulos con un angulo 6 son semejantes,
estas razones son iguales, independientemente del tamafio del tridngulo; solo depende del
angulo 6. En seqguida, Stewart (2009) habla de los triangulos especiales para calcular el
valor de la razén seno para algunos angulos, dichos angulos son: 30°,45° y 60°; o de

manera equivalente /6, /4y /3.

! Para efectos del presente trabajo solo se evidencia la definicion de la razén seno
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Para determinar el valor de la razén seno del angulo de 45°, Stewart (2009), se basa en
utilizar un cuadrado de lado 1, traza una de las diagonales del cuadrado formando asi un
triangulo rectangulo, en donde el valor de la hipotenusa lo determina con ayuda del teorema
de Pitagoras; para hallar el valor de la razon seno para los angulos de 30° y 60°, parte de un
triangulo equildtero ABC de lado 2 vy traza la bisectriz perpendicular BD al segmento
opuesto del vértice, formando asi dos triangulos rectangulos congruentes y al igual que el
caso anterior se apoya en el teorema de Pitagoras para determinar el lado faltante del

triangulo rectangulo.

RN A

Figura 8. Seno para los angulos 45°, 30° y 60°.

A continuacion se presenta la tabla de los valores de la razdén seno para los angulos

anteriormente mencionados.

0 en grados 0 en radianes sen 6
30° /6 Y
45° /4 V2/2
60° n/3 V3/2

Tabla 4 Valores del seno para angulos especiales.

Stewart (2009) establece una diferencia entre sen 1y sen 1°, el primero hace referencia al
seno de un angulo cuya medida en radianes es 1 mientras que el segundo es el seno de un

angulo cuya abertura es 1°.

Dicho esto, las siguientes paginas muestran las aplicaciones de las razones trigonométricas
en los triangulos rectangulos y su utilidad en el célculo de alturas, sombras, angulos de

elevacion y depresion, entre otras.
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En este punto, se evidencia que el uso de las razones trigonometricas es de orden estatico o
invariante y por lo tanto, su anélisis no contribuye a los objetivos del presente trabajo. Para
lograr esto, se deben extender las razones trigonométricas a funciones trigonométricas de
angulos donde se puedan observar la variabilidad del &ngulo y su relacion con las funciones
trigonométricas de numeros reales. Stewart (2009) da una solucion a esta dicotomia

cuando traslada el triangulo rectangulo al plano cartesiano como se muestra en la siguiente

figura.
P 4 Plx, )
/\
) v Opuesto
Hipotenusa / ] -
- \ ¥
I ‘-\i
.
/s
! \“-_,_,.o-—""f-,-f o x (_} ‘_-;'
o & Adyacente

(b)
Figura 9. Traslado del triangulo rectangulo al plano cartesiano.

Ahora, el punto P tiene coordenadas P = (x,y) y es un punto en el lado terminal del

angulo 6. Entonces el lado opuesto del triangulo rectangulo tiene longitud y. Usando el

teorema de Pitdgoras se puede hallar la longitud r = \/x2 + y?2, asi el seno del angulo

queda definido por:

senf ==

Para Stewart, “es un hecho vital que los valores de las funciones trigonométricas no
dependen de la eleccion del punto P(x, y). Esto se debe a que si P'(x’,y") es cualquier otro
punto del lado terminal, como se ve en la figura 11, entonces los triangulos POQ y P'0Q’

son tridngulos semejantes .
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(0]

X

Figura 10 Semejanza de tridngulos para las funciones trigonométricas de angulos.

Para determinar los valores de las funciones trigonométricas para angulos 6 en posicién
estandar no agudos, Stewart (2009) se basa en la definicion de angulo de referencia 8,
como aquel angulo agudo formado por 6 y el eje X. la figura 12 muestra que para obtener
el angulo de referencia 8 es Gtil saber en qué cuadrante se encuentra el lado terminal del

angulo 6.

¥ Vi Vi ¥
‘_\ |8 g | a |
-7 _ <N N N
0 x 0 x :/ 0 x l\\-[Q, -"\_A x

Figura 11. Angulo de referencia 8 para un angulo 6.

De esta manera, se pueden hallar los valores de las funciones trigonométricas para un
angulo 6 simplemente determinando su angulo de referencias 6 y teniendo en cuenta el

signo de la funcion trigonométrica.

2.3.1.3. Relacion entre las funciones trigonométricas de ndmeros reales y
funciones trigonométricas de angulos

Iniciar con el estudio de la trigonometria desde los angulos o desde los nimeros reales
depende de las aplicaciones y la vision que se quiera dar en una clase de matematicas, sin
embargo ambas son equivalentes y su relacion es bastante estrecha. Stewart (2009) describe

la forma en que una se relaciona con otra.
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“Iniciamos con un triangulo rectangulo 40PQ donde se traslada al plano cartesiano

con el angulo 6 en posicién normal.

VA P

- Pix, ¥)
Yyl
|"r LN | | .
Il'l. o Q/III Q X

Figura 12. Triangulo rectangulo ubicado en el plano.

El punto P'(x,y) en la figura es el punto terminal determinado por el arco t. Note
que el triangulo OPQ es semejante al triangulo pequefio OP'Q’ cuyas longitudes son

xXey.
Ahora, por definicion de funciones trigonométricas de angulos tenemos:

op _PQ_PQ _y

hip 0P 0P 1 7

Por otra parte, por definicion de funciones trigonométricas de ndmeros reales

tenemos que:

’

sent =y’

Ahora, si 6 es medido en radianes, entonces 8 =t y asi las funciones trigonométricas de

angulos con medida en radian son exactamente iguales que las funciones trigonométricas

definidos en términos de un punto terminal determinado por un nimero real t” (P.p. 409).

Esto significa que si comparamos las dos maneras de definir las funciones trigonométricas

entonces da valores identicos, en otras palabras, consideradas como funciones que asignan

47



valores idénticos a un nimero real dado. El nimero real es la medicién en radianes de 8 en

un caso o la longitud de un arco de circulo en el otro.

Figura 13. La medida del radian del &ngulo 6 es t.

Una vision desde esta perspectiva cambia el modelo tradicional que se suele trabajar en el
aula de clase, porque no se considera el circulo unitario con las lineas trigopnométricas para
el cambio de un concepto al otro, sino que se estudia y se muestran las relaciones
subyacentes entre el angulo y el radian. Ademas, la razon trigonometrica se puede extender
para tridngulos no necesariamente agudos con el uso de las funciones trigonometricas de

angulos haciendo que sea posible su analisis y posteriores aplicaciones.

Por otra parte, es fundamental el aporte que hace al autor al afirmar que son las
necesidades, los intereses y las visiones que tiene el maestro en la clase de matematicas
para guiar asimismo su discurso en la clase, el uso de las razones trigonométricas o
funciones trigonométricas solo difiere, como ya se ha establecido antes, en su aplicacion.
Por tanto, se puede iniciar el estudio de la trigonometria con cualquiera de estos dos

conceptos.
Para la consecucion de los objetivos del presente trabajo, las situaciones propuestas

iniciaron con las razones trigonométricas para luego dar paso a las funciones

trigonomeétricas.
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2.4. ALGUNOS REFERENTES METODOLOGICOS

2.4.1. INGENIERIA DIDACTICA

La Ingenieria Didactica surge en los afios 80’s en la Didactica de la escuela francesa como
una metodologia de investigacion para realizar seguimientos a los hallazgos de la Teoria de
Situaciones Didéacticas (Brosseau, 1997). Su sustento tedrico también proviene de la Teoria
de Transposicion Didactica (Chevallard, 1998), que tiene una vision sistémica al considerar
a la Didactica de las Matematicas como el estudio de las interacciones que surgen entre un
saber, un sistema educativo y un estudiante, con el objetivo de optimizar los modos de
apropiacion de este por el sujeto. Artigue (1995) hace una la analogia de la Ingenieria
Didactica con la de un ingeniero en el que para un hacer proyecto determinado, éste se debe
basar en los conocimientos propios de su dominio y someterse después a un control
cientifico, asimismo sucede con el trabajo en la Ingenieria Didactica, en el que se debe
trabajar con diferentes objetos matematicos y teorias matematicas para abordar un
problema que, posteriormente, llevan a realizar conclusiones y reflexiones finales frente a

los resultados obtenidos.

Por otra parte, Douday (1996) define a la Ingenieria Didactica como un conjunto de
secuencias de clase concebidas, organizadas y articuladas en el tiempo de forma coherente
para efectuar un proyecto de aprendizaje. Es por ello, que ésta mirada metodoldgica es la
que mas se acopla a los intereses de este trabajo en el que, mediante una serie de tareas o
actividades, se realiza un producto resultado de los andlisis a priori y los anélisis a

posteriori para asi determinar el impacto y la viabilidad de la secuencia didactica en el aula.

El término de Ingenieria Didactica se utiliza en Didactica de las matematicas como una
doble funcion: como metodologia de la investigacion y como producciones de situaciones
de ensefianza y aprendizaje en el aula de clases. Por tanto, para efectos del presente trabajo,
éste se enfocd en las caracteristicas generales de esta ultima, sin embargo también tomo

elementos que son esenciales de la metodologia de investigacion.
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2.4.1.1. La Ingenieria Didactica como metodologia de investigacion

Artigue (1995) caracteriza la Ingenieria Didactica como un esquema experimental basado
en realizaciones didacticas, es decir, sobre la concepcion, realizacion, observacion y
andlisis de secuencias de ensefianza. Alli se distinguen dos niveles: el de micro-ingenieria
donde se toman en cuenta principalmente la complejidad de los fendmenos del aula y el de
la macro-ingenieria que es la que permite componer la complejidad de las investigaciones
de micro-ingenieria con la de fendmenos asociados a la duracion de las relaciones entre

ensefianza y aprendizaje.

Para efectos del presente trabajo, éste se basé fundamentalmente en el nivel de micro-
ingenieria debido a que los objetivos a que se apuntan son los fendbmenos que subyacen en
el proceso de aprendizaje y ensefianza de la trigonometria analizados desde una secuencia
didactica, por ello se sustenta bajo las diferentes fases de analisis de la metodologia de las

que Artigue (1995) hace referencia.

Fases de la metodologia de la Ingenieria didactica:

En el desarrollo de la Ingenieria Didactica, ésta consta de cuatro (4) fases:

1. Primera fase: Analisis preliminares.

2. Segunda fase: Concepcion y analisis a priori de las situaciones didacticas.
3. Tercera fase: Experimentacion.

4. Cuarta fase: Andlisis a posteriori y evaluacion.

Fase 1: Analisis preliminares: Estos hacen referencia a los analisis tedricos que, en
general, estan sobre el objeto matematico estudiado y que estan relacionados con él. Aqui

se identifican como los andlisis preliminares mas frecuentes los siguientes:

e Analisis epistemoldgicos de los contenidos contemplados en la ensefianza.

e El andlisis de la ensefianza tradicional y sus efectos.
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e El anélisis de las concepciones de los estudiantes, de las dificultades y obstaculos
que determinan su evolucién.

e El andlisis de campo de restricciones donde se va a situar la realizacion didactica.

De los anteriores elementos se tomaran en cuenta algunos de ellos, apoyados en los
objetivos, los alcances y las limitaciones de la investigacién, como el anélisis de la
ensefianza tradicional y sus efectos, el anlisis de las concepciones de los estudiantes, de las
dificultades y obstaculos que determinan su evolucion y el andlisis de campo de

restricciones donde se va a situar la realizacion didactica.

Para el caso del presente trabajo, los capitulos | y Il obedecen a un acercamiento al analisis
preliminar del objeto matematico en cuestién, en el marco tedrico se indico los aspectos
concernientes a el andlisis de la ensefianza tradicional y sus efectos, errores y dificultades

de los estudiantes.

Fase 2: La concepcién y el analisis a priori: En esta fase se construye la secuencia
didactica y se realizan los respectivos analisis a priori que son conjuntos de hipdtesis que
los estudiantes pueden tener respecto al objeto matematico, estos analisis deben

comprender una parte descriptiva y una parte predictiva.

Fase 3: Experimentacion: Se refiere a la puesta en escena de la Situacién Didactica con
un grupo o poblacién de estudiantes, es aqui donde se da un primer contacto entre el
investigador o el observador con ellos. En esta fase se deben explicitar los objetivos y
condiciones de la investigacion a los estudiantes que participaran de la experimentacion y
asimismo establecer un contrato didactico con ellos, entendiéndose contrato didactico como
aquellas normas explicitas e implicitas y los habitos especificos esperados por el docente y
los estudiantes en situaciones de ensefianza y aprendizaje. Se deben tener registros de
observaciones filmicas, graficas o sonoras realizadas durante la experimentacion, con el
objetivo de realizar de una manera mas detallada las respectivas comparaciones con los

resultado esperados.
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Fase 4: Andlisis a posteriori y evaluacion: Es la Gltima fase de la Ingenieria Didactica, se
basa en el analisis del conjunto de datos recolectados durante el proceso de la
experimentacion. Estos datos se pueden complementar con otros externos como
cuestionarios o entrevistas realizadas durante el proceso de experimentacion. La validacion
o refutacion de las hipotesis realizadas en el proceso de la fase de concepcion y analisis a
priori son confrontadas aqui. Segun Artigue (1998) dicha confrontacion permite la
aparicion de distorsiones y que, generalmente, no suelen analizarse en términos de

validacion.

Las cuatro (4) fases descritas anteriormente son la carta de navegacién que direccién este
trabajo. Como se nombro anteriormente, la fase 1 Analisis preliminares se puede evidenciar
en los capitulos | y Il llamados Generalidades y Marco Tedrico respectivamente. La fase 2,
3y 4 Concepcion y analisis a priori, Experimentacion y Andlisis a posteriori hacen parte

del capitulo IV llamado Disefio, Aplicacion y Analisis de Resultados del trabajo.

Es necesario aclarar que el énfasis de este trabajo méas que la realizacién de una micro-
ingenieria, simplemente, es tomar en consideracion los elementos pertinentes de este
enfoque metodoldgico, con el fin de disefiar, poner en escena y analizar la situacion

didactica.
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CAPITULO Il

DE LAS RAZONES A LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS EN EL AULA
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3. DE LAS RAZONES A LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS EN
EL AULA

3.1. IMPLEMENTACION DE LA SECUENCIA DIDACTICA

En este capitulo se ponen de manifiesto todas las condiciones en las que se desarrolla el
trabajo de campo, es decir, desde la concepcion de la secuencia didactica hasta la aplicacion

y los analisis que son objeto de estudio.

Para ello, primero se contextualiza el lugar donde se llevd a cabo la situacion didactica,
como el colegio, el tiempo de aplicacion, el nimero de estudiantes, entre otros.
Posteriormente se muestra la situacion didactica y su andlisis, este se presenta seccionado
en dos partes, un analisis hecho antes de la aplicacion de la situacion, que se denomina
analisis a priori, el cual consiste en determinar las expectativas en cuando al desarrollo de
las actividades y las posibles respuestas por parte de los estudiantes. Luego se realiza el
analisis a posteriori, que sera el analisis de los resultados finales de la actividad, en este
altimo se comparan los dos analisis para contrastar las posibles diferencias.

3.2. MARCO CONTEXTUAL

La secuencia didactica se llevd a cabo en la Institucion Liceo Los Alpes, ubicada en el
norte de la ciudad de Cali, de caracter privado, manejando niveles educativos desde
prescolar hasta bachillerato.

El Liceo Los Alpes tiene una pedagogia constructiva, ofrece el Bachillerato Internacional
IB a sus estudiantes, el cual estd divido de la siguiente manera: Programa de la Escuela
Primaria (PEP), Programa de los Afos Intermedios (PAI) y Programa del Diploma (PD).
En la actualidad busca acreditarse en el Programa del Diploma para ofrecer una educacion
de alta calidad y convertirse en uno de los pocos colegios de la ciudad de Cali con contar
con la acreditacion de los tres (3) programas ofrecidos por el International Baccaulaureate
IB.

54



Ademas, también se encuentra cefiido a las politicas nacionales del Ministerio de
Educacion Nacional MEN, por tanto el plan de aula cuenta con todos los componentes

necesarios articulados desde la educacién basica hasta la educacion media vocacional.

3.3. DISENO DE LA SITUACION DIDACTICA

Con el objetivo de articular la secuencia didactica con los referentes tedricos desarrollados
anteriormente, donde se busca potenciar el desarrollo del pensamiento trigonométrico, se
presenta las siguientes actividades que busca movilizar en estudiantes de grados décimo
elementos conceptuales tanto de variacion como de geometria para el caso de la funcion

seno.
La primera actividad es adoptada y adaptada de Vohns (2006) citado en Montiel (2013)
donde se modela una situacion problema y se extiende hasta la variacion del seno

trigonométrico.

La primera tabla muestra el resumen de la Situacion 1 y las actividades que hacen parte de

ella.
SITUACION 1
Nombre Situacion Distancia entre dos personas NUmero de preguntas por actividad

Actividad 1 2
Actividad 2 3

Numero de actividades 4
Actividad 3 3
Actividad 4 7

Objetivo o propésito

Reconocer el patron que emerge en un triangulo a partir de una situacion problema

Descripcion de la tarea

Mediante la generalizacion de un caso se pretende potenciar las caracteristicas geométricas y variacionales en
un triangulo, para ello se proponen 4 actividades en que los estudiantes deben ademas de inferir explicar los
resultados hallados. El dinamismo del programa Geogebra permite que los estudiantes puedan corroborar sus

resultados para diferentes medidas de las longitudes de los lados del tridangulo.

Tabla 5 Situacion 1.
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La tabla 7 muestra el resumen de la Situacion 2 y las actividades que hacen parte de ella,

asimismo la tabla 8 muestra la Situacion 3 con sus respectivas actividades.

SITUACION 2

Nombre Situacion

Explorando el circulo unitario

NUmero de preguntas por actividad

Namero de actividades

Actividad 1 3
Actividad 2 2
Actividad 3 4
Actividad 4 5

Objetivo o propésito

Relacionar la longitud de arco con la coordenada y del punto de referencia

Descripcion de la tarea

Mediante el uso de Geogebra se explora los atributos que tiene el circulo trigopnométrico como la longitud de

arco medida desde el punto (1,0) hasta un punto arbitrario (x,y) y la relacién entre longitud de arco y la

coordenada y de dicho punto.

Tabla 6. Situacion 2.

3.4. LA SECUENCIA DIDACTICA

Para el disefio de la secuencia didactica se ha considerado la coherencia entre los objetos

matematicos a ser movilizados y la intencionalidad que tienen en el momento de ser

puestos en practica, como la potencialidad del conocimiento matematico, describir patrones

como reglas generales y el reconocimiento de parametros de comportamiento algebraico en

una funcion, tal como lo describe los Lineamientos Curriculares expuestos anteriormente.

A continuacién se muestran las actividades de las secuencias didacticas y los contenidos

matematicos involucrados en ellas.
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3.4.1. Situacidn 1: Distancia entre dos personas

Contenidos matematicos involucrados

La Situacion 1 contiene un conjunto de actividades que son muy ricas en contenidos
geométricos tales como circunferencias, segmentos de recta, semirrectas, bisectrices,
interseccion de puntos, distancia entre puntos, angulo central entre otros, que son propios
de las construcciones geométricas, sin embargo es la manipulacion que se hace con los
objetos en Geogebra lo que permite que las actividades se tornen diferentes a las
tradicionales, porque son necesarios los conceptos de semejanza de triangulos, razones y
proporciones y el teorema de Thales para dar cuenta de las preguntas formuladas en cada

actividad y asi alcanzar el objetivo de la situacion.

Aqui es necesario aclarar sobre los conceptos previos que debe tener el estudiante y los
conceptos que pueden emerger al momento de poner en préactica la situacion, por ejemplo
un concepto previo es el de Teorema de Pitdgoras pero un concepto que puede ser
estudiado con mas profundidad y detalle es el de semejanza de triangulos o el de razones y
proporciones, porque emerge al momento de realizar las primeras actividades. Aun asi,
también es probable que el estudiante sepa con anterioridad, o al menos haya estudiado
previamente, dichos conceptos y a partir de las situaciones puestas en practica podrian ser

estudiadas con mayor profundidad.

Actividad 1

Alicia y Beto estan en un parque en distintos lugares, pero separados a la misma distancia

de la iglesia (12 m).
1. Realiza diferentes graficos en que se muestren las posibles posiciones.

2. ¢Qué posiciones permiten obtener la distancia entre ellos con calculos aritméticos y

por qué?
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Actividad 2
Para generalizar todos los casos donde Alicia y Beto se puedan encontrar necesitamos
variar sus posiciones. Por ejemplo, un circulo con centro en la iglesia, radio 12my Alicia 'y

Beto situados sobre él permitiria explorar todas las posibles situaciones.

Realiza los siguientes pasos:

a. Con ayuda del programa Geogebra muestra las posiciones posibles de Alicia y Beto,
recuerda que el radio del circulo debe ser de 12 unidades. Renombra el centro de la
circunferencia con la letra I (iglesia) y los puntos sobre la circunferencia con las
letras A (Alicia) y B (Beto).

b. Forma el triangulo AIB por medio de segmentos, halla la distancia entre los puntos
Ay B. Asimismo, halla el angulo que se forma entre ellos y la iglesia. Como se

muestra en la figura 1

Figura 1
Completa la tabla 1:
Angulo Distancia entre Alicia y Beto
10° 2.09m
20°
6.3m
15°
60°
Tabla 1
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1. ¢Qué relacion encuentras entre los angulos y las distancias entre Alicia y Beto?
¢Como es esta relacion? Puedes confirmar tus hallazgos calculando méas angulos o

distancias.

2. Si los angulos son mayores a 180°, por ejemplo 200° o 300°, ;su distancia es igual
para qué angulos menores que 180°? ;existe alguna relacion para iguales distancias

con angulos mayores que 180° y menores que 180°? ;Qué tipo de relacion es?

Actividad 3

Si la distancia entre la iglesia y la pareja de amigos aumenta o disminuye, esto es
supongamos que en lugar de 12m sea de 24m o 6m ¢Qué relacién existe entre la nueva
distancia de Alicia y Beto a la inicial? Para ayudarte a contestar esta pregunta, se te daré el
archivo 1 en Geogebra como el que se muestra en la Figura 2 que contiene la construccion
para diferentes distancias en las que pueden estar Alicia (punto A) y Beto (punto B). Las

distancias mostradas son las siguientes: radio 6 cm, 12 cm, 18cm, 24cm.

Responde las siguientes preguntas con base a la construccion hecha, en caso de ser

necesario usa el zoom de acercamiento para observar mejor la figura construida.

Figura 2
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Dejando el angulo a constante completa la tabla 2:

_ _ Distancia desde el ]
Distancia de los Razon entre
punto I a los puntos
Segmentos columnaly 2
P,Q,AR
Circulo 1
Circulo 2
Circulo 3
Circulo 4
Tabla 2

¢Encuentras algin patrén en la ultima columna? ¢A qué crees que se deba esto?

1. ¢Qué relacion existe entre las nuevas distancias de Alicia y Beto a la distancia
inicial (12m)? ;como es esta relacion?

2. En una nueva tabla similar a la anterior, registra los datos para un angulo diferente
(por ejemplo @ = 50°) (Qué observas?

3. Repite el paso 2 para cualquier angulo a. ;Queé concluyes?

Actividad 4

A continuacién se dara el archivo 2 en Geogebra que contiene la construccion anterior y la

bisectriz del angulo entre los puntos AIB tal como lo muestra la figura 3

Recuerda que si un triangulo isdsceles es bisecado en el vértice donde su angulo
es diferente a los otros dos, entonces la bisectriz es perpendicular y divide en dos

partes iguales el segmento opuesto a dicho vertice.
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Figura 3

En el archivo 2 de Geogebra contiene las distancias entre la interseccion de la bisectriz y las

distancias entre las posiciones de la pareja de amigos.

Responde las siguientes preguntas con base a la construccion hecha, en caso de ser

necesario usa el zoom de acercamiento para observar mejor la figura construida.

Dejando el &ngulo a constante completa la tabla 3:

Distancia media
entre la pareja de

amigos

Distancia desde el
punto I a los puntos
P,Q,A R

Razén entre

columnaly?

Circulo 1

Circulo 2

Circulo 3

Circulo 4

Tabla 3

1. ¢Qué clase de tridngulo se obtiene cuando se traza la bisectriz? (Como verificas

dicho tipo de tridngulo?
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2. ¢Encuentras algun patrén en la Gltima columna? ¢a qué crees que se deba esto?

3. En una nueva tabla similar a la anterior, registra los datos para un angulo diferente

(por ejemplo @ = 50°) {Qué observas?

Uso de la calculadora
Con la ayuda de una calculadora cientifica halla el valor del seno trigonométrico para los

angulos empleados en la tabla anterior.

4. ¢Que observas? Puedes confirmar tus resultados completando la tabla anterior para

otro angulo y hallando el seno de dicho valor.

5. En base a la tabla anterior, sea @ un angulo cualquiera, x e y las distancias de la
columna 2 y 3 respectivamente. Plantee el seno trigonométrico por medio de una

ecuacion que involucre las 3 medidas.

6. Usa el siguiente triangulo y plantea en él el seno trigonométrico para el angulo 6.

s

// Nota: En todo tridngulo rectangulo los lados que forman
Hipoten usa,-

apuesto €l Angulo recto se denominan catetos y el lado opuesto al

angulo recto se denomina hipotenusa.

c/\(u

adyacente

7. ¢Finalmente responde, como hallarias la distancia entre Alicia y Beto si se conoce el

angulo que forman ellos con la iglesia y la distancia entre ellos y la iglesia?

3.4.2. Situacion 2: Explorando el circulo unitario
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Contenidos matematicos involucrados

En la Situacion 2 estdn inmersos los contenidos matematicos tales como: circunferencia
unitaria, longitud de arco, punto terminal, &ngulo en radian y uno de los mas significativos
para los propdsitos de la secuencia es el concepto de funcion. Para dar respuesta a las
preguntas correspondientes a las actividades de esta situacion es necesario que el estudiante
tenga una idea general del concepto de longitud de arco, en particular que la longitud de la

circunferencia unitaria es 2m, es decir una vuelta completa; por lo tanto, si un punto sobre

la circunferencia se desplaza un cuarto de vuelta, esta longitud de arco mide g y de esa
manera para cuando el punto se desplaza media vuelta o tres cuartos de vuelta la longitud

., . 3
de arco medira respectivamente m y >

Ademaés otro concepto previo que debe tener claro el estudiante es la equivalencia entre las
medidas de angulos en los sistemas sexagesimal y circular. Los conceptos como funcion y
punto terminal emergen al momento de aplicar esta situacion, por lo tanto pueden ser
detallados con mas profundidad con las preguntas de las actividades a realizar, y también se
puede profundizar la equivalencia entre las medidas de angulos anteriormente

mencionadas.
Actividad 1

En la Situacion 1 se estudié la razon seno como la relacién de los lados de un triangulo
rectdngulo (cateto opuesto e hipotenusa) y el angulo que estos conforman. En la segunda
situacion se estudiara un nuevo sistema de medicion angular, el cual permite calcular el
valor numérico del sen v/2, sen 0.79 entre otros. Cabe aclarar que los nimeros v2 y 0.79

son namero reales y no hacen referencia a la abertura de un &ngulo medido en grados.

1. Medicion en grados Una vuelta completa de una circunferencia medida en grados
equivale a 360°, a partir de este enunciado, responda explicitando el proceso
realizado: A cuantos grados equivalen:

a. Un doceavo de vuelta. b. Un octavo de vuelta.
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c. Un sexto de vuelta. d. Un cuarto de vuelta.

2. Medicion en radianes La longitud de una circunferencia unitaria, es decir radio
r = 1, mide 2m (para una circunferencia cualquiera de radio r su longitud es 2nr).

A partir de este enunciado halla la longitud de circunferencia para los siguientes

ejercicios:
a. Un doceavo de vuelta. c. Un sexto de vuelta.
b. Un octavo de vuelta. d. Un cuarto de vuelta.

3. Establece una relacion para los valores de las preguntas 1 y 2. Ademas establece
una ecuacion que te permita el paso de un sistema de medida a otro. ;Cual seria el
valor de w medido en grados? De ejemplos que muestren el paso de un sistema a

otro.

Actividad 2

A continuacién se da el archivo 1 en Geogebra como lo muestra la figura 1 que contiene la

construccion de la Actividad 2.

1=0.84

Figura 1

Deslice el punto C sobre la circunferencia (denominado punto terminal) en el sentido de las
manecillas del reloj hasta obtener los siguientes grados, registre los valores en la tabla 1y

conteste las siguientes preguntas.
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Grados | Arcodecircunferenciat | Medidaen radian | Coordenada y del punto
terminal

OO

30°

45°

60°

90°

Tabla 1

1. Cuando se va a cambiar de grados a radianes, entonces el valor de m equivale a
180°, sin embargo en el sentido numérico 7 tiene una valor aproximado de 3.14. A
partir de dicho valor y con la ayuda de la calculadora, expresa la medida del radian
de los valores de la tabla, en un namero real. ;Qué relacion encuentras entre estos

valores y la medida del arco de circunferencia t?

2. Deslizando el punto C determina los valores de la coordenada y cuando t toma

diferentes valores de la tabla 2:

Arco de - 3 T T T
circunferencia | 2 n ) 2m 3t 73 6 4 3
Coordenada y

del punto
terminal

Tabla 2.

¢ Como determinas la ubicacién del arco de la circunferencia t?

Actividad 3 NUmero de referencia
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Definicién 1: Supongamos que t es un ndmero real. EI nimero de referencia £ asociado
con t, es la distancia mas corta, a lo largo del circulo unitario, entre el punto terminal

determinado por t y el eje x.

De acuerdo a la anterior definicion, esboce un gréfico con lapiz y papel que represente, cuél
seria la distancia de £, si el punto terminal t esta en el primer, segundo, tercer y cuarto

cuadrante (emplea un grafico para cada cuadrante).

Deslice el punto C sobre la circunferencia en el sentido de las manecillas del reloj hasta

obtener las medidas dadas en la tabla 3 y halle el valor de £ correspondiente

Arco de
209 | 235 | 262 | 3.14 | 3.66 | 393 | 419 | 471 | 5.23

circunferencia t

Valor de £

Arco de
5.49 5.76 6.28 6.8 7.07 7.33 7.85

circunferencia t

Valor de £

Tabla 3

1. ¢Coémo puedes determinar el valor de £?

2. ¢Qué relacién encuentras con la tabla 1? ;En qué se parece? (A qué crees que se
deba esto?

3. Registra los valores hallados en la tabla 4 y desliza el punto C para encontrar el

valor de la coordenada y.

Arco de
2.09 | 2.35 2.62 3.14 3.66 3.93 4,19 4,71 5.23
circunferencia t
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Coordenada y del

punto terminal

Arco de
) ) 5.49 5.76 6.28 6.8 7.07 7.33 7.85
circunferencia t
Coordenada y del
punto terminal
Tabla 4.

4. ;Qué relacion encuentras con la tabla 1? ;En qué se parece? ¢En qué difiere? ¢Por

qué crees que se deba esto?

Actividad 4

Uso de la calculadora

1. Con la ayuda de tu docente y el uso de la calculadora en modo radianes, verifica el

seno trigonométrico del valor de la longitud de arco t y registra los valores en la

tabla 5.

Arco de
) ) 2.09
circunferencia t

2.35

2.62

3.14

3.66

3.93

4.19

4.71

5.23

Coordenada y del

punto terminal

Arco de

circunferencia t

5.49

5.76

6.28

6.8

7.07

7.33

7.85

Coordenada y del

punto terminal

Tabla 5.

Compara estos resultados con los obtenidos en la coordenada y de la tabla 3. (Qué

concluyes?
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Nota: Debido a que el nimero = tiene infinitas cifras decimales, los resultados pueden estar

por encima o por debajo una centésima del valor esperado.

Definicion 1 Funcion (Stewart, 2009): Sean A y B dos conjuntos no vacios, una funcion f
de A en B (f:A — B) es una relacion que asigna a todos los elementos de A un unico

elemento en B. Suele escribirse asi:

y=f)

Donde x se llama variable independiente e y variable dependiente.

2. ¢De acuerdo a la actividad realizada, cuales crees tu son las variables dependientes e
independientes?

Se define funcion trigonométrica como la relacion entre los valores de t y de y de la

siguiente manera:

y = sen(t)

Donde t es el valor de la longitud de arco y y la altura que alcanza:

3. ¢Coémo crees que es la gréafica de la funcion trigonométrica seno? Usa el plano

cartesiano para dibujarla.

Definicion 2 Dominio: El dominio de una funcion es el conjunto de todos los nimeros

reales que puede tomar la variable independiente.

Definicion 3 Rango: El rango es el conjunto de nimeros formado por todas las imagenes

del dominio.
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Definicion 4 Periodo: Algunas funciones tienen la propiedad que sus imagenes se repiten
exactamente en el mismo orden, a igual intervalos del dominio. Este tipo de funciones se
denominan funciones periodicas.

4. A partir de las anteriores definiciones, halla el dominio, el rango y el periodo de la
funcion seno.

5. En un archivo en Geogebra grafica la funcién y = sen x. Compara esta grafica con
la que realizaste. (En qué se parece? ¢En qué difiere? ;Qué concluyes?
6. Al inicio de la actividad se proponia calcular sen +/2. Ahora que has estudiado sobre

la funcidn trigonométrica seno, ¢cémo podrias hallar dicho valor?
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3.5. ANALISIS A PRIORI DE LAS SITUACIONES

3.5.1. Situacidn 1: Distancia entre dos personas

Al momento de socializar las respuestas por parte de los estudiantes se espera que en la

Actividad 1 los estudiantes identifiquen las siguientes posibles posiciones para la pareja de

amigos.
A B
BETO
o BETO . IGLESIA OALICIA
IGLESIA
ALICIA
C D
e BETO
EBETQ
IGLESIA
- =>.ALICI;B«
IGLESIA
. SALICIA

Figura 14 Posibles posiciones para la pareja de amigos.

Se asume que las figuras presentados tendran inmerso el concepto de angulos, para
identificar las posibles posiciones, en la figura 14-A se hace explicito cuando el angulo que
se forma entre la pareja de amigos y la iglesia es agudo, asimismo las figuras 14-C y 14-D
hacen referencia a dngulos obtuso y recto respectivamente, mientras que la figura 14-B se

considera un angulo Ilano.

Ahora, para la pregunta sobre como calcular la distancia entre los dos amigos, teniendo en
cuenta las figuras realizados y ademas del uso restringido de la calculadora, se concluye

que las posiciones en las que se puede medir la distancia por métodos aritméticos son las
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figuras 14-By 14-D. Para la 14-B se establece la suma de las distancias entre la iglesia y
cada amigo (24 metros) mientras que para la 14-D se puede solucionar apelando al
Teorema de Pitagoras; en el caso de 14-A y 14-C, estos pueden ser solucionados si se

emplea la calculadora, por ello, estos no seran tenidos en cuenta.

Se espera que los estudiantes como minimo puedan identificar las 4 posibles posiciones, sin
mayor dificultad, para lograr contextualizar la pregunta realizada, se presupone gque deben

estar familiarizados con este tipo de conceptos matematicos.

Por otra parte, en la Actividad 2 se espera que los estudiantes puedan diligenciar con
facilidad la tablas 1 y 2, mas aun, que puedan observar la relacion entre el angulo que se
forma y las distancias entre la pareja de amigos, siendo esta, que a mayor angulo, mayor
distancia, por lo menos hasta 180°, puesto que en este angulo se alcanza la distancia

méaxima entre los dos amigos.

12.06
Figura 15. Distancia entre A y B cuando Figura 16. Distancia entre A y B cuando
el dngulo es 30.15°. el &ngulo es 68.06°

Cabe advertir que en el momento no se tendra en cuenta el hecho de que a estd medido en
grados y no en radianes, el propdsito de esta situacion es construir el concepto de la razén

seno y mas adelante se retomara sobre la medicion angular.

Se recomienda usar dos posiciones decimales para la medida de los grados y la distancia, de

esta manera el margen del error disminuye.
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Cuando uno de los puntos es movido a lo largo de la circunferencia entonces la distancia
entre dichos puntos aumenta, esto se debe a que el punto se “aleja”, haciendo que el angulo
central aumente, sin embargo si al mover el punto el angulo es mayor a 180° entonces la
distancia empieza a disminuir debido a que ahora el punto se “acerca” y las distancias se
vuelven a repetir. Por eso, en la pregunta 2 el estudiante debe inferir que las distancias
seran iguales para un angulo a menor que 180° y un angulo g mayor que 180°cuando la

suma de dichos angulos sea 360°. Ver figura 18 y 19

Q

5498

4913°
Figura 17. Medida del angulo cuando la distancia entre A 'y B es 9.98.

Ahora en la Actividad No 3, si suponemos que el radio aumenta (o disminuye), es decir, sea
el doble (o la mitad) entonces asimismo aumenta el doble (o0 disminuye la mitad) la
distancia entre los puntos referenciados, esto significa que hay una relacion directamente

proporcional entre el radio del circulo y la distancia entre los puntos A y B.

499
9.488

Figura 18. Distancia entre A y B para un angulo fijo
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Con el fin que el estudiante pueda verificar su hipdtesis entonces el archivo de Geogebra
contiene diferentes circunferencias de radios 6¢cm, 12cm, 18cm y 24cm con el que puede
constatar la relacion directa entre el radio y la distancia entre los puntos A y B. Para ello, se

deja fijo un valor del angulo y el estudiante solo debe registrar los valores de la tabla.

Figura 19. Variacion de los radios.

Debido a que en el fondo de la construccion se encuentra el concepto de semejanza de
tridangulos entonces las razones entre las distancias de los puntos construidos y los radios de
los circulos siempre sera el mismo valor numérico sin embargo ain no se espera que los

estudiantes puedan responder satisfactoriamente esta justificacion.

Los estudiantes pueden verificar esta proporcionalidad simplemente cambiando el angulo,
entonces en este caso la razon sera un valor diferente (si se compara con la tabla anterior)
pero serd igual para cada tridngulo, es decir, la razén es invariante y no depende de los
lados del triangulo sino de su angulo, se espera que los estudiantes pueden llegar a esta
conclusion sin ninguna dificultad, ello se debe a que Geogebra se puede cambiar el angulo
y automaticamente las distancias tambien varian y aunque el valor de la razon cambie, este

serd el mismo para todos los triangulos involucrados.
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El cierre de la Situacién 1 se da con la Actividad 4, donde ahora el estudiante explorara la
definicion de la razon seno, para ello enfrenta a una situacion un poco diferente, porque que
se ha trazado la bisectriz del &ngulo entre los puntos A4, B y el centro de la circunferencia
formando asi dos triangulos rectangulos, el porqué de esto se debe a que la bisectriz es la
misma altura en un triangulo isosceles y, por definicion de altura, esta corta el segmento

opuesto del vértice con un angulo de 90°.

Esta actividad es muy similar a la anterior respecto a los resultados invariantes de las
razones, aunque con una diferencia: No se calcula la razén entre las distancias de los puntos
y el radio de las circunferencias sino entre el segmento comprendido entre uno de los
puntos A o By el punto medio de estos (interseccion de la bisectriz con el segmento AB) y
el radio de los circulos (ver figura 21), en otras palabras, entre el cateto opuesto y la
hipotenusa, por lo tanto se espera que los estudiantes puedan justificar que dichas razones
son invariantes debido al concepto de semejanza de triangulos trabajado en la actividad
anterior. Ademas se ha de tener cuidado especial en que el &ngulo medido también es la

mitad del original.

>
Figura 20. Distancia media entre los puntos y la bisectriz del angulo.

Cuando los estudiantes usan la calculadora cientifica para hallar el valor del seno del
angulo trabajado se podran dar cuenta que éste es el mismo que el de la tabla y aun
variando el valor del angulo, éste coincidird con el valor de la razon seno, cabe anotar que
se introdujo este concepto sin ser previamente definido o mencionado, puesto que las

siguientes preguntas conducen a que los estudiantes concluyan que: el seno de un angulo
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es el cociente entre el lado opuesto del angulo sobre el radio de la circunferencia, y

como este radio es la hipotenusa del triangulo rectangulo entonces podran concluir que:

cateto opuesto

senqa = ——
hipotenusa

Finalmente, para calcular la distancia entre Alicia y Beto que estan a la misma distancia de
la iglesia seré:

d = 2(r * sina)

3.5.2. Situacién 2: Explorando el circulo unitario

Esta Situacion se centra en la relacion que existe entre la longitud de arco y la abertura del
angulo que lo subtiende a lo largo del circulo unitario, dejando en un segundo plano la
distancia entre la pareja de amigos trabajada en las anteriores actividades, por ello, el
objetivo de esta Situacidn es proponer una serie de actividades que den coherencia a las
multiples nociones matematicas relacionada con la funcion trigonométrica seno, como el

periodo, medida en radianes, relacion radian- real y por supuesto, la grafica de la funcion.

En el trénsito del concepto de razon a funcion trigonométrica, los estudiantes deben dar
cuenta de la conversion y relacion entre grados y radianes, por ello la necesidad de la
Actividad 1, que relaciona las medidas en grados de un circulo y su perimetro. Aunque este
proceso suele ser ensefiado de una manera mecénica y asi se establece dentro de esta
actividad, es necesario realizarlo porque aporta elementos fundamentales en la transicion de

razén a funcién trigonométrica y asi lograr el objetivo principal de este trabajo.

Posteriormente, en el archivo en Geogebra (ver figura 22) el estudiante puede relacionar el
numero real con el radian, puesto que se usa el valor numérico de 7 los estudiantes pueden
darse cuenta que los radianes no son mas que la longitud de arco del circulo y por ello
pueden hacer la conversion de los grados a radianes, a longitudes de arco y viceversa.

Ademés en todo momento se esta verificando la coordenada y del punto que,
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posteriormente, se relacionara con el seno trigopnomeétrico tanto de los grados como de la

longitud de arco.

=084

Figura 21. Relacidn entre grados y longitud de arco.

Las actividades anteriormente desarrolladas se realizan en el primer cuadrante, sin embargo
la Actividad 3 permite explorar lo que sucede en los otros cuadrantes, pero sobre todo
relacionar el nimero de referencia £ con el valor de la longitud de arco. En primera
instancia los estudiantes deben eshozar el grafico del nimero de referencia t asociado a

longitud de arco t ubicado en cada uno de los cuadrantes.

y

AN N N O
S\ f""‘\w L

Figura 22. Gréficas para los nimeros de referencia.

W

=
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Posteriormente, los estudiantes deberan dar cuenta de las ecuaciones que le permitan
calcular el valor de t para un valor del arco t ubicado en cualquiera de los cuadrantes

anteriormente descritos, dichas ecuaciones son:

e Primer cuadrante: £ = t. e Segundo cuadrante: £ = 3,14 — t.
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e Tercer cuadrante: £ = t — 3,14. e Cuarto cuadrante: = 6,28 —t.

El objetivo principal de esta actividad estad orientado a que el estudiante reconozca una

periodicidad en los cuadrantes gracias al nimero de referencia.

Luego los estudiantes verificaran los diferentes valores que tiene la coordenada y para cada
arco de longitud solicitado y podran verificar que estos valores se repiten o son iguales a los
de la primera tabla, exceptuando en el signo para algunos casos, debido a que la variable y

es una coordenada, por lo tanto puede tener tanto valores positivos como negativos.

Ahora se introduce al estudiante nuevamente en el uso de la calculadora para verificar la
relacion trigonométrica seno entre la longitud de arco y la coordenada y del punto terminal
de la circunferencia. Para ello con ayuda del docente y la calculadora programada en
radianes el estudiante puede comprobar como los valores en la calculadora coinciden con
los de la tabla. Sin embargo hay que aclarar que estos valores pueden diferir hasta en una
centésima y ello se debe a al uso numérico de m, porque solo se trabajaron con dos cifras

significativas cuando r tiene infinitas cifras decimales por su naturaleza irracional.
Con la ayuda del docente quien enuncia la definicion de funcion, el estudiante puede
establecer la relacién entre la longitud de arco y el valor y de la coordenada del punto C
como una funcion trigonometrica:

y=sent

Donde y es la variable dependiente y t la variable independiente.

Hecho lo anterior, el estudiante puede bosquejar la grafica de la funcidn trigonométrica

seno a través del plano cartesiano.
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Por altimo, se indican las definiciones de dominio, rango y periodo para que el estudiante,
nuevamente bajo la guia del docente, pueda establecerlos en la funcion trigopnométrica seno

donde concluya que:

El periodo de la funcion se cumple cuando se da una vuelta entera al circulo, es decir,
cuando la longitud de arco sea 2. EI dominio de la funcion seno son todos los numeros
reales, debido a que esta relacionado con la variable independiente, es decir, la longitud de
arco y ésta puede tener tantos valores como se desee. El rango de la funcion es el conjunto
de numeros comprendidos entre -1 y 1 inclusive, porque en este intervalo se muestran todas

las imagenes de los nimeros reales bajo la funcion:

y =sent

El estudiante entonces, serd capaz de calcular el seno de cualquier valor numérico

(incluyendo aquellos que son mayores a 6,28).

3.6. RESULTADOS Y ANALISIS DE RESULTADOS

Este apartado hace referencia a los resultados de las actividades realizadas por los
estudiantes y a sus respectivos analisis que pueden emerger en la secuencia didactica. Ello
permite contrastar o verificar los resultados esperados y de esa manera determinar en donde
los estudiantes tienen fortalezas y debilidades en el momento de aprender un concepto en
matematicas y evaluar las actividades disefiadas de las situaciones didacticas del presente

proyecto.

Los resultados de cada actividad son presentados a través de una tabla y posteriormente se

realizan los respectivos analisis.
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Situacion 1: Distancia entre dos personas
Descripcion general de la Situacion 1.

La situacion 1 fue aplicada en dos sesiones, la primera tuvo una duracién de dos horas en
donde se desarrollaron a cabo las actividades 1, 2 y 3; y en la segunda sesion se trabajo

durante una hora la actividad 4 finalizando asi la Situacion 1.

Esta situacion fue aplicada a un grupo de ocho (8) estudiantes de grado noveno
seleccionados a discrecion por el docente del area, se trabajo en la sala de sistemas del
colegio donde contaba con el programa Geogebra previamente instalado. Para desarrollar
las diferentes actividades planteadas en la secuencia, los estudiantes primero trabajaron de
forma individual las preguntas, el docente se acercaba a solucionar inquietudes o dudas del
manejo del programa Geogebra y de las actividades sin que éste diera de manera explicita
las soluciones de las preguntas, posteriormente se realizé una socializacién general de cada
actividad, donde los estudiantes manifestaban los resultados hallados y el proceso para

obtener los resultados asi como sus dificultades.

Los estudiantes estdn culminando grado noveno porque pertenecen al calendario B del
programa de educacion basica del MEN y no se escogieron del grado décimo porque ya han
trabajado las razones y funciones trigonométricas y las situaciones planteadas pretenden
una exploracion de la funcion trigonométrica seno para ayudar a la construccion de este
concepto. Ademas los estudiantes han tenido un acercamiento previo al programa Geogebra
en afios lectivos anteriores, ello ayudé a que la secuencia se desarrollara con menor

dificultad respecto al manejo del software.

Resultados de la actividad 1

Las tablas que se presentan a continuacién muestran los diferentes tipos de respuestas

obtenidos por los estudiantes a lo largo de la actividad 1
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Pregunta 1: Realiza diferentes graficos en que muestres las posibles posiciones

Tipo de Respuesta Cantidad de estudiantes
Estudiantes que realizan una circunferencia sin una representacion clara de las 4
posibles posiciones de Alicia y Beto
Estudiantes que realizan una circunferencia con representaciones icénicas 4

(flechas, diagramas, puntos) las posibles posiciones de Alicia y Beto

Tabla 7. Respuesta pregunta 1 Actividad 1

Pregunta 2: ¢ Qué posiciones permiten obtener la distancia entre ellos con calculos aritméticos y por

qué?
. Cantidad de
Tipo de Respuesta :
P P estudiantes
Estudiantes que no explicitan las posiciones pero realizan calculos numéricos 4
Estudiantes que ubican las posiciones y hacen célculos numéricos 3
Estudiantes que ubican las posiciones, argumentan el porqué de ellas y realizan 1
calculos numéricos

Tabla 8. Respuesta pregunta 2 Actividad 1
Analisis de la actividad 1

El objetivo de esta actividad es identificar por medio de diagramas las cuatro (4) posibles
posiciones en las que se puedan encontrar Alicia y Beto tal como se especifico en los
analisis a priori y determinar cuales de estas se pueden calcular mediante métodos

aritméticos y cuéles no.

Respecto a la pregunta 1 los estudiantes comprenden la consigna a partir de diferentes
representaciones y se puede concluir que las distintas posiciones de la pareja de amigos
teniendo la iglesia fija y al variar ellos forma una circunferencia. Sin embargo ninguno de
los estudiantes pudo explicitar de manera general las posiciones de Alicia y Beto cuando
forman: angulo agudo, angulo recto, angulo llano y angulo obtuso. Esto se infiere a partir
de las graficas realizadas por los 4 estudiantes que hicieron representaciones iconicas
debido a que no fijaron a uno de los dos amigos para asi movilizar el otro sino que ambos
eran movilizados obteniendo diferentes posiciones para ellos. Ello no implica que no

puedan identificar que en cualquier momento Alica y Beto forman estos cuatro angulos.
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Por otra parte, resulta interesante la manera en que emplean la circunferencia como la
mejor opcidn para representar las multiples posiciones de Alicia y Beto, ello significa que
los estudiantes tienen interiorizado el concepto de circunferencia y algunas propiedades que
pertenecen a él como por ejemplo que todo punto sobre ella equidista a un punto fijo

llamado centro.

Con relacion a la pregunta 2 ésta buscaba identificar de las cuatro posiciones generales
entre la pareja de amigos cuales de estas permitian calcular la distancia entre ellos dos por
medios de métodos aritméticos, en la cual no se pretendia que realizaran dicho céalculos, sin
embargo los ocho estudiantes los realizaron. Ello significa que los estudiantes conocen
implicitamente que las posiciones de Alicia y Beto que forman angulo recto y angulo Ilano
son las que se pueden calcular, demostrando asi que los estudiantes tiene interiorizado el

teorema de Pitagoras y puntos colineales.

Por otro, un analisis interesante es determinar las distancias de Alicia y Beto cuando su
posiciones son diferentes a las anteriormente nombradas, porque permite movilizar en los
estudiantes otros conceptos matematicos necesarios para hallar su solucion. Este es el
objetivo de fondo de esta pregunta porque conlleva a la necesidad de construir el concepto

de razon trigonométrica seno.
Algunas evidencias de la actividad 1

(()'\\ & U)(D\\Q\O(l)

POS\OONRS
ANCO\O\O\LS PO
Ny WS

Figura 23. Evidencias Actividad 1 Situacion 1
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Resultados de la actividad 2

Las tablas que se presentan a continuacion muestran los diferentes tipos de respuestas

obtenidos por los estudiantes a lo largo de la actividad 2.

Pregunta 1: ;Qué relacion encuentras entre los angulos y las distancias entre Alicia y Beto? ¢ Como es
esta relacion?

Tipo de Respuesta Cantidad de estudiantes
Estudiantes que identifican la relaciébn de la siguiente manera escrito 7
algebraicamente: el angulo es 5 veces la distancia
Entre mas grande sea el dngulo mayor es la distancia 1

Tabla 9. Respuesta pregunta 1 Actividad 2

Pregunta 2: ¢ Existe alguna relacién para iguales distancias con angulos mayores a 180° y menores a
180°? ¢Como es la relacion?

Tipo de Respuesta Cantidad de estudiantes

Si, cuando la suma de los angulos es 360° entonces las distancias son iguales. 8

Tabla 10. Respuesta pregunta 2 Actividad 2
Andlisis de la actividad 2

De acuerdo a los resultados de la pregunta 1, se puede determinar que los estudiantes en su
mayoria tienden a establecer una linealidad entre el &ngulo y la distancia entre los puntos A
y B, haciendo explicito que solo se cumple hasta el angulo de 90°, esto se debe a que cinco
veces la parte entera del decimal que representa la distancia entre A y B es el valor del
angulo formado por AIB. Lo que evidencia que los estudiantes tienen ciertos conocimientos
sobre la funcion lineal, pero esta no es objeto de estudio a lo largo de la actividad. El
objetivo de la pregunta es identificar dicha relacion como directamente correlacionada
hasta 180°, tal como se indico en el andlisis a priori. No obstante, un estudiante logro
establecer la relacion sin especificar el limite, demostrando de esta manera que la consigna
fue clara puesto que se logr6 movilizar el concepto de magnitudes directamente

correlacionadas.

Respecto al resultado de la pregunta 2 por parte de los estudiantes, se puede evidenciar que
estos reconocen en una circunferencia la propiedad de la medida angular en un giro
completo.
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Algunas evidencias de la actividad 2
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Figura 24. Evidencias Actividad 2 Situacion 1

Resultados de la actividad 3

Las tablas que se presentan a continuacion muestran los diferentes tipos de respuestas

obtenidos por los estudiantes a lo largo de la actividad 3

Pregunta 1: ¢ Encuentras algun patrdn en la Gltima columna? A qué crees que se deba esto

Tipo de Respuesta Cantidad de estudiantes

Estudiantes que contestan que la razén entre las dos columnas es igual 2

Estudiantes que contestan que la razon entre las columnas es igual y se debe a
que el angulo es constante

Tabla 11. Respuesta pregunta 1 Actividad 3

Pregunta 2: ¢ Que relacidn existe entre las nuevas distancias entre los puntos A y B a la distancia
inicial?

Tipo de Respuesta Cantidad de estudiantes

Estudiantes que argumentan la relacién como directamente proporcional 8

Tabla 12. Respuesta pregunta 2 Actividad 3
Analisis de la actividad 3

El objetivo de esta actividad es establecer que la razon entre los lados proporcionales de
triangulos semejantes es constante y depende exclusivamente del angulo formado por los
puntos AIB. La mayoria de los estudiantes al registrar la consigna establecen justamente
que la razon es invariante y que solo depende del valor de angulo, de aqui se puede inferir
que hay un concepto implicito en el estudiante de dependencia conllevando de esta manera
a movilizar algunos aspectos propios el pensamiento variacional como la covariacion.
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Un concepto importante en esta actividad es el de semejanza de triangulos porque es el que
permite que las razones entre sus segmentos y los radios de las circunferencias sean
invariantes, ello también explica el por qué los lados del triangulos son directamente
proporcionales y que el valor numérico de la razon es la constante de proporcionalidad. Sin
embargo ningun estudiante manifestd la existencia de triangulos semejantes tal como se

esperaba en los analisis a priori.

Algunas evidencias de la actividad 3
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Figura 25. Evidencias Actividad 3 Situacion 1

Resultados de la actividad 4

Las tablas que se presentan a continuacién muestran los diferentes tipos de respuestas

obtenidos por los estudiantes a lo largo de la actividad 4

Pregunta 1: ; Qué clase de tridngulo se obtiene cuando se traza la bisectriz? ;Como verificas este
hecho?

Tipo de Respuesta Cantidad de estudiantes

Triangulo rectangulo. Si la bisectriz del triangulo es perpendicular al segmento
opuesto, es decir, lo corta en un dngulo de 90°.

Tabla 13. Respuesta pregunta 1 Actividad 4

Pregunta 2: ¢{Encuentras algin patron en la tltima columna? A qué crees que se deba esto

Tipo de Respuesta Cantidad de estudiantes
Estudiantes que argumentan que son directamente proporcionales 5
Estudiantes que argumentan que los triangulos son semejantes 3

Tabla 14. Respuesta pregunta 2 Actividad 4
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Nota: La pregunta 3 hace referencia a una comprobacion de los resultados hallados en la

pregunta 2, por tanto no registra en la tala de resultados.

Pregunta 4: Con la ayuda de una calculadora cientifica halla el valor del seno trigonométrico para los
angulos empleados en la tabla 3. ¢ Qué observas?

Tipo de Respuesta Cantidad de estudiantes

Estudiantes que argumentan que el seno trigonométrico es igual a la razon

entre las columnas 1y 2. 8

Tabla 15. Respuesta pregunta 4 Actividad 4

Pregunta 5: En base a la tabla anterior, sea a un &ngulo cualquiera, x e y las distancias de las columnas
2y 3 respectivamente. Plantee el seno trigonométrico como una ecuacion que involucre las 3 medidas

Tipo de Respuesta Cantidad de estudiantes

Estudiantes que logran identificar la razén seno como sen a = x/y 8

Tabla 16. Respuesta pregunta 5 Actividad 4

Pregunta 6: Usa el triAngulo y plantea en él el seno trigonométrico para el angulo 0

Tipo de Respuesta Cantidad de estudiantes

Estudiantes que identifican sen 8 = cat. opuesto/hipotenusa 8

Tabla 17. Respuesta pregunta 6 Actividad 4

Pregunta 7: Finalmente responde, ;Como hallarias la distancia entre Alicia y Beto si se conoce el
angulo que forman ellos con la iglesia y la distancia entre ellos y la iglesia?

Tipo de Respuesta Cantidad de estudiantes
Estudiantes que argumentan la ecuacion usando lenguaje natural 2
Estudiantes que argumentan la ecuacién usando lenguaje matematico 2
Estudiantes que intentan dar respuesta a la expresion 1
Estudiantes que no responden 3

Tabla 18. Respuesta pregunta 7 Actividad 4

Andlisis de la actividad 4

De acuerdo al resultado de la pregunta 1, ésta evidencia que en efecto los estudiantes
reconocieron, de manera implicita, que los triangulos construidos en Geogebra son
isdsceles, debido a que dos de los lados del triangulo son el radio de una circunferencia, por

ello hubo una claridad en la consigna de la definicion, es asi como los estudiantes
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identifican que la perpendicularidad implica un angulo de 90° y ello conlleva a argumentar
que el triangulo es rectangulo. Esta pregunta permitio observar en los estudiantes tienen
algunos conocimientos claros respecto a la geometria de plano y por tanto facilitd el

desarrollo de la actividad.

Con relacién a los resultados en la pregunta 2 un grupo de estudiantes reconocen la
semejanza de triangulos como el concepto de fondo por el cual los valores de las razones
entre los segmentos involucrados registrados en la tabla (IAy AH, donde Hes el punto
medio de AB) son invariantes, esto quiere decir que los estudiantes tuvieron una
apropiacion del concepto trabajado gracias a la experiencia en la actividad anterior; por otra
parte el resto de estudiantes que justifican que la razon de dichos segmentos se mantiene
invariante debido a que la relacion es directamente proporcional, se basan en el hecho que
existe una constante, lo cual la asocian con el término de constante de proporcionalidad,
mostrando de esta manera que no lograron identificar el concepto principal que subyace
esta actividad.

Posteriormente en las preguntas 4 a 6 y con el uso de la calculadora los estudiantes
pudieron establecer que el seno trigonométrico es una razén entre los segmentos de un
triangulo rectangulo, logrando expresarlo tanto en lenguaje natural como en lenguaje
algebraico, y que el valor numérico de este depende del angulo y no del tamafio del

triangulo, cumpliendo asi con el objetivo principal de la Situacion 1.

Finalmente, en la Gltima pregunta se obtienen diferentes tipos de respuestas que son
interesantes, debido a que existe una claridad en la consigna para hallar en cualquier
posicion la distancia entre la pareja de amigos, se emplean la bisectriz del triangulo
isdsceles y la razén seno, considerando ademéas que dicha bisectriz genera dos triangulo
rectangulos. Esto demuestra una aprehensién del concepto de la razén seno por parte de los
estudiantes. Sin embargo, es necesario aclarar que los estudiantes no consideraron que el
angulo que forman la pareja de amigos respecto a la iglesia al ser bisecado este se divide a

la mitad.
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Algunas evidencias de la actividad 4

Figura 26. Evidencias Actividad 4 Situacion 1

Algunas conclusiones sobre la implementacion de la Situacion 1

El papel del docente es fundamental es el proceso de aprendizaje, su rol no debe ser el de
un espectador sino que debe ayudar al estudiante a encontrar las respuestas, para ello debe
realizar preguntas, ayudar a construir el concepto, comunicar 0o en otros momentos
abstenerse de comunicar a los estudiantes, por eso se propone un acompafamiento directo
en las actividades de la secuencia. En ningin momento se espera que la Situacion remplace
el rol del docente en el aula de clases, por el contrario, es el docente quien potencializa el
alcance que puede tener las actividades en el proceso de aprendizaje de los estudiantes
tomando asi un rol definitivo y activo durante el desarrollo de las actividades. Esto se pudo
vivenciar en la Actividad 3 cuando los estudiantes empezaron a comparar los resultados
obtenidos con la de sus comparieros; el docente en este caso hizo una intervencion haciendo
preguntas que conllevaran a los estudiantes a reflexionar y concluir el porqué de este

fendmeno y de esa manera obtener la respuesta esperada.

Ademas el papel del estudiante y su actitud respecto al trabajo a desarrollar, hacen también
parte esencial de su desempefio matematico. Se contd con un grupo siempre dispuesto a
colaborar con la aplicacion de la situacion logrando de esta manera construir los conceptos

propuestos en las actividades. Asimismo, los estudiantes ya habian tenido un acercamiento
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previo al software Geogebra en afios lectivos anteriores lo que facilit6 el desarrollo de cada

actividad.

Por otra parte, las situaciones problemas llevadas al aula de clase son el eje central en estas
actividades, debido a que éstas permean los conceptos matematicos involucrados que
fueron descritos en el apartado Disefio de la Situacion y permite que sean aprendidos por
los estudiantes. Se inicia con la formulacion de un problema cotidiano y a partir del
desarrollo de las actividades se resuelven los problemas y se verifican los resultados
hallados, ademas las preguntas planteadas permiten que los estudiantes puedan generalizar
sus soluciones y asi llegar a diferentes conclusiones que haran visible el aprendizaje en el

aula.

Se determina entonces que son varios los aspectos que influyen, en lo que se considera, un
buen funcionamiento de la Secuencia Didactica, es un trabajo que debe ser analizado de
manera conjunta, para que el artefacto efectivamente sea convertido un instrumento, por

parte del estudiante y el desarrollo de sus esquemas de uso.

Durante el desarrollo de la Situacién, no se hizo mencidn alguna a lo que es la razén seno,
las actividades 1, 2, 3 y 4 develan la construccion del seno trigonométrico, sin embargo éste
aparece durante el desarrollo de la dltima actividad de la Situacion cuando los estudiantes
operan el seno mediante la calculadora y dan cuenta que es igual al valor de las distancia de

dos segmentos en un tridngulo rectangulo.

Situacion 2: Explorando el circulo unitario

Para continuar la exploracion de la funcion trigonomeétrica a partir de la Situacion anterior
(problema de distancias) se puede extrapolar el problema de Alicia y Beto en puntos
especificos del plano cartesiano, es decir, Alicia y Beto son puntos de coordenada (x, y) en
el plano y la iglesia es el origen del plano de coordenadas. En este momento, la distancia

entre la pareja de amigos pasa a un segundo plano y la atencién se dirige a la relacion entre
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el angulo que se forma en el triangulo rectangulo y la longitud de arco entre el punto (1,0)

y la posicion del punto (x, y)

() Alicia (xy)Alicia
1

lglesia

lglesia

(x) Alicia

Figura 27. Localizacion de la Situacion 1 en el plano cartesiano

Para lograr ello, se sigui6 el camino que toma Stewart (2009) al definir funcion
trigonométrica como la relacion entre la longitud de arco entre el vértice (1,0) y un punto
(x,y) sobre el circulo y la coordenada y de dicho punto. Ademas, Moore (2012) reporta
resultados significativos cuando explora el circulo unitario y disefia actividades en torno a
él, que va desde la medicion angular hasta la graficacion de las funciones. Por eso, se
considero esta alternativa como un camino que puede dar luces al problema tratado en todo

este trabajo.

Descripcion general de la Situacion 2.

La Situacion 2 fue aplicada en 2 sesiones, cada una tuvo una duracién de una hora y media,

donde se desarrollaron las actividades 1, 2, 3, y 4.

Esta situacion fue aplicada al mismo grupo de estudiantes de grado noveno puesto que se
pretendia dar continuidad al proceso que se venia desarrollando en ellos y ademas se adopt6
la misma dindmica de trabajo aplicada en la Situacion 1 con excepcion de un estudiante que

se encontraba fuera de la ciudad.
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Resultados de la actividad 1

Pregunta 1: Medicién en grados: Una vuelta completa de una circunferencia equivale a 360 grados. A
cuantos grados equivalen: un doceavo, un octavo, un sexto y un cuarto de vuelta

Tipo de Respuesta

Cantidad de estudiantes

Estudiantes que expresan el nimero de grados como una fraccién 2
Estudiantes que omiten el proceso pero escriben los resultados 3
Estudiantes que argumentan en lenguaje natural el proceso realizado y 5

escriben los resultados

Tabla 19. Respuesta pregunta 1 Actividad 1

Pregunta 2: Medicion en radianes: La longitud de una circunferencia unitaria mide 2m. Halla las
longitud de una circunferencia para: un doceavo, un octavo, un sexto y un cuarto de vuelta

Tipo de Respuesta

Cantidad de estudiantes

Estudiantes que expresan la longitud en términos de 7

4

Estudiantes que expresan la longitud en nimeros decimales

Tabla 20. Respuesta pregunta 2 Actividad 1

Pregunta 3: Establece una relacién para los valores de las preguntas 1 y 2. Ademéas muestra con

ejemplos el paso de un sistema a otro

Tipo de Respuesta

Cantidad de estudiantes

Estudiantes que establecen la relacién icénicamente sin usar ejemplos

1

Estudiantes que establecen la relacion algebraicamente usando ejemplos

Tabla 21. Respuesta pregunta 3 Actividad 1

Pregunta 3: Establece una relacién para los valores de las preguntas 1 y 2. Ademas muestra con

ejemplos el paso de un sistema a otro

Tipo de Respuesta

Cantidad de estudiantes

Estudiantes que establecen la relacién icénicamente sin usar ejemplos

1

Estudiantes que establecen la relacién algebraicamente usando ejemplos

Tabla 22. Respuesta pregunta 4 Actividad 1
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Andlisis de la actividad 1

El objetivo de esta actividad es que el estudiante pueda establecer la relacion que existe
entre los grados y los radianes, y a partir de esta se puedan hacer conversiones entre un
sistema a otro. Por ello se solicitaba que los estudiantes fueran explicitos en los procesos
que realizaban. Aunque este proceso es mecanico se necesita que los estudiantes
reconozcan el cambio de un sistema a otro para comprender la transicion razén a funcién
trigonométrica. En lo que concierne a la respuestas de las preguntas de la actividad, se
videncia una claridad de la consigna porque que los estudiantes, en su mayoria, pueden
hacer la transicion entre un sistema medido en grados y otro en radianes debido a las

propiedades de proporciones que establecen en el valor de 7.

Algunas evidencias de la actividad 1

Figura 28. Evidencias Actividad 1 Situacion 2

91



Resultados de la actividad 2

Pregunta 1: ¢ Que relacién encuentras entre la medida de circunferencia t y la medida en radian?

Tipo de Respuesta Cantidad de estudiantes
Estudiantes que relacionan una igualdad entre la medida del arco de 4
circunferencia y su medida en radian de manera implicita
Estudiantes que relacionan una igualdad entre la medida del arco de 3

circunferencia y su medida en radian de manera explicita

Tabla 23. Respuesta pregunta 1 Actividad 2

Pregunta 2: Deslice el punto C que esta sobre la circunferencia en Geogebra, ¢cémo determinas la
ubicacidn del arco de la circunferencia?

Tipo de Respuesta Cantidad de estudiantes
Estudiantes que usan el valor numérico de 3
Estudiantes que hacen un cambio de registro 4

Tabla 24. Respuesta pregunta 2 Actividad 2
Analisis de la actividad 2

El objetivo de esta actividad consiste en que el estudiante verifique la equivalencia entre la
medida de un angulo dado en grados y la medida de longitud del arco dado en reales que lo
subtiende. Los estudiantes verifican dicha equivalencia al usar el valor numérico
aproximado de = como 3,14 y de estos resultados se puede inferir que los estudiantes
identifican la abertura como la medida en grados y la longitud de arco de dicha abertura

como la medida en radianes

Por otra parte, el proposito de la pregunta 2 consiste en hacer a un lado las medidas en
grados y operar con su equivalente en radianes puesto que el objetivo de esta situacion es
obtener la funcion trigopnométrica seno que es una funcion de variable real, sin embargo en
algunos resultados obtenidos ain se evidencia que los estudiantes usaron la equivalencia
obtenida en la actividad 1y no el valor numérico de m, esto posiblemente se deba a que los
estudiantes interiorizaron la equivalencia entre = y 180° por el trabajo realizado en la

situacion 1 sobre la abertura de &ngulos.
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Algunas evidencias de la actividad 2

Oi- 0 Go= 1,5 @) U onquio Cenelponde - & la
30 = 0,51 Lo ctel Ovey  ox 120 0ne
A48%= 0% RIS e

60"~ 1,04

£C6mo determino la ubicacion del arco de a i
Dandoe el ol :a)j

Figura 29. Evidencias Actividad 2 Situacion 2

Resultados de la actividad 3

Pregunta 1: Esboce un gréafico que represente, cuél es la distancia de &, si el punto terminal ¢ esta en el
primer, segundo, tercer y cuarto cuadrante(Emplea un grafico para cada cuadrante)

Tipo de Respuesta Cantidad de estudiantes

Estudiantes que representan graficamente la distancia t en diferentes 7
cuadrantes

Tabla 25. Respuesta pregunta 1 Actividad 3

Pregunta 2: ;Cémo puedes determinar el valor de £?

Tipo de Respuesta Cantidad de estudiantes

Estudiantes que determinan el valor de ¢ empleando las siguientes expresiones:
Primer cuadrante: t =t

Segundo y tercer cuadrante: t =m — t

Cuarto cuadrante: t = 2w — t

Estudiantes que determinan el valor de ¢ empleando las siguientes expresiones:
Primer cuadrante: £t = t

Segundo cuadrante: t = — t 2
Tercer cuadrantet =t — 7
Cuarto cuadrante: t = 2w — t

Tabla 26. Respuesta pregunta 2 Actividad 3

Pregunta 3: ¢Qué relacion encuentras entre ty los valores de la tabla 1?

Tipo de Respuesta Cantidad de estudiantes

Estudiantes que logran identificar una igualdad entre los valores de ¢ con los

. 7
valores de ¢t en el primer cuadrante

Tabla 27. Respuesta pregunta 3 Actividad 3
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Pregunta 4: ;Qué relacidn encuentras entre los valores de la coordenada y de las tablas 1y 4? y en qué

difieren?
Tipo de Respuesta Cantidad de estudiantes
Estudiantes que logran identificar una igualdad entre los valores de la
coordenada 1y Yy establecen la diferencia en el signo dependiendo de la 7
ubicacion de la longitud t en los distintos cuadrantes.

Tabla 28. Respuesta pregunta 4 Actividad 3

Analisis de la Actividad 3

El proposito de esta actividad es lograr que los estudiantes identifiquen la relacion de los
valores de t y t en los cuatro cuadrantes. De acuerdo a los resultados de la primera pregunta
se puede concluir que hubo una comprension por parte de los estudiantes sobre la
definicion de ndmero de referencia y logran establecer la longitud de arco que representa

este nUmero en la circunferencia unitaria.

Por otro lado, en lo que corresponde a las preguntas 2 y 3, se logrd identificar las
ecuaciones que permiten los calculos de t en cualquiera de los cuatro cuadrantes. Ademas
lo estudiantes de una manera implicita determinan que la funcidon es periodica porque tiene
un ciclo, pues en la explicaciones dadas por ellos de forma oral se aludian a que los valores

t se repetian a lo largo de los cuatros cuadrantes.

En cuanto a la pregunta 4, los estudiantes argumentan que debido a un ciclo o vuelta, los
valores de la coordenada y se repiten numéricamente en la circunferencia unitaria en los
cuatro cuadrantes, a excepcion del signo, cuando el punto terminal se encuentra en los
cuadrantes l1y IV.

Algunas evidencias de la actividad 3
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Figura 31. Evidencias Actividad 3 Situacién 2

Resultados de la Actividad 4

Pregunta 1: Con el uso de la calculadora, verifica el seno trigonométrico del valor de las longitudes de
arco t registrados en la tabla 4. Compara estos resultados con los obtenidos en la coordenada y de las
tablas, ¢qué concluyes?

Tipo de Respuesta Cantidad de estudiantes

Estudiantes que logran identificar una igualdad entre el seno trigonométrica y 7
el valor de la coordenada y

Tabla 29. Respuesta pregunta 1 Actividad 4

Pregunta 2: De acuerdo con la definicion anterior de variables dependientes e independientes,
identificalas en la actividad realizada

Tipo de Respuesta Cantidad de estudiantes

Estudiantes que identifican a "y" y t como dependiente y a t como 7
independiente

Tabla 30. Respuesta pregunta 2 Actividad 4

Pregunta 3: Realiza la gréafica de la funcién trigonométrica seno en el plano cartesiano

Tipo de Respuesta Cantidad de estudiantes
Estudiantes que eshozan la gréafica del seno 5
Estudiantes que no logran eshozar la gréfica del seno 2

Tabla 31. Respuesta pregunta 3 Actividad 4
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Pregunta 4: Determina el dominio, rango y periodo de la funcion seno

Tipo de Respuesta Cantidad de estudiantes
Estudiantes que eshozan la gréfica del seno 5
Estudiantes que no logran esbozar la gréfica del seno 2

Tabla 32. Respuesta pregunta 4 Actividad 4

Pregunta 5: Determina el dominio, rango y periodo de la funcion seno

Tipo de Respuesta Cantidad de estudiantes

Estudiantes que determinan el dominio como “infinito”
Estudiantes que determinan el rango como los valores entre —1y 1 6

Estudiantes que determinan el periodo como 2w 0 6,28

Estudiantes que determinan el dominio como “infinito”

Estudiantes que determinan el rango como los valores mayores que 1 y
menores a 1

Estudiantes que determinan el periodo como 27

Tabla 33. Respuesta pregunta 5 Actividad 4

Pregunta 6: Compara la grafica realizada con la grafica del seno en Geogebra. ¢ Qué concluyes?

Tipo de Respuesta Cantidad de estudiantes
Estudiantes que logran establecer una semejanza entre las gréficas 6
Estudiantes que no responden la pregunta 2

Tabla 34. Respuesta pregunta 6 Actividad 4

Nuevamente la calculadora es usada para verificar que el seno de los valores la longitud de
arco registrados en las tablas de la actividad 3 son iguales a la coordenada y del punto
terminal. Debido a que en esta Situacion se trabajo con radianes entonces generd en los
estudiantes una inquietud sobre el modo de uso de la calculadora. Al preguntarles sobre si
la forma adecuada era en grados, manifestaron que no porque nunca se midié aberturas de
angulos sino longitudes de arcos y que por tanto su modo debia ser en radianes.
Concluyendo que el seno de la longitud de arco es aproximado a la coordenada y del punto

terminal.
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Respecto a la segunda pregunta, los estudiantes logran identificar que las variables y y t
dependen de la longitud del arco t en la circunferencia unitaria, de esta manera se abre
camino a las variables que intervienen en la funcion trigonométrica seno y se identifica una
funcion como una relacion de dependencia en donde existe una covariacion entre los

valoresde t,ty y.

De acuerdo a los resultados de la pregunta tres, los estudiantes hacen un bosquejo
aproximado de la grafica de la funcion seno y en ella se pude evidenciar caracteristicas
propias como los puntos maximos y minimos 1 y —1, ondulaciones, esto debido a que ellos
tienen interiorizados las formas en que se repiten los valores de las variables dependientes

en el circulo unitario.

Ademas, se puede evidenciar en las respuestas de la pregunta 4 que los estudiantes
identifican que no hay restricciéon alguna en el dominio de la funcién seno puesto que t
puede tomar cualquier valor a lo largo de la circunferencia incluyendo ademas los valores
negativos, esto dependiendo del sentido en que se gire el punto terminal. Por el contrario
los estudiantes si encontraron una restriccion en el rango de la funcion seno puesto que ésta
solo toma valores comprendidos entre —1 y 1 debido a los valores que toma la coordenada
y del punto terminal cuando t es movilizado a lo largo de la circunfenferecia, ademas ya
han identificado a y como un variable que depende de los valores de t, en este caso se

puede inferir que las parejas ordenadas de la funcion seno son de la forma (¢, y)

En lo que corresponde al periodo de la funcion seno, los estudiantes logran identificarlo con
el valor numérico 6,28 o lo que es equivalente 27, no obstante ya lo habian identificado

anteriormente a lo largo de esta situacion, sin embargo aludian a él como un ciclo.
Finalmente, en la ultima pregunta los estudiantes tienen la posibilidad de comparar la

gréafica obtenida en la pregunta 3 con la gréafica realizada en Geogebra, donde a partir de

ésta confirman los resultados obtenidos en las preguntas anteriores, como lo son el domino,
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el rango, el periodo y que la funcidn tiene un comportamiento ondulatorio extendiéndose
hasta los nimeros negativos.

Algunas evidencias de la actividad 4

Figura 31. Evidencias Actividad 4 Situacion 2

Algunas Conclusiones de la implementacion de la Situacion 2

Las actividades propuestas condujeron a los estudiantes a analizar las diferentes nociones
matematicas relacionadas con el concepto de funcién trigonométrica, en el que un nimero
estd relacionado con otro Unico nimero mediante una relacién, en este caso, la relacion

entre longitud de arco y la coordenada y del punto terminal.

Los estudiantes desde el principio de las actividades pudieron describir ciertos patrones que
se repetian a lo largo de los cuatro cuadrantes en las diferentes relaciones existentes entre la

longitud de arco t con £ y la longitud de arco t con el valor de la coordenada y del punto
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terminal, se pudo establecer que lo que sucede en un cuadrante sucedera en otro, con la
diferencia en algunos casos del signo y que, todo se vuelve a repetir cuando el punto C “de
otra vuelta”. Este concepto se pudo aterrizar en la Ultima actividad cuando se estudio el
concepto de periodo, donde los estudiantes comprendieron que el periodo o el ciclo de la

funcién seno es 2 0 6.28.

Los estudiantes tienen un buen acercamiento a lo que es la gréfica de la funcion seno, si
bien es incorrecta en algunos de ellos, en ella se pueden detallar implicitamente las
caracteristicas principales como las curvas de crecimiento, decrecimiento, los picos o
crestas, entre otros. Con més sesiones y actividades se podria fortalecer en ellos la gréafica
de la funcion seno y estudiar el seno generalizado y = asen(bx + c¢) + d donde podra

evidenciar el significado de cada variable: a, b, ¢, d como lo ha propuesto Gonzalez (2011).
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4. CONCLUSIONES FINALES

En relacion con el primer objetivo especifico se puede concluir que:

1. Fundamentar el trabajo desde diferentes aspectos tedricos como didacticos,
curriculares y matematicos ayudaron a la comprension del concepto de razén y
funcion trigonométrica, desde lo didactico porque evidencid la importancia del
desarrollo de un pensamiento variacional para la comprension de fendmenos
asociados a procesos de variacion o cambios; desde lo curricular porque dio una
vision global e integral de la razones y funciones trigonométricas en el sistema
educativo colombiano y desde lo matematico porque permitié analizar la naturaleza

del objeto matematico.

2. Se considera como pilar del disefio de las situaciones didacticas los referentes
teoricos estudiados, esto porque ademas de mostrar algunas de las dificultades, los
errores u obstaculos didacticos que han existido a lo largo de la ensefianza de la
trigonometria también vislumbra cuales podrian ser los caminos que deben seguir
los docentes para realizar trabajos en el aula de clase, con el objetivo del desarrollo

de un pensamiento algebraico.

3. La tecnologia en el aula puede ser usada como un catalizador de conocimiento
matematico gracias a las multiples posibilidades de interaccion y exploracion que
pueden existir entre el objeto matematico y el estudiante, sin embargo los resultados
de su implementacion estaran condicionados en la medida que se tenga presente
ademas de la complejidad del concepto a trabajar, los procesos cognitivos
involucrados en el aprendizaje de las matematicas y el disefio e implementacion de
situaciones didacticas que, teniendo en cuanta las restricciones y dificultades de los
estudiantes y programas de software, aprovechen la tecnologia para crear espacios
en que los estudiantes puedan potenciar su conocimiento matematico. En particular,
Geogebra puede favorecer el aprendizaje de las matematicas porque permite

descifrar procesos complejos como los fendmenos de variacion y de cambio con el
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uso del arrastre, ademas la medida en radianes sobre el eje x hace efectiva la

interpretacion del namero real.

En relacién con el segundo objetivo especifico se puede concluir que:

4.

es rescatable el intento que se realizd a lo largo de este proyecto la en cuanto a la
integracion, a través de una secuencia didactica, los conceptos de razén y funcion
trigonométrica, no siendo estudiados como una afiadidura sino como un solo
entorno de construccion geométrica, sin embargo se considera que se hace necesario
ampliar y profundizar las actividades de las situaciones presentadas y asi lograr

favorecer el paso de la razon a la funcidn trigonométrica.

La propuesta metodoldgica del presente trabajo mostré la importancia de innovar en
situaciones que permitan al estudiante analizar, reflexionar, inferir y conjeturar
conceptos trigonométricos y romper con el esquema tradicional de la ensefianza de
las razones y funciones trigonométricas de una manera aislada, por lo que si es
posible trabajar en el aula de una manera integrada los conceptos de razon y funcion
trigonométrica usando incluso contextos cotidianos para los estudiantes; y de la
misma forma se podria en futuros proyectos la extension hasta las otras cinco

funciones.

El disefio de las situaciones permitio observar que el concepto de variacion fue
movilizado a través de algunas actividades, en tanto que las evidencias presentadas
por los estudiantes dan muestras que hay una dependencia entre algunos objetos
matematicos y otros, lo que implico que los estudiantes las describieran como
relaciones, donde reconocer las variables dependientes e independientes hacen parte

fundamental para la aprehension del concepto de funcién.

En relacion con el tercer objetivo se puede concluir que:
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7. La aplicacion y el analisis de las situaciones didacticas del presente proyecto se
evidencio que los estudiantes pudieron identificar uno de los conceptos claves en el
paso de la razon a la funcion, el cual es la periodicidad de la funcion trigonométrica
seno mediante la variacion de los pardmetros y la ampliacién del dominio; de esta
manera los estudiantes pudieron establecer una relacion entre &ngulo, radian y

numero real lo que contribuye al paso de la magnitud a la medida y al nimero.

8. Las actividades mostraron como pudo emerger en los estudiantes el pensamiento
geométrico y variacional por medio de las evidencias escritas por parte de ellos a lo
largo de ambas situaciones, por ejemplo cuando lograron establecer: la razon seno
en los triangulos rectangulos, la dependencia del angulo y la medida de los lados del
triangulo rectangulo, la dependencia de la coordenada y respecto a la valor de la
longitud del arco t en el circulo unitario, el reconocimiento de la periodicidad de la
funcién seno y la construccion de la grafica de dicha funcion. Todas estas
evidencias juntas pueden llevar a concluir que hay una aprehensién del concepto de

funcion trigonomeétrica.
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ANEXO: Algunas muestras de las situaciones
Implementadas.
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Instituto de Educacion y Pedagogia
Area de Educacion Matematica 7(

'Universidad del Valie

Diseiiado por:
Christian David Campo Marin
Luigi Alejandro Laso Munares

SITUACION NO.1: DISTANCIA ENTRE DOS PERSONAS

< Actividad No. 1
Alicia y Beto estin en un parque en distintos lugares, pero separados a la misma distancia de la
iglesia (12 m).
Realiza diferentes graficos en que muestres las posibles posiciones
(Qué posiciones permiten obtener la distancia entre ellos con calculos aritméticos y por qué?
Actividad No. 2
Para generalizar todos los casos donde Alicia y Beto se puedan encontrar necesitamos variar sus
posiciones. Por ejemplo, una circunferencia con centro en la iglesia, radio 12m y Alicia y Beto
situados sobre la misma, permitiria explorar todas las posibles sitnaciones.
Realiza los siguientes pasos:
Con ayuda del programa Geogebra muestra las posiciones posibles de Alicia y Beto, recuerda que el

radio del circulo debe ser de 12 unidades. Renombra el centro de la circunferencia con la letra [
(iglesia) y los puntos sobre la circunferencia con las letras A (Alicia) y B (Beto).

Forma el triangulo AIB por medio de segmentos, halla la distancia entre los puntos 4 y B.
Asimismo, halla el 4ngulo que se forma entre ellos y la iglesia.

ARy

Completa la siguiente tabla

/\ Angulo 10° 20° 15° | 30.4l° U0 1B° 60°

Alicia y Beto

1509 130° o0’
153% \G A0 13,63

Y, Distancia entre 2.09m L\ " 3 ?) Ad 6.3m % l.u ‘1 el
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(Qué relacién encuentras entre los 4ngulos y las distancias entre Alicia y Beto? ;Como es esta
relacién? Puedes confirmar tus hallazgos calculando més angulos o distancias.

Si los angulos son mayores a 180°, por ejemplo 200° o 300° ;su distancia es igual, para qué
angulos menores que 180°? ;Existe alguna relacion para iguales distancias con dngulos mayores
que 180° y menores que 180°? ;Qué tipo de relacién es?

Actividad No. 3

Si la distancia entre la iglesia y la pareja de amigos aumenta o disminuye, esto es, supongamos que
en lugar de 12m sea de 24m o 6m ;Qué relaci6n existe entre la nueva distancia de Aliciay Beto ala
inicial? Para ayudarte a contestar esta pregunta, se te dara un archivo, (archivo No.1) en Geogebra
que contiene la construccién para diferentes distancias en las que pueden estar Alicia (punto A) y
Beto (punto B). Las distancias mostradas son las siguientes: radio 6 cm, 12 cm, 18cm, 20cm.

Responde las siguientes preguntas con base a la construccion hecha, en caso de ser necesario usa el
zoom de acercamiento para observar mejor la figura construida.

Dejando el dngulo a constante completa la siguiente tabla

Distancia de los It osss & Raz6n entre columna
Segmentos punto I a los puntos 1y2
P,Q,AR
Circulo 1 \G [0 EHesn
Circulo 2 (o) e @2
Circulo 3 [ Wiae! 'D (@BEY
Circulo 4 V1 &7 4 St . |

(Encuentras algln patr6n en la iiltima columna? ;A qué crees que se deba esto?
(Qué relacién existe entre las nuevas distancias de Alicia y Beto a la distancia inicial (12m)?
(Como es esta relacion?

En una nueva tabla similar a la anterior, registra los datos para un angulo diferente (por ejemplo
a = 50°) ;Qué observas?

Repite el paso 2 para cualquier angulo a. ;Qué concluyes?
Actividad No. 4

En esta actividad el docente dard un nuevo archivo, (archivo No.2) en Geogebra que contiene la
construccion anterior afiadiéndole la bisectriz del dngulo entre los puntos AIB

Recuerda que si un tridgngulo isésceles es bisecado en el vértice donde su angulo es

diferente a los otros dos, entonces la bisectriz divide en dos partes iguales el

segmento opuesto a dicho vértice
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En el archivo No.2 de Geogebra encontraras las distancias entre la interseccion de la bisectriz y las
distancias entre las posiciones de la pareja de amigos.

‘
Nota: En todo tridngulo rectdngulo los lados que forman el
angulo recto se denominan catetos y el lado opuesto al angulo
recto se denomina hipotenusa.

Hipotenuse
apuesto

adyacente

Con base al archivo No.2 de Geogebra, responde las siguientes preguntas, en caso de ser necesario
usa el zoom de acercamiento para observar mejor la figura construida.

Dejando el 4ngulo a constante completa la siguiente tabla

Distancia media entre HiSsEivirate o Razén entre columna
punto [ a los puntes

la pareja de amigos P,Q,AR 1y2

Circulo 1

Circulo 2

Circulo 3

Circulo 4

;Qué clase de tridngulo se obtiene cuando se traza la bisectriz? ;Como verificas dicho tipo de
triangulo?

(Encuentras algan patrén en la {iltima columna? ;A qué crees que se deba esto?

En una nueva tabla similar a la anterior, registra los datos para un angulo diferente (por ejemplo
a = 50°) ;Qué observas?

Uso de la calculadora

Con la ayuda de una calculadora cientifica halla el valor del seno trigonométrico para el dngulo
empleado en la tabla anterior.

(Qué observas? Puedes confirmar tus resultados completando la tabla anterior para otro dngulo y
hallando el seno de dicho valor

En base a la tabla anterior, sea @ un angulo cualquiera, x e y las distancias de la columna 2 y 3
respectivamente. Plantee el seno trigonométrico por medio de una ecuacién que involucre las 3
medidas.

Usa el tridangulo dado al inicio de la actividad y plantea en él el seno trigonométrico para el angulo
6.

(Finalmente responde, cémo hallarias la distancia entre Alicia y Beto si se conoce el dngulo que
forman ellos con la iglesia y la distancia entre ellos y la iglesia?
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Actividad iéo. 4

A continua

6n se dar4 un nuevo archivo en Geogebra que contiene la construccién anterior
y la bisectriz del 4ngulo entre los puntos AIB

]

Rect

erda que si un tringulo isésceles es bisecado en el vértice donde su dngulo
es dx erente a los otros dos, entonces la bisectriz es perpendicular y divide en dos

iguales el segmento opuesto a dicho vértice.

En el archlv de Geogebra que se anexa contiene las distancias entre la intersecci6n de la

bisectriz y l 5 distancias entre las posiciones de la pareja de amigos.

necesario us# el zoom de acercamiento

Dejando el é?ﬁgulo a constante completa la siguiente tabla

b

y

:! siguientes preguntas con base a la construccién hecha, en caso de ser
para observar mejér la figura construida.

; Distancia media Distancia desde el

i . Razoén entre

i entre la pareja de punto I a los puntos

i columna 1y 2

amigos P,Q AR

Circulo 1‘ 3.3 G On 5/5
Circulo 2 ¢ 16 15 G 3>
s 106 20 0,93
Circulo 4 1332 WY 0; 5%

1 LC ué clase de tridngulo se obtiene cuando se traza la bisectriz? £ Cémo verificas

diciho tipo de tridngulo?

TY|a9ulo fedq.«gvlo, sila besectrs 2 4ol

v Ov\jl/(o GIP e pRiPedicvliar a gy

| Segrento ofve W'o es  decrr, \o (Orta
‘ tn W a.gulo de ?0 Tormomdo W
triongulo rectangulo
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!
2

3
Y

PropoY Cional.

2. (Encuentras algin patron en la {ltima columna? ja qué crees que se fleba esto?

Los valores e la M’LOIY\ ntre oo colﬁmm 1L7 N

cve(ew de Forma

las

0S Chlumnad

3. En una nueva tabla similar a la anterior, registra los datos paraaéun angulo

diferente (por ejemplo @ = 50°) ;Qué observas?

A“j"\o—' @9 25047

| To2on

L ot colomne

D‘sf a(la mediq
entre la freg

DMLQAC&CL AQSC(‘
gl Putol &
los puatos P @

p, ¥

o

25
S.03
%-Yy6
{O.15

Uso de la calculadora

6
1

20
{ 2y

e

Con la ayuda de una calculadora cientifica halla el valor del seno trigonométrido para los

angulos empleados en la tabla anterior.

4. {Qué observas? Puedes confirmar tus resultados completando la tabja anterior
para otro angulo y hallando el seno de dicho valor. '

Senn= O, 4

Jen 2508 =04a

& Sewno Tchor\oW‘Q‘tVlCO e (3UOL[ a
Colummpe, £ v 2

fa2on eqtra 1o

|
|
f
|
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% base a la tabla anterior, sea @ un 4ngulo cualquiera, x e y las distancias de la
Gblumna 2 y 3 respectivamente. Plantee el seno trigonométrico por medio de una

etuacion que involucre las 3 medidas. ;

‘ X/y = Sewd

5 Lzma el siguiente tridngulo y plantea en él el seno trigonométrico para el angulo
e 2 .

Hiobenosa ;?cb\te,&b Nota: En todo triangulo rectingulo los lados que
Hssbe e ! ovuexeofoxman el 4ngulo recto se denominan catetos y el
| ooprest stip
| lado opuesto al #ngulo recto se denomina
R j} hipotenusa
werd gy e :
Coleto
Wjuedt  fateto gussto [hpoterwsae n 8

i Lﬁinnlmente responde, como hallarias la distancia entre Alicia y Beto si se
conoce el angulo que forman ellos con la iglesia y la distancia entre ellos yla
iglesia?

?O\YOK halay la dstanaa  entve las dos
fersonas s sabemos ol Gguo6 y ¢
Yado o hiPotenvca que Seva [a

dstfoda Qe o Pecsona Y la lyksa, Erem

ue hala- |a disfonCa dy cateto

| oReyto v mdliph carlo Por A
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\SaloellC Duave €

Instituto de BEducacion y Pedagogia
| Area de Educacion Matematica

Universidand del Valle

Diseiiado por:
Christian David Campo Marin
Luigi Alejandro Laso Munares

SITUACION NO.1: DISTANCIA ENTRE DOS PERSONAS

Actividad No. 1

Alicia y Beto estin en un parque en distintos lugares, pero separados a la misma distancia de la
iglesia (12 m).

Realiza diferentes graficos en que muestres las posibles posiciones
¢Qué posiciones permiten obtener la distancia entre ellos con calculos aritméticos y por qué?

Actividad No. 2

Para generalizar todos los casos donde Alicia y Beto se puedan encontrar necesitamos variar sus
posiciones. Por ejemplo, una circunferencia con centro en la iglesia, radio 12m y Alicia y Beto
situados sobre la misma, permitiria explorar todas las posibles situaciones.

Realiza los siguientes pasos:

Con ayuda del programa Geogebra muestra las posiciones posibles de Alicia y Béto, recuerda que el
radio del circulo debe ser de 12 unidades. Renombra el centro de la circunferencia con la letra [
(iglesia) y los puntos sobre la circunferencia con las letras A (Alicia) y B (Beto).

Forma el triangulo AIB por medio de segmentos, halla la distancia entre los puntos 4 y B.
Asimismo, halla el angulo que se forma entre ellos y la iglesia.

£ ;
/ \
/

-

Completa la siguiente tabla

Angulo ] 10° | 7 20° 152 . 4T BeUG 60°
Distancia entre J 2.09m | [} 4 = 6.3m
Alicia y Beto ™ |~ \\_'\1 J\} 6 S 3 A s
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;Qué relacién encuentras entre los dngulos y las distancias entre Alicia y Beto? ;Cémo es esta
relacién? Puedes confirmar tus hallazgos calculando més angulos o distancias.

Si los 4ngulos son mayores a 180°, por ejemplo 200° o 300°, ;su distancia es igual, para qué
4ngulos menores que 180°? ;Existe alguna relacién para iguales distancias con angulos mayores
que 180° y menores que 180°? ;Qué tipo de relacién es?

Actividad No. 3

Si la distancia entre la iglesia y la pareja de amigos aumenta o disminuye, esto es, supongamos que
en lugar de 12m sea de 24m o 6m ;Qué relacion existe entre la nueva distancia de Alicia y Beto a la
inicial? Para ayudarte a contestar esta pregunta, se te dara un archivo, (archivo No.1) en Geogebra
que contiene la construccién para diferentes distancias en las que pueden estar Alicia (punto 4) y
Beto (punto B). Las distancias mostradas son las siguientes: radio 6 cm, 12 cm, 18cm, 20cm.

Responde las siguientes preguntas con base a la construccion hecha, en caso de ser necesario usa el
zoom de acercamiento para observar mejor la figura construida.

Dejando el angulo « constante completa la siguiente tabla

Distancia de los i Razo6n entre columna
Sepmentos punto / a los puntos fyls
\ P,Q, AR &
Circulo 1 L RWE &, G.52
Circulo 2 G. 7T\ 172 0.52
Circulo 3 a.3% EW .52
Circulo 4 42.49 24 b e R

,Encuentras algin patrén en la Giltima columna? jA qué crees que se deba esto?
;Qué relacién existe entre las nuevas distancias de Alicia y Beto a la distancia inicial (12m)?

2 Coémo es esta relacién?

En una nueva tabla similar a la anterior, registra los datos para un 4ngulo diferente (por ejemplo
a = 50°) ;Qué observas?

Repite el paso 2 para cualquier 4ngulo a. ;Qué concluyes?
Actividad No. 4

En esta actividad el docente dard un nuevo archivo, (archivo No.2) en Geogebra que contiene la
construcci6n anterior afiadiéndole la bisectriz del angulo entre los puntos AIB

Recuerda que si un trigngulo isésceles es bisecado en el vértice donde su angulo es
diferente a los otros dos, entonces la bisectriz divide en dos partes iguales el

segmento opuesto a dicho vértice
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En el archivo No.2 de Geogebra encontraras las distancias entre la interseccién de la bisectriz y las
distancias entre las posiciones de la pareja de amigos.

'

v i Nota: En todo tridngulo rectangulo Jos lados que forman el
= detirs s o angulo recto se denominan catetos y el lado opuesto al dngulo
= recto se denomina hipotenusa.

odduvents

Con base al archivo No.2 de Geogebra, responde las siguientes preguntas, en caso de ser necesario
usa el zoom de acercamiento para observar mejor la figura construida.

Dejando el angulo a constante completa la siguiente tabla

Distancia desde el

Distanci? media .entre punto I a los puntos Razén entre columna
Ia pareja de amigos P,0,A,R 1y2
Circulo 1
Circulo 2
Circulo 3
Circulo 4

¢Qué clase de tridngulo se obtiene cuando se traza la bisectriz? (Cémo verificas dicho tipo de
triangulo?

(Encuentras algiin patrén en la ltima columna? ;A qué crees que se deba esto?

En una nueva tabla similar a la anterior, registra los datos para un angulo diferente (por ejemplo
a = 50°) ;Qué observas?

Uso de la calculadora

Con la ayuda de umna calculadora cientifica halla el valor del seno trigonométrico para el 4ngulo
empleado en la tabla anterior.

(Qué observas? Puedes confirmar tus resultados completando la tabla anterior para otro dngulo y
hallando el seno de dicho valor

En base a la tabla anterior, sea a un angulo cualquiera, x e y las distancias de la columna 2 y 3
respectivamente. Plantce el seno trigonométrico por medio de una ecuacién que involucre las 3
medidas.

Usa el triangulo dado al inicio de la actividad y plantea en él el seno trigonométrico para el angulo
6.

(Finalmente responde, como hallarfas la distancia entre Alicia y Beto si se conoce el dngulo que
forman ellos con la iglesia y la distancia entre ellos y la iglesia?
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Actividad I
A continuac
y la bisectri:

-5

ANUNA QUM 1S

0.4

6n se dar un nuevo archivo en Geogebra que contiene la construcci6n anterior
del éngulo entre los puntos AIB

Re

iferente a los otros dos, entonces la bisectriz es perpendicular y divide en dos

da que si un tridngulo isésceles es bisecado en el vértice donde su 4ngulo

iguales el segmento opuesto a dicho vértice.

En el archiv,

de Geogebra que se anexa contiene las distancias entre la interseccion de la

bisectriz y lés distancias entre las posiciones de la pareja de amigos.

Responde lz‘fs siguientes preguntas con base a la construccién hecha, en caso de ser

necesario u:

el zoom de acercamiento para observar mejor la figura construida.

Dejando el dilgulo @ constante completa la siguiente tabla

l

Distancia media Distancia desde el . g Q N ZO 83
entre Ia parejade | punto I a los puntos Sk Ly 2 e 39,
amigos P,Q.AR s
Circulo 1 3.8 G .53
Circulo ? @ 56 ~19. 0.52
Circulo 3 H00 no 0.53
v SURRETE 4 gnr

i 1,(: ué clase de tridngulo se obtiene cuando se traza la bisectriz? ;Cémo verificas

dicho tipo de triangulo?

5 un %vmnﬂu\o rectengoloe,

Couan do §e gz‘f\‘ala la dislanCla enkre @

AllGa j Dete desde o\\gwenleS ﬂ)\ﬂ“\@ forna

Un  drigingolo

colar q Yg Lglena

G al k<ar bijecdnt e @mpmd\'-
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25 (,Encuentras algiin patron en la Gltima columna? {2 qué crees que se fleba esto?

§i b
nal g Qf\gu\o

LA patvon, “a que e(le ef diredene

3. En una nueva tabla similar a la anterior, registra los datos para(‘un éngu]o

diferente (por gjemplo & = 50°) ;Qué observas?

s/ WW obs%&jgn@c&ﬂ

mgulo-. God® 20.07°

Uso de la calculadora

Con la ayuda de una calculadora cientifica halla el valor del seno tngonométnmo para los

dngulos empleados en la tabla anterior.

4. ;Qué observas? Puedes confirmar tus resultados completando la tabia anterior

para otro dngulo y hallando el seno de dicho valor.

Cen 0,508 |
Angulo: 30.02

hle PYOPMC@‘

122



FRRFEE NS

5., En base a la tabla anterior, sea a un angulo cualquiera, x e y las distancias de la

chlumna 2 y 3 respectivamente. Plantee el seno trigonométrico por medio de una

aci6n que involucre las 3 medidas. ;

—_>f: Senqgq
o

6. Usa el siguiente tridngulo y plantea en él el seno trigonométrico para el 4ngulo

ORY

N
\SS ? Nota: En todo tridngulo rectangulo los lados que
S
i 795)} forman el 4ngulo recto se denominan catetos y el
gg" lado opuesto al 4ngulo recto se denomina

o

& hipotenusa

O\d\"j'a'i'é‘nk

(Qlete Opuesto
Hipotenose

ey

7. (Fmalmente responde, cémo hallarias la distancia entre Alicia y Beto si se

Ci

i
||
f

moce el dngulo que forman ellos con la iglesia y la distancia entre ellos y la
iglesia?
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Instituto de Educaciéon y Pedagogia
Area de Educacién Matematica

il Universidad del Valle

Disefiado por:
Christian David Campo Marin
Luigi Alejandro Laso Munares
SITUACION NO.1: DISTANCIA ENTRE DOS PERSONAS
Actividad No. 1

Alicia y Beto estan en un parque en distintos lugares, pero separados a la misma distancia de la
iglesia (12 m).

Realiza diferentes graficos en que muestres las posibles posiciones

(Qué posiciones permiten obtener la distancia entre ellos con célculos aritméticos y por qué?
Actividad No. 2

Para generalizar todos los casos donde Alicia y Beto se puedan encontrar necesitamos variar sus
posiciones. Por ejemplo, una circunferencia con centro en la iglesia, radio 12m y Alicia y Beto
situados sobre la misma, permitiria explorar todas las posibles situaciones.

Realiza los siguientes pasos:

Con ayuda del programa Geogebra muestra las posiciones posibles de Alicia y Beto, recuerda que el
radio del circulo debe ser de 12 unidades. Renombra el centro de la circunferencia con la letra /

(iglesia) y los puntos sobre la circunferencia con las letras A (Alicia) y B (Beto).

Forma el triangulo AIB por medio de segmentos, halla la distancia entre los puntos A y B.
Asimismo, halla el angulo que se forma entre ellos y la iglesia.

<\

Completa la siguiente tabla

Angulo 10° 20° 52 30, u2° aee 60°
Distancia entre 2.09m (4,12 6.3m 1
Alicia y Beto 6’ 16 % Q" —LQ
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(Qué relacién encuentras entre los dngulos y las distancias entre Alicia y Beto? ;Cémo es esta
relacién? Puedes confirmar tus hallazgos calculando mas éngulos o distancias.

Si los angulos son mayores a 180°, por ejemplo 200° o 300° /su distancia es igual, para qué
4ngulos menores que 180°? ;Existe alguna relacién para iguales distancias con angulos mayores
que 180° y menores que 180°? ;Qué tipo de relacion es?

Actividad No. 3

Si la distancia entre la iglesia y la pareja de amigos aumenta o disminuye, esto es, supongamos que
en lugar de 12m sea de 24m o 6m ;Qué relacién existe entre Ja nueva distancia de Aliciay Betoa la
inicial? Para ayudarte a contestar esta pregunta, se te daré un archivo, (archivo No.1) en Geogebra
que contiene la construccién para diferentes distancias en las que pueden estar Alicia (punto A) y
Beto (punto B). Las distancias mostradas son las siguientes: radio 6 cm, 12 cm, 18cm, 20cm.

Responde las siguientes preguntas con base a la construccion hecha, en caso de ser necesario usa el
zoom de acercamiento para observar mejor la figura construida.

Dejando el angulo & constante completa la siguiente tabla

Distancia de los HueEk disde 61 Razo6n entre columna .
Sestsentins punto I a los puntos 1y2
el P,Q,AR )
Circulo 1 4,14 G - 0,64
Circulo 2 §.29 12 O, (A
Circulo 3 Mgyies 1% e
Circulo 4 16,23 4 0,069
1%,%2 0,ca

;Encuentras algiin patrén en la Glfima columna? ;A qué crees que se deba esto?
(Qué relacién existe entre las nuevas distancias de Aliciay Beto a la distancia inicial (12m)?
(Coémo es esta relacion?

En una nueva tabla similar a la anterior, registra los datos para un 4ngulo diferente (por ejemplo
a = 50°) ;Qué observas?

Repite el paso 2 para cualquier angulo a. ;Qué concluyes?
Actividad No. 4

En esta actividad el docente dara un nuevo archivo, (archivo No.2) en Geogebra que contiene la
construccion anterior afiadiéndole la bisectriz del 4ngulo entre los puntos AIB

Recuerda que si un tridngulo isosceles es bisecado en el vértice donde su angulo es
diferente a los otros dos, entonces la bisectriz divide en dos partes iguales el

segmento opuesto a dicho vértice
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En el archivo No.2 de Geogebra encontraras las distancias entre la interseccion de la bisectriz y las
distancias entre las posiciones de la pareja de amigos.

:
Nota: En todo tridngulo rectangulo los lados que forman =i

L wusto angulo recto se denominan catetos y el lado opuesto al dngulo
recto se denomina hipotenusa.

arlipcinte

Con base al archivo No.2 de Geogebra, responde las siguientes preguntas, en caso de ser necesario
usa el zoom de acercamiento para observar mejor la figura construida.

Dejando el 4ngulo a constante completa la siguiente tabla

Distancia desde el
punto I a los puntos
P,Q. AR

Razén entre columna
1y2

Distancia media entre
Ia pareja de amigos

Circulo 1

Circulo 2

Circulo 3

Circulo 4

(Qué clase de triangulo se obtiene cuando se traza la bisectriz? ;Como verificas dicho tipo de
triangulo?

(Encuentras algiin patrén en la tltima columna? ;A qué crees que se deba esto?

En una nueva tabla similar a la anterior, registra los datos para un angulo diferente (por ejemplo
a = 50°) ;Qué observas?

Uso de la calculadora

Con la ayuda de una calculadora cientifica halla el valor del seno trigonométrico para el dngulo
empleado en la tabla anterior.

(Qué observas? Puedes confirmar tus resultados completando la tabla anterior para ofro angulo y
hallando el seno de dicho valor :

En base a la tabla anterior, sea @ un angulo cualquiera, x e y las distancias de la columna 2 y 3
respectivamente. Plantee el seno trigonométrico por medio de una ecuacion que involucre las 3
medidas.

Usa el tridngulo dado al inicio de la actividad y plantea en ¢él el seno trigonométrico para el angulo
6.

¢(Finalmente responde, cémo hallarias la distancia entre Alicia y Beto si se conoce el dngulo que
forman ellos con la iglesia y la distancia entre ellos y la iglesia?
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Actividad No. 4
A continuaci6n se dara un nuevo archivo en Geogebra que contiene la construccion anterior
y la bisectriz del 4ngulo entre los puntos AIB

Recuerda que si un trigngulo isosceles es bisecado en el vértice donde su angulo
es diferente a los otros dos, entonces la bisectriz es perpendicular y divide en dos
partes iguales el segmento opuesto a dicho vértice.

En el archivo de Geogebra que se anexa contiene las distancias entre la interseccioén de la

bisectriz y las distancias entre las posiciones de Ia pareja de amigos.

Responde las siguientes preguntas con base a la construccién hecha, en caso de ser

necesario usa el zoom de acercamiento para observar mejor la figura construida.

Dejando el angulo @ constante completa la siguiente tabla

Q= 31,0°
Distancia media Distancia desde el
Razén entre
entre la pareja de punto I a los puntos
A columna 1y2
amigos P,Q AR
Circulo 1 3,18 6 0, 52
e 6. 3% 19 063
Circulo 3 ,\O‘ 6 /:O O, 6 6
Circulo 4 12,79 Dl 0,54

1. ¢Qué clase de triangulo se obtiene cuando se traza la bisectriz? (Como verificas

dicho tipo de triangulo? |
8()0} lo gcée MOS

e foma i €_s|om80lo secton

Negicor, & I nleccepcien entee Ael oo
Peﬁveﬁt-ﬁolc\c Qa \O\ b\%@‘e“\?.
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2. Encuentras algin patrén en la dltima columna? {2 qué crees que se deba esto?

° lae CJ‘S{,qnc{o@ =0on C\‘sec'to‘r*@nte PKO(UCfor\Q(eS

3. En una nueva tabla similar a la anterior, registra los datos para un angulo

diferente (por ejemplo @ = 50°) ;Qué observas?

a-115%* : 87,5

Detancia redia
entée oo pac%a.e_,

A 5,06
% A L)
4 16,82
b- 20,24
Uso de la calculadora

V-eﬁc«nc,\a clee:cb d
Rto o PQAR
()
12
20
Q4

Yadcn entke
Cdomrer L 4 2

O)qL\ =
Q4
oA
o .

Con la ayuda de una calculadora cientifica halla el valor del seno trigonométrico para los

angulos empleados en la tabla anterior.

4. (Qué observas? Puedes confirmar tus resultados completando la tabla anterior -

para otro 4ngulo y hallando el seno de dicho valor.
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S. En base a la tabla anterior, sea @ un 4ngulo cualquiera, x e ¥ las distancias de la

columna 2 y 3 respectivamente. Plantee el seno trigonométrico por medio de una
ecuacion que involucre las 3 medidas. )

X - ®enq

—_—

J

6. Usa el siguiente tridngulo y plantea en €l el seno trigonométrico para el angulo

6.
i Nota: En todo triangulo rectangulo los lados que
|
ne}{)ld) |, forman el dngulo recto se denominan catetos y el
2+ § lado opuesto al éngulo recto se denomina
Lo éo hipotenusa

_QS__W_Q_ = Sen e
H\Yo{.em,ea

7. (Finalmente responde, como hallarias la distancia entre Alicia y Beto si se
conace el dngulo que forman ellos con la iglesia y la distancia entre ellos yla
iglesia?

la C\‘St‘,awch erkce A dB g2 Cdedlg

X = 2eenB, Hpotencea

5@10\ \/]l\x){.em@q Cog(eefb’cje O\‘ (QOLO

¥Cn Q= X
J
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\Q(‘%Q \ORTK

SITUACION No. 2: EXPLORANDO EL CIRCULO TRIGONOMETRICO.
Actividad No.1

1. Medicién en grados. Una vuelta completa de una circunferencia medida en grados equivale a
360°, a partir de este enunciado, responda explicitando el proceso realizado: A cuéntos grados
equivalen:

a. Un doceavo de vuelta )

¢. Unsexto de vuelta (oCF
b. Un octavo de vuelta L\B"

~d. Un cuarto de vuelta O\O"

2. Medicién en radianes La longitud de una circunferencia unitaria, es decir radio 7 = 1, mide 2
(para una circunferencia cualquiera de radio r su longltud es 2mr). A pa.m: de este enunciado halla
la longitud de circunferencia para los siguientes ejercicios:

238 9

a. Un doceavo de vuelta O S ¢. Un sexto de vuelta —=

b. Un octavo de vuelta d. Un cuarto de vuelta 5
L & 5
-

3. Establece una relacion para los valores de las preguntas 1 y 2. Ademds establece una ecuacién
que te permita el paso de un sistema de media a otro. ;Cudl serfa el valor de 7 medido en grados?
De ejemplos que muestren el paso de un sistema a otro.

Vg

pa—

qcy \%)C)" 7T \QOA=A0 | 9

“

o ’ N
%3 7"( m %° =15 :ﬂ < \%(_)

Co)e

@O\\*@J
X B x =a7e -0 b(\\CCW\@N(..
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Actividad No. 2

En esta actividad se dard un archivo en Geogebra (archivo No.1) que contiene la constriccion de la

Actividad No.1.

Deslice el punto C sobre la circunferencia (denominado punto terminal) en el sentido de las
manecillas del reloj hasta obtener los siguientes grados, registre los valores en la siguiente table 3’

conteste las siguientes preguntas.

7( 30 0 \ o circ::fcez::ciat M::lcll‘ii:nm Co:;d ;::fo’ 5 s\fggﬁg\%n
o terminal__| @\ ¥ O.TICAN 5
e 2 SRR
= ;7 30° O.5L | OBL | ©05 -3
\0 = | 0Na] 0% 007\ oy,
NGO 7L | & ALoB | @),04 [0O0N T
e 263 90° Doplei vl st Dl G oy o Ll

' : q : ‘
—C(\ Q) - Cuando se va a cambiar de grados a radianes, entonces el valor de 7 equivale a 180°, sin embargo

Tabla No. 1

\ ~ hablando numéricamente  tiene una valor aproximado de 3.14. A partir de dicho valor y con la ~
ayuda de la calculadora, convierte la medida en grados de los valores de la tabla. ;Qué relacion .
encuentras con la medida del arco de circunferencia t2 — 25 \ O\ A SPOCK

C°=0
e
‘-’\50 = Qr'q(‘&)

CDQO = \|OC\
ac = \ Bl

i

Deslizando el punto € determina los valores de la coordenada y cuando t tiene un valor de:

Arco de
circunferencia
t terminal

Coordenada
y del punto

2| @

40

=

i
2

2w

®)

%\O@dﬂﬂ)@hj

3n O
e ks
e
I O

shoT ~

Tabla No. 2

+Cémo determino la ubicacién del arco de la circunferencia t?

R eenpao 7T pov \eO” el
e leaMp\Gls 706 POl 3\4
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Actividad No. 3

i

Niimero de referencia. Supongamos que ¢ es un niimero real. El niimero de referencia £ asociado con t,
es la distancia mas corta, a lo largo del circulo unitario, entre el punto terminal determinado por ty el
eje x.

De acuerdo a la anterior definicién, esboce un grafico que represente, cudl seria la distancia de £, si el
punto terminal ¢ estd en el primer, segundo, tercer y cuarto cuadrante (emplea un grafico para cada
cuadrante).

LT

Y &
RN

Deslice el punto C sobre la circunferencia en el sentido de las manecillas del reloj hasta obtener las siguien
medidas y halle el valor de £.

P e o L& Wioln \;‘:Q)q’
2.09 W Pee 5.23 WoR | | Q9
235 Q ﬂq 5.49 V\,@B 510 I‘WC\
@, O SL s O
3.14 O 6.28 O
3.66 Ly S0, 6.8 ol
3.93 O ,’}q 7.33 \) Of)
4.19 Fiups 7.5 :'“‘b'a .

Tabla No. 3
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3 C‘—"y’“‘m‘ o] equiio\e G 25T - @\ vaNox
Q

- 25 \o ARoncicn oS CONA dl @de X

(Cémo puedes determinar el valor de 2 : . d ‘\
14 cvodvonie Tecunole, o @\ valot O%
2 cuolionte €5 T egunale G 3 W - e\ ixo\\o \\ gQ Tdoj\
=3 LGNS T couinol\e O 3 M — €V NOROY ¥

Qué relacién encuentras con la tabla No.1? ;En qué se parece? ;A qué crees que se deba esto? E

Sedece LN PONON -y O, 5L Qr s 1,00, DY

Tene \ao MIsMONANCIES, Puen \o YOS B
- SeMmPR ©0N \od MDD PRAG xPIRSOAXS ON -

Registra los valores hallados en la siguiente tabla y desliza el punto C para encontrar el valor de la YY\Q\Q{bﬁ i

coordenada y. do m a3
W 1) C;::::l::m:lel ke ~0O83 DC%‘\FQQQ(\Z‘;\‘\QQ
2.09 O /D1 4m — \ ecReim..
235 O 5.23 -0O2N Pot 70 -
2.62 C), 5 5.49 -0 '.:’\ t
3.14 O 5.76 = 5
3.6 -O5H 6.28 i 5
3.93 = (15 ,ﬂ}\ -

Tabla No. 4

{Qué relacién encuentras con la tabla No 1? ;En qué se parece? ¢En qué difiere? ;Por qué crees que
se deba esto?

2on \od MHMes Noloiey, \noy oN
Polon  @uiden\e ; on os\e o0

on nNeg OO PUICHO TR S
oncenian oog0 OR % R _f
oaciona con la columna 02 f

\a Todolou 5t (co@&m@o«j N . .. )

L~ v A DA AT
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Actividad No. 4

Uso de la calculadora. Con la ayuda de tu docente, verifica el seno trigonométrico del valor de la
longitud de arco t. Compara estos resultados con los obtenidos en la coordenada y de las tablas.
¢Qué concluyes?

RG> 05 \Gua\ O Agecg GOIORAd0
A\ QUM AR MO

Nota: Debido a que el nimero 7 tiene infinitas cifras decimales, los resultados pueden estar por
encima o por debajo una centésima del valor esperado. i

Definicién: Sean A y B dos conjuntos no vacios, una funcién f de A en B (f:A - B) es una
relacién que asigna a todos los elementos de A un tnico elemento en B. Suele escribirse asi,

3 y= f(ﬁ) 4
Donde x se llama variable independiente e ¥ variable dependiente. j

(De acuerdo a la actividad realizada, cuiles ‘crees ti son las variables. dependientes e
independientes?

“T= \nSePerh e\ ,‘

%v: d\QQQY‘C}\Q, 6Q e

Qoo — o0en\OR & :
ToR o~ 0epende ey
Se define funcién trigonométrica como la relacion entre los valorgs de t y de;y de la siguiente
manera. 4
y = sin(®) e

Donde t es el valor de la longitud de arco y y la altura que alcanza.

Como crees que es la grifica de la funcidn trigonométrica seno? Usa el plano cartesiano para
dibujarla.

fun\a MoR= A
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Definicién 2 Dominio: El dominio de una funcién es el conjunto de todos los mimeros reales que

puede tomar la variable independiente

Definicién 3 Rango: El rango es el conjunto de niimeros formado por todas las imAgenes del

dominio

Definicién 4 Periodo: Algunas funciones tienen la propiedad que sus imdgenes se repiten
exactamente en el mismo orden, a igual intervalos del dominio. Este tipo de funciones se

denominan funciones periddicas

A partir de las anteriores definiciones, halla el dominio, el rango y el periodo de la funcion seno.
> Domind: Inbnd\y; P10 geogednd so\a ORI,
\ONGO™ Al = =4 2.-1 (ono moaximo)
22030 © Pnodo s coda UG :

En un archivo en Geogebra, grafica la funcién y = sen x, compara esta grafica con la que

realizaste. ;En qué se parece? ;En qué difiere? ;Qué concluyes?

5 \oo WWOMO, Do e G CoRN\O,
O & WNRNWNQ.

Al inicio de la actividad se proponia calcular sen V2. Ahora que has estudiado sobre la
funcién trigonométrica seno, ;como podrias hallar dicho valor?

Qon CACNOSO. & ONey &\ Covot
FoR en goqribian osig 1o R
QopnaR. O UTIT

a\‘cQ\QY\C\O\ g TJQW\QQO(Q
CA G TO0oN @5 a9 ‘ A
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: Disefiado por:
Christian David Campo Marin

Luigi Alejandro Laso Munares
(Coémo calcularias sen+/2?

SITUACION No. 2: EXPLORANDO EL CIRCULO TRIGONOMETRICO.
Actividad No.1

1. Medicion en grados. Una vuelta completa de una circunferencia medida en grados equivale a
360°, a partir de este enunciado, responda explicitando el proceso realizado: A cudntos grados
equivalen:

a. Un doceavo de vuelta ~» 30 5 ¢. Unsexto de vuelta —> 60 &
b. Unoctavo de vuelta - ys® g d. Uncuarto de vuelta % o

2. Medicién en radianes La longftud de una circunferencia unitaria, es decir radio r = 1, mide 27
(para una circunferencia cualquiera de radio r su longitud es 2mr). A partir de este enunciado halla
la longitud de circunferencia para los siguientes ejercicios:

a. Un doceavo de vuelta == (5 S 2 ¢. Un sexto de vuelta }_Ir - Il 061
b. Un octavo de vuelta \ ? d. Uncuarto de vuelta , &
2= 18 &
e
3 =9

3. Establece una relacioén para los valores.de las preguntas 1 y 2. Ademis establece una ecuacién
que te permita el paso-de un sistema de media a otro. ;Cuadl seria el valor de = medido en grados?
De ejemplos que muestren el paso de un sistema a otro.

. S Wi Sabey o) vy de

T i . B O otws agulos
T ; 5
3¢6° 7 4
B AP =
L LK

T 1.’53)—

T =7

[

B/F=Y¥s ¥Ys-3 =hss° 1
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g‘ﬂ 360° 311’ [ -\an
%X Yo i o
Actividad No. 2

En esta actividad se dard un archivo en Geogebra (archivo No.1) que contiene la constriccion de la
Actividad No.1. :

Deslice el punto C sobre la circunferencia (denominado punto terminal) en el sentido de las
manecillas del reloj hasta obtener los siguientes grados, registre los valores en la siguiente tabla y
conteste las siguientes preguntas.

Grados Arco de Medida en Coordenada y
circunferencia ¢ radiin del punto
terminal

0 0 0 Q |
w | 0,58 | @ | o€ |H T2
AL i 150 == 0,% B D e awe

60° t,OS RN OHQQ‘ ‘” a
7 ﬁm—‘:ﬂ'-c =Jr

90° ‘ ’ 5 ,i- %\ _i_, fXo T ‘._3__
Tabla No. 1 X.l .
i £X . wq I
Cuando se va a cambiar de grados a radianes, entonces el valor de 7 equivale a 180°, sin enfba?go i3 P
hablando numéricamente 7 tiene una valor aproximado de 3.14. A partir de dicho valor y con la v
ayuda de la calculadora, convierte la medida en grados de los valores de la tabla. ;Qué relacion y
encuentras con la medida del arco de circunferencia t?
5= O 0° — Loy | €l avgvlo anesPongk
'
SN L L d 1
20" = 0,52 Cf(_)° - 3 7 qufg = M‘Jéu’q ded .
Deslizando el punto C determina los valores de la coordenada y cuando ¢ tiene un valor de: d
Arco de Coordenada -
circunferencia | y del punto 3n Q
t terminal 5
T == Loty &
& 1 2 g 3
T
x Q 3 0, 3
= .
3n % O { q
= — i 4 ) }
T
3

2m )

Tabla No. 2
{Cémo determino la ubicacién del arco de la circunferencia t?

Roenp Jazew T Por 180° Y vesolvey let q?Efan“iM Tor g .
hallcr 105 grados - :
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Actividad No. 3

i

Niimero de referencia. Supongamos que ¢ es un namero real. El niimero de referencia £ asociada con t,
es la distancia mds corta, a lo largo del circulo unitario, entre el punto terminal determinado por ¢y el
eje x. . xs

De acuerdo a la anterior definicién, esboce un grafico que represente, cual seria la distancia de £, si el

punto terminal ¢ estd en el primer, segundo, tercer y cuarto cuadrante (emplea un grafico para cada
cuadrante).

@ 75 T

AN ?‘Tp

Deslice el punto € sobre la circunferencia en el sentido de las manecillas del reloj hasta obtener las siguientes
medidas y halle el valor de £. :

Arco de Valor de
circunferencia t [ 471 (; S ?

209 |, 05 5.23 27 | {03
235 0, 49 5.49 =55 o, 19
262 Or o] : 5.76 O, 59
3.14 O . 6.28 @

3.66 o 1) 638 0,5
3.93 6’ 7q 733 $i65
419 1,05 7.5 [,5 ;}‘g

Tabla No. 3
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: T repvesendtar L@
Cémo puedes determinar el valor de £? o Np\—ié A \o Coveun-
Jovedreate = L= & w-T= 2T-t TRencg, for (s -
tont o 2 & "odg

IT wedvenke = Q’j =501

st allimt we

SR g v [ o CU CUNBARMC QL
{Qué relacion encuentras con la tabla No.1? ;En qué se parece? (A qué crees que se deba esto?

T fora los msmas Valores de t w cadx coadionde,

!

Registra los valores hallados en la siguiente tabla y desliza el punto C para encontrar el valor de la

coordenada y.
Arco de Coordenada y del -

circunferencia t punto terminal 4.19 w0 / X q’
2.09 0, 47 — i
2.35 G, ¥ 523 -G,
2.62 4] o) 5.49 Wale
3.14 0 5.76 - 0,5
3.66 o 6.28 —@===f

Gy = |o

3.93 -0, H -

Tabla No. 4

1Qué relacién encuentras con la tabla No 1? ;En qué se parece? ;En qué difiere? ;Por qué crees que B
se deba esto?

Son los M ISMOS yaloves Yé&o Unes ©OnN
Posttwos o rnJaf\os gl cambios de Cqurc,/ck/
Se edg calculowds lo MisMo el valov

de ¥y o & Tucty —wpunal.

{
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Actividad No. 4

Uso de la calculadora, Con la ayuda de tu docente, verifica el seno trigonométrico del valor de la
longitud de arco t. Compara estos resultados con los obtenidos en la coordenada y de las tablas.
;Qué concluyes?

U&l( SQ»\SLAL( longtd  d oreo & lﬁ‘UQ[Q el
Glor G  Coofden o
+rammnal. DO b AP ST

Nota: Debido a que el nimero 7 tiene infinitas cifras decimales, los resultados pueden estar por
encima o por debajo una centésima del valor esperado. i

Definicién: Sean A y B dos conjuntos no vacios, una funcién f de 4 en B (f:A = B) es una
relacidn que asigna a todos los elementos de A un tnico elemento en B. Suele escribirse asi,

y=75)
Donde x se llama variable independiente e y variable dependiente.

¢(De acuerdo a la actividad realizada, cudles crees ti son las variables dependientes e
independientes?

t—> FAfendente do €

t — Indfend 1omte
= Devendient  do L

Se define funci6n trigonométrica como la relacion entre los valores de t y de y de la siguiente
manera.

y = sin(t)
Donde t es el valor de la longitud de arco y y la altura que alcanza.

(Cémo crees que es la grifica de la funcién trigonométrica seno? Usa el plano cartesiano para
dibujarla.

7
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Definicién 2 Dominio: El dominio de una funcién es el conjunto de todos los miimeros reales que
puede tomar la variable independiente v

Definicién 3 Rango: El rango es el conjunto de mimeros formado por todas las imdgenes del

dominio
¥

Definicién 4 Periodo: Algunas funciones tienen la propiedad que sus imégenes se /népiten
exactamente en el mismo orden, a igual intervalos del dominio. Este tipo de funciones se

denominan funciones periddicas
A partir de las anteriores definiciones, halla el dominio, el rangoy el periodo de la funcién seno.
D ey Pobifvos g negadwoag, oo los
humeros realdd IR *
* £\ Yougo Wl semo L -4 o4 '
% ¢l fvodp kb Sens @S BT 06,23 -

En un archivo en Geogebra, grafica la funcién y = sen x, compara esta grafica con la que
realizaste. ;En qué se parece? (En qué difiere? ;Qué concluyes?

Son 1aS MISMAS, ki gredica 80l MU -

lo grafica e (0§ Positvol fevo (g grRCq
on OYRBYG Famben  Muestrs |55 ALgadvos-

Al inicio de la actividad se proponia calcular sen V2. Ahora que has estudiado sobre la
funci6n trigonométrica seno, jcomo podrias hallar dicho valor?
-~ f o ot - P L £ . tj({/v\ Y\ 7. A
En o 9 rehC G ubn QL i AT /_’1” \ Q{.f w S
¥ e 17 ' L (O rdnCF
Ur o 5. w bk volor  di O e
T PR

‘j 4, e S g "
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(Cémo-calcularias sen v2?

NO CO(\CE:CQ }Cx (’éﬁvg‘ge% (,C\

SITUACION No. 2: EXPLORANDO EL CIRCULO TRIGONOMETRICO. 3
Actividad No.1

1. Medicién en grades. Una vuelta completa de una circunferencia medida en grados equivale a
360°, a partir de este enunciado, responda explicitando el proceso realizado: A cuantos grados
equivalen:

a, U'n'doceavo de vuelta '5,6,0/ 1'2 Jides ¢. Un sexfo de vuelta %O / )
b. Unoctavodevuelta G0/ 9 - d. Un cuarto de vuelta 21y /A

2. Medicién en radianes La longitud de una circunferencia umféﬁa, es decir radio r = 1, mide 27
(para una circunferencia cualquiera de radio r su longitud es 27r). A partir de este enunciado halla
la longitud de circunferencia para los siguientes ejercicios:

a. Undoceavodevuelta 27 /12 = )7_/5 ¢. Un sexto de vuelta 2x%1 6 - b1 /’5
b. Un octavo de vuelta ,Q—)?/? =% ja d. Un cuarto de vuelta Q)T/L\ =%/ a

3. Establece una relacién para los valores de las preguntas 1 y 2. Ademds establece una ecuacion
que te permita el paso-de un sistema de media a otro. ;Cudl seria el valor de 7 medido en grados? 77
De ejemplos que muestren el paso de un sistema a otro. :

VI SR - S
o - >( ( W——

* JC = 1% @E" ( |
o/ U= 4y
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Actividad No. 2 S

En esta actividad se dara un archivo en Geogebra (archivo No.1) que contiene la constriccion de la
Actividad No.1.

Deslice el punto C sobre la circunferencia (denominado punto terminal) en el sentido de las
manecillas del reloj hasta obtener los siguientes grados, registre los valores en la siguiente tabla 3
conteste las signientes preguntas. &

Grados Arco de Medida en Coordenada y
circunferencia £ radidn del punto ~
terminal o,

0° @) 0 0 ]
30° 0, 52 s U5 -

45° 0, 29 47 ol

60° 1,09 ® W 0,94 ;

90° A B 277 1 )
Tabla No. 1 i

Cuando se va a cambiar de grados a radianes, entonces el valor de 7 equivale a 180°, sin embargo

hablando numéricamente 7 tiene una valor aproximado de 3.14. A partir de dicho valor y con la

ayuda de la calculadora, convierte la medida en grados de los valores de la tabla. ;Qué relacion Pa
encuentras con la medida del arco de circunferencia t?

° = Abesoxa i
lodoles = \ons\tco( ke t ®

Deslizando el punto C determina los valores de la coordenada y cuando ¢ tiene un valor de:

Arco de Coordenada ~
circunferencia | y del punto 3 ) e
t terminal

b »

2 1 g hes] | .
T ;

s 0 3 O,Mq -~

= <

= -4 7 0,0> d

P2 &

2n O 3 O: %Cf) 2

Tabla No. 2
{Cémo determino la ubicacién del arco de la circunferencia t? —

DQV\AOb PJ \IO\lO( {eal a o N
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Actividad No. 3

Niimero de referencia. Supongamos que ¢ es un niimero real. El ntimero de referencia & asociado con t,
es la distancia més corta, a lo largo del circulo unitario, entre el punto terminal determinado por ¢y el

eje x.

De acuerdo a la anterior definicion, esboce un grafico que represente, cudl seria la distancia de £, si el
punto terminal ¢ est4 en el primer, segundo, tercer y cuarto cuadrante (emplea un gréfico para cada

teiwes tvadsonte

cuadrante).
Pemes  Coundsadte

Deslice el punto € sobre la circunferencia en el sentido de las manecillas del reloj hasta obtener las siguientes

medidas y halle el valor de .
Arco de Valor de

circunferencia ¢ t
2.09 1,08
235 0,79
2.62 O; H)
3.14 )
3.66 0,97
3.93 10D
4.19 0,24

i

4.7 192
523 l’ 05
5.49 0,29
5.76 O’ 59
6.28 &0
6.8 ) )5 0
733 ‘l )ch)
7.85

0,79

Tabla No. 3
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(Cémo puedes determinar el valor de £?

Pamec  Coadante - € el \iOJOc CLa t P

ndog&&wwécanﬁe-%e@%ﬁo o S e G
zeogjeo cvodcante - @QUole o AX ve\len\o% el Valoc de +

{Qué relacion encuentras con la tabla No.1? ;En qué se parece? ;A qué crees que se deba esto?

Loo Wolores @ los Mero, pues todo cobn «dar

Registra los valores hallados en la siguiente tabla y desliza el punto C para encontrar el valor de la
coordenada y.

Arco de Coordenada y del
circunferencia ¢ punto terminal 4.19 = O ’ % Q‘

2,09 0, % am =1

235 0, 24 523 = O)@
262 O; 05 5.49 -0,24
3.14 Q) 5.76 =) €,
3.66 =L} D~) 6.28 O
3.93 =G

Tabla No. 4

{Qué relacién encuentras con la tabla No 1? ;En qué se parece? ;En qué difiere? ;Por qué crees que
se deba esto?

A ok do D14 {odes be Voloes éaon \890’93,

gé 2. a Cocdenada Y cel POO{DO temm;a

Son mgao&\uoe) e e encuentkan '])o« O@I@O

d@l%@x

149



Actividad Ne. 4

Uso de la calculadora. Con la ayuda de tu docente, verifica el seno trigonométricoidel valor de la
longitud de arco t. Compara estos resultados con los obtenidos en la coordenada y de las tablas.
;Qué concluyes?

\’/\ & es \%‘Ja( O.\ Ponﬁo.{eslr'\ma

Nota: Debido a que el nimero 7 tiene infinitas cifras ‘decimales, los resultados pueden estar por
encima o por debajo una centésima del valor esperado.

Definicién: Sean A y B dos conjuntos no vacios, una funcién f de A en B (f:A — B) es una
relacién que asigna a todos los elementos de A un-mico elemento en B. Suele escribirse asi,

y=f
Donde x se llama variable independiente e y variable dependiente.

(De acuerdo a la actividad realizada, cuales crees ti son las variam dependientes e
independientes?

COchﬂada Y det nto — Depenchente
= lnde nd\en{e \
t b Oepem(‘emte de Ob\qun e t

Se define funcion trigonométrica como la relacién entre los valores de t y de y de la siguiente
manera.

y = sin(t)
Donde t es el valor de la longitud de arco y ¥ la altura que alcanza.

(Coémo crees que es la grafica de la funcién trigonométrica seno? Usa el plano cartesiano para
dibujarla.
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Definicién 2 Dominio: El dominio de una funcién es el conjunto de todos los nimeros reales que
puede tomar la variable independiente 2

Definicién 3 Rango: El rango es el conjunto de mimeros formado por todas las imagenes del

dominio

Definicién 4 Periodo: Algunas funciones tienen la propiedad que sus imdgenes se repiten
exactamente en el mismo orden, a igual intervalos del dominio. Este tipo de funciones se

denominan funciones periédicas

A partir de las anteriores definiciones, halla el dominio, el rango y el periodo de la funcién seno.
v domwnio de la gapea es mf\"“k'o) ouique geoaéua 0o r\es\Pe(m(c
'def\bf\wlo, 6610 oS (Brm\t,e “63:« a 6,'28 es cbc,« 27T,

u g o= 3 g &1
U penodo de b neds e ple cod 0T (623)

En un archivo en Geogebra, grafica la funcién y = sen x, compara esta grfica con la que
realizaste. ;En qué se parece? (En qué difiere? jQué concluyes?

Al inicio de la actividad se proponia calcular sen V2. Ahora que has estudiado sobre la
funci6n trigonométrica seno, ;cémo podrias hallar dicho valor?
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