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RESUMEN

El conocimiento especializado del contenido, el conocimiento del contenido y de la ensefianza y el conocimiento del
contenido y de los estudiantes son los dominios requeridos para ensefiar Matemdtica mas proclives de ser
observados en practicas de aula, es decir, “en accidén”. En esta investigacién interesa conocer parte de la formacion
que el Profesorado en Matematica (PM) de la Universidad Nacional de Rosario ofrece en geometria analitica
elemental. Para ello, entre otras acciones, se analiza la activacion de dichos dominios en la interaccién alumno-
profesor producida asi como las configuraciones de mensajes emergentes durante las primeras clases de geometria
analitica en el PM. El disefio de la investigacion responde al de un estudio de caso: el PM, y el alcance es

eminentemente descriptivo.

ABSTRACT

The specialized content knowledge, knowledge of content and teaching and knowledge of content and students are
required to teach domains more likely to be observed in Mathematics classroom practice, “in action”. In this
research interests determine the Formation of the Teacher of Mathematics (PM), National University of Rosario
offers in elementary analytic geometry. For this, among other actions, activation of these domains in the student-
teacher interaction produced and configurations popups during the first classes of analytical geometry in the PM are
analyzed. The design of the research is a case study: the PM, and the scope is a descriptive one.
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B Presentacion

El interés por el tema emerge ante la reducida investigacion educativa que se centre en clases de
geometria analitica, siendo el objeto observado el profesor en Matematica que imparte la clase. Las
investigaciones consultadas sefialan lo dificultoso que resulta el aprendizaje de la geometria analitica
(entre ellas: Alves, Mendoca y Coletti, 2010; Bonilla y Parraguez, 2013; Dallemole, Oliveira y Moreno,
2014) y revelan que esas dificultades, en su mayoria, aluden a deficiencias desde la ensefianza. En este
sentido, concluyen en algunos casos con propuestas de ensefianza superadoras, restando avanzar en la
investigacion en si de la ensefianza de geometria analitica basada en tales propuestas.

La teoria de los registros semidticos de Duval (1999) resulta muy apropiada para analizar la ensefianza y
el aprendizaje de esta rama de la Matematica. Entre las investigaciones consultadas se observa el modo
en que desde la ensefianza se favorece o desfavorece la construccion de significados de los conceptos de
la geometria analitica en los distintos registros. También se hace referencia a las dificultades en el
aprendizaje propias del tratamiento y conversiéon entre registros, asociadas a la naturaleza de los
mismos.

Es asi que Alves, Mendoga y Coletti (2010) concluyen que el desarrollo de las nociones basicas de
geometria analitica (como las de rectas y planos) alcanza un nivel prioritariamente técnico en la
ensefianza secundaria. No se explica especificamente la transicién del marco geométrico al algebraico,
esencial para la comprension de la geometria analitica.

Asimismo, la falta de vinculacion entre los marcos geométrico y algebraico, constituyentes de la
geometria analitica, amplia las dificultades. Esto es revelado por Bonilla y Parraguez (2013) quienes
observan que si desde la ensefianza se promueve inicialmente un modo de pensamiento estructural
(integrando lo geométrico y lo algebraico), los estudiantes son capaces de comprender conceptos (tales
como el de elipse) de manera mds profunda.

También Dallemole, Oliveira y Moreno (2014) hacen referencia a las dificultades que surgen en las
conversiones entre registros aseverando que dichas conversiones suelen ser mas complejas cuando uno
de los dos registros en cuestion (como el de la lengua natural) es plurifuncional.

El reporte que estamos presentando se encuadra en una investigacion mas amplia interesada en conocer
la formacion que se ofrece a los futuros profesores en Matematica -en particular, en el PM de la
Universidad Nacional de Rosario, Argentina- en la configuracion del conocimiento matemdtico para
ensefiar (MKT) (Ball, Thames y Phelps, 2008) geometria analitica elemental. El MKT comprende seis
dominios de conocimiento: comun del contenido (CCK); en el horizonte matemdtico (HCK); especializado
del contenido (SCK); del contenido y de los alumnos (KCS); del contenido y de la ensefianza (KCT); del
contenido y del curriculum (KCC). El SCK, el KCS y el KCT son los dominios requeridos para ensefiar
Matemdtica mas proclives de ser observados en practicas de aula, es decir, “en acciéon” (Fernandez y
Figueiras, 2014).

Para ello, entre otras acciones, se analiza la activacion de los dominios “en accidon” en la interaccién
alumno-profesor producida asi como las configuraciones de mensajes emergentes durante las clases
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iniciales de geometria analitica en el PM, en la asignatura Geometria | de caracter anual, ubicada en el
primer afio de la carrera. COmo estan constituidos esos dominios en lo referente a geometria analitica en
el tramo de formaciodn inicial de futuros profesores es lo que deseamos, en esta instancia, comenzar a
develar.

B Marco teorico

Shulman (1986) inicia una linea de investigaciéon sobre la clase de conocimiento requerido por el
profesor en la ensefianza de cualquier asignatura. Ball et al. (2008), de la Universidad de Michigan,
orientan dicha linea hacia la Matematica (Fig. 1).

El contenido que aqui interesa se encuadra en la rama de la Matematica denominada geometria
analitica. La geometria analitica unifica el dlgebra y la geometria, como consecuencia de la asociacién de
numeros con puntos de la recta, de pares de nimeros con puntos del plano, de ternas de nimeros con
puntos del espacio y de ecuaciones con figuras por medio de la definicién de un sistema de referencia,
Ilamado también sistema de coordenadas. La geometria analitica tiene multiples aplicaciones en diversas
areas del desarrollo de la humanidad y estd presente, como asignatura obligatoria, en la formacién de
profesionales de diversos campos. La asignatura Geometria | del PM esta constituida por dos partes:
geometria sintética y geometria analitica, desarrolladas en el primer y segundo semestre de cursado
respectivamente. En este reporte se entiende por “geometria analitica elemental” a la conformada por
los bloques tematicos que conforman la parte de geometria analitica. Estos son: vectores; recta en el
plano; plano; recta en el espacio; cdnicas; ecuacidon general de segundo grado con dos incégnitas;
superficies y curvas en el espacio.

Para estudiar la interaccion alumno-profesor que se produce en las clases (Coll, Colomina, Onrubia y
Rochera, 1992), se consideran como unidades de analisis las sesiones (S), en este caso las clases, que se
desarrollan en el marco de una secuencia diddctica (SD) asociada a un cierto bloque tematico. A nivel
micro, se tienen en cuenta los segmentos de interactividad (Sl), que responden a una determinada
estructura de participacidén y se secuencian constituyendo para cada sesidon un mapa de interactividad
(MI). Para profundizar en el proceso de construccion de significados se recurre a una unidad de anilisis
mucho mas fina, de naturaleza esencialmente semidtica: los mensajes (M) que a su vez pueden
agruparse en configuraciones de mensajes (CM).
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I Figura 1: Dominios del MKT (Ball et al., 2008)
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B Metodologia de la investigacidn
La investigacion, que se aborda mediante un estudio de caso, tiene un enfoque eminentemente
cualitativo y alcance principalmente descriptivo (Hernandez, Fernandez y Baptista, 2006).

Se realizan observaciones de las tres primeras clases de geometria analitica para recolectar informacién.
Se utiliza el analisis de contenido como técnica de procesamiento de la informacién recolectada.

El sistema de categorias de analisis esta delimitado por los tres dominios “en accion” del MKT (SCK, KCS 'y
KCT). Cada categoria esta constituida por una cierta cantidad de modalidades identificadas a partir de un
proceso gradual de inmersion en los datos.

A continuacidn se comparte, para cada dominio estudiado, las modalidades surgidas del andlisis de las
tres primeras clases de Geometria |, indicando entre paréntesis un cddigo asignado segun su orden de
deteccion.

SCK: representacion grafica (a); reflexion sobre significados (b); escritura simbdlica (c); lenguaje accesible
(d); orden de presentacién de ejemplos (e); reformulacién de preguntas (f); variedad en la eleccion de
ejemplos (g); sentido de las denominaciones (h); interpretacién grafica (i); otro procedimiento de
representacién del objeto geométrico (j); precision en la representacion grafica (k); ejemplificacion
grafica (I); enunciado coloquial y escritura simbdlica (m); demostracién grafica (n).

KCS: ejemplificacién segln nivel de abstraccidn de los alumnos (a); consideracidn de las respuestas de los

estudiantes con justificacion dada por el docente (b); prevision de creencias (c); previsiéon de dificultades
(d); indagacién sobre entendimiento (e); previsién de errores (f); supuesto sobre menor complejidad (g);
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potenciacion de las respuestas de los alumnos desde la justificacion (h); supuesto de ausencia de
complejidad (i).

KCT: invitacién a la participacién (a); direccionamiento de preguntas (b); evocacion de conocimientos
previos (c); uso de ideas recientes (d); uso del apunte como material de estudio (e); uso de metaforas y
analogias (f); administracién del tiempo (g); uso de elementos del aula para modelizar (h); eleccién de
ejemplos vinculados con la cotidianeidad (i); recapitulacion (j); uso de colores (k).

B Resultados

En las Tablas 1 a 3 se detalla, para cada una de las sesiones (S1 a S3 respectivamente), las CM que las
constituyen, la cantidad de activaciones de cada categoria de analisis (dominios “en accién” del MKT) y
las modalidades detectadas (mediante su letra asociada).

I Tabla 1. Dominios “en accion” del MKT activados — S1

[ sesent | __scK Kcs | KeT

CM1:Idea global de la esencia de la 4 1

geometria analitica abab a

CM2: Procedimiento base para la 10 2 3

correspondencia en la recta cadccacaed bb abe

CM3: Desmenuzamiento del tributo de 2 3 1

biunivoca de la correspondencia en la recta bf bbc

CM4: Procedimiento base para la 10 3 6

correspondencia en el plano baabbabeab bbb ccadaa

CM5: Desmenuzamiento del tributo de 2 1

biunivoca de la correspondencia en el plano ac e

CMB6: Importancia de la geometria analiticay 2 2

del método de Descartes aa af

CM7: Relacion 1-1 como base de la 6

geometria analitica agdagh ccaag

CM8: Ampliacion de la relacion 1-1 4 “
aicc cb

En relacidon con el SCK, es posible observar que la representacién grafica (a) se realiza en todas las
configuraciones excepto la tercera. Al inicio de la clase (CM1, CM3 y CM4) se promueve la reflexion
sobre significados (b). La escritura simbdlica (c) aparece en tres momentos distintos de la clase:
comienzo (CM2), intermedio (CM5) y final (CM8), siempre acompafiada por otra modalidad.

El dominio KCS se activa en la primera mitad de la clase (CM1 a CM4). La consideracidon de las respuestas
de los estudiantes con justificacion dada por el docente (b) aparece, y con marcada recurrencia, en las
configuraciones CM2 a CM4.

En todas las configuraciones excepto CM1 se activa el dominio KCT. En cinco de ellas el docente invita

explicitamente a los alumnos a participar (a). En tres ocasiones, sobre la segunda mitad de la clase, inicia
la actividad de la CM evocando conocimientos previos (c).
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En la S2 (Tabla 2), el SCK se activa un gran numero de veces a largo de toda la clase variando desde
cuatro apariciones (en CM3) a 14 (en CM8). La representacion grafica (a) aparece en todas las
configuraciones y con una marcada recurrencia en CM1 y CM6. En ambas es acompainada por otras
acciones basadas en el registro grafico. La escritura simbdlica (c) se presenta en todas las configuraciones
excepto la primera y la quinta y en la mayoria de los casos lo hace junto a la reflexion sobre significados

(b).

El dominio KCS se activa en todas las configuraciones, con una notable diferencia en cantidad de
apariciones en CM1 y CM4. Estas dos configuraciones, una al inicio de la clase y otra en la parte central
de la misma, son bastante diferentes entre si: en CM1 se activan seis modalidades distintas y de manera
alternada; CM4 se centra, casi en su totalidad, en la consideracion de las respuestas de los estudiantes
con justificaciéon dada por el docente (b). Esta ultima modalidad es la que mayor cantidad de veces se
activa, dando inicio a la actividad en cada configuracién en la primera mitad de la clase (CM1 a CM4) y al
final de la misma (CM8). En seis de las ocho configuraciones de la clase aparecen comentarios, aislados,
por parte del docente acerca del grado de complejidad de lo que se esta desarrollando: leve (g, cinco
veces) o nula (i, una vez).

I Tabla 2. Dominios “en accion” del MKT activados — S2

Sesién 2 | SCK | KCS KCT
CM1: Representacion de un punto en el 10 11 8
espacio aaajgakeda bdaae ahiidea
dfdfge h
CM2: Lugares geométricos de dimension 9 4 5
0,1y2 haacceacc bbge abaca
CM3: Operaciones con lugares B 2 4
geometricos acbb bb aaab
CM4: Lugares geométricos de dimension 3 11 9 8
eagbcbgacba bbbbb babbhb
bdbg bg
CMS5: Introduccion a vectores 5 3 7
aabab gah ejgciab
CM6: Igualdad de vectores 12 2 5
aalaialclach hg aacaj
CM7: Propiedades de la igualdad de 13 4 6
vectores ccccabaabbci icfe cbabec
CM8: Angulo entre vectores 14 2 10
ahaacbcaabb be egdbae
acc abjg

En todas las configuraciones se activa el KCT y lo hace de manera relativamente significativa en cuanto a
la cantidad de apariciones (entre cuatro y 10 en cada configuracion) y en cuanto a la variedad de
modalidades evocadas (todas excepto dos: uso de metaforas y analogias (f) y uso de colores (k)).
Aparecen indicios de invitacion a la participacién (a) en todas las configuraciones y de direccionamiento
de las preguntas efectuadas al grupo-clase (b) en seis de ellas. También, en la mayoria de las CM se
busca anclar lo que se esta construyendo con herramientas relativamente a disposicion por parte de los
alumnos, mediante evocacién de conocimientos previos (c) y uso de ideas recientes (d). Las
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vinculaciones con elementos concretos, ya sea del aula (h) o de la cotidianeidad (i), se dan en tres
oportunidades: al introducir nociones (CM1 y CM5) o al ejemplificar (CM4).

La activacion del SCK en S3 (Tabla 3) fue ligeramente menor que la de S2, sobre todo en las ultimas
cuatro configuraciones. La configuracién donde aparecen mas activaciones es la CM5 y se trata de
representacién grafica (a) acompafiada de demostracion grafica (n). En casi todas las configuraciones la
representacién grafica (a) aparece acompanada de otras acciones desde lo grafico: ejemplificacion (l),
interpretacion (i) y demostracion (n), que le otorgan un mayor nivel de profundizacién. La escritura
simbdlica (c) es practicamente transversal a toda la clase, potenciandose en CM4 por estar acompanada
de enunciado coloquial simultaneo (m).

Si bien el dominio KCS se activa en siete de las nueve configuraciones (CM1 a CM5, CM7 y CM8), lo hace
de manera menos recurrente que en S2. Se observa una gran cantidad de apariciones de la indagacion
sobre entendimiento (e), especialmente en aquellas configuraciones asociadas a demostraciones o
justificaciones de reglas (CM5 y CM8). La consideracion de las respuestas de los alumnos con justificacidon
dada por el docente (b) se produce al inicio de la clase (CM1 y CM2) y en el cierre de la misma (CM7 y
CMS8).

En cuanto al KCT, a diferencia de las clases anteriores, en la tercera parte de S3 el docente no
promociona de manera explicita la participacién de los estudiantes (a), evidencidandose cuando: enuncia
propiedades (CM4), presenta reglas (CM6 y CM8) y expone una definicién asociada a otra recientemente
dada (CM7). Con cinco apariciones y en los distintos momentos de la clase, se alude al apunte disefiado
por el docente como material de estudio para los alumnos (e).

I Tabla 2. Dominios “en accion” del MKT activados — S2

| Sesin3 | __SCK | KCS | KCT

CM1: Definicion de suma de vectores 13 3 3
adbaalbaac abi aae
cab
CM2: Ampliacion de casos: analisis por 8 2 3
casos del médulo del vector suma abaaabfc bb abb
CM3: Buena definicion de la suma de 11 2 7
vectores aaacbcbical ge jekadkj
CM4: Enunciacion de las propiedades de la 8 1 5
suma de vectores cmemmich a geeceg
CMS5: Demostracion de propiedades 15 5 7
ananabcana ieeee eakkaak
haaab
CM6: Regla del paralelogramo para la suma 2 1
de vectores ah e
CM7: Diferencia de vectores 4 1
iabi b
CM8: Regla del paralelogramo para la 4 5 2
diferencia de vectores aibj behee bj
CM89: Producto de un nimero real por un 8 5
vector alabaccl gakge
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Se usan colores (k) para resaltar ideas en la tercera parte de las configuraciones. La evocacion de
conocimientos previos (c) tiene una presencia relativamente importante en CM4, cuando se enuncian
propiedades. En esta sesioén, al igual que la anterior, la administracion del tiempo (g) se activa en
momentos clave: a mitad de la clase (recreo) y al finalizar (cierre).

B Comentarios finales

Las clases observadas permiten vislumbrar acciones formativas tales como la reflexién sobre los
significados de los conocimientos que se van construyendo. Este tipo de acciones propende a formar
profesores en Matematica que trascienden un nivel técnico de ensefianza, intentando revertir el
panorama de la escuela secundaria descripto por Alves, Mendoca y Coletti (2010).

También se valora el énfasis puesto por el docente en el tratamiento de lo grafico al involucrarse
operaciones mentales diversas, ya sea en la representacion grafica en si como en otras acciones que
robustecen el proceso. Es decir, se le otorga sentido geométrico (desde lo grafico) a las ecuaciones que
se obtienen sin priorizar las técnicas analiticas, en coincidencia con lo que proponen Bonilla y Parraguez
(2013) para favorecer la comprension de los estudiantes y desarrollar su pensamiento estructural.

Esas acciones que se realizan en el tratamiento grafico, a su vez, suelen estar apoyadas con explicaciones
en el lenguaje coloquial y simbdlico. En este sentido, se favorece el uso de distintos registros,
enfatizandose en algunos casos los plurifuncionales, intentando superar de este modo las dificultades
qgue describen Dallemole, Oliveira y Moreno (2014).

Analizar mediante qué modalidades y asociados a qué acciones y contenidos se activan los dominios “en
accién” se constituyd en el principal interés de este trabajo. El mismo puede considerarse como un
aporte a una metodologia de analisis para estudiar cdmo estan constituidos los dominios en accion del
MKT geometria analitica elemental. Creemos que esta metodologia puede ser de utilidad para estudios
posteriores, al analizar por ejemplo los modos de activacion de dichos dominios en diversas clases e
identificar una tipologia de “buena” ensefanza de la geometria analitica elemental a futuros profesores.

Todos los aspectos mencionados pueden asociarse a modalidades constitutivas de los dominios “en
accién” para las clases observadas y son elementos clave en una formacion de profesores en
Matemadtica. Es por ello que consideramos que este estudio puede colaborar en una aproximacién a
conocer la formacién que el PM ofrece en geometria analitica elemental.
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