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RESUMEN

Presentamos la caracterizacién del conocimiento matematico para la ensefianza que moviliza un profesor de
matematicas de Espafia (PEA) en la planificacion del concepto de limite al infinito de una funcidn. Este estudio de
caso forma parte de una investigacion mas amplia. El modelo tedrico que se usa para caracterizar el Conocimiento
Matemdtico para la Ensefianza (MKT) movilizado por el profesor es el planteado por Ball, Thames y Phelps (2008).
Los datos se obtuvieron a través de una entrevista semiestructurada que contempld: datos personales del profesor,
el aula de clases y la planificacion del investigador sobre el concepto de limite al infinito de una funcién. Los
resultados indican caracteristicas de la manera en la que el Conocimiento diddctico del contenido es usado por PEA

para tomar decisiones y justificar la planificacion de la ensefianza.

ABSTRACT

We present the characterization of mathematical knowledge for teaching that mobilizes a math Spanish teacher
(PEA) in planning the concept of limit of a function at infinity. This case study is part of a broader research. The
theoretical model used to characterize the Mathematical Knowledge for Teaching (MKT) mobilized by the teacher is
raised by Ball, Thames and Phelps (2008). Data were collected through a semi-structured interviews which included:
personal data of the teacher, the classroom and planning of researcher on the concept of the infinite limit of a
function. The results indicate characteristics of the way in which the pedagogical content knowledge is used by PEA
to make decisions and justify the planning of instruction.
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M Introduccién
En Matematica Educativa se ha reconocido, en las ultimas dos décadas, como una problematica de

investigacion el analisis del conocimiento profesional del profesor de matematicas. Su importancia radica
en que dota de elementos para la formacion del profesorado y el desarrollo profesional, ya que las
decisiones del profesor inciden directamente sobre el proceso de ensefianza (Ribeiro, Carrillo y Montero,
2012). No obstante, en México, son escasas las investigaciones realizadas en esta linea (Pinto y Gonzalez,
2008). Esto motivo el estudio que se reporta cuyo objetivo fue “caracterizar el conocimiento matemdtico
para la ensefianza que moviliza el profesor en la planificacion del concepto de limite al infinito de una
funcion para su ensefianza”. Al estar interesados en analizar el conocimiento que moviliza el profesor de
matematicas, a través de la planificacion para la ensefianza de un tdpico en particular, nos enfocamos en
comprender los instrumentos que la componen vy las justificaciones que expone de su uso. El analisis del
conocimiento profesional del profesor de matematicas, desde una perspectiva cognitiva, supone
determinar aspectos de la gestiéon del proceso de ensefianza-aprendizaje y ver al profesor como un
profesional que construye su conocimiento a través de la reflexién y justificacion sobre la accion
(Llinares, 2000).

B Marco tedrico

El conocimiento matematico para la ensefianza (Mathematical Knowledge for Teaching, MKT)

Con base en el trabajo de Shulman (1986), Ball et al (2008) proponen seis subdominios del modelo del
MKT (ver figura 1). Este modelo representa la unién del conocimiento del contenido y el conocimiento
didactico del contenido, necesario para llevar a cabo el trabajo de ensefianza de las matematicas.
Involucra las tareas implicadas en la ensefianza y sus exigencias, una comprension de los contenidos del
curriculo escolar, la planificacién de las lecciones y la evaluacién de los estudiantes. Los subdominios
Conocimiento comun del contenido (CCK), Conocimiento del horizonte matemdatico (HCK) vy
Conocimiento especializado del contenido (SCK) corresponden al dominio conocimiento del contenido y
los tres restantes, el Conocimiento de los contenidos y los estudiantes (KCS), el Conocimiento de los
contenidos y la ensefianza (KCT) y el Conocimiento de los contenidos y el curriculum (KCC) corresponden
al conocimiento diddctico del contenido.

I Figura 1. Dominios y subdominios del MKT. (Ball et al., 2008)
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A continuacion, se describe de forma sucinta los subdominios del modelo.

1. El conocimiento comun del contenido. Refiere a los conocimientos matematicos y las técnicas
utilizadas en una amplia variedad de entornos que no es exclusiva de la ensefanza.

2. El conocimiento especializado del contenido. Involucra los conocimientos matematicos y las
habilidades Unicas para la ensefanza, considerados como innecesarios en otros ambitos. Las
actividades del profesor exigen una uUnica comprensién y razonamiento matemadtico, asi como la
habilidad para desempaquetar los conocimientos matemadticos con el fin de hacer visibles, a los
estudiantes, determinados aspectos del mismo.

3. El conocimiento del horizonte matemdtico. Refiere al conocimiento del profesor sobre la relacion de
los topicos matematicos en estudio con otros contemplados en el plan de estudios, para establecer el
fundamento matematico de lo que vendra después y en consecuencia, ayudar en la toma de
decisiones.

4. El conocimiento de los contenidos y los estudiantes. Es el conocimiento que combina el saber acerca
de los estudiantes y sobre las matematicas. Los profesores deben anticipar las respuestas de los
estudiantes ante una tarea y las dificultades que pueden enfrentar en el proceso de solucién. Al elegir
un ejemplo, deben predecir aquello que los estudiantes encontraran interesante y motivador,
asimismo tener la capacidad de interpretar el pensamiento de los escolares.

5. El conocimiento de los contenidos y la ensefianza. Combina el conocimiento sobre la ensefianza y el
de las matematicas. Las tareas matematicas en la ensefianza requieren un conocimiento matematico
para su disefio y secuenciacién. Por ello, los profesores evallan las ventajas y desventajas de las
representaciones que utilizan para ensefar un concepto e identifican lo que ofrecen para la
instruccidn los diferentes métodos.

6. El conocimiento de los contenidos y el curriculum. Es el conocimiento, en un determinado nivel
educativo, de los programas de estudio, temas particulares, materiales educativos disponibles e
indicaciones para implementar un curriculo.

Los subdominios del MKT permiten, analizar los datos, determinar y clasificar el tipo de conocimiento
gue moviliza el profesor de matematicas en la planificacion del concepto de limite al infinito de una
funcion para su ensefanza.

B Metodologia

Participante

En este reporte damos cuenta de los resultados obtenidos en el estudio de un profesor de matematicas
de secundaria de Espaina (PEA). Este caso pertenece a una investigacion mdas amplia con profesores de
México y Espaifia. PEA tiene 59 anos de edad, es licenciado en Ciencias Exactas, con 36 afios de
experiencia docente en la escuela secundaria (estudiantes de 12 a 18 anos). Ha asistido a varios cursos
de actualizacién docente relacionados con la Didactica de las Matematicas. Actualmente, estudia un
doctorado en la Universidad de Alicante, Espafia, donde desarrolla una investigacion que versa sobre la
ensefianza y el aprendizaje del concepto de limite de una funcion.
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La recoleccion de los datos

Los datos de esta investigacién son las respuestas de PEA a una entrevista sobre la planificacién del
concepto de limite al infinito de una funciéon. Asumimos por planificacion un proceso de disefio y
secuenciacién de tareas y actividades de ensefianza y aprendizaje cuyo propdsito es generar experiencias
en las cuales los escolares construyan su conocimiento (Gémez, 2006). En este proceso, el profesor usa
diversos instrumentos para promover el aprendizaje en sus estudiantes, tales como: el lenguaje hablado,
los modos de representacién simbdlica, los materiales fisicos, los simbolos convencionales, las tareas-
problemas instruccionales, etc., (Llinares, 2000). El foco de esta investigacion se centra en la manera en
la que estos diferentes instrumentos de la practica de ensefiar matematicas se reflejan en el proceso de
planificar las lecciones.

Antes de iniciar la entrevista PEA facilitd al investigador su planificacién, enmarcada en el programa de
ensefianza del Bachillerato de la Comunidad Valenciana (Espaia), sobre el concepto de limite al infinito
de una funcién, a fin de comprenderla y con base en ella elaborar el guion de la entrevista. El
investigador entregd a PEA su planificacion, enmarcada en el Nivel Superior de la UAGro (México), con el
fin de que la analizara previo a la entrevista. Esta forma de proceder la justificamos al considerar que el
profesor de matematicas moviliza determinados conocimientos en su planificacion y reafirma éstos o
manifiesta otros cuando analiza una planificacidn externa, lo que permite tener una mejor aproximacion
al conocimiento que se pretende examinar. Se realizaron una serie de entrevistas centradas en cada
momento en las dos planificaciones consideradas.

La entrevista se desarrollé en cuatro sesiones, las cuales fueron audiograbadas con un dispositivo movil y
posteriormente transcritas. A continuacion, se detallan los aspectos desarrollados en cada una de ellas.

a. Primera sesion. Su objetivo fue contextualizar al participante y conocer aspectos relativos a los
estudiantes y al programa de estudios, y cdmo éstos influyen en su planificacién. Algunas preguntas
propuestas fueron: ¢ Cual es su formacién académica? ¢ Cuanto tiempo lleva impartiendo clases y en
qué nivel educativo? ¢Qué edad tienen en promedio sus estudiantes? ¢Qué materiales utiliza para
planificar su clase?

b. Segunda sesion. Su propédsito fue comprender, cdmo el profesor justificaba su planificacién del
concepto de limite al infinito de una funcidn (secuencia de tareas y su articulacidon con la propuesta
curricular de la administracion). Para ello, se plantearon los aspectos siguientes: éQué objetivo
plantea el curriculo respecto al concepto del limite al infinito? ¢ Cuales serian los objetivos principales
de su planificacion del limite al infinito? ¢ Cuales son las actividades que plantea a los estudiantes?

c. Tercera sesion. Su finalidad fue indagar sobre las justificaciones del profesor respecto a los
instrumentos contemplados en la planificacion del investigador para la ensefianza del topico de
interés. Las preguntas desarrolladas fueron: ¢Qué tan apegado se encuentra el objetivo de la
planeacién respecto al curriculum espanol? ¢Considera adecuado el contexto presentado, por qué?
éQué actividades incluiria o eliminaria?

d. Cuarta sesion. Su propésito fue conocer las argumentaciones del profesor sobre los instrumentos
contemplados en su planificacién. Algunas cuestiones planteadas fueron: ¢A qué se debe que
potencie el uso de la calculadora cientifica? ¢Por qué favorece el registro numérico en el estudio del
limite al infinito de una funcion? ¢Los estudiantes realizan graficas en algin momento, por qué?
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El analisis de los datos
El analisis contempld tres fases y se realizé a nivel descriptivo. La primera, radicé en el preanalisis de las

entrevistas para reducir el volumen de los datos e involucrd las tareas siguientes: triangular los
instrumentos de la planificaciéon del profesor y del investigador con las entrevistas; seleccionar las
unidades de analisis y anotar las ideas asociadas a éstas. Las unidades de andlisis refieren al conjunto de
frases que, a lo largo de la entrevista, ha usado el profesor vinculado a su conocimiento matematico para
la ensefianza de un tdopico matematico en particular. La segunda, implicé agrupar las unidades de andlisis
en cada uno de los seis subdominios del MKT. La tercera, consistié en mirar todas las unidades de analisis
en cada subdominio, para determinar el conocimiento que moviliza PEA.

En el andlisis de los datos se contempld la aproximacién dinamica del concepto de limite de una funcién,
entendida como “Sea f una funcion y a un numero real, el nimero L es el limite de la funcion f en el punto
a, y se escribe Lim,._,, f(x), si cuando x se acerca al nimero a, sus imdgenes f(x) se acercan a L"y la
aproximacién métrica en términos de desigualdades (Valls, Pons y Llinares, 2011), tomando como
referencia la definicién formal de limite que incorpora la notacion épsilon-delta, esto esLim,_,, f(x) =
Leve>0,36§>0: Vx,0<|x—a|l<d=>|f(x)—L| <e.

En este reporte presentamos los resultados del andlisis de las entrevistas relativas a la planificacién del
concepto de limite al infinito de una funcién planteada por el investigador.

Bl Resultados

Las justificaciones de PEA, respecto a los instrumentos que utiliza el investigador en su planificacién:
tareas; registro analitico, grafico, numérico y verbal, favoreciendo una conversidn entre estos; contexto
extramatematico; aproximacion dinamica; y funcién logistica, permitieron reconocer que moviliza los
siguientes subdominios del MKT: E/ conocimiento de los contenidos y los estudiantes, de los contenidos y
la ensefianza, de los contenidos y el curriculum, es decir, los tres subdominios correspondientes al
Conocimiento diddctico del contenido, tal como se evidencia a continuacion:

1. El conocimiento de los contenidos y los estudiantes. PEA reconoce limitaciones en la propuesta de
planificacién analizada para que los estudiantes se aproximen al concepto de limite al infinito de una
funcion, las razones que establece son:

a) La funcidn utilizada plantea el estudio de un fenédmeno que tiene un comportamiento similar en
todos los casos, convergen rapidamente, lo que constituye un obstaculo de tipo didactico,
provocando una idea errdnea del infinito como algo finito, y;

PEA: El tiempo con el tipo de funcion (alude a la funcién logistica)... su
comportamiento ya es muy estable... es decir... en las tablas de valor o en
las propias grdficas a partir de la semana quince el comportamiento...
estd perfectamente determinado... es un infinito muy finito.

b) El contexto manejado es adecuado, pero interesante sélo para algunos estudiantes con base en
sus preferencias académicas y personales.
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I: ¢Estd cerca de la realidad del estudiante esto que estamos haciendo
(estudiar el tépico usando el contexto enfermedades epidémicas y la
funcion logistica)?

PEA: Si es un estudiante... que tiene aficiones... por ejemplo... a medicina si... si
es un ingeniero... seria mejor haber utilizado... el contexto de redes
sociales.

Asimismo, reconoce la complejidad del concepto, razén por la que considera necesario plantear
multiples tareas sobre los tipos de limite y casos donde no exista.

I: La planeacion dada (se refiere a la del investigador)... contribuye al
aprendizaje del limite al infinito?

PEA: El limite en el infinito... es un concepto complejo... la implementacion
ayuda a acercarse a una de las partes de ese concepto... pero no es el
concepto en si..pero si va en la linea del infinito... ya te lo comentaba
antes... es vital que entiendan... que hay funciones que no tienen limite...
no seria conveniente que ellos pensaran que siempre hay limite.

Es decir, estos protocolos ponen de manifiesto que PEA usaba elementos del conocimiento de
matematicas y los estudiantes en su analisis de la planificacién de la ensefianza del limite al infinito
de una funcién.

El conocimiento de los contenidos y la ensefianza. PEA identificd la construccion del concepto de
limite al infinito de una funcidn indicando:

a) El uso y la conversion de los registros analitico, grafico, tabular y verbal favorece su
interiorizacion por parte del estudiante;

I: ¢Haria alguna modificacion en las actividades (se refiere a la planificacion
del investigador)?

PEA: Una vez que tu asumes que te has centrado en la funcion logistica pues
no... la tarea uno te pide una tabla... la tarea dos... estd relacionada con
las grdficas... la tarea tres vuelve a estar relacionada con una tabla... la
tarea cuatro con una grdfica ya se pide un poco mds de comportamiento
y expresiones analiticas... la cinco utiliza el lenguaje escrito... y el seis
debe ser un resumen... estd bastante bien... tocas todos los registros... es
completo.

b) El uso de una funcidon especifica, cuyo comportamiento es similar en todos los casos, acota el
estudio del tépico; vy,
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I: Las actividades (alude a las de la planificacion del investigador) que
tenemos contribuyen al logro del objetivo que planteamos... que le
mencioné al inicio.

PEA: Sies al estudio en el infinito de la funcion logistica... claro que si

c) Las actividades contemplan un estudio gradual y progresivo del tépico para el transito de una
nocion intuitiva a una formal desde el punto de vista del rigor de la matematica.

PEA: Y no digo que es equilibrado (las actividades de la planificacion del
investigador)... vamos en un principio tocas... diferentes registros de
representacion... y tiene digamos... un avance progresivo... a medida que
vas avanzando... vas pidiendo mds... pasas del lenguaje comin y empiezas
a pedir también expresiones un poco mds formales.

Por cuanto a la forma de organizacién de la actividad en el aula de clases, propone contemplar tiempo
suficiente para que los estudiantes reflexionen sobre las tareas, las analicen y discutan sobre las mismas.

I: El tiempo para el desarrollo de las actividades (planificacion del
investigador) es de dos sesiones de cien minutos cada uno... iserd
adecuado este tiempo?

PEA: Dos sesiones de cien minutos... son tres horas... a dos problemas por
hora... podria ser... en un principio irds justo de tiempo... a no ser que las
respuestas sean telegrdficas (alude a respuestas sin procedimientos)...
pero si pides algun razonamiento y que te escriban algun razonamiento...
irds corto de tiempo.

3. El conocimiento de los contenidos y el curriculum. Admite la pertinencia de la planificacién del
investigador en su contexto particular, el Bachillerato de la Comunidad Valenciana (Espafia). Lo
justifica en el marco del programa de matematicas correspondiente, el cual plantea el estudio de la
tendencia de funciones y la ensefanza del concepto de limite al infinito de una funcién mediante el
registro algebraico.

I: ¢Se puede implementar (se refiere a la planificacion del investigador) en el
curriculum espanol?

PEA: Bueno en un principio si.. se buscan tendencias de funciones y las
tendencias de funciones aparecen en el curriculum espanol.

Su experiencia docente le lleva indicar que es posible que en la planificacion dada exista falta de
apoyo en el uso de los registros de representacién grafico y tabular para la ensefanza del topico.
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PEA: En el sistema espaiol trabajamos mds desde... las funciones algebraicas
que desde las grdficas... las grdficas las utilizamos como apoyo diddctico.

B Reflexiones

Nuestra investigacion se ha interesado por caracterizar la manera en la que el conocimiento matematico
para la ensefianza es movilizado por el profesor de matematicas cuando analiza una planificacion
externa. En el caso estudiado, PEA, solo movilizé el Conocimiento diddctico del contenido del MKT
cuando justificé el uso de los instrumentos contemplados en la planificacion del investigador. No
obstante, consideramos que PEA no ha movilizado los subdominios del MKT correspondientes al
Conocimiento del contenido (El conocimiento comun del contenido, especializado del contenido y del
horizonte matemadtico) por las caracteristicas del guion de entrevista. Pensamos que el andlisis de su
planificacion permitird confirmar no solo la movilizacién del conocimiento correspondiente a
Conocimiento didactico del contenido, sino que también permitird determinar si pone en accion los
subdominios correspondientes al Conocimiento del contenido. El caso PEA evidencia la importancia de
contemplar diversos instrumentos en la ensefianza del concepto de limite al infinito de una funcién y
predecir posibles obstaculos del uso de éstas. Esto confirma nuestra hipdtesis de que los estudios
desarrollados sobre el conocimiento profesional del profesor de matematicas dotan de herramientas
para la formacion del profesorado y su desarrollo profesional. Para concluir, en estudios posteriores,
consideramos pertinente el desarrollo de la planificacién del investigador por un profesor de
matematicas, donde interesaria analizar su practica profesional.
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