View metadata, citation and similar papers at core.ac.uk brought to you by fCORE

provided by Funes

CARACTERIZACION DEL USO DE LAS TRANSFORMACIONES DE ISOMETRIA
MEDIANTE EL DISENO DE UNA SECUENCIA DE PROBLEMAS ABIERTOS DE
CONSTRUCCION GEOMETRICA CON CABRI 3D

JOSE HUMBERTO ARCILA ATEHORTUA

JHON ALEXANDER BONILLA GALLEGO

GUSTAVO ADOLFO CARDONA MUNOZ

UNIVERSIDAD DEL VALLE
INSTITUTO DE EDUCACION Y PEDAGOGIA
AREA DE EDUCACION MATEMATICA
SANTIAGO DE CALI
2012


https://core.ac.uk/display/158572991?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

CARACTERIZACION DEL USO DE LAS TRANSFORMACIONES DE ISOMETRIA
MEDIANTE EL DISENO DE UNA SECUENCIA DE PROBLEMAS ABIERTOS DE
CONSTRUCCION GEOMETRICA CON CABRI 3D

JOSE HUMBERTO ARCILA ATERHORTUA
JHON ALEXANDER BONILLA GALLEGO
GUSTAVO ADOLFO CARDONA MUNOZ

Trabajo de grado presentado como requisito parcial para optar al titulo de
Licenciado en Matematicas y Fisica

Director:

DIEGO GARZON CASTRO

UNIVERSIDAD DEL VALLE
INSTITUTO DE EDUCACION Y PEDAGOGIA
AREA DE EDUCACION MATEMATICA
SANTIAGO DE CALI
2012



Nota de Aceptacion

Director

Diego Garzén Castro

Jurado

Maria Fernanda Mejia Palomino

Jurado

Norma Lorena Vasquez Lasprilla

Santiago de Cali, 20 de Marzo de 2012



DEDICATORIA

A mis padres Reinel Cardona y Pilar Mufioz, y a mis hermanos Robert Cardona y

Valentina Cardona, excelentes padres y hermanos.

Gustavo A. Cardona M.

A mi madre Mariana Gallego por brindarme su apoyo incondicional durante toda
mi vida. Asi mismo, a mi abuelo Luis Alberto Gallego por su amor y sabiduria.

Jhon A. Bonilla G.

A mi madre Esperanza Atehortia y hermanas Maricela Arcila, Adriana Arcila y

Rosalba Arcila las cuales creen en mi esfuerzo y me apoyan.

José H. Arcila A.



AGRADECIMIENTOS

Queremos expresar el mas sincero agradecimiento a todas las personas que de

forma directa o indirecta contribuyeron a la realizacion de este trabajo de grado.

En primer lugar al Magister Diego Garzon Castro por su experta y oportuna labor
de direccién durante el desarrollo de este trabajo de grado, por su gran

disponibilidad, paciencia y sus continuas ensefianzas y sugerencias.

A las profesoras Marisol Santacruz y Maritza Pedreros, y al profesor Octavio
Pavon, por sus correcciones y sugerencias durante la realizacion de este trabajo

de grado.

A todos los comparieros del Area de Educacién Matematica del Instituto de
Educacion y Pedagogia de la Universidad del Valle por sus contribuciones

A la Universidad del Valle por poner a nuestra disposicion mas de lo necesario

para una formacion integral.

Finalmente, pero no menos importantes, a nuestras familias por los grandes

esfuerzos realizados para que todo esto fuera posible.



CONTENIDO

INDICE DE ILUSTRACIONES. ...ttt a e ee e e e 1
INDICE DE TABLAS ..ottt ettt ettt e e e ettt e et e et e e e e eeeees 3
LR O 111 =\ T 4
INTRODUGCCION ...ttt ettt e e e e seeseeeee s 5
(O = I 10 1 T 9
APROXIMACION AL PROBLEMA DE INVESTIGACION ....ccvvieieeieeeeeeeeeeeen, 9
1.1. PROBLEMA DE INVESTIGACION .....cot ettt a e 9
1.2, JUSTIFICACION ...ttt 12
1.2.1. Una mirada a las selecciones que determina el curriculo ....................... 14
1.2.2. Las transformaciones de isometria en los libros de texto escolares ....... 15
1.2.3. Lo que sucede en las pruebas Censales...........cccuuuuvvrviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinens 17
1.3. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION ...oevoieeeeeeeee et 19
1.3.1. ODJEtiVO gENETA ......uuiiiiiiiiiiiiiiiit it 19
1.3.2. ODbjetivos €SPECITICOS .....ovvvriiiiei e 19
(7N = I 1 1 2 20
MARCO TEORICO ...ttt 20
2.1. ANTECEDENTES DE INVESTIGACION .....ooteee et eeeeeaaa e 20
2.2. DIMENSIONES TEORICAS ....ooeeeeeeeeee oottt 21
2.2.1. DIimMeNnSioN MAatEMALICA. ... ......iieueiiiie e e e eans 21
2.2.2.  DIMENSION COGNITIVA ....uuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiaiiiiiieb bbb bnesnnaeeanae 30

2.2.3. DIMENSION QIOACHICA ... ev ettt e e eaeens 37



CAPITULOD Gttt e e e e e e e e e e e e e e e e eennnns 49

METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION, DISENO Y EVALUACION DE LA

SECUENCIA DIDACTICA ..ottt 49
3.1. LINEAMIENTOS METODOLOGICOS.......cceoveoeeeeeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 49
3.2. INSTRUMENTO DE ANALISIS ....oooiiiieee et 53
3.3, UNIDADES DE ANALISIS ..ottt 54
3.4. SITUACIONES DE EXPLORACION Y PROFUNDIZACION.......c.cccveue... 57
3.4.1. Situaciones de exXploracCiOn .............cceeiiiieeiiiiiiiiie e 58
3.4.2.  Situaciones de profundizacCion .............cc.eeeiiiieiiiiiiiiiiiiieeee e 84
3.5. RECURSOS PARA IMPLEMENTAR LASECUENCIA .......coiiiiieeeeeeen, 97
3.5.1.  Seleccion y descripcion de los alumnos que participaron en el desarrollo
(o Lo P IR U L] T = PP 97
3.5.2. Tiempos y contenidos de aplicacion de la secuencia..............ccccccvvvvnnnns 97
3.5.3.  Elementos necesarios para la aplicacion de la secuencia....................... 98
3.6. ANALISIS APOSTERIORIY EVALUACION DE LA SECUENCIA............... 99
3.6.1. Andlisis a posteriori de las situaciones de exploracion ........................... 99
3.6.2.  Analisis a posteriori de las situaciones de profundizacion .................... 105
O L e I 10 1 2 111
CONCLUSIONES ... e e e e e e e e e e e e e eaaeeenas 111
4.1. SOBRE LA UNIDAD DE ANALISIS DE ORDEN VISUAL.........cccecveveenenne. 111
4.2. SOBRE LA UNIDAD DE ANALISIS DE ORDEN INSTRUMENTAL ........... 112
4.3. CARACTERIZACION DEL USO DE LAS TRANSFORMACIONES DE
ISOMETRIA EN LAS ESTRATEGIAS DE SOLUCION ......coovevviiieeee. 113
4.4, CONOCIMIENTOS MATEMATICOS OBSERVADOS EN LAS
ESTRATEGIAS DE SOLUCION .....cooouiiieiceeeeceeeeeie e 114
4.5. CONSIDERACIONES FINALES........o o 115
BIBLIOGRAFIA ...ttt 117

ANEXOS ... 122



INDICE DE ILUSTRACIONES

llustracion 1: Traslacion de un punto en el plano..........cceeeveeieeiiiiiiiiiiiieeeee e 22
llustracidn 2: Rotacidon de un punto en el plano. ..........ccoovviiiiiiiiiiccieeecee e, 23
llustracién 3: Reflexion central de un punto en el plano...............ccoovvvviiiiennnee, 24
llustracion 4: Reflexion axial de un punto en el plano. ........cccccovviiiiiiiieineeeennnne 24
llustracion 5: Reflexion de un punto en el eSpacio. ..........cccccveeeeiiiiiiiiiiiieeeeeeeee 25
llustracién 6: Reflexion central de un punto en el espacio. ...........ccccevvvvvvvieneeennn. 26
llustracidn 7: Traslacion de un punto en el espacio. ............cccceeeveeeeieiviiiiiiii e, 26

llustracién 8: Traslacion de una figura a partir de la composiciéon de dos
reflexiones realizadas respecto a dos planos paralelos............ccccvvvveiiiiiiiiiiiiinnnn. 27

llustracién 9: Rotacidn de una figura en el espacio.............cccceeeeeieeieiieiiiieen e, 27

llustracién 10: Rotacion de una figura a partir de la composicion de dos

LT O XIS . ..o e 28

llustracién 11: Torcedura generada por la composicion de una traslacion y una
(0] ¢= (o1 (o ] o AU UUOTO RSP 28

llustracién 12: La génesis instrumental como la combinacion de dos procesos. .32

llustracién 13: Los problemas abiertos de construccion geométrica.................... 48
llustracion 14: Pasando €l MUIO..........coiiii i 60
[lustracion 15: SegMEeNtO — PUNTO. .....cciiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeee ettt 63
llustracion 16: Esfera de radio variable. ..........ccccccvvviiiiiiii 65



llustracién 17:
llustracién 18:
llustracion 19:
llustracion 20:
llustracién 21.:
llustracién 22:
llustracion 23:
llustracion 24:
llustracion 25:
llustracion 26:
llustracion 27:
llustracion 28:

llustracion 29:

ANGUIO VariabIe. ........c.coeiiieiceececeee e, 68
CAJA SIN TAPA. .o 71
Mover esfera paralelamente al plano............ccccoovvviiiiiiiiiiieineee, 73
Esfera con movimiento CirCular. ................ueuvveiieiiiiiiiiiiiiiiiiiiiniiennns 76
Caja con tapa seccionada y desplegable. ................cccccee 78
Sistema planeta — Satelite.........ccoooiiiiiiiiiiiiie e 81
ColiSiON de eSferas. ....coooveeeeie e 86
Pasando €l MUIO.........uuuuiiiiiiiiiiiiiiiiii e 89
El COlUMPIO. cooiiiiiiiiiiii 91
La cancha de DASQUEL. ..........cooiiiiiiiiiiiiiiiee e 94
Fragmento del Documento 1 contenido en el Anexo 1............... 105
Fragmento del Documento 4 contenido en el Anexo 1............... 106

Fragmento del Documento 4 contenido en el Anexo 1............... 108



INDICE DE TABLAS

Tabla 1: Unidades de analisis y criterios que evidencian la emergencia de

LSS0 [ =] 1 = L PP 54
Tabla 2: Detalle de los archivos electronicos de Cabri 3D. .....ooevveviieeiiiiiineenen, 123
Tabla 3: Detalle del registro filmiCo. ..........cccceiiiiiiiiiiii e 124



RESUMEN

Este trabajo de investigacion toma como punto de partida la siguiente pregunta:
¢, Qué papel juegan las transformaciones de isometria en el plano en la solucion de
problemas de construccién geométrica en el espacio mediados por Cabri 3D? En
particular, con el paso del plano al espacio y viceversa. Y tiene objetivo general
contribuir al mejoramiento de la ensefianza de la geometria en el espacio,
mediante la elaboracion de una propuesta alternativa para la ensefianza de la
geometria en el espacio partiendo de los conocimientos geométricos del alumno

en el plano.

Ademas, esta investigacion ha sido analizada tomando como referente
metodoldgico una aproximacion de la microingenieria didactica que, mediante la
elaboracion de una secuencia de problemas abiertos de construccién geométrica
en el espacio mediados por el ambiente de geometria dinamica Cabri 3D,
pretende analizar las estrategias de solucion de tales problemas, asi como la
caracterizacion del papel que se le otorga a las transformaciones isometria en el

plano cuando los alumnos resuelven problemas del tipo mencionado.

Palabras clave: Visualizacion, transformaciones de isometria, ambiente de
geometria dinamica, esquemas de uso y de accion instrumentada, teoria de

situaciones didacticas, secuencia didactica, problema abierto.



INTRODUCCION

Este trabajo de investigacion se realiza en el contexto de la Linea de Investigacion
de Tecnologias de la Informacion y Comunicacion (TIC) del Area de Educacion
Matematica del Instituto de Educacion y Pedagogia de la Universidad del Valle,
Cali, Colombia. Ademas, se encuentra inscrito y toma en consideracién algunos
aspectos del proyecto de “Caracterizacion de los vinculos entre los recursos
pedagdgicos y el conocimiento mateméatico en la ensefianza de las matematicas

en la educacion basica™.

En este contexto, se busca establecer el papel que pueden llegar a desempeniar
las transformaciones de isometria en el plano, en el marco de los procedimientos
de solucion de problemas abiertos de construccibn geométrica en el espacio
mediadas por el ambiente de geometria dinamica Cabri 3D. Para esto se requiere
involucrar dos temas-objetivos dentro del proceso investigativo como ejes del
mismo: por un lado, el que corresponde a caracterizar la utilizacion o no de dichas
transformaciones por parte de los alumnos, como instrumento que sintetice los
procedimientos de construccién geométrica en el espacio, buscando responder al
como de su utilizacion, qué es lo que se utiliza y dentro de este sentido el qué se
privilegia. El otro eje lo representa un propdsito: llegar a gestionar nuevos recursos
qgue brinden la posibilidad de la ensefianza y aprendizaje de la geometria en el
espacio en el marco del proyecto de incorporacién de nuevas tecnologias al

curriculo de matematicas de la educacion media en Colombia.

! Proyecto COLCIENCIAS, C6d.1106-489-25213, Contrato N°. 364 - 2009. Diego Garzon, Myriam
Vega Restrepo, Gloria Castrillén, Jorge Arce Chaves & Octavio Pabdn. Universidad del Valle, Cali,
2009.



De esta manera, aunque dichos ejes no corresponden al objetivo general pero se
ven enlazados, requieren de un acervo bibliografico que dentro de la construccién
de la investigacion documentada abarca tanto el componente epistemoldgico, en
cuanto a fundamentos, practicas y los métodos en la didactica de las matematicas;
como un elemento importante y consecuente con la investigacion, esto es, los
datos nacionales recopilados y el andlisis con el fin de definir qué sucede dentro
del campo de las pruebas censales por parte del gobierno, y mas especificamente
por parte del Ministerio encargado de la educacién en Colombia, ademas del

analisis de documentos referidos al temay publicados por el ente de gobierno.

Adentrdndonos, aunque se puede observar que a nivel curricular las
transformaciones de isometria no trascienden del plano, y por ello este trabajo de
investigacion se atreve a comentar que su estudio no representa un fiel reflejo de
la realidad fisica; establece que son los procesos de construccion los que
fundamentan la atencion dentro de esta investigacion dado que involucran la
relacion entre plano y espacio. De esta manera se entiende por qué esta
investigacién tiene como propuesta el que las transformaciones de isometria
podrian ser las que permitieran el transito entre lo tridimensional y lo

bidimensional, he ahi la importancia que se le adjudica a esta investigacion.

La misma que tiene como sustento basico el haber podido establecer una
recurrente tendencia ha relegar, dentro del contexto del aula, el estudio de las
transformaciones de isometria al plano. Situacién que lleva a un propdsito o
finalidad igualmente de base, y que se traduce en la pregunta ¢qué papel juegan
las transformaciones de isometria en el plano en la solucion de problemas de
construccion en el espacio mediadas por Cabri 3D?, en particular con el paso del

plano al espacio y viceversa.

Proceso que dirigido en la busqueda de una respuesta encuentra su sentido de

desarrollo en dos elementos o fases de evolucion especificas: la primera, en la
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que se busca elaborar una serie de situaciones ligadas a la construccion
geométrica en el espacio y proponer dichas situaciones a un pequefio grupo de
profesores en formacion. Y una segunda fase que se propone hacer el analisis de
las estrategias de resolucion de los profesores en formacion para las situaciones
de profundizacion, determinando si los docentes hacen uso de los razonamientos
efectuados en geometria plana extendiéndolos a la solucién de problemas en
geometria espacial. Asimismo esta segunda fase buscara establecer con qué
frecuencia realizan dichos usos, buscando igualmente dilucidar si son o no vitales,

se podria decir, en la solucién de esta clase de problemas.

Los anteriores topicos u objetivos especificos propuestos, se presupuesta
colaboren en la caracterizacion del papel que se le otorga a las transformaciones
en el plano cuando los alumnos empiezan a resolver problemas de construccion
geométrica en el espacio mediados por el ambiente de geometria dinamica Cabri
3D. Cuestion que encuentra un camino mas claro en su emprendimiento cuando
se tienen en presentes dos hipotesis en torno al tema de investigacion: una
primera que sefiala que en nuestro medio, poco son usadas las transformaciones
en los procedimientos de construccion en el espacio y lo que generalmente hacen
los alumnos es extender los razonamientos efectuados en geometria plana a
geometria espacial; y wuna segunda hipétesis, que enuncia que las
transformaciones de isometria constituyen una condicion indispensable para el
desarrollo de pensamiento espacial y en la resolucién de dichos problemas de

construccion.

A continuacion presentamos una breve descripcion de los cuatro capitulos que
conforman el presente trabajo de investigacion, todo en virtud del objetivo general:
contribuir al mejoramiento de la enseflanza de la geometria en el espacio,
mediante la elaboracion de una propuesta alternativa para la ensefianza de la
geometria en el espacio partiendo de los conocimientos geométricos del alumno

en el plano.



El capitulo 1 se refiere intrinsecamente al problema de investigacion. En este
capitulo se presenta la descripcidbn y contextualizacion del problema, su

justificacion y los objetivos de la investigacion.

El capitulo 2 atiende a los antecedentes de investigacion y al marco teérico
concebido. Los antecedentes de investigacion muestran algunos aspectos de dos
investigaciones a fin que preceden este trabajo. EI marco tedrico se subdivide en
tres dimensiones: la Dimension Matematica, la Dimension Cognitiva y Dimension
Didactica. La Dimension Matemética caracteriza las transformaciones de isometria
en el plano y espacio, y el concepto de construccion geométrica. La Dimensién
Cognitiva define los procesos ligados a la génesis instrumental, expone algunos
aspectos relacionados con la semiosis y los registros de representaciéon semidtica
y estructura el concepto de visualizacion utilizado. La Dimensién Didactica
presenta las nociones mas relevantes de la teoria de situaciones didacticas y
enmarca las construcciones geométricas dentro de ella mediante el concepto de

problema abierto.

El capitulo 3 comprende la metodologia de investigacion utilizada y el disefio de la
secuencia didactica el cual constituye uno de los objetivos de este trabajo.
Especificamente, en este capitulo la microingenieria didactica se constituye como
referente metodolégico y en el disefio aparecen las situaciones que hacen parte

de la secuencia con su respectiva descripcion y andlisis preliminares.

Finalmente, en el capitulo 4 se presentan las conclusiones del trabajo. Estas
atienden principalmente al problema e hipétesis de investigacion, se derivan a
partir tanto de la reflexion tedrica como de los resultados obtenidos conforme al

referente metodolégico utilizado en un contexto experimental.



CAPITULO 1

APROXIMACION AL PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

A partir de nuestra propia experiencia y de aproximaciones investigativas en el
campo de la Educacion Matematica hemos podido establecer una tendencia
recurrente a relegar, en el contexto escolar, el estudio de las transformaciones de

isometria al plano.

A nivel escolar, cuando se da el salto abrupto al concepto de espacio, el trabajo
geométrico alrededor de éste, hace especial énfasis en el estudio del volumen de
los sélidos. Sin embargo es factible ampliar el horizonte de estudio del espacio.
Por ejemplo, es posible mostrar que a partir de distintos objetos geométricos en el
plano y utilizando tanto transformaciones de isometria como un ambiente de

geometria dindmica, se pueden realizar diversas construcciones geométricas.

Escenarios como los anteriores justifican el planteamiento de la siguiente
pregunta: ¢ Qué papel juegan las transformaciones de isometria en el plano en la
solucion de problemas de construccion geométrica en el espacio mediadas por
Cabri 3D? En patrticular, con el paso del plano al espacio y viceversa. En nuestra
investigacién este problema sera analizado tomando como referente metodolégico

una aproximacion de la microingenieria didactica.



Mediante el uso del ambiente de geometria dindmica Cabri 3D y apoyados en la
teoria de situaciones didacticas desarrollada por Brousseau (1986), en los trabajos
realizados en el campo cognitivo por Presmeg (1997, 2006) y, desde una
perspectiva instrumental, en los trabajos de Trouche (2004); pretendemos
caracterizar, mediante el disefio de una secuencia didactica, el papel que se le
otorgan a las transformaciones de isometria en el plano cuando los alumnos
empiezan a resolver problemas abiertos de construccion geométrica en el espacio,
lo cual se asocia con interrogantes como: ¢Se encuentran presentes en las
estrategias de solucion?, y si es asi, ¢qué papel les asigna el alumno?,
¢constituyen un instrumento indispensable para resolver tales problemas?, en
caso afirmativo, ¢en qué consiste este instrumento?, ¢cdémo funciona?, entre

otros.

Basados en los interrogantes presentados anteriormente planteamos tres hipotesis
para este trabajo de investigacion. La primera hipotesis supone que en nuestro
medio poco son usadas las transformaciones de isometria en los procedimientos
de construccion en el espacio. La segunda hipétesis presume que generalmente
los alumnos extienden los razonamientos efectuados en la geometria plana a la
geometria espacial. Sin embargo, nuestra tercera hipétesis considera que las
transformaciones de isometria constituyen un instrumento potente para el
desarrollo del pensamiento espacial y para resolver dichos problemas de

construccion.

Como alumnos y futuros docentes, consideramos relevante el hecho de ofrecer,
por lo menos, una primera aproximacién a las cuestiones referidas en las
hipotesis. Particularmente, nos gustaria establecer si los alumnos utilizan o no las
transformaciones de isometria como instrumento para simplificar o resolver los
problemas abiertos de construccidbn geométrica propuestos, ¢cOmo las usan?,

¢qué usan? o ¢qué privilegian?.
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Nuestro problema de investigacién se encuentra intimamente relacionado con el
estudio de la geometria en el espacio y por esto afirmamos que si cotidianamente
nos desenvolvemos en un mundo tridimensional, entonces no tiene sentido el

hecho de no profundizar en temas relacionados con este tipo de geometria.

Por su parte, el Ministerio de Educacion Nacional (MEN), en 1998 plantea la
importancia del estudio de la geometria espacial y escribe que: “otro aspecto
importante del pensamiento espacial es la exploracion activa del espacio
tridimensional en la realidad externa y en la imaginacion, y la representacién de
objetos sélidos ubicados en el espacio” (p. 59). Complementariamente a esta

afirmacion, el MEN declara, a partir de una cita de Lappan y Winter que:

A pesar de que vivimos en un mundo tridimensional, la mayor parte de las
experiencias matematicas que proporcionamos a nuestros nifios son
bidimensionales. Nos valemos de libros bidimensionales para presentar las
matematicas a los nifios, libros que contienen figuras bidimensionales de
objetos tridimensionales. A no dudar, tal uso de “dibujos” de objetos le supone
al niflo una dificultad adicional en el proceso de comprension. Es empero,
necesario que los nifios aprendan a habérselas con las representaciones
bidimensionales de su mundo. En nuestro mundo moderno, la informacion
seguira estando diseminada por libros y figuras, posiblemente en figuras en
movimiento, como en la televisidn, pero que seguiran siendo representaciones

bidimensionales del mundo real. (p. 60).

Puede ser que la carencia de experiencias en el espacio se encuentre ligada con
la dificultad para visualizar y representar objetos geométricos en este marco
referencial. En el caso especifico de las transformaciones de isometria en el
espacio, la mayor dificultad se relaciona con el ¢como develar lo que subyace bajo
una traslacion, una reflexion o una rotacion que se aplica sobre una figura

geomeétrica en tres dimensiones?
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Por ejemplo, en relacion a las transformaciones de isometria, es verdaderamente
complicado advertir mediante la utilizacién de dibujos en el plano lo que le sucede
a un cubo cuando es rotado. La mayoria de los disefios que se presentan para
problemas de este tipo tan solo muestran el objeto inicial y el final, y no el proceso

de dicha transformacion, esto es, no aclaran el por qué de la imagen final.

Por otra parte, consideramos factible que ambientes de geometria dinamica [AGD]
como Cabri 3D que hacen posible la visualizacion y la identificacion de
propiedades invariantes mediante el arrastre, pueden jugar un papel importante

en el aprendizaje y la ensefianza de la geometria.

1.2. JUSTIFICACION

De acuerdo con lo expuesto por Villani (2001) sobre el hecho de que el estudio de
la geometria tridimensional es en muchos paises nulo o escaso, es de nuestro
interés gestionar nuevos recursos que posibiliten la ensefianza y aprendizaje de la

geometria en el espacio.

La geometria entendida como ciencia del espacio permite caracterizar y analizar
objetos geométricos abstraidos del mundo fisico, y si ha ello le afiadimos
“‘dinamismo” podemos enmarcar el estudio de dichos objetos en virtud del cambio

gue generan las transformaciones de isometria en ellos.

Es aqui donde cobra sentido el uso de ambientes de geometria dinamica. Un AGD
como el Cabri 3D permite el estudio de cualquier aspecto de las matematicas
susceptible de ser interpretado geométricamente. Estos ambientes facilitan a los
alumnos el aprendizaje mediante construcciones complejas a partir de piezas

simples, materiales o conceptuales.
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Estos ambientes funcionan como un instrumento de valiosa utilidad para realizar
exploraciones, conjeturas y posteriormente proponer argumentos que las
soporten. Estos ambientes ponen el énfasis en favorecer la visualizacion
matematica, esto bajo el juicio que postula que la manipulacién del entorno
geométrico permite la ampliacion de la experiencia del alumno, debido a que, el
conocimiento adquirido por el alumno queda marcado por la relacion de
retroacciones que este establece con el ambiente mediante la manipulacion

directa de los objetos matematicos.

Con la utilizacién de los AGD el alumno se encontrard en un contexto de
simulacién de la realidad, que suministra representaciones del objeto geométrico
gue posibilitan el acercamiento a algunas de sus propiedades. Bajo este criterio,
el conocimiento y el aprendizaje se consideran como situados, es decir, dependen
en su construccion y en su interpretacién, de la especificidad del contexto en el

que surgen.

En este sentido, nuestro de trabajo de investigacion pretende crear una conexion
entre lo que generalmente se privilegia, la geometria bidimensional; y lo que se ha
marginado, la geometria espacial. Para lograr esto haremos especial énfasis en
los problemas de construccibn geométrica en los que intervienen las
transformaciones de isometria. Estos particulares procesos de construccion seran
mediados por Cabri 3D y permitirdn al alumno el frecuente paso del plano al
espacio y viceversa, develando las relaciones existentes entre estos dos marcos

de referencia.

Asimismo, procuramos que a partir de una aproximacion intuitiva y de la posterior
exploracion con el ambiente, el alumno pueda avanzar hasta una aproximacion
formal o axiomética que le permita modelar las situaciones matematicas que le

son presentadas.
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1.2.1. Unamirada alas selecciones que determina el curriculo

A continuacion, presentamos los resultados de un breve analisis a las selecciones
de estandares basicos de competencias en matematicas que determina el
curriculo colombiano, especificamente los relacionados con el pensamiento

geomeétrico.

Alrededor de las transformaciones de isometria, el MEN (2003) propone

estandares tales como:

e Construyo objetos tridimensionales a partir de representaciones
bidimensionales y puedo realizar el proceso contrario en contextos de arte,
disefio y arquitectura.

e Represento objetos tridimensionales desde diferentes posiciones y vistas.

e Predigo y comparo los resultados de aplicar transformaciones rigidas
(traslaciones, rotaciones, reflexiones) y homotecias (ampliaciones y
reducciones sobre figuras bidimensionales en situaciones mateméticas y

en el arte. (pp. 82-84).

Como podemos observar, esta visto que a nivel curricular las transformaciones de
isometria no trascienden del plano y es por esto que nos atrevemos a comentar
que su estudio no representa un fiel reflejo del mundo real. Sin embargo, los
procesos de construccion son los que nos llaman la atencién por cuanto involucran
la relaciéon entre plano y espacio. En este caso, nuestro trabajo de investigacion
propone que las transformaciones de isometria se constituyan en un instrumento

potente para que el transito entre lo tridimensional y lo bidimensional.

Ademas, el MEN (2003) define el pensamiento geométrico como: “el conjunto de
los procesos cognitivos mediante los cuales se construyen y se manipulan las

representaciones mentales de los objetos del espacio, las relaciones entre ellos,
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sus transformaciones, y sus diversas traducciones o representaciones materiales”
(p. 61).

De acuerdo con esto, la geometria puede entenderse como un instrumento que
permite a los individuos la exploracion y representacion del espacio. Entonces

¢por qué limitar el estudio de las transformaciones al plano?

1.2.2. Las transformaciones de isometria en los libros de texto escolares

Como hemos podido observar, el estudio de la geometria en el espacio y
especificamente, el estudio de las transformaciones de isometria en el espacio es
nulo o muy escaso. Como veremos a continuacion, los libros de texto escolares no

son ajenos a este fenbmenao.

Como resultado del sondeo realizado por nosotros en algunos libros de texto,
encontramos que frecuentemente los apartados concernientes a la geometria
favorecen al plano como sistema de referencia. En los casos en los cuales se
consideran objetos geométricos en el espacio, el estudio centra su atencion en la
caracterizacion de los sélidos mas conocidos (la piramide, el cubo, el cono, el
cilindro, la esfera) y en particular, el célculo del volumen de dichos sélidos; pero
muy poco relacionado con las transformaciones de isometria. Tan solo en uno de
los libros se menciona que es posible obtener un cilindro a partir de la rotacién de

un rectangulo alrededor de un eje.

Para evidenciar este fendmeno tomamos tres ejemplos puntuales: Villegas & Melo
(1991); Londofio, Guarin & Bedoya (1993); Ardila, Castiblanco, Pérez & Samper
(2005). Respectivamente, el primer y el segundo libro son anteriores a los
estandares y competencias propuestos por el MEN (2006), mientras que el tercero

es posterior a ellos.
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Villegas & Melo (1991): Cada unidad en este libro comienza con una seccion
en la cual el alumno debe reflexionar sobre determinados problemas o
situaciones que le son propuestos y que constituyen una aproximacion intuitiva
a los conceptos que posteriormente seran definidos. En la unidad concerniente
a la geometria, las transformaciones de isometria son definidas
exclusivamente en el plano y la actividad matematica alrededor de ellas se
realiza, sin excepcion, en el plano cartesiano. Generalmente, las situaciones
consisten en trasladar, rotar o aplicar reflexiones y homotecias a figuras

planas.

Londofio et al. (1993): Los capitulos en este libro empiezan con una breve
descripcion de las tematicas a desarrollar y finalizan con una recapitulacién de
los conceptos estudiados. Para geometria son designados dos capitulos no
consecutivos: el primero dedicado a las traslaciones, rotaciones y simetrias, y
el segundo a las homotecias y semejanzas. En ambos capitulos se parte de
definir las respectivas transformaciones en el plano para después resolver
ejercicios que involucran la aplicacion de estas transformaciones a

determinadas figuras. Todo el trabajo se realiza en torno al plano cartesiano.

Ardila et. al. (2005): Al comienzo de cada unidad de este libro se presentan
los pensamientos correspondientes a las tematicas en esa unidad. Ademas,
también se muestran los respectivos estandares a trabajar, segun el tipo de
pensamiento, y los procesos a desarrollar. Para la parte de geometria son
dedicadas dos wunidades consecutivas: la primera relativa a las
trasformaciones  geométricas  (traslaciones, reflexiones, rotaciones,
homotecias) y la segunda correspondiente a los solidos. El trabajo en la
primera unidad se realiza con base en la nocién de plano cartesiano y en las
definiciones de cada tipo de transformacién. Las situaciones requieren que el
alumno aplique transformaciones e identifique caracteristicas y relaciones

entre la figura inicial y la final. En la segunda unidad, se presentan las
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caracteristicas de algunos solidos privilegiando al volumen y su método de

obtencion.

También logramos establecer que ninguno de los libros analizados concibe la
incorporacion de ambientes de geometria dinamica en el desarrollo de las

unidades propuestas para geometria.

Pensamos que, en este sentido, este trabajo de investigacion resulta innovador ya
que a partir de la mediacién con el ambiente de geometria dindmica Cabri 3D es
posible construir objetos geométricos en el espacio utilizando las transformaciones

de isometria como estan definidas en el plano.

1.2.3. Lo que sucede en las pruebas censales

A nivel nacional, de acuerdo con el analisis del tépico de Geometria y Medicién de
grado noveno de las pruebas censales realizadas en el departamento del Valle del
Cauca: “lo visual se convierte en una variable importante que condiciona los
procedimientos de solucion de los alumnos” (Vazquez et al., 2005, p.89). Esto, en
tanto que el Unico ejercicio planteado en la prueba que tiene que ver
indirectamente con transformaciones de isometria requiere que los alumnos
reconozcan la semejanza que existe entre determinadas figuras geométricas

presentadas en el plano.

Consideramos relevante el hecho de que nuevamente nos encontramos ante un
tratamiento dominante de las transformaciones de isometria en el plano. Ademas,
también es de notar que este contenido tiene al parecer menor relevancia que el
estudio de conceptos como el de perimetro, area y la caracterizacion de figuras
planas ya que el numero de preguntas en la prueba relacionados con estos es

mayor comparado con el numero de preguntas que atiende a las
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transformaciones.

Por otra parte, a nivel internacional, en el analisis de las pruebas TIMSS en las
gue participé6 Colombia en el afio de 1995, se establecen dos puntos a considerar

en torno a la geometria y a las transformaciones:

e En lo referente a Geometria del espacio, los alumnos colombianos
presentan cierta facilidad para manejar mentalmente figuras
tridimensionales.

e En cuanto a Transformaciones, es posible resefar que los alumnos
colombianos revelan un deficiente nivel de las rotaciones en el plano.

(Diaz, Alvarez, Torres & Guacaneme, 1997, p. 83).

Este andlisis pone de manifiesto un problema paradojico que nos conduce al
siguiente interrogante: ¢Por qué los alumnos parecen tener mayores dificultades
con el estudio de las transformaciones en el plano en relacién con el espacio,

siendo lo bidimensional la prioridad en la ensefianza de la geometria?

A modo de conclusién, consideramos pertinente el estudio de la geometria en el
espacio basandonos en los hechos y documentacién ya establecidos. Asimismo,
proponemos que dicho estudio involucre las transformaciones de isometria e
incorpore el manejo tecnologias, en particular el uso de un ambiente de geometria

dindmica como Cabri 3D.

Creemos que la utilizacion de Cabri 3D, aunque este ambiente solo provea una
representacion plana del espacio, le hace posible al alumno una mayor
abstraccion espacial de las propiedades de los objetos geométricos ya que le
permite visualizar de manera concreta las formas tridimensionales. Es decir, el
trabajo geométrico a partir de la mediacion de un ambiente de geometria dinamica

potencia la visualizacion.
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1.3. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

1.3.1. Objetivo general

Contribuir a la ensefianza de la geometria en el espacio, mediante la elaboracion
de una propuesta alternativa para la ensefianza de la geometria en el espacio

partiendo de los conocimientos geométricos del alumno en el plano.

1.3.2.  Objetivos especificos

e Elaborar una secuencia didactica de problemas abiertos de construccién
geométrica en el espacio mediados por el ambiente de geometria dindmica
Cabri 3D.

e Analizar las estrategias de solucion de los problemas abiertos de construccién
geométrica en el espacio, mediados por Cabri 3D, de un grupo de profesores

en formacion.
e Caracterizar el papel que se le otorgan a las transformaciones isometria en el

plano cuando los alumnos empiezan a resolver problemas abiertos de

construcciéon geométrica en el espacio, mediados por Cabri 3D.
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CAPITULO 2

MARCO TEORICO

2.1. ANTECEDENTES DE INVESTIGACION

En el aflo de 1976 Kidder publicé un estudio que se realizé para investigar la
comprension de las transformaciones euclidianas en los nifios de las escuelas
basica y media, especificamente en nifios de 9, 11, y 13 afios de edad. En este
estudio se indago sobre la capacidad de los nifios para formar una imagen mental
de una figura plana, de realizar una operacibn mental (una transformacion
euclidiana) en esta representacion y, finalmente, después de aplicada la

transformacion, construir la figura final en la posicion correcta.

Al contrario de lo expuesto por Piaget (citado en Kidder, 1976), en lo relacionado
con el desarrollo cognoscitivo del nifio, que establece que alrededor de los 13
aflos de edad los sujetos podrian realizar transformaciones euclidianas,
composiciones de transformaciones, y transformaciones inversas en el nivel

representativo; los resultados indicaron lo contrario.

Los resultados de la investigacion evidenciaron que la mayoria de los errores
cometidos por los alumnos al realizar una trasformacion euclidiana estaban
ligados a la falta de conservacién de la longitud. Al respecto, Kidder explica que la
inhabilidad de los alumnos para realizar trasformaciones no debe entenderse

como una refutacion de la teoria piagetiana sino que, los resultados de este
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estudio y de estudios anteriores, sirven para destacar la necesidad de la

investigacion en el area de la geometria transformacional.

Una de los estudios mas recientes, y del cual deriva nuestro trabajo de
investigacion, es el realizado por Alvarez & Fernandez (2009). A partir de la
utilizacion del ambiente de geometria dinamica Cabri 3D para caracterizar la
transformacion de rotacion en el espacio, Alvarez & Fernandez (2009) lograron
concluir que los alumnos extienden sus conocimientos sobre esta transformacion
en el plano para dar cuenta de sus propiedades en el espacio. El presente trabajo
de investigacion acoge esta conclusibn como uno de los objetivos a determinar,
pero amplia los marcos de referencia en tanto se consideran otras

transformaciones.

2.2. DIMENSIONES TEORICAS

El marco tedrico de este trabajo de investigacién considera tres dimensiones
tedricas: la dimension matemaética, la dimension cognitiva y la dimension didactica.
En conjunto, estas dimensiones constituyen una directriz para los objetivos que

nos hemos planteado.

2.2.1. Dimensién mateméatica

Instaurados en el marco de la geometria euclidiana y bajo el precepto que
establece que “los axiomas de congruencia [...] se pueden extender de manera
natural de la geometria plana a la sélida” (Coxeter, 1971, p. 125) pretendemos
delimitar dos conceptos desde las matematicas: el concepto de transformacién y el

concepto de construccién geométrica.

Referente a la nocion de trasformacion, concordamos con la siguiente afirmacion:
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Encontraremos conveniente emplear la palabra transformacion en el sentido
especial de una correspondencia uno-a-uno P — P’ entre todos los puntos del
plano (o del espacio), es decir, una regla que asocia pares de puntos, donde
se entiende que cada par se compone de un primer miembro P y un segundo
miembro P’, y que cada punto aparece como el primer miembro de un solo par
y también como el segundo miembro de un solo par. Puede suceder que los
miembros de un par coincidan, es decir que P’, coincida con P, en este caso, P
se llama punto invariante (o “doble”) de la transformacion. (Coxeter, 1991, p.
54)

En particular, este trabajo de investigacion tomara en consideracion solo las
transformaciones de isometria (0 simplemente isometrias) las cuales
corresponden a una transformacion T tal que T(4) = A’y T(B) = B’ implica que la
distancia entre Ay B es la misma que entre A’y B’. Son isometrias las rotaciones,

traslaciones y reflexiones.

Basandonos en lo planteado por Garzén & Valoyes (2005), nos aventuramos a
concretar las definiciones de las isometrias que pretendemos involucrar en este

trabajo de investigacion:

e Traslacién: Sean dos puntos P y P’ en el plano y un vector 7 de magnitud y

direccion conocidas. Diremos que los puntos P y P’ estan relacionados

mediante una traslacion si el segmento PP’ tiene la misma direccion y longitud

del vector 7.

llustracién 1: Traslacion de un punto en el plano.
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En este sentido, la traslacion es un tipo de isometria que no deja ningun punto

invariante.

Rotacion: Supongamos un punto O en el plano, un &ngulo a dado y una

direccidon de rotacion (por ejemplo, en direccion opuesta a las manecillas del

reloj. Sea P un punto cualquiera en el plano y sea P’ el punto tal que OP = OP’
y £POP' = a.

En este caso, decimos que OP ha sido rotado un angulo a de modo que

coincide con OP'. En consecuencia, podemos afirmar que los puntos P y P’

estan relacionados mediante una rotacién o giro.

O P

llustracién 2: Rotacion de un punto en el plano.

El punto O y el angulo @ son denominados centro de rotacién y angulo de
rotacion, respectivamente. Estos dos elementos son los que caracterizan esta

clase de movimiento.

Ademas, si consideramos una rotacion del plano en torno a un punto 0 (o a
una recta perpendicular al plano que pase por 0) observaremos que 0 es un

punto invariante.

Reflexién central: Sean dados un punto O en el plano y el segmento PP', de

modo que se cumple que OP = OP'. Es decir, el punto O es el punto medio de
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PP'. Entonces, diremos que los puntos P y P’ se encuentran relacionados

mediante una reflexion central o semigiro alrededor del punto 0.

—
_:—"_F-'_
- 0

F

llustracién 3: Reflexién central de un punto en el plano.

Una transformacién de este tipo corresponde a un semigiro S con centro en 0

y angulo a = 180°.

Reflexidon axial: Supdéngase una recta [ y dos puntos en el plano P y P’, de tal
manera que se cumpla que: a) PP’ es perpendicular aTy b) Tpasa por el punto

medio de PP’: es decir, la recta | es la mediatriz del segmento PP’ Luego,
afirmaremos que los puntos P y P’ estan relacionados mediante una reflexion

0 semigiro.

PI

llustracién 4: Reflexion axial de un punto en el plano.

A la recta [ se le conoce comUnmente como eje de simetria.

En el caso de la reflexion, los puntos invariantes corresponden a los de una
recta (eje de simetria) o a los de un plano (espejo) perpendicular al plano de

los puntos dados.
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Descritas las transformaciones en el plano entonces es necesario cuestionarnos
¢ si algunas de las propiedades de éstas se pueden extender o tienen validez en el
espacio?. En consecuencia y de acuerdo a Coxeter (1971), presentamos las
transformaciones de isometria en el espacio donde, ademas de las
transformaciones de rotacion, translacion y reflexion, es necesario hablar del

concepto de torcedura.

e Reflexion: Supdngase un plano m y dos puntos en el espacio P y P’, de tal
manera que se cumpla que: a) PP’ es perpendicular a m y b) m pasa por el

punto medio de PP’; es decir, m es el plano mediatriz del segmento PP'.

Decimos que los puntos P y P’ estan relacionados mediante una reflexion.

llustraciéon 5: Reflexién de un punto en el espacio.

e Reflexion central: También llamada inversién central o reflexion central.
Dados dos puntos O y P en el espacio, y un tercero P’ de modo que se cumple
que OP = OP’, donde 0 es invariante y punto medio de PP’, diremos entonces
que los puntos P y P’ se encuentran relacionados mediante una simetria

central o alrededor del punto O.

Ahora bien, la reflexion central vista desde otro marco geométrico en el cual se
utiliza un sistema de coordenadas cartesianas, transforma el punto P(x,y,z)

de una figura en el punto P'(—x, —y, —z) donde O es el origen de coordenadas.
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Por otro lado, llamamos una reflexion rotatoria o inversion rotatoria al producto

de una simetria central y una rotacion cuyo eje pasa por el centro.

E

llustracién 6: Reflexién central de un punto en el espacio.

Traslacion: Sean dos puntos P y P’ en el espacio y un vector ¥ de magnitud y

direccién conocidas. Diremos que los puntos P y P’ estan relacionados

mediante una traslacion si el segmento PP’ tiene la misma direccion y longitud
del vector 7.

llustracién 7: Traslacion de un punto en el espacio.

Una traslacion también se puede obtener a partir de aplicar dos reflexiones
sucesivas R; y R,. Esta composicion R;R, de dos reflexiones, ambas con

respecto a dos planos paralelos entre si, se ejemplifica en la siguiente figura:
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llustracién 8: Traslacion de una figura a partir de la composicion de dos reflexiones

realizadas respecto a dos planos paralelos.

Rotacion: Dado un punto P que pertenece a una figura espacial F, una recta
L en el espacio a la cual pertenece un punto 0, un angulo a y una direccion de
rotacion (ver sentido en isometrias directas y puestas), y sea P’ punto del
espacio tal que OP y OP’ sean perpendiculares a L, OP = opP' y £POP' = a.
En este caso, decimos que OP ha sido rotado un angulo a de modo que
coincide con OP’. En consecuencia, podemos afirmar que los puntos P y P’

estan relacionados mediante una rotacion o giro.

llustracién 9: Rotacion de una figura en el espacio.

El punto O y el angulo @ son denominados centro de rotacion y angulo de
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rotacion, respectivamente.

Una rotacion también se puede obtener por la composicion de dos reflexiones
R; y R,, es decir, R;R, realizadas respecto a dos planos que se intersecan en

una recta [ como se muestra en la siguiente figura:

llustracién 10: Rotacion de una figura a partir de la composicion de dos reflexiones.

Torcedura: Una torcedura se obtiene a partir de dos transformaciones

sucesivas, una rotacion y seguido una traslacién de una figura F.

llustracién 11: Torcedura generada por la composicion de una traslacién y una rotacion.

Como ha sido expuesto en los parrafos anteriores, la composicién de dos

reflexiones R, R, respecto a planos no paralelos es una rotacion y cuando los
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planos son paralelos R;R, genera una traslacion de lo cual se obtiene que la
composicién o la aplicacién sucesiva de RyR, y R3R, producen una torcedura.

La torcedura permite definir cuando una isometria es directa. Se llama
isometria directa al resultado de una torcedura. Y la isometria opuesta en el
espacio se obtiene a partir de una inversion central, como se ha mencionado

anteriormente.

Las transformaciones de rotacion, translacion, reflexion y torcedura aqui definidas
permiten caracterizar cualquier movimiento en el espacio. Este hecho se expresa
en el siguiente teorema: “Todo desplazamiento es o bien una rotacion, o bien una

traslacion, o bien una torcedura (Coxeter, 1971, p.130)”.

Ademas, éste teorema es relevante en nuestro trabajo porque permite acotar
cualquier movimiento en el espacio a solo tres tipos de transformaciones, lo cual
es Util a la hora de realizar construcciones geomeétricas buscando y siguiendo
diferentes vias de solucién. Es mas, como tanto las rotaciones y traslaciones se
pueden obtener a partir de la composiciones de reflexiones entonces cualquier
movimiento en el espacio se puede obtener por la composiciones de sucesivas
reflexiones. Este resultado permite solucionar un problema de construccion en el

espacio por diferentes caminos, en términos de transformaciones de isometria.

Ahora bien, en este trabajo de investigacion el concepto de construccion
geométrica resulta verdaderamente importante ya que en las situaciones de
profundizacion en la metodologia se requiere que los alumnos realicen
construcciones geométricas. Y son estas construcciones las que nos permitiran
determinar la relevancia que tuvieron las transformaciones de isometria en los
procesos de construccion de los alumnos. Por lo tanto, solo queda por definir lo
gue denominamos construccion geomeétrica. Al respecto, concordamos con la

definicion presentada por Martin (1998):
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Each Book of Euclid’s Elements contains a sequence of Propositions, which
are of two types: the theorems and the problems. In general, a theorem is a
statement that has a proof based on a given set of postulates and previously
proved theorems. A proof is a convincing argument. A problem in Euclid asks
that some new geometric entity be created from a given set. We can a solution
to such a problem a construction. This construction is itself a theorem,
requiring a proof and having the form of the recipe: If you do this, this, and this,
then you will get that. Such a mathematical recipe is called an algorithm. So a
construction is the especial type of theorem that is also an algorithm. (We
hesitatingly offer the analogy: Problem: Make a pudding; Construction: Recipe;
Proof: Eating.). (p. 2).

Al respecto, es ineludible destacar el sentido que Martin (1998) le da a las
construcciones geométricas. Martin concibe la construccion geométrica como un
algoritmo en tanto un procedimiento que presenta una serie de pasos y como un
teorema en virtud de que se puede demostrar con base en un marco axiomatico
definido.

2.2.2. Dimensién cognitiva

2.2.2.1. La génesis instrumental

Con el firme propdésito de una teoria que sustente las posibles variables de orden
instrumental en el disefio de las situaciones de profundizacién para llevar a cabo
en este trabajo de investigacion, introducimos algunos conceptos ligados a la

denominada génesis instrumental.

Artigue (2002) sugiere que la génesis instrumental se constituye en un proceso
gue atiende a los fendmenos asociados a la transformacion de un artefacto en un

instrumento de modo que este Ultimo se integra a la situacion matematica del
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sujeto.

En consecuencia, artefacto e instrumento son distintos en su naturaleza. Rabardel
(1999) realiza la distincion entre estos dos conceptos y sostiene que el artefacto
puede ser un objeto fisico o abstracto, creado por el ser humano para cumplir
tareas especificas; mientras que el instrumento es una entidad mixta construida
por el sujeto a partir del artefacto. Ademas, Rabardel (1999) enfatiza en que el

instrumento nunca puede reducirse al artefacto.

Mas aun, Trouche (2004) reconoce en la génesis instrumental la intervencion de

dos procesos:

e El proceso de instrumentalizacion, dirigido del alumno al artefacto. Durante
este proceso el sujeto utiliza el artefacto para llevar a cabo tareas especificas
qgue involucran descubrir y conocer las funcionalidades del mismo, lo que
deriva en la creacion de esquemas de uso.

e El proceso de instrumentacion, dirigido del artefacto hacia el alumno. Este
proceso conduce al desarrollo y apropiacion de esquemas de accidn
instrumentada que le permiten al sujeto entender las potencialidades y
limitaciones de un artefacto de modo que su quehacer matematico sea mas

efectivo.

Es evidente que el concepto de esquema es inherente a la génesis instrumental.
Vergnaud (citado por Guin & Trouche, 2004) define esquema como la
“organizacion invariante de comportamientos frente a determinada clase de
situaciones”. Particularmente, en este trabajo pretendemos explicitar esos
comportamientos que permanecen invariantes al hacer uso del artefacto “arrastre”
de Cabri 3D.

Ademas, segun Rabardel (como se cita en Trouche, 2004) es posible diferenciar
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en ella dos tipos de esquemas mencionados anteriormente:

e Los esquemas de uso, orientados hacia las “situaciones secundarias” que
corresponden a la gestion de caracteristicas y propiedades particulares del
artefacto.

e Los esquemas de accion instrumentada, incorporan esquemas de uso; son
relativos a las “situaciones primarias”, orientadas hacia el objeto de la

situacion, y para las cuales el artefacto es un medio de realizacion.

ARTEFACTO SUJETO
Sus restricciones < > Su conocimiento
Sus posibilidades J L Su método de trabajo

INSTRUMENTALIZACION

INSTRUMENTACION

A4

INSTRUMENTO

Artefacto + Esquemas de accion instrumentada

\. J/

llustracién 12: La génesis instrumental como la combinacion de dos procesos.

En sintesis, y en concordancia con la ilustracion 12, la génesis instrumental es un
proceso que produce tantos esquemas de uso como esquemas de accion
instrumentada a partir de los procesos de instrumentalizacion e instrumentacion,

respectivamente. En este sentido, creemos que es correcto afirmar: si la
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problematica de la génesis instrumental tiene que ver con la integracién de los
instrumentos a la situacion matematica del sujeto, entonces el potencial de la
inclusion de los AGD en dicha situacion depende directamente de si estos llegan a
constituirse en instrumentos que le permitan al sujeto optimizar su forma de hacer

matematicas.

Asimismo, cabe resaltar que en el desarrollo del presente trabajo se reconoce a
Cabri 3D como un artefacto que influye en el aprendizaje y la ensefianza de las
matematicas, y solo cuando el alumno lo haya incorporado a su situaciéon o a su
tarea como un medio para alcanzar sus fines, podemos afirmar que se ha

constituido en un instrumento.

Por otra parte, y con la intencion de delimitar el concepto de visualizacion desde el
cual pensamos desarrollar el trabajo, a continuacién introducimos un item
relacionado con la semiosis Yy, especificamente, con los registros de

representacion semiotica, desde el punto de vista de Duval (1999).

2.2.2.2. Semiosis y registros de representacion semidtica

Duval define la semiosis como “la aprehensién o a la produccion de una
representacion semioética” (Duval, 1999, p. 14) y postula que para que un sistema
semidtico pueda ser considerado un registro de representacion debe permitir las

tres situaciones cognoscitivas fundamentales ligadas a la semiosis:

e Formacion de una representacion identificable como una representacion de un
registro dado. Esta representacion estara constituida mediante el uso de
signos.

e Tratamiento de la representacion esto es, la transformacion de la

representacion realizada en el mismo registro en que ha sido formulada. El
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tratamiento es una transformacion interna a un registro.

e Conversion de la representacion es la transformacion de la representacion en
una representacion de otro registro, conservando la totalidad o una parte
solamente del contenido de la representacion inicial. La conversion es una
transformacion externa a un registro. La conversiéon no debe ser confundida
con la codificacion que seria una especie de representacion “puntual” que no

tendria en cuenta al contenido representado.

Una representacion semiédtica estd conformada por signos. En matematicas es
comun observar que para un determinado objeto matematico pueden existir
distintas representaciones, por ejemplo, una recta puede ser representada de
manera algebraica como una ecuacibn o como una grafica que cumple unas

condiciones especificas, cuando se trabaja en geometria.

Las representaciones semioticas y los signos se encuentran dentro de un sistema

de representacion semidtica y segun Duval (1999):

Un sistema semiotico comporta reglas, mas o menos explicitas, que permiten
combinar los signos entre si de tal manera que la asociacion formada tenga
también un sentido. Cada sistema semiotico, pues, puede tener un
funcionamiento diferente: no todos los sistemas tienen las mismas reglas. (pp.
43-44).

A estos sistemas de representacion semidtica Duval (1999) les denomina

registros de representacion semiotica.

Desde el punto de vista del aprendizaje, es importante considerar que un ente
matematico puede tener una representacion en un registro A1 al cual le
corresponde otra representacion en otro registro A2 o bien otra forma de

visualizarla en el mismo registro A1. Y son las transformaciones que el sujeto
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realiza sobre una representacion con el fin de obtener la otra, las que son
significativas en el proceso de aprendizaje. En la situacion de transformaciones
sobre representaciones se genera otras representaciones nuevas lo cual es de

suma importancia en el proceso de aprendizaje.

Son entonces los tratamientos y las conversiones integradas a un fuerte proceso
de visualizacion por parte del alumno y en uso de una herramienta computacional,
los que permitiran hacer un analisis de los elementos o unidades cognitivamente
relevantes en los procesos y procedimientos de construcciones por medio de
transformaciones de isometria de figuras en el espacio partiendo de objetos en el
plano. La forma de determinar cuales son estas unidades cognitivamente
relevantes, segun Duval (1999), es observar “si cuando la representacién Al se
somete a variaciones estructurales, también se produce una variacién en la

representacion convertida A2” (Duval, 1999, p. 73).

2.2.2.3. La visualizacion en los ambientes de geometria dinamica

Cuando se trabaja con un AGD como Cabri 3D creemos que es pertinente
reflexionar sobre ¢cual es el papel que juega la visualizacién en este tipo de
ambiente?. Al respecto, Presmeg (1997) define visualizacion como: “the processes
involved in constructing and transforming visual mental images, as well as those
used in drawing figures or diagrams or constructing or manipulating them on

computer screens” (p. 304).

En el marco tedrico de este trabajo de investigacion consideramos relevante la
definicion de visualizacion empleada por Presmeg (1997), ya que en ella se
incluyen aspectos relacionados con el trabajo en ambientes informaticos.

Concretamente, Presmeg (1997) precisa la visualizacibn como el proceso

35



asociado a la construccion y transformacién de imagenes mentales visuales?, y
como éstas son utilizadas al dibujar figuras o diagramas o en la construccién y

manipulacion de ellas en el computador.

Asi, es por medio de la visualizacion como el sujeto construye, modifica o
transforma los objetos geométricos tanto en su mente como en la pantalla del
computador aplicando y apropiandose de las propiedades geométricas de dichos
objetos. Es aqui donde radica la importancia del AGD, debido a que este permite
al sujeto operar en tiempo real con la representacion semiética de los objetos
geometricos de manera similar a como se realiza en el espacio fisico, teniendo en

cuenta que este no constituye un registro de representacion semiotica.

Por otra parte, es conveniente sefialar la importancia de las imagenes mentales en
la situacibn matematica en tanto que, segun lo escrito por Plasencia (2000),
optimizan las estrategias de resolucion de problemas de los alumnos. Plasencia
(2000) escribe:

Investigaciones de autores como Wheatley (1990, 1991, 1997), Brown (1993),
Brown y Wheatley (1989, 1990, 1991), han puesto de manifiesto que existe
relacion entre la utilizacidon de imagenes y “tener éxito” en la resolucion de
problemas matematicos. En sus estudios, basicamente de corte cualitativo,
encontraron que los alumnos que frente a problemas “no rutinarios” usaron
imagenes en sus razonamientos tuvieron mas “éxito” que los alumnos que

abordaron las tareas de forma procedimental. (p. 51).

Podemos concluir entonces, que la visualizacion comprende una situacion
realizada por el sujeto a nivel externo e interno, en tanto que involucra

transformaciones, construcciones y manipulacién de imagenes de objetos que

2 Presmeg (2006) denomina imagen mental visual a un constructo mental que representa

informacidn visual o espacial.
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existen en el mundo fisico o que, por otro lado, son objetos mateméticos que,
segun Duval (1999), pueden ser representados por uno o varios registros de
representacion semiotica y/o en la mente del sujeto (en presencia o ausencia del

objeto). Referente a esto, el MEN (2004) sefala que:

Muchas personas creen que la visualizacion es una habilidad innata y una
cuestion que debe permanecer al margen de la situacion educativa. Sin
embargo, dado que los procesos de visualizacion estan en la base de la
situacién cognitiva en geometria el alumno debe ir evolucionando en la “forma
de mirar’ los objetos, desde percepciones visuales simples, hasta aquellas

gue le permiten explotar el potencial heuristico de la visualizacién. (p. 10).

En conclusion, es correcto precisar que el proceso de visualizar no debe ser
entendido simplemente como una capacidad fisiolégica ya que dicho proceso

incorpora las capacidades cognitivas del sujeto.

Con el uso de Cabri 3D en el desarrollo de las actividades, se busca que el
alumno explore activamente el espacio, de modo que pueda construir habilidades
para representar el espacio tanto mental como fisicamente; originandose en el
alumno procesos como el andlisis y la organizacion de la informacion visual que
registra; la coordinacién y comparacion de datos (entregados o puestos en la
escena en las situaciones) y el reconocimiento de conocimientos previos
asociados a la transformacién de rotacibn y la construccion de nuevos

conocimientos, las inferencias sobre fenémenos visuales que observa, entre otros.

2.2.3. Dimensién didactica

2.2.3.1. La teoria de situaciones didéacticas

Para llevar a cabo este trabajo de investigacion y justificar la elaboracion de una
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futura secuencia didactica que de cuenta de la relevancia de las transformaciones
de isometria en problemas abiertos de construccidbn geométrica en el espacio, se
hace necesaria una teoria que la sustente. Por esta razon, sustentamos este
trabajo en la teoria de situaciones didacticas desarrollada por el mateméatico

francés Guy Brousseau.

La teoria de situaciones se enmarca en una concepcion constructivista del

aprendizaje a partir de la cual Brousseau (1993) postula que:

El alumno aprende adaptandose a un medio que es factor de contradicciones,
de dificultades, de desequilibrios, un poco como lo hace la sociedad humana.
Este saber, fruto de la adaptacion del alumno, se manifiesta por respuestas

nuevas que son la prueba del aprendizaje. (p.13).

Consecuentemente, podemos aseverar que la nocion de medio es uno de los
aportes mas importantes de la teoria de situaciones didacticas ya que, en
concordancia con lo expuesto por D’Amore (2008), es en el medio donde el
alumno pone en juego sus conocimientos previos, experimenta, elabora hipotesis
y conjeturas, todo ello con el fin de solucionar un problema matematico propuesto.
En este sentido, el papel del docente consiste en asistir la adaptacion del alumno
al medio, ello en virtud de que el docente conoce bien las necesidades de dicho

medio.

Esta claro entonces que la teoria de situaciones didacticas no solo caracteriza las
relaciones que surgen en los procesos de enseflanza y aprendizaje entre el
alumno, el docente, y el saber matematico sino también las relaciones existentes
de esta triada con un medio didactico determinado que, segun Brousseau (1993)
esta formado por el subsistema donde actia el alumno (materiales, juegos,

situaciones didacticas, etc.).
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En este trabajo de investigacién, Cabri 3D y las situaciones de profundizacion
constituyen el medio con el cual interactda el alumno. Esto se observa cuando el
alumno, a fin de hallar solucion a la situacién propuesta, realiza construcciones
geométricas explorando con los diversos artefactos del AGD. A su vez, Cabri 3D
genera retroacciones que posibilitan en el alumno la creacion de esquemas de uso
y posteriormente posibles esquemas de accién instrumentada de construccién
geométrica. Estos esquemas, producto de la interaccion entre el medio y el

alumno, podrian favorecer la emergencia de nuevo conocimiento matematico.

Al respecto de las retroacciones, estas le indican al alumno si la construccion que
esta realizando cumple con ser solucién de la situacion planteada, o si por el
contrario debe modificar su estrategia de solucion. Este conocimiento es entonces
producto de la adaptacion y conlleva a que los artefactos usados evolucionen

hasta convertirse en instrumentos para el alumno.

Refiriéndonos a las relaciones existentes entre el sistema didactico® y el medio
podemos establecer que, por una parte, el saber matematico se relaciona con la
situaciéon en tanto que modela los problemas que sélo dicho conocimiento permite

resolver de manera Optima.

Entretanto, el profesor debe concebir y proponer a los alumnos situaciones
matematicas que ellos puedan experimentar en la realidad, que provoquen la
emergencia de genuinos problemas mateméticos y en las cuales el conocimiento
en cuestiébn aparezca como una solucién a dichos problemas, con la condicién

adicional de que dicho conocimiento sea construible por los alumnos.

En torno a las interacciones entre medio y alumno, el alumno responde a las

® Chevallard (1991) representa el sistema didactico como una relacién ternaria entre el profesor, el

alumno y el saber ensefiado.
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variables did4cticas del medio generando o utilizando conocimientos previos que
le permitan dar respuestas cada vez cercanas al conocimiento que se pretende
movilizar con la situacion planteada. EI medio en el cual el alumno debe resolver
los problemas matematicos, debe ser de alguna forma familiar o muy préxima a un
entorno conocido por el alumno. Esto ultimo, le permite reconocer y generar
soluciones por adaptacion a las pequefias perturbaciones o variables didacticas

introducidas por el profesor o por el mismo medio.

Por otra parte, es evidente que el concepto de situacion es particularmente
importante en la teoria de situaciones didacticas, Brousseau (citado en Panizza,

2004) la define de la siguiente manera:

Hemos llamado “situacion” a un modelo de interaccion de un sujeto con cierto
medio que determina a un conocimiento dado como el recurso del que dispone
el sujeto para alcanzar o conservar en este medio un estado favorable.
Algunas de estas “situaciones” requieren de la adquisicion “anterior’ de todos
los conocimientos y esquemas necesarios, pero hay otras que ofrecen una
posibilidad al sujeto para construir por si mismo un conocimiento nuevo en un

proceso “genético”. (p. 61).

En general, la teoria de situaciones plantea tres tipos de situaciones: situaciones

no didacticas, situaciones adidacticas y situaciones didacticas.

Segun Margolinas (2009), las situaciones no didacticas, son aquellos problemas
gue se generan de forma espontanea, y se le presentan tanto al profesional como
al sujeto en su vida cotidiana. Debido a su naturaleza espontanea no existe una
persona, llamada profesor, que organice y gestione dicha situacion y por tanto
nadie tiene la intencionalidad de producir un aprendizaje. En estas situaciones el
rol de profesor lo juega la persona poseedora del saber. En la vida diaria un

alumno puede pasar a ser profesor en la medida que conozca o resuelva el
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problema y un profesor puede ser alumno si requiere aprender a resolverlo.

Por otra parte, Brousseau (1993) supone que para todo conocimiento existe al
menos una situacién fundamental® que lo caracteriza y lo diferencia de los otros y
que permite la emergencia de dicho conocimiento. A estas situaciones
fundamentales Brousseau las denomina situaciones adidacticas y postula que son
ellas las que preservan el sentido de un conocimiento especifico. En esta linea,
podemos entender que el conocimiento en cuestion emerge como una estrategia
de resolucion de innegable relevancia para resolver el problema que se ha

planteado.

Brousseau (1993) define la nocion de situacion adidactica (o fase adidactica
dentro de una situacion didactica) como aquellos momentos del proceso de
aprendizaje en los cuales el trabajo del alumno se independiza del control directo
del profesor. Es decir, cuando el alumno esta en capacidad de producir y utilizar
por sus propios medios el saber que se espera que construya, en una situacion no
prevista y que no involucra acciones concretas de ensefianza por parte del

profesor, entonces a este suceso se le conoce como situacion adidactica.

Asimismo, Brousseau (citado por Trujillo, Castro, Guerrero & Delgado, 2007)
delimita la situacion didactica como un conjunto de relaciones establecidas
implicita y explicitamente entre los alumnos, cierto medio (que incorpora
instrumentos y objetos) y el profesor, con el objetivo de que los alumnos aprendan

un conocimiento matematico especifico.

Conforme a lo expuesto por Margolinas (2009), podemos concluir que la situacion

didactica es la forma mas general de una situacion adidactica en virtud de la

* Brousseau (1993) define la situacion fundamental como un conjunto de situaciones especificas de
un conocimiento que permiten engendrar un conjunto de problemas que proporcionan una buena

representacion de dicho conocimiento.
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mediacién del docente en los procesos de ensefianza y aprendizaje. Mientras que
en la situacion didactica el profesor interviene sobre el alumno y el medio con la
intencidon de regular las situaciones adidacticas que emergen y los aprendizajes
gue ellas suscitan, en la fase adidactica el profesor restringe su participacion y es
el alumno quien gestionara la construccion del conocimiento con la ayuda de sus
conocimientos previos y las retroacciones generadas en su interaccion con el

medio.

En las situaciones adidacticas el profesor regula sus intervenciones buscando que
sus alumnos se apropien continuamente del problema pero sin explicitar ninguna
estrategia de solucion. El profesor puede intervenir con preguntas generadas a
partir de la observacion de las acciones de los alumnos y las retroacciones del
medio. Por ejemplo, algunos de los cuestionamientos que el profesor puede
plantear a sus alumnos son ¢por qué crees que se da ese resultado?, ¢existen

otras formas de explicarlo?

Cada situacion didactica se encuentra regulada por un contrato didactico que no
es mas que un conjunto de obligaciones implicitas y explicitas relativas a un saber
interpuesto entre el profesor y el alumno. Detalladamente, Trujillo et al. (2007)

subrayan que:

Es el conjunto de normas o clausulas de un “contrato” que tacitamente, sin
acuerdo previo, rigen las obligaciones reciprocas entre profesor y alumnos con
relacion al proyecto de estudio que comparten. El objeto del contrato es el
conocimiento C a ser ensefiado y aprendido; es un contrato dinamico,
evoluciona en el desarrollo de las situaciones, por ejemplo, inicialmente el
alumno no esta obligado a responder por cierto tipo de problema pero al final
del curso es su obligacion hacerlo en términos de los saberes

institucionalizados por el profesor. (p. 68).
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Brousseau (1993) plantea que en el desarrollo de una situacion adidactica
especifica de un conocimiento determinado, son apreciables las siguientes fases o

situaciones:

e Las situaciones de accién, en las que se genera una interaccion entre los
alumnos y el medio. Los alumnos deben tomar las decisiones necesarias para
organizar sus estrategias de resolucion del problema planteado.

e Las situaciones de formulacion, cuyo objetivo es la comunicacion de
informaciones entre alumnos. Para esto deben modificar el lenguaje que
utilizan habitualmente, precisandolo y adecuéandolo a las informaciones que
deben comunicar.

e Las situaciones de validacion, en las que se trata de convencer a uno o varios
interlocutores de la validez de las afirmaciones que se hacen. En este caso,
los alumnos deben elaborar pruebas para demostrar sus afirmaciones. No
basta la comprobacion empirica de que lo que dicen es cierto; hay que
explicar que necesariamente debe ser asi.

e Las situaciones de institucionalizacién, destinadas a establecer convenciones
sociales. En estas situaciones se intenta que el conjunto de alumnos de una
clase asuma la significacion socialmente establecida de un saber que ha sido

elaborado por ellos en situaciones de accion, de formulacion y de validacion.

Las situaciones que procuramos implementar en este trabajo de investigacién son
del tipo de una situacion adidactica las cuales permitiran caracterizar la relevancia
de las transformaciones de isometria en un problema abierto de construccion
geomeétrica en el espacio y rastrear cada una de las etapas correspondientes a

este tipo de situacion.

Por otra parte, la variable didactica constituye otro de los conceptos importantes
en la teoria de las situaciones didacticas. Desde el punto de vista Brousseau

(1993), la variable didactica es un elemento de toda situacion adidactica que es
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susceptible a modificaciones por parte del docente y que altera el estatus de las
estrategias de solucion del alumno. Es decir, las variables didacticas son aquellas
que el profesor modifica en procura de un cambio en las estrategias de solucion

del alumno que lo encaminen a la apropiacion del saber matematico esperado.

Por lo tanto, en el marco de la teoria de las situaciones didacticas, podemos
concluir que aprender un conocimiento matematico significa adaptarse a una
situacion adidactica especifica de dicho conocimiento tal que, ante las posibles
variables de la situacion adidactica en cuestion, el alumno pueda encontrar una

estrategia Optima de solucién que persevere.

2.2.3.2. Las construcciones geométricas en el marco de la teoria de

situaciones

En este apartado, incluimos el concepto de problema abierto (open problem en
inglés), problemas en los cuales se inscriben las construcciones geométricas

propuestas en las situaciones presentes en la metodologia.

Los problemas abiertos se caracterizan por ser propuestos en un contexto que el
alumno puede reconocer como familiar y el cual le posibilita explorar, hacer
pruebas y lanzar conjeturas. Asi mismo, otra caracteristica importante de este tipo
de problemas es que su enunciado no sugiere una Unica via de solucion y las
posibles soluciones a dicho problema dependen estrechamente del marco
geomeétrico en el cual se plantea. Por el contrario, se sigue que un problema no
abierto es aquel que apunta a una Unica via de solucién. Ademas, en los
problemas abiertos es de suma relevancia el proceso adoptado por el alumno en
su busqueda de posibles soluciones y el contraste o relacion que encuentre entre
ellas (Artigue & Houdement, 2007).
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En particular, en el desarrollo de este trabajo se implementaran problemas
abiertos de construccibn geomeétrica pensados y propuestos como situaciones
adidacticas. En este punto, cabe preguntarse ¢bajo qué fundamento podemos
afirmar que los problemas abiertos se pueden concebir como situaciones
adidacticas? La respuesta a esta cuestion remite a las fases de una situacion

adidactica.

De acuerdo a la conceptualizacion de problema abierto, encontramos que esta
corresponde a la fase de accién propia de una situacion adidactica. Es decir, un
problema abierto o situacion de accion permite al alumno tomar las decisiones
necesarias para organizar sus estrategias de resolucion del problema planteado, a
partir de su confrontaciéon con el medio. En nuestro caso, los alumnos toman
decisiones sobre el uso de uno u otro artefacto del AGD, se cuestionan, visualizan,
prueban, conjeturan y construyen objetos con propiedades geométricas los cuales
son considerados por ellos como una solucion del problema de construccion
geométrica. Pero, ¢cémo validan la construccion? Desde una perspectiva
instrumental podemos establecer que dicha validaciéon se realiza mediante el uso
del arrastre y conceptualmente en funcibn de las propiedades geométricas

presentes en la construccion geométrica.

Lo anterior motiva el disefio e implementacién de los problemas abiertos de
construccion geométrica en el medio Cabri 3D, el cual favorece el desarrollo de
este tipo de problemas. La retroaccion de Cabri 3D es una caracteristica
fundamental del AGD la cual permite esa exploracién, visualizacion y pruebas
generadas por los alumnos. Asi, Cabri 3D es un medio pertinente para el

desarrollo de situaciones adidacticas como las propuestas en la metodologia.

Por consiguiente, decimos que el caracter de abierto de los problemas planteados
en la metodologia de este trabajo, radica en que estos admiten diversos

procedimientos de solucion, en nuestro caso, dichos problemas pueden ser
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solucionados ya sea utilizadndolos artefactos de Cabri 3D que permiten realizar
transformaciones de isometria u otros artefactos del AGD tales como
perpendicularidad, paralelismo, entre otros. Mas aun, es posible para el alumno
generar multiples soluciones aplicando diversas estrategias que surgen a medida
gue plantea conjeturas, realiza pruebas y adapta sus conjeturas a las respuestas o
retroacciones del medio. Cabri 3D posibilita explorar, conjeturar y realizar pruebas,
y de ahi la pertinencia de trabajar en €l los problemas abiertos de construccion

geomeétrica.

Por otra parte, recordemos que uno de los sentidos que Martin (1998) atribuye a la
construccion geométrica es el de algoritmo ya que presenta una serie de pasos.
En la medida que el alumno utiliza los artefactos del AGD y propiedades
geométricas de que dispone, todo ello en procura de una solucién a la situacion
propuesta, este genera su propio algoritmo. Ademas, dicha solucion esta

acompafada a su vez de la figura o representacion geométrica en Cabri 3D.

En este trabajo de investigacidn, cabe concebir la construccion geométrica como
un algoritmo ya que los artefactos revisar la construccion y descripcién de Cabri
3D nos permiten rastrear el uso de las transformaciones de isometria en las
estrategias de solucion de los alumnos, esto porgue permite visualizar paso a

paso la gestion del alumno en su construccién geométrica.

Es de aclarar que no concebimos el algoritmo como un procedimiento concluido
gue debe seguir puntualmente el alumno, mas bien, es un procedimiento dindmico
gue se va enrigueciendo con las continuas retroacciones que proporciona el medio

cuando el alumno procura encontrar nuevas soluciones.

Cuando se revisa el algoritmo de una construccion en Cabri 3D se pueden
determinar los elementos visuales que el alumno pone en juego durante el

desarrollo de la solucion. Entonces, es pertinente determinar el tipo de problemas
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gue se pueden realizar en un AGD para identificar posibles variables visuales que

se ponen en juego en los diversos problemas de construccion geométrica.

Consecuentemente, solo queda por precisar los tipos de problemas o tareas que
se pueden plantear y solucionar utilizando un AGD, en particular haciendo uso de
Cabri 3D. Esto a fin de determinar cual es el tipo de problemas al que pertenecen

los problemas abiertos de construccion geométrica planteados en la metodologia.

Al respecto, Laborde (2009) se refiere a que existen tres tipos: a) problemas que
potencian su ejemplificacion cuando se usa Cabri, son problemas que tienen
solucion en otros medios como por ejemplo papel y lapiz pero que con Cabri se
multiplican las posibles soluciones a ser exploradas por los alumnos, b) problemas
que se plantean de igual forma tanto en papel y l4piz como en Cabri pero se
cambian las estrategias, que siguen los alumnos, para solucionar el problema por
el solo hecho de ser planteados en Cabri, c) tareas o problemas no existentes en

papel y lapiz que solo adquieren sentido cuando se plantean con Cabri.

A partir de esta tipologia se busca determinar en los problemas abiertos de
construccion geométrica y sus soluciones, ambos presentes en la metodologia,
algunas variables que permitan determinar si en las estrategias de solucion de los
alumnos se hace uso de los conocimientos de las transformaciones de isometria

en el plano o si sus estrategias remiten solo a conocimientos del espacio.

Con base en lo planteado hasta aqui, definimos los problemas abiertos de
construccion geométrica, los cuales son transversales en el analisis de nuestro
trabajo de investigacion. Estos problemas cumplen con determinadas
caracteristicas: son problemas de construccion geométrica, son abiertos, son
susceptibles a ser solucionados por medio de transformaciones de isometria, y
remiten al tipo a de la tipologia de problemas en AGD planteada anteriormente.

Cada una de estas caracteristicas atiende a los conceptos desarrollados en el
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marco tedrico de este trabajo, y es de este modo en que las tres dimensiones que

estructuran dicho marco se articulan y actidan como un todo.

PROBLEMAS DE

CONSTRUCCION *
\ GEOMETRICA
1]

Lu..l

PROBLEMAS

. ABIERTOS /

PROBLEMAS

b L> ABIERTOS DE
! CONSTRUCCION
GEOMETRICA

TRANSFORMACIONES
\ DE ISOMETRIA

Lu..l

TIPOLOGIA A DE

PROBLEMAS EN AGD ‘

llustracién 13: Los problemas abiertos de construccion geométrica.

Para terminar, podriamos agregar que los problemas de construccion geométrica
pensados y planteados como problemas abiertos son un campo de trabajo en el
que el alumno puede comportarse, en cierta forma, como lo hacen los
matematicos pasando por la indagacion, la prueba, la conjetura, hasta
posiblemente alcanzar el camino hacia la demostracion (Artigue & Houdement,
2007).
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CAPITULO 3

METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION, DISENO Y EVALUACION DE LA
SECUENCIA DIDACTICA

3.1. LINEAMIENTOS METODOLOGICOS

Este trabajo de investigacién toma en consideracion como referente metodologico
la microingenieria didactica. No obstante, se omite el analisis epistemologico que
corresponde a la fase de los andlisis a priori propios de este enfoque
metodoldgico. Asi mismo, esta investigacion se estructura mediante un estudio de
caso que nos permitird analizar y caracterizar las estrategias de solucion de los
profesores en formacién® a la secuencia de problemas abiertos de construccién

geomeétrica.

La microingenieria didactica se inscribe en el marco tedrico de la ingenieria
didactica, y ésta Ultima se constituye en una analogia con la labor de un ingeniero

en la cual éste:

Para realizar un proyecto determinado, se basa en los conocimientos
cientificos de su dominio y acepta someterse a un control de tipo cientifico. Sin
embargo, al mismo tiempo, se encuentra obligado a trabajar con objetos
mucho mas complejos que los depurados por la ciencia y, por lo tanto, tiene

qgue abordar practicamente, con todos los medios disponibles, problemas de

® Posteriormente, utilizaremos el término alumnos para referirnos a los profesores en formacion.
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los que la ciencia no quiere o no puede hacerse cargo. (Artigue, 1998, p.33).

Especificamente, en el campo de la Didactica de las Matematicas, la ingenieria
didactica puede entenderse como metodologia de investigacion y como

produccioén de situaciones de ensefianza y aprendizaje:

El término ingenieria didactica designa un conjunto de secuencias de clase
concebidas, organizadas y articuladas en el tiempo de forma coherente por un
profesor-ingeniero para efectuar un proyecto de aprendizaje de un contenido
matematico dado para un grupo concreto de alumnos. A lo largo de los
intercambios entre el profesor y los alumnos, el proyecto evoluciona bajo las
reacciones de los alumnos en funcion de las decisiones y elecciones del
profesor. Asi, la ingenieria didactica es, al mismo tiempo, un producto,
resultante de un andlisis a priori, y un proceso, resultante de una adaptacion
de la puesta en funcionamiento de un producto acorde con las condiciones

dindmicas de una clase. (Douady, 1996, p. 241).

Douady (1996) establece que la ingenieria didactica en tanto metodologia de

investigacion presenta las siguientes caracteristicas:

e Un disefio experimental basado en las producciones didacticas en el aula:
concepcion, realizacion, observacion y analisis de secuencias de ensefianza.
En este caso se pueden distinguir dos niveles: uno de microingenieria y otro
de macroingenieria. La microingenieria, considerada de caracter local, centra
el estudio en un tema en particular y toma en consideracion los fenbmenos de
complejidad en el aula de clase. Por su parte, la macroingenieria permite
combinar las investigaciones de microingenieria con los fenémenos de
complejidad en funcion de la duracion de los procesos de ensefianza y
aprendizaje.

e Un registro de estudios de caso y un sistema de validacion interna que
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contrasta los analisis a priori y a posteriori.

A continuacién, y como ya se habia mencionado, utilizaremos algunos aspectos

de las cuatro fases que comprende la microingenieria didactica.

e Primera fase: Analisis preliminares.

En concordancia con lo expuesto por Artigue (1998), seleccionaremos el

siguiente analisis preliminar:

v' El andlisis del campo de restricciones donde se va a situar la realizaciéon
didactica. (p. 38).

Ademas, Artigue (1998) sostiene que el analisis de las restricciones toma en
consideracion tres dimensiones: la dimension epistemoldgica, la dimension
cognitiva y la dimension didactica. Particularmente, con base tanto en los
objetivos planteados como en las dimensiones tedricas propuestas para este
trabajo de investigacién, haremos uso de las dimensiones cognitiva y
didactica, y reemplazaremos la dimension epistemoldgica por una dimension

matematica:

v Dimensién matematica: Esta dimension da cuenta del papel de las
transformaciones de isometria en los procedimientos de solucion de los
problemas abiertos de construccion geomeétrica de los alumnos.

v' Dimension cognitiva: Aqui se reflexiona acerca de como los procesos de
visualizacion y de génesis instrumental intervienen en los procedimientos
de solucion de los alumnos a los problemas planteados.

v Dimensién didactica: Toma en consideracion conceptos referidos a las
variables de tipo didactico inherentes a los problemas propuestos. Asi

también, contempla la teoria asociada a los problemas abiertos y su
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relacion con la teoria de situaciones didacticas.

Segunda fase: Concepcion y andlisis a priori de las situaciones
didacticas.

El analisis a priori se puede concebir como un analisis de significado en tanto

que:

Si la teoria constructivista sienta el principio de la participacion del alumno
en la construccion de sus conocimientos a través de la interaccion de un
medio determinado, la teoria de las situaciones didacticas que sirve de
referencia a la metodologia de la ingenieria ha pretendido, desde su
origen, constituirse en una teoria de control de las relaciones entre el

significado y las situaciones. (Artigue, 1998, p. 44).

Consecuentemente, el andlisis a priori en esta fase tendrd por objetivo
determinar cuales son aquellas variables didacticas en las situaciones de
profundizacién, que al modificarse, ocasionaran un cambio en las estrategias
de solucion de los sujetos. Por lo tanto, este analisis se fundamentara en los

supuestos considerados por los investigadores.

Por otra parte, dado que el proceso de validacion se basa en confrontar los
andlisis a priori y a posteriori, entonces es correcto afirmar que desde esta

fase comienza dicho proceso.

Tercera fase: Experimentacion.

En esta fase se presenta la secuencia didactica disefiada a los sujetos
seleccionados para desarrollarla. Simultdneamente los investigadores toman

el registro correspondiente de los procedimientos de solucién.
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e Cuarta fase: Analisis a posteriori y evaluacion.

El analisis a posteriori se basa en los registros recogidos en la fase de
experimentacion, es decir, en las observaciones y en las producciones de los

sujetos mientras estos desarrollan las situaciones de profundizacion.

Finalmente, las conclusiones seran presentadas a la luz de las tres hipotesis
de investigacion planteadas y la confrontacion entre los analisis a priori, a

posteriori y las posteriores unidades de andlisis.

3.2.  INSTRUMENTO DE ANALISIS

A partir de la intervencion en el aula mediante la aplicaciéon de la secuencia
disefiada se configurard un escenario experimental del cual serdn tomados tres
registros distintos de la actividad matematica de los profesores en formacién: un
documento electronico que se constituye a partir de las respuestas de los alumnos
a las preguntas planteadas en cada una de las situaciones o problemas abiertos
de construccibn geomeétrica, archivos electronicos que dan cuenta de las
construcciones realizadas en el ambiente Cabri 3D y un archivo filmico que

expone ciertos aspectos de la interaccion del alumno con el medio.

Para realizar el analisis de la informacién generada a partir de los registros
obtenidos, surge la necesidad de un instrumento que permita procesar dicha
informacion con el fin de analizar y caracterizar las estrategias de solucién de los
profesores en formacion a dicha secuencia. La siguiente rejilla de analisis (Tabla
1) contiene las unidades de analisis seleccionadas a partir del marco teorico y los

criterios que evidencian la emergencia de los diferentes esquemas.
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DIMENSION UNIDAD DE CRITERIO QUE EVIDENCIA LA EMERGENCIA DE

TEORICA ANALISIS ESQUEMAS
Dimensién Problemas Diversas estrategias de solucion a los problemas
Didactica abiertos propuestos.

Modificacién de las caracteristicas visuales de los

objetos geométricos.

Visualizacién Tipos de vistas.

Concatenacion entre objetos geométricos.

Dimensién Manejo del artefacto bola de cristal de Cabri 3D.

Cognitiva Artefactos de Cabri 3D utilizados por los alumnos.

Esquemas de uso | Esquemas de accion instrumentada de Cabri Il Plus.

y de accién Uso de transferencia de medida.

instrumentada | Instrumentos generados.

Tipo de arrastre privilegiado

Dimension Transformaciones | Caracterizacion del uso de los artefactos de Cabri 3D

Matematica de isometria que permiten realizar transformaciones de isometria.

Tabla 1: Unidades de analisis y criterios que evidencian la emergencia de esquemas.

En el siguiente apartado se describen con mayor detalle cada una de las unidades

de analisis y los criterios previamente establecidos.

3.3. UNIDADES DE ANALISIS

Como se mencioné en el apartado anterior, para llevar a cabo el andlisis de la
secuencia propuesta en el presente trabajo de investigacion seleccionamos las
siguientes unidades de analisis que corresponden a las dimensiones tedricas
propuestas: a) problemas abiertos, que se refiere a la Dimension Didactica, b)
visualizacion y esquemas de uso y de accion instrumentada, los cuales atienden a
la Dimension Cognitiva, y c) transformaciones de isometria presentes en las
estrategias de solucion de los problemas abiertos de construccion geométrica, que

se refiere a la Dimension Matematica.
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Los problemas abiertos, en tanto unidad de andlisis, permiten contrastar la posible

emergencia de diversas estrategias de solucion a las situaciones propuestas.

La unidad de analisis de orden visual que suponemos estara presente, en las dos
etapas de la experimentacion, en las soluciones o construcciones a realizar por los
alumnos, consiste en reconocer objetos geométricos tridimensionales identificando
propiedades y caracteristicas tales como: I) forma, tamafio, color, estilo de curva,
zoom de la ventana de trabajo, Il) concatenacion entre objetos geométricos por
medio de propiedades geométricas a fin de generar una dependencia respecto al
movimiento o animacion, y lll) el manejo del artefacto bola de cristal de Cabri 3D
para visualizar desde distintos angulos los objetos geométricos de la construccion.
Bola de cristal permite por ejemplo apreciar la forma de un objeto, determinar la
interseccion entre objetos, y/o construir otros objetos en cualquier posiciéon en el
espacio a partir de uno dado, e incluso apreciar la posicion relativa de un objeto
respecto a otros en la construccion. Estos son los elementos visuales que
rastrearemos, especialmente si los alumnos los dominan previamente o Si son

conocimientos nuevos para ellos.

Respecto a la unidad de andlisis de orden instrumental pretende identificar, en la
primera etapa de la prueba, cuales son los artefactos del AGD Cabri 3D utilizados
por los alumnos durante la solucién dada a los problemas abiertos de exploracion.
Asi como rastrear posibles esquemas de accion instrumentada de Cabri Il Plus
que les permita crear la interdependencia del movimiento de objetos geométricos
en Cabri 3D. Al respecto, suponemos que el esquema de accion instrumentada de
transferencia de medida en Cabri Il Plus sera empleado por el alumno. De ser asi,
debe reconocer la existencia de este artefacto en la version Cabri 3D usada en
este trabajo, y determinar los valores numéricos susceptibles de variaciones en las
transformaciones de isometria. Por ejemplo, para dichas variables numéricas se
puede hacer uso de distancia entre objetos, areas, etc. Esto en caso de usar las

transformaciones de isometria.
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En la segunda etapa, denominada situaciones de profundizacion, se determinaran
los instrumentos que se desarrollaron a partir de los artefactos presentes en las
soluciones de las situaciones exploratorias. Es decir, observaremos los esquemas
de uso desarrollados por los alumnos y posibles esquemas de accion

instrumentada.

También, es relevante la interaccion entre alumno y el medio Cabri 3D. Esta
interaccion de observa en términos de las acciones hechas por el alumno y las
retroacciones que el medio genera. En particular, en la metodologia de este
trabajo consideramos el arrastre como elemento central que genera retroacciones,
y el cual es transversal a todas los problemas abiertos de construccién geométrica
de la metodologia. Por lo cual nos proponemos observar como los alumnos hacen
uso del artefacto arrastre y el como este evoluciona, en caso de darse, hacia un
instrumento a medida que los alumnos dan solucion a las situaciones ulteriores.
Entonces es necesario determinar los tipos de arrastre presentes en el AGD de

acuerdo a la situacion y finalidad buscada por el sujeto.

Segun Arzarello et al. y Ho6lzl (como se cita en Gutiérrez, 2009) existen los
siguientes cuatro tipos de arrastre en Cabri Il Plus, los cuales consideramos

también presentes en Cabri 3D:

e Arrastre de test: Se presenta cuando el alumno necesita determinar si su
figura construida conserva las propiedades geométricas planteadas en el
problema. Asi, una figura que no se deforme bajo arrastre se acepta como
solucién del problema.

e Arrastre erratico: Este se caracteriza porque, una vez analizada la figura por
medio de test, el alumno realiza movimientos aleatorios de ciertos objetos de
la construccion (puntos, rectas, etc.) con la intencion de identificar objetos
invariantes en la figura. En principio el alumno desconoce las invariantes de la

figuray por tal razén explora con movimientos arbitrarios.
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e Arrastre guiado: Se da cuando se busca obtener una figura a partir de otra o
una familia de figuras que cumplen con ciertas propiedades geométricas. Es el
caso, de un paralelepipedo que puede generar un cubo.

e Arrastre sobre un lugar geométrico oculto: Este tipo de arrastre,
combinado con el artefacto trayectoria, permite determinar el recorrido

generado por un punto o figura.

Estos tipos de arrastre se pueden presentar en cualquier orden durante una

construccion geométrica realizada por los alumnos.

Por dltimo, las transformaciones de isometria presentes en la solucion de los
problemas de construccion geométrica constituyen la unidad de analisis restante.
Esta unidad de analisis se relaciona directamente con una de las hipétesis de este
trabajo, la cual plantea que los conocimientos que tienen los alumnos de las
transformaciones de isometria en el plano pueden ser utilizados para abordar y
realizar construcciones geométricas en el espacio haciendo uso delos artefactos

de Cabri 3D que permiten realizar dichas transformaciones.

Cabe sefalar que, en concordancia con los objetivos especificos de la
investigacion, la unidad de andlisis que se refiere a las transformaciones de
isometria tendrd un papel sobresaliente entre las tres unidades de analisis

propuestas.

3.4. SITUACIONES DE EXPLORACION Y PROFUNDIZACION

Mediante una prueba piloto realizada con los alumnos de un curso dirigido por el
Director de esta investigacién, la cual tenia por objetivo indagar sobre los
conocimientos previos, se encontré que los alumnos aunque reconocen algunos

artefactos de Cabri 3D, no poseen un amplio dominio de los mismos ni de las
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transformaciones de isometria. Por esta razén, consideramos prudente generar los
conocimientos previos necesarios que le permitan a los alumnos solucionar los
problemas abiertos de construccion geométrica propuestos en este trabajo, para
ello son planteadas las situaciones de exploracion. Sin embargo, cabe resaltar que
todas las situaciones propuestas (de exploracion y profundizacion) son problemas
abiertos de construccion geométrica, excepto la situacion E-O1.

Ademas, es conveniente sefialar que la informacion producida a partir del analisis
de los registros obtenidos, tanto en las situaciones de exploracién como en las

situaciones de profundizacién, sera sometida al analisis a posteriori.

3.4.1. Situaciones de exploracion

Estas situaciones corresponden a una primera fase en la experimentaciéon que
tiene por objetivo obsevar el proceso seguido por los alumnos en la generacion de
esquemas de uso durante las construcciones geométricas realizadas.
Identificamos dos tipos de esquemas de uso: los esquemas de uso previamente
conocidos por el alumno o a priori (EAU), y los esquemas de uso a desarrollar
durante la secuencia (EUD). También, tienen por objetivo relacionar a los alumnos
con los artefactos y propiedades geométricas que consideramos necesarios para
abordar, en Cabri 3D, los problemas abiertos de construcciongeométrica en el
espacio propuestos en la segunda fase de la metodologia. Especificamente, se
espera que los alumnos identifiquen y utilicen los artefactos del AGD como por
ejemplo puntos, esferas, circunferencias, cubos, planos perpendiculares, paralelos
y oblicuos, rectas, vectores, segmentos, distancia, calculadora, rotaciones,
traslaciones, reflexiones, ayuda. Y también, propiedades geométricas como
dependencia de un objeto respecto a un parametro determinado por un punto

sobre un segmento, perpendicularidad, paralelismo, interseccion entre objetos.
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La adquisicion del dominio de los artefactos y propiedades se logra debido a que
Cabri 3D se configura como el medio en el cual se desarrollan estas situaciones
de exploracion. Este medio permite al alumno llevar un control, en tiempo real, de
las construcciones que realiza. Ello se debe a que muestra 0 se pueden
establecer, relacionar e incluso verificar los conocimientos geométricos implicados
en la construccidon, como son las definiciones y propiedades geométricas de la

construccion que se realiza, por medio de alguno de los tipos de arraste.

Y es durante la elaboracion y solucién de la secuencia de problemas abiertos de
construccion geométrica, hecha por el alumno, que se genera una relacion entre
este y el AGD denominada acciones del alumno y retroacciones del medio.
Consideramos relevante en este trabajo considerar los distintos tipos de arrastre
como una retroaccion general del medio y que estara presente en todas las
construcciones. Sin descartar otros tipos de retroacciones del medio relacionadas
con la especificidad de los problemas abiertos de construccion geométrica, y que

esbozaremos en la descripcion de cada situacion.

A continuacion, planteamos las acciones del alumno vy las retroacciones del AGD
que probablemente emerjan en los procedimientos de solucién a los problemas

propuestos:

e En E-02 hasta E-09 la accion es construir objetos geométricos y la retroaccion
del AGD consiste mostrarle al alumno por medio del artefacto ayuda, las
primitivas requeridas para realizar la construccion. La pertinencia de este
punto se debe al nivel de conocimientos previos de los alumnos y la génesis
instrumental que se gesta en esta etapa de las situaciones.

e Un Arrastre errético de los controladores P;, P, 6 P;, en la macro E-01, sobre
los segmentos por parte del alumno y la retroaccion consiste en generar el
movimiento circular, radial y paralelo de la esfera.

e Arrastre de test de la figura o partes de la figura en E-02 hasta E-09 y la
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retroaccion corresponde a la verificacion de la conservacion o no de las
propiedades geométricas como paralelismo, trayectoria circular, dependencia
de movimientos. Esta verificacion va de la mano con las definiciones
geomeétricas presentes en la construccion.

e Arrastre sobre lugar geométrico oculto y trayectoria sobre esferas de E-02
hasta E-09 y la retroaccion muestra si la curva de movimiento de los objetos
corresponde con el buscado.

e Uso de bola de cristal sobre la construccion en todas las situaciones y la
retroaccién corresponde a mostrar visualmente interseccion o no de objetos.

Como la esfera con el muro o la caja en E-01, o las tapas en E-08 con la caja.
a) Macroconstruccién E-01: Pasando el Muro.
Abrir el archivo “pasando el muro”. Pase la esfera de un lado al otro lado del muro

llevandola hasta el interior de la caja. La esfera no debe tocar el muro, ni el plano

ni las paredes de la caja (ver llustracion 14).

Muro

llustracién 14: Pasando el muro.

Identifica:

1. ¢Cuales son las propiedades geométricas que permiten que la esfera pase el

muro? Explica.
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2. ¢Cuédles son las propiedades geométricas que relacionan el movimiento delos
controladores P;, P, y P; sobre su respectivo segmento, con el movimiento de

la esfera?

Descripciéon de la macroconstruccion E-01

Esta es una macroconstrucciéon® que consiste de una esfera, un muro y una caja,
por lo tanto, a diferencia de las posteriores situaciones, esta no es considerada un
problema abierto de construccién geométrica ya que no cumple con la condicién
de tener mdltiples soluciones. Es decir, el alumno no debe realizar ninguna
construccion, solo debe arrastrar los controladores y describir las propiedades
geométricas observadas. El objetivo es pasar la esfera por encima del muro sin
qgue lo toque e introducirla completamente en la caja. Se espera que el alumno
explore e identifique los distintos movimientos de la esfera y explicite cuales son
las propiedades geométricas implicadas en estos movimientos. En esta
exploracion las propiedades geométricas como paralelismo, perpendicularidad,
distancia entre puntos, interseccion de figuras, trayectoria de una rotacion y una
traslacion, entre otras; presentes en la solucion de los problemas planteados dan
cuenta de las variables de orden visual empleadas por el alumno.

Al respecto de las variables de orden instrumental, se pretende que el uso del
arrastre por parte del alumno sea de caracter intencional. Esto con el fin que el
alumno reconozca por medio de la utilizacion de artefactos como el arrastre, la

dependencia de objetos, vista por medio de bola de cristal, que en la macro

® Esta situacion se plantea como macroconstruccion dado que el objetivo es que los alumnos
inicien el tutorial explorando y reconociendo propiedades geométricas, como el paralelismo, la
perpendicularidad, y transformaciones de isometria de objetos en el espacio relacionados por
medio de un parametro llamado controlador el cual no es mas que un punto Pi sobre un segmento
AB del cual se utliza la distancia de A a P. Es la (nica situacion presentada como
macroconstruccion y ademas se plantea como problema abierto de construccion geométrica en la

segunda etapa.
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existen objetos geométricos que estan relacionados por medio de propiedades
geomeétricas. Ademas, esperamos que la identificacion y empleo de dichos
artefactos constituya en conocimiento previo para afrontar los posteriores

problemas abiertos de construccion geométrica.

La macroconstruccion devela una dependencia de los movimientos de traslacion y
rotacion de la esfera respecto a los controladores P,, P, y P, los cuales han sido
definidos a partir de ciertos segmentos AP;, CP, y FP; y donde P;, P, y P;, se

pueden animar.

El controlador P; traslada la esfera de forma paralela al muro, P, permite ampliar el
radio de rotacion de la esfera y asi pasarla al otro lado sin tocar el muro, y P;
define un angulo de rotacion variable permitiendo rotar la esfera en una trayectoria

circular y llevarla hasta la caja.

Es posible que en el momento de pasar el muro e introducir la esfera en la caja, el
alumno utilice el artefacto bola de cristal de Cabri 3D para determinar visualmente
la posicidn relativa de la esfera respecto al muro y la caja a fin de no tocar el muro

o las paredes de la caja.

Algunas de las propiedades geométricas presentes en esta macroconstruccion
son perpendicularidad, paralelismo, rotacion, traslacién, movimiento dependiente
de un parametro, compas. Y los objetos geométricos presentes son esfera, caja
XYZ, segmento, vector, circunferencia, recta, punto.

Esquemas de uso en E-O1

Esquemas de uso a priori (EUA):

e Arrastrar objetos, permite determinar si la construccion cumple con las
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propiedades geométricas planteadas para el problema de construccion
geomeétrica.
e Ayuda, que sirve para identificar los elementos y propiedades que cumplen los

objetos geométricos.

Esquemas de uso a desarrollar (EUD):

e Bola de cristal para visualizar posiciones relativas de un objeto respecto a
otros. En este caso de la esfera respecto al muro o la caja.

e Reconocimiento de invariantes, propiedades geométricas y las trayectorias
generadas por objetos en movimiento o arrastrados.

e Reconocimiento de objetos relacionados o encadenados con otros objetos por
medio de propiedades geométricas por medio del arrastre.

e Y posiblemente, el esquema de uso de reconocimiento de transformaciones
geométricas de isometria, para lo cual debe arrastrar objetos y determinar las
trayectorias de los objetos asi como los elementos geométricos que

determinan una traslacion, una rotacién o una reflexion en el espacio.

b) Situacion E-02: Segmento — Punto.

Dado el segmento AB, construir un punto P sobre AB y determinar la distancia

entre Ay P. El color de P debe ser diferente al de A o B (ver llustracion 15).

llustracién 15: Segmento — Punto.
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¢ Es posible modificar las caracteristicas visuales de P?
¢, Qué propiedades geométricas varian en la construccién cuando se anima P?

Describa brevemente los pasos de su construccion.

A

¢ Qué parte de la construccion geométrica le causo mayores dificultades?

Descripcién de la situacion E-02

Siendo esta la primera construcciébn geométrica que realizaran los alumnos tiene
por objetivo el que exploren los artefactos del AGD. Cuando se solicita construir,
nombrar y modificar las caracteristicas visuales de puntos se espera que se

remitan a la pregunta ¢, Como se hace o que artefacto utilizo?.

El artefacto ayuda, y el recuadro de texto que aparece cerca del puntero una vez
elegido el artefacto son los orientadores que pensamos emergeran en esta etapa

durante la actividad exploradora del alumno.

El alumno debe usar el artefacto punto para construir P en AB. Pero también se
puede construir P como interseccién de otros objetos. Por otro lado, encontramos
dos posibles formas de determinar la distancia; una es usando el artefacto
distancia, y la otra por longitud de segmento esto si el alumno primero construye el
segmento AP. El hecho de que existan multiples modos para construir P nos
permite hablar de la situacion E-02 como un problema abierto de construccién

geomeétrica.

Esquemas de uso en E-02

Esquemas de uso a priori (EUA):

e Arrastrar puntos permitiendo generar la animacién de un punto P sobre el

segmento AB.
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¢ Ayuda a fin de identificar los elementos geométricos necesarios para construir
un objeto geométrico.
e Clic derecho para visualizar o modificar propiedades de un objeto, en este

caso los puntos P y B.

Esquemas de uso a desarrollar (EUD):

e Crear un valor numérico variable mediante el uso del artefacto distancia entre

dos puntos, de los cuales uno o los dos se pueden arrastrar.

c) Situacion E-03: Esfera de radio variable.

Dado un segmento AB en un plano m, un punto P en AB, el cual se puede
arrastrar o animar, y dada la distancia entre A y P construir una esfera cuyo radio
sea la distancia entre A y P y el segmento AB este por fuera del interior de la

esfera (ver llustracion 16).

Esfera

1,7 cm

A4 G

llustracién 16: Esfera de radio variable.

1. ¢Qué artefacto o artefactos utilizé para relacionar la distancia entre Ay P con
el radio de la esfera?
Describir brevemente los pasos de su construccion

3. ¢Es posible construir una esfera con radio igual a dos veces la distancia entre

Ay P? ;coémo?
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Descripcion de la situacion E-03

Se espera que el alumno busque y utilice el artefacto esfera. También, que haga
uso de ayuda para identificar cuales son los elementos u objetos geométricos que

se requieren para lograr la construccion de una esfera.

El artefacto esfera indica que existen tres formas de construirla:

e Por centro y punto.
e Por un punto centro y un segmento.

e Por un centro y un numero (radio)

Debido a que AB es externo a la esfera el alumno no puede usarlo como radio de
¢ de forma directa. Suponemos que hara uso de la distancia dada entre Ay P
para definir el radio. Pero como no se dio el centro de la esfera el alumno debe

primero construirlo y luego utilizar esfera por centro y un nimero (radio).

Si por otro lado, el alumno no hace uso del artefacto ayuda, sucede que, una vez
el alumno elige el artefacto esfera y mueve el puntero hacia la ventana de trabajo,
Cabri 3D presenta un cuadro de texto en el cual se indican posibles formas de
hacer la construccién. Inicia mostrando “esfera centrada en un punto” y seguido
cuando el alumno mueve el puntero sobre el segmento AB aparecen las tres
opciones, indicadas arriba, con lo cual la decisién de usar distancia entre Ay P es
la estrategia ganadora que soluciona el problema. Esto no necesariamente
excluye usar AP como segmento que defina el radio de la esfera pero requiere que
el alumno construya el segmento AP. Aunque esta es una solucion, no hace uso

de distancia entre A y P de forma directa.

Una vez identificada la forma pertinente para construir la esfera el alumno debe

pensar en qué lugar del espacio puede construirla. Es probable que el alumno
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intente construir una esfera, como la mostrada en la figura la cual est4 por encima
del plano m. Suponemos que para lograrlo primero intentard construyendo el
centro en m y la esfera usando AB, AP o distancia entre A y P lo cual arroja una
esfera interceptada con m. Entonces, buscara borrar la esfera construida y emerge
asi el artefacto borrar figura. Y con ayuda buscara como construir un punto en el

espacio externo a m.

Esquemas de uso en E-03

Esquemas de uso a priori (EUA):

e Arrastrar objetos para verificar la validez de la construccion, permitiendo
determinar si el radio de la esfera varia a medida que se anima P y varia la
distancia entre Ay P.

e Ayuda la cual sirve para identificar los elementos y propiedades que cumplen
los objetos geométricos

e Transferencia de medida aplicado cuando se tiene un valor numérico y de
requiere establecer dependencia entre este valor una variable numérica de

otro objeto. Este esquema viene de Cabri Il Plus.

Esquemas de uso a desarrollar (EUD):

e Crear dependencia entre objetos como usando un nimero variable, en este
caso el radio variable de la esfera, a partir distancia entre dos puntos, de los
cuales uno de ellos se pueden arrastrar.

e Ayuda, la cual sirve para identificar los elementos y propiedades que cumplen
los objetos geométricos. Esto en caso que no haya emergido aun como

esquema de uso en las situaciones anteriores.
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d) Situacién E-04: Angulo variable.

Dado un segmento AB, un punto P sobre AB, y dos puntos O y D no colineales con
AB. Construir una circunferencia c centrada en O de radio arbitrario que pase por
D. Construir un punto E sobre c¢ de tal forma que el angulo DOE varie cuando lo
haga la distancia AP. El segmento AB y O pertenecen al plano m, y el segmento

AB es externo a la circunferencia (ver llustracion 17).

llustraciéon 17: Angulo variable.

1. Describir brevemente los pasos de su construccion

2. ¢Como compruebas que el angulo entre DOE es igual a la distancia entre A 'y
pP?

3. ¢Qué artefacto o artefactos utilizé para relacionar la distancia entre Ay P con

el radio de la circunferencia?

Descripcién de la situacién E-04

De forma similar a la situacion E-03 se espera que el alumno busque y utilice el
artefacto circunferencia. También que haga uso del artefacto ayuda para identificar
los elementos u objetos geométricos que se requieren para lograr la construccion
de la circunferencia.

68



Un alumno que hace uso de ayuda puede visualizar una amplia gama de métodos
de construccion para construir la circunferencia. Incluso aparece construir

circunferencias generadas por intercepciones entre esferas.

Al seleccionar el artefacto ayuda y también el artefacto circunferencia se
observard un listado de estrategias de construccion para la circunferencia en un
recuadro a la derecha de la pantalla de trabajo. Aparecen siete opciones o formas

de construir una circunferencia.

Debido a las condiciones de AB externo a la circunferencia el alumno no podra
usarlo como radio o didmetro de forma directa. Suponemos que el alumno utilizara
la opcidén circunferencia definida por un plano por su centro y un namero (radio) ya

que la distancia entre Ay P es dada.

Por otro lado, si el alumno no hace uso del artefacto ayuda sucede que, una vez el
alumno elige el artefacto circunferencia, y mueve el puntero hacia la ventana de
trabajo, Cabri 3D presenta un cuadro de texto en el cual se indican posibles

formas de hacer la construccion.

El cuadro de texto presenta diversas opciones a seguir dependiendo de si el
alumno mueve el puntero sobre 0, sobre m o sobre AB. En especial, cuando se
ubica en 0 el texto indica “circunferencia que pase por el punto 0...” y por tanto 0
no seria centro de la circunferencia. Si el alumno omite esa informacion y
selecciona ese 0 como si fuera el centro y mueve el puntero hacia el segmento
AB, o los puntos A, B 0 P se encuentra que al dar clic sobre AB se genera una
circunferencia perpendicular a m, centrada en AB como eje y que pasa por 0.
Pero si selecciona los puntos A, B 0 P se genera una circunferencia en m que
pasa por 0 y el punto seleccionado. Y por ultimo, si intenta sefialar el nUmero que
indica la distancia entre Ay P el AGD no genera circunferencia alguna debido a

que la seleccidon no cumple con un centro previamente seleccionado.
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Es distinto si el alumno una vez seleccionado el artefacto circunferencia se ubica
primero en el plano m y lo selecciona, después selecciona O y por ultimo

selecciona D, logrando asi la circunferencia pedida.

El paso siguiente es utilizar distancia entre A y P y construir el punto E sobre la
circunferencia. Para ello es probable que emplee transferencia de medida sobre
un arco de circunferencia o aplique una rotacién con angulo distancia entre Ay P.
Si hace uso de transferencia de medida debe considerar que este artefacto utiliza
un nimero, en este caso la distancia entre Ay P, y lo aplica a un arco con origen
en D y por tanto el &ngulo DOE no seria igual a la distancia entre A y P. Pero si
usa rotacion observara que esta transformacion si permite utilizar de forma directa

la distancia entre A y P como medida del &ngulo DOE.

Esquemas uso en E-04

Esquemas de uso a priori (EUA):

e Arrastrar objetos, permitiendo determinar las propiedades geométricas de una
construccion geométrica

e Ayuda la cual sirve para identificar los elementos y propiedades que permiten
construir un objeto geométrico

e Transferencia de medida aplicado cuando se tiene un valor numérico y de
requiere establecer dependencia entre este valor una variable numérica de

otro objeto. Este esquema viene de Cabiri Il Plus.

Esquemas de uso a desarrollar (EUD):

e Crear dependencia entre objetos usando un numero variable, como la
distancia entre dos puntos de los cuales uno o los dos se pueden arrastrar,

para definir un angulo variable.
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e Crear movimientos circulares a partir de la construccién de circunferencias y el
uso de rotaciones identificando que el punto que rota es la imagen por rotacion

de un punto inicial.

e) Situacion E-05: Caja sin tapa.

Dado un segmento AB construir una caja cubica con arista AB y sin tapa superior

(ver llustracion 18).

llustracién 18: Caja sin tapa.

1. Describir brevemente los pasos de su construccion.

2. ¢Cuales son las propiedades geométricas de la caja?

Descripcién de la situacién E-05

Inicialmente, es probable que el alumno intente buscar, seleccionar y usar el
artefacto cubo. Pero el artefacto ayuda indica que se requiere de punto centro y un

vértice, o de un cuadrado para realizar la construccién del cubo.

Asi que el alumno debe buscar otra estrategia debido a que solo se da el

segmento AB como punto de partida. Entonces, es pertinente construir un
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cuadrado base o determinar el punto centro de la base. Pero de nuevo un
cuadrado solo se construye con punto centro y un veértice o un eje central y vértice

los cuales no tiene.

Dos posibles formas de dar solucién a este problema consisten en construir un
cuadrado rotando AB sucesivamente de 90° y luego usar poligono, o aplicar rectas
paralelas y perpendiculares. Luego usar poligono para generar el cuadrado. Una
vez se tiene el cuadrado base se puede aplicar transformaciones de isometria
para generar el cubo, o el artefacto cubo o paralelismo y perpendicularidad o

cualquier otra estrategia.

En caso de usar cubo debe retirar la tapa con el artefacto superficie vacia y luego

construir las otras caras.

Esquemas de uso en E-05

Esquemas de uso a priori (EUA):

e Ayuda la cual sirve para identificar los elementos y propiedades que permiten
construir un objeto geométrico, como el cubo o cuadrado.

e Transformaciones de isometria en Cabri Il Plus.

Esquemas de uso a desarrollar (EUD):

e Uso de bola de cristal a fin de observar las distintas caras de la caja

e Crear un cubo a partir de la aplicacion sucesiva de transformaciones de

isometria a determinados objetos geométricos.
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f) Situacién E-06: Mover una esfera paralelamente a un muro.

Dada una recta [ en un plano m, un segmento AB, un punto P que pertenece a AB,
y un muro, construir una esfera E que se desplace paralelamente al muro cuando

se anime el punto P (ver llustracion 19).

llustracién 19: Mover esfera paralelamente al plano.

1. ¢Qué propiedades geométricas utilizé para relacionar el movimiento del punto
P con el movimiento de la esfera E?

2. ¢Qué propiedades geométricas garantizan el paralelismo entre el muro y el
desplazamiento de la esfera?

3. De la construccién realizada: ¢qué figura geométrica le causo mayores

dificultades? Explica.

Descripcién de la situaciéon E-06

En este problema abierto surge la cuestion de coémo hacer para que el
desplazamiento de la esfera dependa de un punto P que pertenece a un segmento
AB. En otras palabras, ¢Como relacionar el movimiento de una esfera, u otra
figura geométrica, con un punto P? una forma de resolver la cuestion de
interdependencia en Cabri Il Plus es por medio del artefacto transferencia de

medida y/o haciendo uso de compas y vectores.
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Como la version Cabri 3D que utilizamos posee el artefacto transferencia de
medida, y los alumnos poseen conocimientos previos de Cabri Il Plus, es posible
que aborden la cuestion por este medio o lo solucionen con otros artefactos. El
alumno debe visualizar los objetos geométricos intermedios entre el punto P y la
esfera asi como las propiedades geométricas que los vinculan. Una de ellas
corresponde al paralelismo de la trayectoria de la esfera en relacion al muro. La
esfera no debe describir una trayectoria cualquiera. Otra cuestion implicita en el
enunciado y relacionada con la visualizacién del alumno consiste en percatarse
que la esfera no se intercepta con m 0 no necesariamente debe pertenecer al

plano dado m.

Una forma de establecer la dependencia de movimientos es usar compas,
paralelismo y perpendicularidad, como ya se menciond. O extender a Cabri 3D el
esquema de uso transferencia de medida de Cabri Il Plus. Pero otra es visualizar
una solucién que involucre traslaciones, esto debido al movimiento paralelo que
debe cumplir la esfera. De ser este el caso la traslacion es un esquema de accién
instrumentada de Cabri Il Plus que se aplica y convierte en un esquema de uso
en Cabri 3D.

El alumno que sigue esta via debe responder la cuestion de ¢cdémo hacer para
que el vector de la traslacion cambie de magnitud cuando se desplace el punto P?
Un primer abordaje que nosotros realizamos, y pensamos que los alumnos
también pueden intentar, es usar el artefacto distancia con la cual hallamos la
distancia entre A y P, seguido, probar a construir un vector sobre una recta k
paralela a [ con origen en un punto arbitrario sobre k y con magnitud definida por
la distancia de A a P. Este intento no fructificd6 porque el artefacto ayuda indica
gue solo se construye un vector si se tienen dos puntos. La solucion se obtiene
usando compas, donde se construye una circunferencia sobre un plano que
contiene a k, con centro arbitrario en k y radio igual a la distancia entre Ay P. Los

extremos del vector son el centro de la circunferencia y el punto de interseccién
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entre k y la circunferencia. Finalmente, se realiza la traslacion de la esfera
respecto al vector y cuando se anime P se observa que la esfera imagen de la
construccion cumple con las propiedades pedidas en el problema planteado. Se

oculta la esfera inicial.

Esquemas de uso en E-06

Esquemas de uso a priori (EUA):

e Arrastrar objetos, permitiendo determinar las propiedades geométricas de una
construccion geométrica

e Ayuda la cual sirve para identificar los elementos y propiedades que permiten
construir un objeto geométrico

e Transferencia de medida aplicado cuando se tiene un valor numérico y de
requiere establecer dependencia entre este valor una variable numérica de
otro objeto. Este esquema viene de Cabri Il Plus.

e Traslacion en Cabiri Il Plus cuando se requiere el cumplimiento de paralelismo

Esquemas de uso a desarrollar (EUD):

e Crear dependencia entre objetos usando un numero variable, como la
distancia entre dos puntos de los cuales uno o los dos se pueden arrastrar,
para definir un vector variable.

e Crear movimiento de la esfera, que cumplan paralelismo, por medio de
traslaciones.

e Generacion de traslaciones como forma de construir objetos que se mueven
paralelamente a otros, y regular ese desplazamiento por medio del control que
se puede ejercer sobre un vector cuyo modulo depende de un parametro P.

Identificando que el objeto geométrico imagen es el que se mueve.
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g) Situacion E-07: Esfera con movimiento circular.

Dado un segmento AB y un punto P que pertenece a AB, una recta [ que
pertenece a un plano m, construir una esferakEque se desplace en una trayectoria

circular centrada en [, cuando se anime el punto P.

llustracién 20: Esfera con movimiento circular.

1. ¢Qué propiedades geométricas utilizar para relacionar el movimiento del punto
P con el movimiento de la esfera E?

2. ¢Qué propiedades geométricas garantizan la trayectoria circular de la esfera?
De las figuras geométricas construidas: ¢Qué figura geométrica le causo
mayores dificultades? Explica.

Descripcién de la situaciéon E-07

Es posible realizar esta construccion haciendo uso de las propiedades de
paralelismo, perpendicularidad e interseccion entre objetos geométricos. Pero
también se puede emplear rotaciones o reflexiones como se puede apreciar en las

soluciones propuestas mas adelante.

En la solucién por medio de rotaciones el parametro que determina el movimiento

de la esfera, como dependiente de un punto movil P sobre un segmento AB, es el
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angulo definido por medio de la distancia entre A y P 0 un multiplo escalar de esta
distancia. Esta rotacion se puede realizar alrededor de una recta [ y sobre una
circunferencia construida en el plano m y alrededor de [, donde se hace claro la
propiedad de perpendicularidad presente en la rotacion. Aunque la circunferencia
se puede omitir si el alumno tiene claro la naturaleza de radio constante de esta
transformacion y dado que el AGD permite rotar con solo el a&ngulo definido por un
escalar y una recta. Analogamente a la situacion E-04 es en el establecimiento de
la relacion de dependencia del &ngulo de rotacion y la distancia entre Ay P, donde

los alumnos deben aplicar su capacidad de visualizacion.

Obsérvese que, en general, es posible solicitar que en el problema la esfera
realice una trayectoria conica, donde la trayectoria circular constituiria un caso
particular. Como otra informacién implicita esta el que la esfera no intercepte el

plano.

Esquemas de uso en E-07

Esquemas de uso a priori (EUA):

e Arrastrar objetos, permitiendo determinar las propiedades geométricas de una
construccion geométrica

e Ayuda la cual sirve para identificar los elementos y propiedades que permiten
construir un objeto geométrico

e Transferencia de medida aplicado cuando se tiene un valor numérico y de
requiere establecer dependencia entre este valor una variable numérica de
otro objeto. Este esquema viene de Cabri Il Plus.

e Rotacion en Cabri Il Plus.
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Esquemas de uso a desarrollar (EUD):

h)

Crear dependencia entre objetos usando un numero variable, como la
distancia entre dos puntos de los cuales uno o los dos se pueden arrastrar,
para definir un angulo variable.

Crear movimientos circulares a partir de la construccion de circunferencias y el

uso de rotaciones.

Situacion E-08: Caja con tapa seccionada y desplegable.

Dado un segmento AB en un plano m y un punto P sobre AB, construir una caja

con tapa formada por triAngulos congruentes que abran o cierren simultdneamente

cuando se anime el punto P.

llustraciéon 21: Caja con tapa seccionada y desplegable.

¢, Qué propiedades geométricas tiene la caja?

¢, Qué propiedades geométricas cumple cada uno de los triangulos que forman
la tapa?

¢, Como relacionar las propiedades que varian en AP con el movimiento que

deben realizar las tapas? ¢ Es posible?
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Descripcion de E-08

Este problema abierto pretende que el alumno visualice la forma de establecer una
relacion de dependencia entre el movimiento rotacional de las tapas con la el
movimiento del punto P en AB. También, observaremos el dominio de los

artefactos que utiliza para construir la caja.

El alumno inicialmente puede construir la caja con el artefacto cubo, pero debe
visualizar la forma de retirar la cara superior a fin de construir la tapa. Para lo cual
puede usar superficie vacia y luego construir el fondo y caras laterales usando los
artefactos cuadrado o poligono repetidas veces, o0 a partir de una cara construida

usar transformaciones de isometria para generar las otras caras.

O tal vez, construya la caja sin la macro cubo, el cual es un artefacto
tridimensional, usando los artefactos punto, segmento, paralelismo,
perpendicularidad y cuadrado o poligono. Lo cual indicara un posible
desconocimiento de superficie vacia de un objeto geométrico, debido a que una
construccion de este tipo requiere de mas artefactos unidimensionales y

bidimensionales que la anterior.

Acto seguido, construir las tapas. Inicialmente el alumno puede guiarse por la
llustracién 18 y visualizar cuando las tapas triangulares estan cerradas, o rotan un
cierto angulo, tienen un vértice comun en el centro de la cara superior de la caja.
De no ser asi, las tapas probablemente se intercepten lo cual es una restriccion

implicita de una caja fisica. Pero ¢,como construir la tapa rotatoria?

Una posible solucion es construir un primer triangulo E. Después, generar la
imagen E’ por medio de rotacién de Eusando como eje de rotacion una de las
aristas superiores del cubo y tomando como angulo g el cual es un multiplo de la

distancia entre A y P. Esta construccion se repite tres veces hasta tener toda la
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tapa. Una retroaccion del medio, y que esta ligada a una restriccion implicita del
problema, consiste en visualizar que las tapas no pueden interceptar los lados de
la caja. La respuesta del alumno puede verse reflejado en una acotacion del

angulo maximo de rotacion por medio de modificar su segmento AB.

Otra forma construir las tres dltimas tapas, es utilizar E’ construido como ya se
indicO y realizar tres rotaciones sucesivas. Para ello es preciso visualizar un eje de
rotacion adecuado o se presentan dificultades. Por ejemplo, en nuestro caso no
fructifico el intento de realizar la rotacion de E’ usando las aristas verticales del
cubo como ejes de rotacidn porque las rotaciones generaron tapas con distintos
angulos de despliegue. La solucion se obtuvo cuando rotamos respecto a una
recta perpendicular a la cara superior y que pase por su centro. Un alumno que
maneje el esquema de generar movimiento por medio de paralelismo e
intercepciones deberd construir mas objetos geométricos (circulos, segmentos,

rectas, etc.) respecto a aquel que usa rotaciones.

Esquemas de uso en E-08

Esquemas de uso a priori (EUA):

e Arrastrar objetos, permitiendo determinar las propiedades geométricas de una
construccion geométrica.

e Ayuda la cual sirve para identificar los elementos y propiedades que permiten
construir un objeto geométrico.

e Transferencia de medida aplicado cuando se tiene un valor numérico y de
requiere establecer dependencia entre este valor una variable numérica de
otro objeto. Este esquema viene de Cabiri Il Plus.

e Rotacién en Cabiri Il Plus.

Esquemas de uso a desarrollar (EUD):
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e Crear dependencia entre objetos usando un numero variable, como la
distancia entre dos puntos de los cuales uno o los dos se pueden arrastrar,
para definir un angulo variable.

e Generar movimientos circulares con el uso de rotaciones identificando que el
triangulo que rota es la imagen de uno previamente construido.

e Generar objetos geométricos congruentes aplicando transformaciones de

isometria

i) Situacion E-09: Sistema Planeta — Satélite.

Dado un segmento AB y un punto P que pertenece a AB, construir un sistema
planeta satélite que cumpla lo siguiente: el satélite se mueve en Oérbita circular
respecto al planeta ubicado en el centro y tomando como punto de partida
cualquier punto sobre la circunferencia de la 6Orbita; el satélite se desplaza en su
Orbita cuando se anima o arrastra el punto P; la velocidad angular del satélite se
puede cambiar a un multiplo; y el segmento AB esta por fuera de la circunferencia

de la 6rbita satelital.

llustracién 22: Sistema Planeta — Satélite.

1. ¢Cbmo relacionar las propiedades que varian en AP con la variacion del
angulo de rotacion?
2. ¢Como se denomina el movimiento realizado por el satélite?, ¢qué
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propiedades geométricas permanecen invariantes durante en el movimiento
que realiza el satélite?, ¢ cuales varian?
3. Construido el planeta ¢cémo hacer para observar directamente el polo norte o

cualquier otra parte del sistema planeta satélite?

Descripcion de E-09

Este problema pretende generar en los alumnos la identificacion de la relacién que
se puede establecer entre escalares, como la distancia entre puntos en este caso
entre A y P, y otros valores que varian de forma continua dentro de una
construccion. Es el caso del modulo de un vector, la variacion de un angulo, el
radio de una esfera, etc. En particular variando el &ngulo de rotacion, el cual es un
escalar, y usando una transformacién de isometria se puede generar el
movimiento circular del satélite. Pero, ¢como podra el alumno garantizar la
relacion de dependencia que asocie la distancia variable por animacion entre A y

Pcon la rotacion del satélite?, o especificamente ¢ con el angulo de rotacién?

En este punto planteamos, a manera de hipotesis, que el alumno hard uso del
esquema de accion instrumentada transferencia de medida de Cabri Il Plus y
extenderda este conocimiento a Cabri 3D. Consideramos que el uso como
instrumento del artefacto transferencia de medida en Cabri Il Plus ya hace parte
de los saberes previos del alumno. Ademas, se espera que el alumno, en la
medida que realiza acciones en Cabri 3D para dar solucion a los problemas
propuestos, logre identificar que el angulo es un nimero y uno de los objetos

geometricos que permiten definir y construir una rotacion.

La condicion de obtener distintas velocidades angulares con solo modificar un
escalar se relaciona con la pregunta ¢ Como obtener el multiplo de un escalar en
Cabri 3D? 6 ¢Qué artefacto permite realizar operaciones con un escalar como la

multiplicacion? La calculadora cumple esta funcion, al igual que en Cabri Il Plus.
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Aunque se puede presentar el caso de alumnos que para variar la velocidad de la

rotacion utilicen una animacién mas rapida y no se remitan a multiplicar el angulo.

Adicionalmente, esperamos que los artefactos ayuda y bola de cristal emerjan,
durante la evolucion de las soluciones, como posibles indicadores de la
pertinencia de la construccion de los objetos geométricos. Esto debido al caracter

introductorio que tienen estos problemas abiertos.

Por otro lado, es pertinente decir que también es posible una soluciéon con
paralelismo y perpendicularidad. La cuestion es que si se intenta construir una
recta que intercepte tanto a AB como a la circunferencia existen dos posibles
puntos de intercepcion, independientemente de la posicion de AB respecto al
circulo, esto si tanto AB como el circulo son coplanares. Con ello el movimiento del
satélite construido en un punto de intercepcion solo describira media érbita cuando

se anime P.

Esquemas de uso en E-09

Esquemas de uso a priori (EUA):

e Arrastrar objeto: Permite determinar las propiedades geométricas de una
construccion geométrica

e Ayuda: Sirve para identificar los elementos y propiedades que permiten
construir un objeto geométrico

e Transferencia de medida: Se aplica cuando se tiene un valor numérico y se
requiere establecer dependencia entre este valor una variable numérica de
otro objeto. Este esquema viene de Cabri Il Plus.

e Rotacion en Cabri Il Plus.

Esquemas de uso a desarrollar (EUD):
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e Crear dependencia entre objetos usando un numero variable, como la
distancia entre dos puntos de los cuales uno o los dos se pueden arrastrar,
para definir un angulo variable.

e Generar movimientos circulares a partir de la construccion de circunferencias y
el uso de rotaciones identificando que la esfera que rota es la imagen de una

esfera previamente construida.

3.4.2. Situaciones de profundizacién

Las situaciones que denominamos como de profundizacion son aquellas
situaciones que atienden a la segunda fase en la experimentacion contemplada en

los lineamientos metodoldgicos.

Cada una de las situaciones de profundizacion apunta hacia los siguientes

objetivos:

e Rastrear la forma como los alumnos identifican y aplican los elementos
visuales presentes 0 necesarios en las soluciones a los problemas abiertos de
construcciéon geométrica.

e Determinar cuales son los artefactos e instrumentos con que cuentan los
alumnos en el momento de dar solucion a las situaciones.

e Determinar si los alumnos utilizan las transformaciones de isometria en 3D, si
reconocen los elementos que permiten realizarlas y como las aplican a las

posibles soluciones de estas situaciones de profundizacion.

Ademas, aclaramos que todos los problemas abiertos de construccién geométrica
propuestos tienen relacion con alguna situacion conocida por los alumnos en el
contexto real y el nombre asignado a cada una de ellas asi lo sugiere. Las

situaciones de profundizacion son: colision de esferas, pasando el muro, el
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columpio y la cancha de basquet.

A continuacion, y de forma general, se plantean algunas las acciones del alumno y
las retroacciones del medio que pueden presentarse en los procedimientos de
soluciébn a los problemas propuestos. Se observard que éstas acciones y
retroacciones no difieren mucho de las presentes en las situaciones de

exploracion.

e En P-01 a P-04 la accién es construir objetos geométricos y la retroaccion del
AGD consiste mostrarle al alumno, por medio del artefacto ayuda o cuadro de
texto, las primitivas que puede usar. Esta retroaccion ayuda la consideramos
debido a que los alumnos han tenido poco tiempo de trabajo en la primera
fase y por tanto contindan adquiriendo esquemas de uso.

e Arrastre de test de la figura o partes de la figura en P-01 a P-04 y la
retroaccion corresponde a la verificacion de la conservaciéon o no de las
propiedades geométricas paralelismo, perpendicularidad, conservacién de la
distancia, forma.

e Arrastre sobre lugar geométrico oculto sobre los diversos objetos de P-01 a P-
04y la retroaccibn muestra si la curva de movimiento de los objetos
corresponde con el buscado.

e Uso de bola de cristal sobre la construccion en todas las situaciones y la

retroaccion corresponde a mostrar visualmente interseccion o no de objetos.

Seguidamente, presentamos las situaciones de profundizacion, su descripcion y
analisis a priori de cada una de ellas. Es pertinente decir que los esquemas de uso
a desarrollar (EUA), descritos en la fase anterior, se plantean en esta etapa como
posibles esquemas de uso a priori (EUA) los cuales pueden llegar a evolucionar a
esquemas de accion instrumentada (EAI) o ya haberse desarrollado como un EAL.
Se debe considerar que el tiempo de trabajo del alumno con el medio por medio

de las situaciones de exploracion ha sido relativamente corto y por lo tanto los
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esquemas de accién instrumentada tal vez estén empezando a emerger. También,
para efectos de simplificar denotamos la primer situacion de profundizacion como

P-01, y asi sucesivamente con las demas.

a) Situacion P-01: Colision de esferas.

Dado un segmento ABen un plano m, un punto P en AB, construir dos esferas E1
y E2 de tal forma que al animar P las dos esferas se muevan sobre una
circunferencia, de tal forma que se acerquen entre si o se alejen entre si (ver

llustracion 23).

llustracién 23: Colisién de esferas.

1. ¢Qué propiedades geométricas en la construccién garantizan el movimiento
dependiente de E1 y E2 respecto al punto P?

2. ¢Qué propiedades geométricas en la construccién garantizan el movimiento
simultdneo o dependiente de la esfera E2 respecto a otra esfera E1?

3. ¢Qué propiedades geométricas permiten que las esferas choquen pero no se
superpongan?

4. Describe brevemente los pasos de la construccion.
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Descripcidn de la situacion P-01

Los objetos geométricos dados en esta situacion son un segmento AB en un plano
m y un punto Pque pertenece a dicho segmento, sin embrago, en la figura 19se
observa que AB no pertenece al plano que contiene a la trayectoria circular de las

esferas.

Uno de los objetivos de esta situacion es que el alumno visualice las propiedades
geométricas y/o las transformaciones de isometria presentes en la relacion
geométrica entre las dos esferas E1 y E2, y sus movimientos sobre una
circunferencia como dependientes del movimiento del punto P. Una primer
solucion que haga uso de la perpendicularidad entre otro segmento ED y una recta
[ que pase por un punto Q de ED, el cual depende del movimiento de P, mas la
interseccion de dicha recta con una circunferencia permite una posible solucién sin
usar transformaciones de isometria. Una solucion de este tipo indicara que el
alumno utiliza Cabri 3D, propiedades geométricas como paralelismo,
perpendicularidad y dependencia de movimiento, este Ultimo mas como un
instrumento que como un artefacto. Es decir, indica que el alumno es capaz de
visualizar y establecer relaciones entre el conocimiento, los objetos geométricos,
las propiedades geométricas que los relacionan y los artefactos de Cabri 3D que

permiten generar soluciones al problema planteado.

Si por otro lado, el alumno propone una solucién usando rotaciones y/o reflexiones
esto indicara dos cosas: primero, por medio de la visualizacion logra determinar
las relaciones entre las transformaciones de isometria, y los objetos geométricos
qgue permiten definirlas, con los objetos que definen la solucién al problema de
colision de esferas; y segundo, genera el movimiento de las esferas u objetos,
relacionando un paradmetro movil P, ligando los objetos geométricos que definen la
transformacién de isometria con el parametro P. Todo esto indicara que aplica las

transformaciones de isometria como un instrumento, y el esquema de accion
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instrumentada transferencia de medida de Cabri Il Plus evolucioné durante las

situaciones introductorias.

Dado que la situacion constituye un problema abierto de construccién geométrica,
es posible que el alumno proponga una solucion distinta a las antes enunciadas.
En cualquier caso nuestro trabajo consiste en identificar las transformaciones de
isometria que utilice en la solucion, los procesos de visualizacion que ha llevado a
cabo asi como los artefactos, que a partir de las situaciones exploratorias, son

ahora instrumentos.

Finalmente, el que las esferas no se superpongan es una condicion implicita que
puede aparecer dentro de una posible solucion al problema. Esta tendria sentido

fisico en las colisiones elasticas.

Esquemas de uso en P-01

Esquemas de uso a priori (EUA):

e Crear dependencia entre objetos usando un numero variable, como la
distancia entre dos puntos de los cuales uno o los dos se pueden arrastrar,
para definir un angulo variable.

e Crear movimientos circulares a partir de la construccién de circunferencias y
posiblemente el uso de rotaciones identificando que la esfera que rota es la

imagen de una esfera previamente construida.

Esquemas de accion instrumentada (EAI):

e Crear una dependencia funcional entre un numero variable y el movimiento de
objetos geométricos.

e Establecer una relacion de dependencia entre el movimiento de diversos
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objetos geométricos mediante la aplicacion de transformaciones de isometria.

b) Situacion P-02: Pasando el Muro.

Dados dos segmentos y dos puntos P, y P, que pertenecen, respectivamente a
cada segmento, una caja M (que se constituye en muro) en un plano m, una recta
[ en m y [ perpendicular a una de las caras del muro, construir una esfera E y un
caja J de forma que desplazando P, la esfera se mueva paralela a M, y al mover P,

se pase la esfera E por encima de M y se introduzca en la caja J.

Mwo

llustracién 24: Pasando el muro.

1. ¢Cuales son las propiedades geométricas que permiten que la esfera pase el
muro y entre perfectamente en la caja J? Explica.

2. ¢Cuales son las propiedades geométricas que relacionan el movimiento de
P; 0 P, sobre un segmento con el movimiento de la esfera?

3. De la construccion realizada: ¢qué figura geométrica le causo mayores
dificultades? Explica.

4. Describe brevemente los pasos de la construccion.
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Descripcidn de la situacion P-02

Pasando el muro es un problema que recoge elementos explorados tanto en la
macroconstruccion con el mismo nombre, como en los otros problemas abiertos

propuestos en las situaciones de exploracion.

En la construccion geométrica de una solucibn esperamos observar la
visualizacion aplicada por el alumno en la forma como relaciona los conocimientos
adquiridos o reforzados durante la realizacion de las situaciones exploratorias, a
fin de generar los dos movimientos de la esfera. Estos movimientos corresponden

a una torcedura.

Una solucién se puede obtener utilizando perpendicularidad, intersecciones, etc.
en especial a la hora de pasar la esfera sobre el muro sin tocarlo.

Otra solucion puede construirse por medio de aplicar rotacion a la esfera a fin de
pasar el muro. Esta puede realizarse en una trayectoria circular con radio mayor a
la altura del muro; y una vez establecida esta condicion en la construccién no es
necesario un tercer controlador que determine este radio como aparece en la
macro. Es de notar que una condicién del problema es que la esfera pase sin tocar
el muro, lo cual puede hacer inclusive si describe otras trayectorias, como una
parabola por ejemplo, generando otras soluciones. El movimiento a lo largo del
muro se obtiene por medio de una traslacion dependiente de uno de los

controladores P, 0 P,.

También, es pertinente determinar las propiedades geométricas e incluso el
posible uso de bola de cristal para determinar cuando la esfera se intercepta o no
con las paredes de la caja o con el muro, e incluso con el plano m. Y asi,
determinar las variables de la construcciéon geometria que el alumno acota a fin de

tener en cuentas las restricciones de intercepcion.
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Esquemas de uso en P-02

Esquemas de uso a priori (EUA):

e Crear dependencia entre objetos usando un numero variable, como la
distancia entre dos puntos de los cuales uno o los dos se pueden arrastrar,
para definir un angulo variable o un vector variable.

e Crear movimientos circulares a partir de la construccién de circunferencias y el
uso de rotaciones.

e Crear movimientos paralelos de objetos geométricos a partir de traslaciones.

Esquemas de accion instrumentada (EAI):

e Aplicar transformaciones de isometrias construyendo torceduras que permitan
desplazar la imagen de un objeto geométrico de un punto del espacio a otro,
donde las propiedades de la torcedura dependen de un pardmetro numérico.

c) Situacion P-03: El columpio.

Dado un segmento AB, un punto P sobre AB, construir un columpio de tal forma

gue cuando se anime el punto P el asiento A oscile 0 se mueva como péndulo

describiendo un arco de circunferencia (ver llustracion 25).

llustracién 25: El columpio.
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1. ¢Qué propiedades de toda la figura geométrica permanecen invariantes
durante el movimiento del asiento?

2. ¢Como relacionar el movimiento de P en el segmento AB con la oscilacion del
asiento?

3. Describe brevemente los pasos de la construccion.

Descripcion de la situacion P-03

En la construccion del columpio es posible que el alumno integre movimiento,
rotacion y simetria o reflexién en la busqueda de la solucion. Esto se da porque en
general los alumnos han tenido alguna experiencia fisica con columpios y han
percibido las caracteristicas visuales de su desplazamiento oscilatorio sobre un
arco de circunferencia. Ademas, los artefactos de Cabri 3D le permiten poner en
juego conocimientos geométricos espaciales y conocimientos movilizados por los

alumnos en las situaciones de exploracion.

Se espera evidenciar la aplicacion de los conocimientos en la forma como se
realice el problema logrando que el asiento y su soporte oscilen a medida que se
anima un parametro P. La oscilacidén se puede generar por medio de rotaciones o
reflexiones respecto a un eje, que en este caso viene a ser el soporte horizontal.
Pero también puede ser obtenida por medio de interseccion simultdnea entre una
recta con una circunferencia, y la misma recta con el segmento dado AB en el
punto P. Animando P se genera las oscilaciones del asiento el cual se construye

en la intercepcion de la recta con la circunferencia.

En una solucién por transformaciones de isometria el alumno visualiza la relacién
entre el asiento, el cual debe permanecer a una distancia fija del soporte
horizontal, mientras que en la otra solucion se concentra en la interseccion de una

trayectoria circular con una recta.
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En la oscilacion hecha por rotacién del asiento es pertinente visualizar el punto de
origen de la rotacién, como en un columpio fisico, y ademas este debe oscilar si
inicialmente esta fuera de la posicion de equilibrio. Esto debido a que si el asiento
esta inicialmente en el punto mas bajo, y se aplica una rotacién con un angulo
dado, se obtiene que la imagen del asiento oscila entre una posicion méaxima y el
punto cero. Es decir, la trayectoria que recorre es solo la mitad de la recorrida por

un columpio fisico.

Ahora, los soportes del columpio. Una construccion geométrica de los soportes
verticales y horizontales, realizada soporte por soporte indica que la visualizacién
aplicada por el alumno solo da cuenta del paralelismo y perpendicularidad entre
los soportes. Por otro lado, una construccion en la cual se construya un soporte
vertical y a partir de este se construya el segundo por reflexion o traslacion indica
que el alumno visualiza la relacién de simetria existente. Es mas, la construccién
del soporte horizontal se puede obtener rotando 90° uno de los soportes

verticales.

Por ultimo, agregamos que esta situaciéon se puede ampliar y enriquecer si a la
construccion de un columpio se adicionan otros, a la misma barra horizontal, que
se desplacen en el mismo sentido o en sentido opuesto del inicial. En tal caso, se
observa cierta dificultad en cuanto a generar el movimiento en sentido opuesto.
Sobre todo porque se debe visualizar las propiedades que deben cumplir ambos
columpios. A manera de sugerencia pensamos que la aplicacion de una doble
reflexion plana, donde los dos planos son perpendiculares entre si, puede dar

solucion al nuevo problema.

Esquemas de uso en P-03

Esquemas de uso a priori (EUA):
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e Crear dependencia entre objetos usando un numero variable, como la
distancia entre dos puntos de los cuales uno o los dos se pueden arrastrar,
para definir un angulo variable o un vector variable.

e Crear movimientos circulares a partir de la construccion de circunferencias y
posiblemente el uso de rotaciones identificando que la esfera que rota es la

imagen de una esfera previamente construida.

Esquemas de accion instrumentada (EAI):

e Aplicar rotaciébn para generar movimientos oscilatorios y simetrias para

generar imagenes congruentes de objetos geométricos.

d) Situacion P-04: La cancha de basquet.

Dado un segmento AB, un punto P en AB y un plano m, construir una cancha de
basquet en m, dos aros y dos esferas E; y E,; de tal forma que cuando se mueva
P se desplace E; y E, en direcciones opuestas, partiendo del punto M, o una hacia
la otra y se puedan introducir en los aros. Y las esferas no se interceptan con los

aros o tableros.

llustracién 26: La cancha de basquet.
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1. ¢Qué propiedades geométricas cumplen las canchas con sus aros?

2. ¢Qué propiedades geométricas cumplen las dos esferas?

3. ¢Qué propiedades geométricas o que variables en la construccion permiten
que las esferas no se intercepten con los aros o tableros?

4. Describe brevemente los pasos de la construccion.

Descripcion de la situacién P-04

Este problema presenta varias simetrias entre los objetos geométricos que la
componen. Las canchas son congruentes, asi como los dos balones o esferas.
Incluso el movimiento de las dos esferas esta supeditado la una a la otra, bien
acercandose o alejandose por medio de una reflexion central, axial o plana.
Obsérvese, que no se dice si la trayectoria de desplazamiento de las esferas es
recta, circular, eliptica, etc. Se espera que el alumno visualice y elija el tipo de
trayectoria que desea imprimir a las esferas. Una trayectoria curva, en particular la

circular, le permitiria ingresar las esferas a los aros sin interceptarlos.

Otra propiedad geométrica entre esferas y aros, y que en el problema es implicita,
se debe a que las esferas deben entrar en los aros. Es decir, los radios
correspondientes deben cumplir con una desigualdad. Decir que una esfera entran
en el aro es equivalente a afirmar que el centro de la esfera y el aro estan muy

proximos entre si.

Tampoco se hace alusién a la velocidad como se acercan el uno al otro. Tal vez,
uno de los balones se mueve mas rapido que el otro. En un juego real de basquet
puede presentarse un sin numero de variaciones del problema. Pero ¢Como

generar el movimiento de las esferas?

Una solucion al movimiento es generar una rotacion en la esfera E;, con centro en

M y angulo igual a la distancia entre A y P. Asi, cuando se anima P genera una
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rotacion en E;. El alumno puede emplear las propiedades geométricas parecidas a

las presentes en la solucion de P-01. La esfera E, se obtiene por reflexion de E;.

Consideramos que debido a las simetrias presentes en el problema abierto de
construccidon geométrica, tanto en las canchas como los balones, es probable que
el alumno use varias reflexiones. Pero también, es posible emplear las
traslaciones. Una ausencia de transformaciones de isometria indica que el alumno
visualiza las propiedades geométricas que deben cumplir los objetos, pero no los

relaciona con torceduras en el espacio.

Esquemas de uso en P-04

Esquemas de uso a priori (EUA):

e Crear dependencia entre objetos usando un numero variable, como la
distancia entre dos puntos de los cuales uno o los dos se pueden arrastrar,
para definir un angulo variable o un vector variable.

e Crear movimientos circulares a partir de la construccién de circunferencias y
posiblemente el uso de rotaciones identificando que la esfera que rota es la
imagen de una esfera previamente construida.

e Generar movimientos simétricos de objetos usando un punto, un eje o un

plano y torceduras las cuales dependen de un controlador.
Esquemas de accion instrumentada (EAI):
e Aplicar transformaciones de isometrias para establecer una relacion de

dependencia entre el movimiento de diversos objetos geométricos y un valor

numeérico variable.
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3.5. RECURSOS PARA IMPLEMENTAR LA SECUENCIA

3.5.1. Seleccion y descripciéon de los alumnos que participaron en el

desarrollo de la secuencia

Los participes en la aplicacion dela secuencia son alumnos regulares de la
Licenciatura en Mateméticas y Fisica y la Licenciatura en Educacion Basica con
Enfasis en Matematicas del Instituto de Educacién y Pedagogia de la Universidad
del Valle.

La seleccion de los participes se realizd por recomendacion directa del Director de
este trabajo de investigacion bajo los siguientes criterios: Los alumnos deben
contar con conocimientos previos del AGD Cabri Il Plus y algun interés en la Linea
de Tecnologias de la Informacién y Comunicacion que ofrecen los dos programas
académicos antes mencionados. Para esto se trabajé con un grupo de 8 alumnos

matriculados en un seminario de investigacion de dicha Linea.

3.5.2. Tiempos y contenidos de aplicacion de la secuencia

La aplicacion de la secuencia se llevd a cabo en tres sesiones de tres horas cada
una, distribuidas de la siguiente manera: dos sesiones para las situaciones de

exploracién y una sesion para las situaciones de profundizacion.

En la primera sesion podemos identificar dos momentos. Un primer momento en el
que se realizo una breve exposicion de introduccion al Cabri 3D por parte de uno
de los investigadores a fin de proporcionar algunos esquemas de uso basicos que
se consideran necesarios para empezar el desarrollo de la secuencia. En el
segundo momento comienza el desarrollo de la secuencia y se establece que solo

se trabajaran las situaciones E-01, E-02, E-03 y E-04.
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En la segunda sesion se trabajan las situaciones E-05, E-06, E-07, E-08 y E-09,
agotando en esta etapa las situaciones de exploracion. Y finalmente, en la tercera

sesion se desarrollan las situaciones P-01, P-02, P-03 y P-04.

Es de subrayar que en cada una de las sesiones, se realiza la socializacién de
algunos de los procedimientos de solucion de los alumnos a las situaciones

propuestas.

3.5.3. Elementos necesarios para la aplicacién de la secuencia

La aplicacién de la secuencia tuvo lugar en un aula del Instituto de Educacién y
Pedagogia de la Universidad del Valle. El espacio cuenta con un proyector (video
beam en ingles) y, adicionalmente, se utilizaron 4 computadores portatiles a los
cuales se les instal6 Cabri 3D, de modo que se distribuyeron dos alumnos por
computador y a cada grupo se le entrego una carpeta electrénica con las
situaciones a desarrollar, tanto de exploracion como de profundizacion.

Para recopilar la informacion se le solicitd a cada grupo consignar sus respuestas,
comentarios y/o apuntes a las preguntas planteadas, en cada una de las
situaciones, en un documento electrénico. Asi mismo, se les indico guardar sus
construcciones geométricas en la carpeta electronica dada. Las construcciones
geométricas son archivos electronicos de Cabri 3D con extension cg3.
Complementariamente, se utiliz6 una cadmara de audio y video para registrar en
acto los procedimientos de solucion, conjeturas y la forma como los alumnos

interactdan entre si y con el medio a fin de resolver las situaciones.
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3.6.

ANALISIS A POSTERIORI Y EVALUACION DE LA SECUENCIA

3.6.1.  Analisis a posteriori de las situaciones de exploracion

Situacion E-01: Pasando el Muro.

Aunque los alumnos identificaron que la esfera describe una trayectoria
circular cuando se mueve el controladorP; y que su trayectoria paralela al
muro depende del controlador P,, se observa que la mayoria de los alumnos
no logré relacionarlos movimientos generados por los controladores P;, P, y P
con las transformaciones traslacion y rotacion. Sin embargo, uno de los grupos
de trabajo planted que la esfera rota alrededor de un punto ubicado en la base
del muro. Pese a que esta afirmacion es correcta cuando se trabaja en el
plano, es incorrecta cuando se trabaja en el espacio ya que en Cabri 3D la
rotacion de un objeto geométrico se realiza siempre alrededor de un eje. En
consecuencia, podemos establecer que los alumnos de este grupo de trabajo

se inclinan a extender los esquemas del plano al espacio.

Por consiguiente, de los esquemas de uso a desarrollar considerados para
esta situacion, es correcto afirmar que los alumnos no reconocieron los
objetos geométricos que definen las transformaciones de isometria presentes

en la macroconstruccion.

Situacion E-02: Segmento — Punto.

Se observlé que el desarrollo de E-02 no presentd mayores dificultades en
torno a su construccién generando asi el esquema de uso a desarrollar
planteado para esta situacion. Pensamos que esto se debe a los esquemas de

uso a priori que poseen los alumnos y que derivan de su trabajo en Cabri Il
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Plus. No obstante, dos de los grupos coinciden en afirmar que “se tienen
ciertos obstaculos frente al manejo de las herramientas de Cabri 3D como la
manera en que se nombran los puntos” (ver Anexo 1, Documentos 3 y 6). Esto
se puede evidenciar al revisar una de las construcciones en las cuales
aparentemente se nombro el punto A pero en realidad se dio nombre al plano

gue contiene el segmento construido.

Situacion E-03: Esfera de radio variable.

Orientados en el artefacto ayuda, todos los grupos excepto uno utilizaron la
construccion E-02 para obtener un nimero variable que constituiria la longitud
del radio de la esfera a construir. Luego, hicieron uso de calculadora para
generar el doble de ese radio y finalmente construir la otra esfera solicitada en

esta situacion.

Por otra parte, al interrogar a uno de los grupos sobre la pertenencia o no del
centro de la esfera construida al plano dado (ver Anexo 3, Video E-03 (1)),
surgid la necesidad de utilizar revisar la construccion para garantizar
efectivamente la pertenencia del centro de la esfera al plano dado, ya que a

simple vista pareciera no pertenecer.

Asi mismo, dos de los grupos coincidieron en su construccion de dos esferas,
una con el punto centro en el plano dado y otra por fuera de este (ver Anexo 3,
Videos E-03 (4) y E-03 (5)), estableciendo que la esfera construida por fuera
del plano dado también es solucion para esta situacion. Ademas, la
construccion de objetos geométricos por fuera del plano dado, da cuenta de
un esquema de uso desarrollado no contemplado en el analisis a priori de esta

situacion.

Como se menciond inicialmente, existe un grupo que no utilizo la construccion
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E-02 como base para solucionar la situacion E-03 (ver Anexo 3, Videos E-03
(8)). Esta construccion difiere de las demas en el uso del artefacto recta
perpendicular, usado para para construir dos rectas perpendiculares a AB, una
por A y otra por P, de las cuales depende el radio de la esfera construida.
Cabe resaltar que el centro de la esfera esta sobre la recta perpendicular que
pasa por A y no pertenece al plano que contiene a A y P. En este caso, el
esquema de uso a desarrollar que se refiere a la dependencia entre objetos

usando un namero variable no emergio.

Finalmente, los alumnos validaron sus construcciones por medio del arrastre y
bola de cristal, y establecieron una dependencia entre la variacion de la

distancia entre puntos con la variacion del radio de la esfera.

Situacién E-04: Angulo variable.

Para solucionar esta situacion, todos los grupos utilizaron la construccion E-02
para obtener un numero variable que posteriormente definiria un &angulo
variable. Para esto coincidieron en utilizar transferencia de medida de dicho
namero variable sobre una circunferencia. Esto refleja la generacién de los
esquemas de uso a desarrollar planteados para esta situacion excepto el
hecho que no asociaron la variacién del angulo con la transformacién de

rotacion.

Situacion E-05: Caja sin tapa.

Para resolver esta situacién los grupos utilizaron tres estrategias distintas de

solucion.

La primera estrategia privilegia el uso de los artefactos recta perpendicular y

plano perpendicular para realizar la construccion de la caja sin tapa. Para
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definir las caras de la caja se empleo el artefacto poligono, caja que no cumple

con ser cubica y por tal razén esta no es una solucion para la situacion.

La segunda estrategia utiliza transferencia de medida, recta perpendicular y
plano perpendicular; de modo que transfieren la medida de un segmento inicial
a rectas paralelas y perpendiculares generadas a partir de dicho segmento. De

esta manera se obtienen los vértices de la caja y se garantiza que sea cubica.

La tercera estrategia, al igual que en la estrategia anterior, hace uso de recta
perpendicular y plano perpendicular para la construccion de la caja pero
recurre a circunferencia definida en un plano por su centro y un niamero (radio)

para garantizar la homogeneidad de las aristas del cubo.

Mientras que en la primera estrategia las caras de la caja se construyen
empleando el artefacto poligono, en la segunda y tercera esto se realizd
mediante el artefacto cuadrado por cuatro puntos.

En esta situacion podemos observar que no emerge el esquema de uso a
desarrollar que apunta a la construccién de un cubo a partir de la aplicacién
sucesiva de transformaciones de isometria a determinados objetos

geométricos.

Situacion E-06: Mover una esfera paralelamente a un muro.

Todos los grupos emplearon transferencia de medida para establecer la
relacion de dependencia entre el movimiento paralelo al muro de la esfera y el
valor numérico variable. Es de notar que solo uno de los grupos utilizé el
artefacto vector pero no con la intencion de realizar una traslacion que
permitiera dar solucion a la situacion, sino como mecanismo visual para

resaltar la amplitud del movimiento de la esfera.
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Refiriéndonos a la construccién del muro, solo uno de los grupos utilizé el
artefacto caja XYZ, mientras que los restantes utilizaron estrategias de
construccion similares a las mencionadas en el andlisis a posteriori de la

situacion E-05.

Situacion E-07: Esfera con movimiento circular.

Para garantizar el movimiento circular de la esfera, la estrategia general de
construccion favorecié el uso de transferencia de medida. De modo que,
utilizando la construccién realizada en E-04, se trasfiere un niamero variable
sobre una circunferencia. Los procedimientos de construccion difieren en la
forma de utilizar el artefacto circunferencia: en dos casos se utiliza
circunferencia centrada en un eje y que pasa por un punto, y en los restantes

circunferencia definida en un plano por su centro y un punto.

En esta situacién, es evidente que no emerge el esquema de uso a desarrollar

que asocia el movimiento circular a la transformacién de rotacion.

Situacion E-08: Caja con tapa seccionada y desplegable.

Existen dos estrategias distintas de solucién para esta situacion.

La primera estrategia de solucion empleada por tres de los cuatro grupos,
consiste en construir la caja utilizando los artefactos recta perpendicular, plano
perpendicular y circunferencia. Para la construccidon de las secciones
triangulares maviles de la tapa se utiliza el procedimiento usado en E-04 que
privilegia transferencia de medida, de modo que para cada seccion se realiza
una transferencia de medida del ndmero variable a cada una de las
circunferencias que pasan por el centro de la cara superior de la caja y que

tienen como eje las aristas de dicha cara (ver Anexo 2, Archivo Cabri E-08
(1))
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La segunda estrategia de solucion es de gran relevancia en el sentido que
utiliza las transformaciones de isometria para simplificar el procedimiento de
construccion. En esta linea, para la construccion de las secciones triangulares
moviles de la tapa el grupo en cuestion construye solo una de las secciones
utilizando el procedimiento usado en E-04, con esto genera el movimiento
circular de la seccion construida. En este punto los alumnos emplean tres
rotaciones sucesivas de 90° para obtener las secciones restantes,
argumentando que dicha eleccion les permite hacer depender el movimiento
de las cuatro secciones de una Unica transferencia de medida (ver Anexo 3,
Video E-08 (1)).

Situacion E-09: Sistema Planeta — Satélite.

Las soluciones a este problema abierto de construccion geométrica se
caracterizan por ser analogos a la solucion de la situaciéon E-04. Por lo tanto,
nuevamente observamos que transferencia de medida aparece como artefacto
recurrente para establecer la relacién de dependencia entre un valor numérico
variable y el movimiento de un objeto geométrico. Adicionalmente, los alumnos
utilizaron calculadora para duplicar la medida del angulo variable. Sin
embargo, registros como el siguiente (ver llustraciéon 27), dan cuenta de que
los grupos identificaron algunos elementos que definen la transformaciéon de

rotacion.
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2. ;Como se denomina el movimiento realizado por el satélite?, ; qué propiedades
geomeétricas permanecen invariantes durante en el movimiento que realiza el
satélite?, ;cudles varian?

RY el movimiento que realiza el satelite es de rotacion alrededor del planeta.

Las propiedades que mantienen invariante ante la rotacion es el tamafio del
satélite (formalmente esta propiedad invariante es la congruencia), ofro
elemento que mantiene fijo es el centro de rotacidén y la distancia entre el

planeta y el satélite.

Los elementos que varian ante el movimiento del satélite son el angulo de giro,

y la longitud de arco.

lHustracién 27: Fragmento del Documento 1 contenido en el Anexo 1.
En esta linea, podemos afirmar que aun no emerge la utilizacion de las

transformaciones de isometria como un esquema de uso que permita dar

solucién a la situacion.

3.6.2. Andlisis a posteriori de las situaciones de profundizacion

Situacion P-01: Colision de esferas.

Como lo ejemplificamos con el siguiente registro (ver llustracion 28),
transferencia de medida es el artefacto utilizado por todos los grupos para
generar una relacibn de dependencia entre el movimiento de los objetos

geometricos y un valor numérico variable.
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1. ;Queé propiedades geometricas en la construccion garantizan el movimiento

dependiente de E1 y E2 respecto al punto P?

R/ las propiedades que garantizan un movimiento dependiente es la
circunferencia en el cual se mueven ambas esferas, y la transferencia de

medida y la inversion de esta transferencia.

2. ;Qué propiedades geometricas en la construccion garantizan el movimiento

simultaneo o dependiente de la esfera E2 respecto a otra esfera E17?

R/ la propiedad que garantiza ese movimiento dependiente es la transferencia
de medida de la distancia AP sobre dos puntos arbitrarios sobre la

circunferencia,

llustracién 28: Fragmento del Documento 4 contenido en el Anexo 1

En este punto y bajo los analisis realizados anteriormente podemos establecer
que el uso de transferencia de medida se ha constituido en un esquema de
accion instrumentada. Por otra parte, es de resaltar que el uso de este
instrumento varia de un grupo a otro: dos grupos de alumnos utilizaron
transferencia de medida para transferir dos nimeros variables diferentes sobre
una circunferencia (ver anexo 3, videos P-01 (2) y P-01 (3)), otro grupo
transfirio dos veces el valor de un numero variable sobre la circunferencia pero
invirtiendo una de ellas respecto al punto de referencia (ver anexo 3, video P-
01 (1)). Finalmente, el grupo restante aplico una Unica transferencia y para

generar la colisidn utilizé simetria axial (ver anexo 3, video P-01 (5)).

Situacion P-02: Pasando el muro.

Las estrategias de solucion desarrolladas por los grupos para esta situacion,
excepto uno que no logro culminarla (ver anexo 2, archivo Cabri P-02 (4)), son

similares en tanto es presente en ellas el uso de los artefactos recta paralela,
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recta perpendicular, plano paralelo, plano perpendicular y transferencia de

medida.

Las soluciones difieren en la construccion del muro y la caja. Uno de los
grupos utilizé paralelismo y perpendicularidad de planos para la construccion
del muro y, paralelismo y perpendicularidad de rectas para la construccion de
la caja (ver anexo 2, archivo Cabri P-02 (2)). Los dos grupos restantes
utilizaron el artefacto caja XYZ para la construccién del muro pero difieren en
la construccién de la caja: mientras que uno de ellos utiliza recta paralela,
recta perpendicular y transferencia de medida (ver Anexo 2, Archivo Cabri P-
02 (1)), el otro hace uso de traslacién en esta parte de la construccion (ver
Anexo 2, Archivo Cabri P-02 (3)).

La relacion de dependencia entre el movimiento de la esfera y el valor
numerico variable se logra con base en una composicion de las estrategias de
solucion empleadas en E-01, E-04 y E-06 (ver Anexo 3, Videos P-02 (1) y P-
02 (2)). No obstante, conseguir establecer dicha relacion constituye la mayor
dificultad para los alumnos ya que, como lo afirma uno de los grupos en el
siguiente registro (ver llustracion 29), no es inmediato generar la torcedura de

la esfera.
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3. De la construccion realizada: ;qué figura geométrica le causo mayores

dificultades? Explica.

R/ no hay figura geométrica que tenga mas dificultad, sino que su proceso de
construccion es mas largo esta figura es la caja J. En donde si se presenta
dificultad es en relacionar el movimiento horizontal y el movimiento de
rotacién, dado que hay una interdependencia entre estos que permite ubicar

perfectamente la esfera dentro de la caja J.

En la exploracion esta relacion de movimiento se determina por la

construccion de un vector en la base de la caja y la transferencia de medida

lHustracién 29: Fragmento del Documento 4 contenido en el Anexo 1.

Situacion P-03: El columpio.

Apoyados en el artefacto descripcion de Cabri 3D es posible examinar los
procedimientos de solucion de cada uno de los grupos, como se ha realizado
hasta el momento, encontrando que para esta situacion dichos procedimientos
hacen uso de perpendicularidad y paralelismo para llevar a cabo la
construccion de la estructura del columpio. Al respecto del movimiento
rotatorio del asiento del columpio, podemos establecer que de nuevo se hace
uso del EAI transferencia de medida, concluyendo que el esquema de uso que
se refiere a la utilizacion de la transformacion de rotaciébn para generar
movimientos oscilatorios y simetrias para generar imagenes congruentes de
objetos geométricos no emerge. (Ver anexo 2, archivos Cabri P-03 (1), P-03
(2), P-03 (3), P-03 (4), P-03 (5), P-03 (6), P-03 (7))

Situacion P-04: La cancha de basquet.

Esta situacion se destaca de las anteriores porque en dos de las estrategias
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de solucion se hace uso de las transformaciones de isometria para simplificar
los procedimientos de solucion. Es de nuestro interés hacer especial énfasis
en el analisis de estas estrategias porque ello da cuenta de la potencialidad de
las transformaciones de isometria para resolver problemas de construccion

geomeétrica.

Es posible distinguir dos estrategias de solucidbn. En ambas se emplea
transferencia de medida para generar el movimiento de las esferas, pero una

se distingue de la otra en el uso de las transformaciones de isometria.

Basados en el uso de transferencia de medida es posible diferenciar cada una
de las estrategias de solucion. Uno de los grupos, utilizando un valor numérico
variable realizo dos transferencias de medida, una de ellas invertida, sobre
dos circunferencias distintas (ver anexo 2, archivos Cabri P-04 (2) y P-04 (4)).
Otro hizo uso dos valores numeéricos variables para realizar dos transferencias
de medida sobre una unica circunferencia (ver anexo 2, archivos Cabri P-04
(3)). Finalmente, un tercer grupo empleo dos valores numéricos variables para
realizar dos transferencias de medida sobre dos circunferencias distintas (ver
anexo 2, archivos Cabri P-04 (5)).

Por otra parte, existen dos estrategias de solucidn en las cuales se utilizan las
transformaciones de isometria. La primera de ellas, una vez construida la
cancha y logrado el movimiento de una esfera por transferencia de medida, se
emplea simetria axial para obtener una segunda esfera que tiene un
movimiento igual y opuesto a la primera (ver anexo 2, archivos Cabri P-04 (1)).
Construido uno de los tableros, el soporte y aro del mismo, asi como la esfera
que entra en dicho aro por transferencia de medida, la segunda estrategia
hace uso de rotacion de un objeto definida por un eje y un angulo, en este
caso de 180°, para obtener la imagen de cada uno de los objetos geométricos

previamente construidos (ver anexo 2, archivos Cabri P-04 (6)). En ambas,
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estrategias se puede observar que los alumnos intentan simplificar sus
procedimientos de construccion empleando las transformaciones de isometria

mencionadas.
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CAPITULO 4

CONCLUSIONES

En este capitulo presentamos las conclusiones de este trabajo de investigacion,
las cuales esperamos sean beneficiosas para la ensefianza de la geometria en el
espacio. Estas conclusiones atienden principalmente al problema e hipétesis de
investigacion, se derivan a partir tanto de nuestra reflexion teérica como de los
resultados obtenidos conforme al referente metodoldgico utilizado en un contexto
experimental, y podrian llegar a constituir un punto de partida para posteriores

investigaciones.

4.1. SOBRE LA UNIDAD DE ANALISIS DE ORDEN VISUAL

Atributos visuales como forma, tamafio y color de los objetos geométricos fueron
modificados en Cabri 3D con cierta facilidad y de manera recurrente por los
alumnos; lo cual asociamos a una extension del esquema de uso analogo en Cabri
Il Plus.

Por otra parte, el uso del artefacto bola de cristal permitié a los alumnos apreciar
los objetos geométricos construidos desde diferentes vistas para establecer
relaciones y propiedades geométricas entre dichos objetos. Cabe resaltar que la
utilizacién de este artefacto no presentd mayores inconvenientes pese a que es
exclusivo de Cabri 3D y, en términos de retroaccion, es uno de los artefactos que

posibilitd a los alumnos corroborar sus hipotesis a fin de avanzar en la basqueda
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de una solucion al problema abierto de construccion geométrica.

Para terminar, y de acuerdo con nuestra definicion de visualizacion, podemos
afirmar que transferencia de medida da cuenta de la manipulacion en Cabri 3D de
las imagenes mentales visuales elaboradas por los alumnos ya que este artefacto
aparece en los procedimientos de solucion como el elemento fundamental para
lograr esta cuestion. En este caso dichas imagenes apuntan ala generacion de la
relacion de dependencia entre el movimiento de diversos objetos geométricos y un

valor numérico variable.

4.2. SOBRE LA UNIDAD DE ANALISIS DE ORDEN INSTRUMENTAL

En general, se observd que transferencia de medida se constituyd en un
instrumento durante el desarrollo de esta secuencia, en tanto aparece
naturalmente en todas las estrategias de solucién para establecer la relacion de
dependencia entre el movimiento de diversos objetos geométricos y un valor
numerico variable. De esta manera se confirma la suposicion planteada en las
unidades de analisis de orden instrumental, que afirma que el alumno extiende del
plano al espacio el uso del instrumento transferencia de medida. Asi mismo,
afirmaciones como la anterior validan nuestra segunda hipétesis de investigacion
la cual presume la extensidbn que de los razonamientos efectuados por los

alumnos en la geometria plana a la geometria espacial.

En esta linea, pensamos que es posible construir otras situaciones en la cuales se
puede limitar el uso del instrumento transferencia de medida, como variable
didactica, para favorecer el uso de las transformaciones de isometria en las

estrategias de solucion.

Refiriendonos ahora a las construcciones en la interfaz grafica de Cabri 3D,
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logramos determinar que la mayoria de los alumnos asumen que deben realizarlas
partiendo de objetos geométricos bésicos como puntos, segmentos, rectas y
planos; sin considerar la posibilidad de utilizar otros artefactos, como los
tridimensionales, que les permitan simplificar sus procedimientos de construccion
en el espacio. Por ejemplo, el uso del artefacto caja XYZ para construirlos muros
de las situaciones E-06 y P-02 solo se observd en la solucién de uno de los
grupos. (Ver anexo 2, archivos Cabri E-06 (2) y P-02 (1)).

Por ultimo, destacamos que el tipo de arrastre que se privilegié en términos de su
uso por los alumnos fue el arrastre de test como artefacto para validar sus
construcciones geométricas. Este hecho es transversal a todas las estrategias de
solucion de las situaciones propuestas en tanto que la relaciébn de dependencia
entre el movimiento de diversos objetos geométricos y un valor numérico variable,
se comprueba en virtud del arrastre de un punto que pertenece a un segmento
dado.

4.3. CARACTERIZACION DEL USO DE LAS TRANSFORMACIONES DE
ISOMETRIA EN LAS ESTRATEGIAS DE SOLUCION

Dado que los datos obtenidos no son suficientes para validar nuestra tercera
hipétesis, la cual enmarca las transformaciones de isometria como un instrumento
potente para el desarrollo del pensamiento espacial y para resolver problemas de
construccion en el espacio, en tanto dichas transformaciones no aparecen en las
estrategias de solucidon. Sin embargo, si es correcto subrayar que los datos
confirman nuestra primera hipotesis de esta investigacion, la cual sugiere que en
nuestro medio poco son usadas las transformaciones de isometria en los
procedimientos de construccion en el espacio. Este hecho se verifica en las

estrategias de solucion de los alumnos a cada una de las situaciones propuestas.
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Con respecto a lo planteado anteriormente, observamos que las transformaciones
de isometria solo aparecen al final de la secuencia a la situacionP-04como una
estrategia para simplificar sus procedimientos de construccion. Aunque en ambas
soluciones el uso de las transformaciones es muy reducido, se puede apreciar una
ligera intencién de los alumnos por disminuir los pasos de su algoritmo de
construccion. Pero esto no es del todo concluyente debido a la ausencia de otros
registros en donde emerjan las transformaciones de isometria y sea plausible

observar como son utilizadas por los alumnos.

Mas aun, las transformaciones nunca aparecen para establecer la relacion de
dependencia entre un numero variable y el movimiento de diversos objetos
geométricos. En este caso, y como ya se menciond, el instrumento predilecto es

transferencia de medida.

4.4. CONOCIMIENTOS MATEMATICOS OBSERVADOS EN LAS
ESTRATEGIAS DE SOLUCION

En este apartado nos proponemos aludir a los conocimientos matematicos
movilizados por los alumnos durante el desarrollo de la secuencia, y en patrticular
a la construcciéon de objetos geométricos, el uso de las transformaciones de
isometria y relacion de dependencia entre el movimiento de estos y un valor

numeérico variable.

Podemos observar que la mayoria de los alumnos emplean objetos geométricos
bidimensionales o de menor dimension, y las propiedades de paralelismo y
perpendicularidad entre ellos, para construir objetos de tres dimensiones durante

el desarrollo de la secuencia.

No obstante, un menor nidmero de alumnos hace uso de las transformaciones de
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isometria en algin momento de la construccion, para construir objetos
geomeétricos en el espacio. Al respecto podemos referirnos a los dos Unicos casos
en los cuales este hecho se evidencia. EI mas simple de ellos utiliza la
transformacion de reflexion para construir la imagen de una esfera inicial (ver
anexo 2, archivos Cabri P-01 (1), mientras que el otro hace uso de la
transformacion de rotacion para construir la imagen de mdultiples objetos

geomeétricos (ver anexo 2, archivos Cabri P-01 y P-04 (6)).

Ademas, el parrafo anterior deriva en la relacion de dependencia entre el
movimiento de diversos objetos geométricos y un valor numérico variable. Al
respecto, podemos inferir una composicion entre una funcién de variable real que
se corresponde con el uso del instrumento transferencia de medida, y la
trasformacion de reflexién axial que se corresponde con el artefacto simetria axial.
Esto se concluye a partir del analisis realizado a una de las estrategias de solucion
a la situacién P-04 (1), en esta estrategia se genera un primer movimiento de una
esfera por transferencia de medida y se emplea simetria axial para obtener la
esfera imagen la cual tendra con un movimiento igual y opuesto a la esfera inicial

(ver anexo 2, archivos Cabri P-04 (1)).

4.5. CONSIDERACIONES FINALES

A partir de las conclusiones anteriores obtenidas en este trabajo de investigacion
podemos establecer algunas cuestiones que pueden emplearse como base para

desarrollar posteriores investigaciones.

Para comenzar, esbhozamos la necesidad de complementar esta investigacion con
un analisis epistemoldgico que dé cuenta del desarrollo historico de la geometria
en el espacio y en particular sobre las transformaciones de isometria en este

marco geométrico.
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Por otra parte, consideramos convenientes los siguientes interrogantes: ¢cual es
el papel de Cabri 3D en los procesos de modelacion?, ¢es pertinente realizar
primero un trabajo de construccién geomeétrica en ambientes bidimensionales para

después pasar a trabajar en ambientes o representaciones tridimensionales?

Por ultimo, se puede contemplar la posibilidad de realizar un estudio que privilegie
la importancia de la emergencia de la transferencia de medida y las
transformaciones de isometria en las estrategias de soluciébn a problemas de
construccion geométrica en el espacio. Esto con base en que dichos conceptos
son funciones matematicas que permiten modelar algunos fenédmenos fisicos que

involucran el movimiento.
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ANEXOS

Los siguientes anexos dan cuenta de los registros mencionados en el apartado de
este trabajo que se refiere al instrumento de analisis. Sin embargo, aqui solo
presentamos una breve descripcion de ellos con sus respectivos roétulos vy
numeracion. Los archivos originales se presentan en una carpeta electrénica
adjunta denominada Anexos. A su vez, esta carpeta contiene tres subcarpetas:
Anexo 1 (Documentos electronicos), Anexo 2 (Archivos electronicos de Cabri 3D)
y Anexo 3 (Videos).

e Anexo 1: Documentos electronicos.

Consta de 6 documentos electronicos en los que se presentan las respuestas de
los alumnos a las preguntas planteadas en cada una de las situaciones o
problemas abiertos de construccion geométrica. Cada uno se presenta con el

rétulo Documento y su numeracion va desde 01 hasta el 06.

e Anexo 2: Archivos electronicos de Cabri 3D.

Comprende 55 archivos electronicos que dan cuenta de las construcciones
realizadas en el ambiente Cabri 3D. Respectivamente, estos archivos se rotulan

con el mismo nombre de la situacién a la que refieren, pero la numeracion varia de

acuerdo a la cantidad de soluciones registradas (ver tabla 4).
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Nombre de la Situacion Archivos Electronicos de Cabri 3D

E-02 E-02 (1), E-02 (2), E-02 (3), E-02 (4), E-02 (5) y E-02 (6).

E.03 E-03 (1), E-03 (2), E-03 (3), E-03 (4), E-03 (5), E-03 (6), E-03 (7),
E-03 (8) y E-03 (9).

E-04 E-04 (1) y E-04 (2).

E-05 E-05 (1), E-05 (2), E-05 (3) y E-05 (4).

E-06 E-06 (1), E-06 (2) y E-06 (3).

E-07 E-07 (1), E-07 (2) y E-07 (3).

E-08 E-08 (1), E-08 (2) y E-08 (3).

E-09 E-09 (1), E-09 (2) y E-09 (3).

P-01 P-01 (1), P-01 (2), P-01 (3), P-01 (4), P-01 (5) y P-01 (6).

P-02 P-02 (1), P-02 (2), P-02 (3),

P-03 P-03 (1), P-03 (2), P-03 (3), P-03 (4), P-03 (5), P-03 (6) y P-03 (7).

P-04 P-04 (1), P-04 (2), P-04 (3), P-04 (4), P-04 (5) y P-04 (6).

Tabla 2: Detalle de los archivos electrénicos de Cabri 3D.

e Anexo 3: Videos.

Contiene 52 videos que exponen ciertos aspectos de la interaccion del alumno con
el medio. Andlogamente, estos se rotulan como los archivos electronicos de Cabri
3D, es decir con el nombre de la situacion correspondiente y con la numeracién de

acuerdo a la cantidad de videos compilados (ver tabla 5).

Nombre de la Situacién Video

Eo1 E-01 (1), E-01 (2), E-01 (3), E-01 (4), E-01 (5), E-01 (6), E-01 (7),
E-01 (8), E-01 (9), E-01 (10) y E-01 (11).

E-02 E-02 (1) y E-02 (2).

.03 E-03 (1), E-03 (2), E-03 (3), E-03 (4), E-03 (5), E-03 (6), E-03 (7) ¥
E-03 (8).

E-04 E-04 (1) y E-04 (2).

E-05 E-05 (1), E-05 (2), E-05 (3) y E-05 (4).

E-06 E-06 (1).
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Nombre de la Situaciéon

Video

E-07 E-07 (1) y E-07 (2).

E-08 E-08 (1), E-08 (2) E-08 (3), E-08 (4) E-08 (5) y E-08 (6).
E-09 E-09 (1) y E-09 (2).

P-01 P-01 (1), P-01 (2), P-01 (3), P-01 (4), P-01 (5) y P-01 (6).
P-02 P-02 (1) y P-02 (2).

P-03 P-03 (1), P-03 (2), P-03 (3) y P-03 (4).

P-04 P-04 (1) y P-04 (2).

Tabla 3: Detalle del registro filmico.
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