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“They say it’s your birthday / It’s my birthday too, yeah”
John Lennon & Paul McCartney, (Birthday)

El problema de cumpleanos

se estudia en cursos elementales de probabilidad y en su forma original, planteada por
[vonMises (1964)] puede enunciarse asi:

Definiciéon 1. ;Cudntas personas se mecesitan para formar un grupo en el que sea mds
probable que no que al menos dos de ellas tengan el mismo cumplearios?

Una encuesta con esta pregunta generalmente arroja resultados de este estilo:

365 (0 366.25 o 366, si el respondiente considera afios bisiestos)

365 /2 =183

365 x 365 = 133,225

iUn montén! (o palabras equivalentes dependiendo del nivel cultural del respondiente)

La respuesta correcta es “al menos 23”, como puede mostrarse de varias maneras. Una de
las mas simples es la siguiente. Si ignoramos el 29 de febrero en anos bisiestos y suponemos
que los N = 365 cumpleanos se reparten independiente y uniformemente entre m personas
en un grupo de manera que la probabilidad D (N, m) de que nadie comparta su cumpleafios,
es decir de que haya m cumpleanos diferentes en un grupo de m personas, es:
N(N-1)(N-2)--- (N—m+1)

D(N,m) = N .

El complemento 1 — D (N, m) es la probabilidad de que al menos dos personas compartan
el mismo cumpleanos y para N = 365 o N = 366 esta probabilidad excede 1/2 por primera
vez cuando m = 23. Es posible considerar al complemento de la probabilidad D (N, m) como
una distribucién de probabilidad para la variable aleatoria M con parametro N y valores
{0,1,....,N}. Si N = 365, los menores nimeros de personas en un grupo necesarias para
exceder las probabilidades {0.5,0.75,0.90,0.95,0.99,0.999} de que al menos dos personas
tengan el mismo cumpleanios son {23,32,41,47,57,70} respectivamente.
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laberintos e 1infinitos

El supuesto de uniformidad es rara vez valido empiricamente: por ejemplo, en poblaciones
humanas contemporaneas el nimero de nacimientos aumenta en la tdltima semana de sep-
tiembre y decrece en fechas donde los hospitales tienen jornadas reducidas, por ejemplo en
Navidad, o el 15 y 16 de septiembre en México. El primer caso refleja un incremento en
la actividad sexual debido a las extensas vacaciones alrededor de Navidad y ano nuevo; el
segundo se debe a cambios anuales en la administracién de servicios clinicos en poblaciones
donde la mayor parte de los nacimientos ocurre en hospitales.

La literatura relacionada a problemas de cumpleafnios, a menudo vistos como casos particula-
res de problemas de ocupacién, de asignacion, o de urnas, es muy extensa. [Feller (1968)] es
la referencia candnica. Aunque estd fuera del campo de nuestro articulo cabe mencionar el
trabajo de [Diaconis y Holmes (2002)] que desarrolla un enfoque bayesiano sobre el libro de
Feller. [Cortina Borja y Haigh (2007)] resenan el problema original de cumpleanos con distri-
buciones empiricas asi como algunas extensiones y su relacién con la teoria de coincidencias
desarrollada en el trabajo cldsico de [Diaconis y Mosteller (1989)]. [Cortina Borja (2013)] re-
sefia el problema fuerte de cumpleanos, referente a la probabilida de que todos los integrantes
de un grupo de m personas tengan un cumpleanos compartido por al menos una persona mas
en el grupo — es decir, nadie tiene un cumpleaiios solitario.!

En este articulo presentamos una solucion analitica de las probabilidades para

El problema de todos los cumpleanos
enunciado de esta forma:

Definiciéon 2. ;Cudntas personas se mecesitan para formar un grupo en el que sea mds
probable que no que todos los N cumpleanios aparezcan al menos una vez cada uno?

Si hay N fechas de cumpleanos disponibles evidentemente la respuesta es m > N y desde luego
imaginamos que para N = 365 tendremos m > 23 pero jcuantas personas mas? Un problema
andlogo ha sido estudiado por [Dawkins (1991)] en el marco de problemas de recoleccién de
cupones. [Cortina Borja (2016)] presenta una solucién numérica con énfasis en fechas de
nacimiento en poblaciones empiricas; su estimacién, basada en simulaciones, es 2285 para la
mediana y 2980 para el cuantil 90% suponiendo que la distribucién de cumpleartios es uniforme
con N = 365. Ese articulo también modela la distribucién para el problema de todos los
cumplenos considerando la distribucién empirica de fechas de nacimiento correspondientes
a personas nacidas vivas en Inglaterra y Gales entre 1979 y 2014. Para esta poblacion,
suponiendo N = 365 y N = 366 la respuesta para la mediana de M es 2296 y 2435; para el
cuantil 90% es 3002 y 3642. En el apéndice 1 presentamos una funcién en R para estimar
estas cantidades en general.

Es natural preguntarse por

1La solucién de esta variante del problema de cumpleafios resulta en que un grupo de 3064 personas tiene
probabilidad mayor que 50% de que todas ellas compartan su cumpleanos con alguien en el grupo; para un
grupo de 5000 personas esta probabilidad es 99.45%
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Una solucién analitica para la probabilidad de observar todos los
cumpleanos

y en este articulo esbozamos un argumento basado en recursién. Supongamos que hay N cum-
pleaiios distribuidos uniformemente y sea ~ Dn,m la probabilidad de que haya n cumpleatios
distintos en un grupo de m personas. Note que 1 <n < N,y m > 1. Primero consideramos
el caso N = 3; las probabilidades ®p,, ,,, pueden escribirse utilizando las siguientes relaciones
de recursion:

3]91,m = 1/3 3p1,m71
sz,m = 2/33131,m—1 +2/3 3P2,m—1
3p3,m = 1/3 3p2,m—1 + 3p3,m—1

La Tabla 1 muestra estas probabilidades para 1 < m < 8 primero en forma racional, después
en forma decimal y finalmente en una forma general que puede ser verificada por induccién.
La parte en la tabla correspondiente a ®p,, ,,, muestra las probabilidades de que todos los
cumpleanos hayan sido asignados a un grupo de m personas. Estas probabilidades se incre-
mentan cuando m crece y la tiltima columna para 3ps ,, en la Tabla 1 muestra la probabilidad
acumulada de asignacién total, en este caso para N = 3.

Esta es la probabilidad del problema de interés y es posible explicarla con un argumento
basado en teoria de conjuntos el cual empieza examinando ;porqué tiene dicha probabilidad
una construccion tan elegante? La respuesta estd en el principio de inclusién—exclusién a
menudo utilizado en teoria de conjuntos e ilustrado en la Figura 1. La unién de conjuntos se
expresa en la aplicacién sucesiva de la adicién y substraccion de sus componentes y es este
principio el que aplicamos a nuestro problema de la forma siguiente.

De la Figura 1 puede verse que

PF[P1UP2UP3] = PF[P1]+PY[P2]+PI'[P3]
—Pr [lePQ]*PI‘ [PQQP:;]*PI‘ [Pgﬁpl]
—|—PI‘ [lepgﬂpg,].

A continuacién denotamos con P; al evento “el cumpleanos i no aparece en el grupo.” Con
N = 3 cumpleafios posibles y un grupo de tamaiio m, tenemos p; = Pr[P;] = ()", y hay

(‘;’) = 3 tales eventos. Note que (a) P, N P; es el evento “ninguno de los cumpleanos ¢ y

j aparecen en el grupo”, (b) que esto ocurre con probabilidad ()™ v (c) que hay (3) =3
tales eventos. Finalmente, el evento P; N P; N Py denota “ninguno de los cumpleanios 4, j, k
aparecen en el grupo”, pero esto es imposible para m > 0 y por lo tanto tiene probabilidad
0.

Al combinar los componentes del parrafo anterior obtenemos la probabilidad de que cualquiera
de los N cumpleanos no aparezca en un grupo de tamano m como:

Pr [P, U P; U Py =3(2/3)™ —3(1/3)™,
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Tabla 1: Probabilidades para el numero de cumpleanos diferentes en un grupo de m personas

— el caso de tres posibles cumpleanos (N = 3)

m racional decimal estructura
3Pl,m
1 1/1 1.0000 3(1/3)"
2 1/3 0.3333 3(1/3)
3 1/9 0.1111 3(1/3)
4 1/27 0.0370 3(1/3)*
5 1/81 0.0123 3(1/3)°
6 1/243 0.0041 3(1/3)°
7 1/729 0.0014 3(1/3)"
8  1/2187 0.0005 3(1/3)°
m 3(1/3)™
pam
1 0/1 0.0000 3(2/3)' —6(1/3)"
2 2/3 0.6667  3(2/3)% —6(1/3)
3 6/9 0.6667 3(2/3)° —6(1/3)°
4 14/27 0.5185  3(2/3)* —6(1/3)"
5 30/81 0.3704  3(2/3)> —6(1/3)°
6 62/243 0.2551 3(2/3)° —6(1/3)°
7 126/729 01728  3(2/3)" —6(1/3)"
8 254/2187  0.1161 3(2/3)° —6(1/3)°
m 3(2/3)™ —6(1/3)™
3P3,m
1 0/1 0.0000 1—3(2/3)" +3(1/3)"
2 0/3 0.0000 1-3(2/3)>+3(1/3)°
3 2/9 0.2222  1-3(2/3)*+3(1/3)°
4 12/27 0.4444 1-3(2/3)* +3(1/3)"
5  50/81 0.6173  1-3(2/3)° +3(1/3)°
6 180/243  0.7407 1-3(2/3)°+3(1/3)°
7 602/729  0.8258 1—3(2/3)" +3(1/3)"
8 1932/2187  0.8834 1-—3(2/3)®+3(1/3)°
m 1-3(2/3)" +3(1/3)™
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pero este evento es el complemento de “todos los cumpleanos aparecen en un grupo de tamano
m” el cual tiene probabilidad

“pam =1-3(2/3)" +3(1/3)", (1)

como se muestra en la Tabla 1. Usando esta expresién vemos que un grupo con al menos 5
personas resulta en una probabilidad mayor que 0.5 de observar todos los N = 3 cumpleanos.
Estos calculos nos llevan a proponer expresiones analiticas para los

Momentos

de esta familia de densidades de probabilidad. Considere la variable aleatoria discreta M
con funcién de probabilidad Fj; dependiendo de un pardmetro N y con valores en Ry, =
{N,N +1,---,00}. M representa al nimero de personas suficiente para observar todos los
N cumpleanos al menos una vez cada uno. Si N = 3, de la ecuacién 1 tenemos:

bttt =3 () (2) 0 [ ()]
SRON

de manera que el momento de orden r > 1 es > ° .m” fas (m). Esta expresién es una
combinacién lineal de sumas de términos de la forma mp™~! con p = 1/3 o p = 2/3. Si
definimos

fan (m) +3

oo oo 9
S}(}r) — Z mrpm—l _ Z mr—l %pma (2)
m=N m=3

obtenemos para r = 1

> 3 3 2 3
E pm = p y S(l) — 2 p _ 3p” —2p
— 1—p Poop \1-p (1-p)3? "~

1

por lo que la media es la combinacién lineal p; = Sé}g,) -2 SS?,, de la cual se tiene pp = 5.

El caso general puede construirse a partir de la ecuacion 2:

S o= Y mpm Tt =—p (1+2"p)+Li, (p)
m=3
"o (r+1 P g+l
= —p(1+2" ! .
p(1+ p)+ZJ{j+1} <1_p> (3)

=0
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donde Li, (b) es la funcién polilogaritmica expresada en funcién de nimeros de Stirling de
segundo orden; véase por ejemplo [Borwein (2001)].
En particular la varianza puede igualmente obtenerse de principios elementales:

S](f) =y, = Zmzpn—l _ Z {m(m+1)pm71 _mpmq}
oo a o0
0 0
- a< >a( p)
B (4 — 3p p? (3—2p)
B 319( (1-p) > (1-p)?
12p* —16p° +6p*  p*(1—p) (3 —2p)
(1-p)? (1-p)?
9p% —11p3 +4p*
(I-p)? ’

lo que resulta en 02, = Sg)g - 251% — u} = 37 —5.5% = 6.75 con desviacién estdndar

oy = # = 2.598. Omitiendo a M en la notacion, los momentos respecto a 0 de orden 3 y

4 son pfh = %37 = 309.25 y pj = 3196. Los momentos centrales de orden 3 y 4 se obtienen

- . . : 3 4
usando las combinaciones lineales usuales a partir de las funciones Sz(, ) y S;(, ) calculadas con
la ecuaciéon 3; resultan ser:

63 5805
pis = 2 p3 =3 py phy+ply = 5 = BL5 y  pa = —3pi+6 py ph—4 puy py+py = 6 = 362.813
Finalmente, los coeficientes de asimetria y kurtosis son:
U3 28 m 215
=—==—==1796 =—=—="7.962
g4 0-3 9 \/g Y 72 0'4 27

y estos valores son ttiles para caracterizar la forma de la distribucion de M.
El caso N = 3 tiene primariamente un interés expositivo; a continuacién analizamos la

Extension al caso N = 365 dias

aplicando una vez mas el principio de inclusion—exclusién esta vez considerando los dias del
afio como etiquetas de cumpleafios.?
El siguiente resultado general es muy conocido en teoria de conjuntos:

2El término “cumpleafios” no necesariamente se refiere a fecha de nacimiento. Por ejemplo: (a) el cum-
pleatios oficial del soberano britdnico se celebra normalmente el segundo sébado de junio y (b) en el hemisferio
norte, los cumpleafios de todos los caballos llamados pura sangre es oficialmente el 1° de enero.
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Teorema 1. Sean N € N y P, un conjunto finito para 1 < i < N. Entonces, si |-| denota
cardinalidad:

U rl = > Irl- > [P.nP
1<i<N 1< <N 1<ii<ia<N

+ > P, nP,NP,|—... 4+ (-

1<i3 <ia<iz<N

Con base en resultados expuestos en [Johnson, Kemp y Kotz (2005)] sobre variables aleatorias
para el problema de cumpleatios y en [Charalambides (2005)] sobre la relacién entre el teorema
anterior y los nimeros de Stirling de segundo orden podemos escribir:

365 m
365\ (365 —k
365, _1)*
Pm, > (-1 i 365

k=0
365
1 !
_ ¥ (365) (365 — K" _ {365} 365
2\ k 365m | m J 365m

donde {gb } es el nimero de Stirling de segundo orden con argumentos N y m, es decir el
numero de particiones en que es posible distribuir N cumpleanos entre m personas.

Note que {%} = {Jif} = 1. Por ejemplo, si hay 4 objetos, a, b, c,d y se desea distribuirlos en
2 grupos hay 7 particiones, es decir, {é} =T

{(a), (bed)}, {(b), (acd)}, {(c), (abd)}, {(d), (abe)} , {(ab), (cd)} , {(ac), (bd)} , {(ad), (be)} -

El ntimero de particiones puede ser muy grande atn para problemas relativamente pequenos,
e.g. el nimero de particiones de 25 objetos en 5 grupos es {255} = 2,436,684,974,110, 751.

La probabilidad 3%5p,, ,,, aparece en funcién de m en la Figura 2 y es la funcién de distribucién
de probabilidad del problema de todos los cumpleanos; la funcién de densidad de probabilidad
correspondiente aparece en la Figura 3. En el apéndice 2 presentamos cédigo en R para
calcular estas funciones.

La Tabla 2 muestra valores particulares de la funcién de distribucién de la Figura 1 obtenidos
con base en la funcién presentada en el apéndice. De esta forma obtenemos que, por ejemplo,
2287 personas se necesitan para tener una probabilidad mayor que 1/2 de que aparezcan todos
los cumpleanos. Note que esta mediana es muy cercana a la solucién obtenida por simulaciéon
(2285); para el cuantil 90% la respuesta analitica es 2972, también muy cercana al estimador
por simulacién (2980). La Tabla 3 describe algunas caracteristicas de la funcién de densidad
de probabilidad.

Finalmene notamos
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Figura 1: Principio de inclusién—exclusién (N = 3)

Figura 2: Probabilidad acumulada de observar todos los 365 cumpleanos en un grupo de IV
personas
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Figura 3: Densidad de probabilidad para el problema de todos los cumpleanos
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Una identidad interesante

de los coeficientes binomiales. La probabilidad ¥ Dm,m se refiere a que todos los /N cumpleanos
aparezcan en un grupo de m personas; por lo tanto debe ser 0 si m < N, de manera que:

éo(—l)’f (JID (N—-k)™=0

para toda m < N. Por ejemplo, si N = 3 tenemos:

1x3'—3x2'+3x1' =
1x32-3x224+3x1%2 = 0,

para N = 4:

1x4'"4x3'+6x24x1' =
1x4>4x3%2+6x224x1%2 =
Ix434x334+6x224x13 = 0,
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para N = 5:

Ix5h5 x4l +10x3 —10x 21 +5x 11 =
1x5%25%x42410%x32-10x%x 2245 x 12
1x555%x434+10%x33—-10x 23 +5x 13
Ix5* 5 x4t +10x3*—10x2*+5x1* = 0,

y asi sucesivamente. Esta es una propiedad muy bella de los coeficientes binomiales.

Apéndices
1. Cédigo en R para el problema fuerte de cumpleatios, basado en [Cortina Borja (2016)]

p_hat<- function(n=365, M=3000, B=10000, emp.prob=rep(l,n)/n)
{
### Estima la probabilidad de cubrir todas las celdas D_n = {1,2,...n}
### Genera B simulaciones extrayendo M muestras de D_n
### con reemplazo usando la funcién de distribucidén especificada
### por el vector de probabilidades empiricas emp.prob
### MCB, Londres, 02.11.16
### Publicado en Significance online, 14.11.16

#H##
invisible(
sum (
apply(
matrix(
sample(1l:n, M*B, replace=TRUE, prob=emp.prob),
nrow=B) ,
1, function(x){length(unique(x))==n})
)/B
)}

2. Cbdigo en R para el problema de todos los cumpleanos.

library (CryptRndTest) ### para la funcién Strlng?2

library(ggplot2)

library(latex2exp) ### para incorporar LaTeX en expresiones

### MCB, Cambridge, 13.09.17

#i##

m<- 1000:7000

onto<- function(n=365, m){ invisible(lgamma(n+1) + Strlng2(m,n) - m*xlog(n))}
onto.V<- Vectorize(onto,’m’)
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probs<- exp(onto.V(365,m))
### Figura 2
df<-data.frame(m=m, probs=probs)
pl<- ggplot(df, aes(x=m, y=probs)) + geom_line() +
xlab(’nimero de personas en el grupo’) +
ylab(’distribucién de probabilidad’) +
scale_x_continuous (breaks=seq(1000,7000,by=500), limits=c(1000,7000)) +
theme_bw ()
ggsave(filename="Figura2.pdf’, plot=pl, device=’pdf’, dpi=600)
### Figura 3
df<- data.frame(m=m[-1], densidad=10000*diff (probs))
pl<- ggplot(df, aes(x=m, y=densidad)) + geom_line() +
xlab(’nimero de personas en el grupo’) +
ylab(TeX(’densidad de probabilidad $\\,\\times\\,10°5$’)) +
scale_x_continuous (breaks=seq(1000,7000,by=500), limits=c(1000,7000)) +
theme_bw()
ggsave(filename="Figura3.pdf’, plot=pl, device=’pdf’, dpi=600)
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Tabla 2: Valores particulares para la funcién de probabilidad mostrada en la Figura 2
m probabilidad acumulada

1607 0.010084
1686 0.025229
1760 0.050284
1854 0.100315
2000 0.216119
2287 0.500371
2500 0.680499
2972 0.900196
3000 0.906743
3234 0.950081
3491 0.975025
3828 0.990019

Tabla 3: Propiedades de la funciéon de densidad de probabilidad mostrada en la Figura 3

Media 2365
Desviacion estdndar 465
Mediana 2287
Moda 2152
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