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ABSTRAK

Teorema Pendekatan Welerstrass menyatakan bahwa fungsi real kontinu
yang didefinisikan pada selang tertutup dan terbatas dapat didekati secara seragam
oleh barisan suku banyak. Dalam teorema ini keluarga suku banyak sebagai struk-
tur matematika, disebut aljabar. Pentingnya Teorema Pendekatan Weierstrass ada-
lah bahwa untuk setiap a > 0 terdapat suatu barisan suku banyak dalam x tanpa

suku konstan, yang mendekat secara seragam ke |x| pada [- a, a].

Teorema Pendekatan Welerstrass diperumumkan oleh Stone, atau dikenal
sebagai Teorema Stone Weierstrass. Dalam teorema ini selang tertutup dan terba-
tas diperluas menjadi suatu himpunan kompak dari ruang metrik. Aljabar suku
banyak diperluas menjadi aljabar fungsi kontinu dengan sifat-sifat tambahan, yang
didefinisikan pada himpunan kompak tersebut.

viii



ABSTRACT

The Weierstrass Approximation Theorem states that a real continuous
function which is defined on closed and bounded interval can be approached un-
iformly by a sequence of polynomials. In this theorem, the family of polynomials
as a mathematical structure is called algebra. The importance of Weierstrass Ap-

proximation Theorem is that for every a > 0, there exists a sequence of polyno-

mialsin x without constant term approachesto |x| uniformly in [- a, a.

The Welerstrass Approximation Theorem was generalized by Stone and is
known as Stone Weierstrass Theorem. In this theorem, the closed and bounded
interval is generalized to a compact set in a metric space. The agebra of polyno-
mials is generalized to an algebra of continuous function with additional proper-
ties defined on that compact set.
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BAB |

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang

Berbicara tentang analisis dalam bidang matemat#dy saja selalu ter-
kait dengan fungsi, baik fungsi yang bernilai nelupun bernilai kompleks. Jika
diberikan dua himpunad dan B. Setiap elemen-elemen dati dipasangakan
dengan tepat satu elemen ddyihubungan ini disebut fungsi datike dalamB.

Khusus dalam skripsi ini hanya akan dibahas fubesiilai real.

Perkembangan dalam bidang matematika, menyebalzstamabfungsi ini
tidak dipandang lagi sebagai sesuatu individu, sghiagai suatu ruang fungsi-
fungsi, yang mempunyai sifat-sifat tertentu. Dalakmipsi akan dibahas ruang
fungsi-fungsi kontinu. Salah satu ruang topologigyaana fungsi-fungsi kontinu

didefinisikan adalah ruang metrik.

Ruang metrik adalah salah satu konsep ruang topgéoy juga sangat
penting eksistensinya dalam bidang matematika, iyaalisis. Konsep ruang me-
trik adalah perpaduan antara suatu himpunan takkpdengan konsep jarak. Da-
lam garis real, jarak sering dinotasikan dengaai milutlak |x — y| untukx, yeR.
Selain itu juga konsep himpunan menjadi konsep akutintuk dibahas dalam

ruang metrik.



Dalam bidang analisis juga dikenal dengan konsejsdra Dalam kuliah
konsep barisan yang diperkenalkan adalah konsegpababilangan real. Barisan
real dikatakan konvergen jika barisan itu menujislatu titik tertentu. Jika tidak
demikian maka barisan tersebut dikatakan diver@stara matematis barisan
(x,) dikatakan konvergen kesR, untuk sembarang > 0 yang diberikan, terda-
pat bilangan bulat postit¥ sehingga untuk semuaN dengann > N berlaku
|x, — x| < e. Dalam penulisan skripsi ini akan dibahas barisarg$i. Sama hal-
nya dengan barisan bilangan, barisan fungsi dikatakonvergen jika barisan
fungsi itu menuju ke suatu limit, berupa fungskalJiidak demikian barisan fungsi

dikatakan divergen.

Permasalahan yang timbul adalah bahwa apakah flimjisyang ada me-
rupakan fungsi kontinu. Dengan demikian maka ajem Sgrat yang harus dipe-
nuhi agar barisan fungsi kontinu yang konvergen mergai fungsi limit yang

juga kontinu?

Selain itu juga akan dibahas teorema yang menyatéedwa setiap
fungsi realf (x) yang didefinisikan dan kontinu pada selang teputan terbatas
dapat didekati dengan seragam oleh barisan sukyakameorema ini dikenal
dengan Teorema Pendekatan Weierstrass. Teorend@parkenalkan olelKarl|
Weier strass pada tahun1885. Terdapat dua metode pembukti&m g@ngan ba-
risan Bernstein dan barisan fungsi konvolusi. Daskmipsi ini hanya dibuktikan

dengan menggunakan cara barisan fungsi konvolusi.



Pokok pembahasan dalam skripsi ini adalah TeoretmaeSNeierstrass.
Teorema ini diperkenalkan oléharshall H. Stone pada tahun 1937. Teorema ini
merupakan perumuman dari Teorema Pendekatan Waserskarena pendekatan
fungsi real kontinu ini didefinisikan pada himpurik@mpak, yang disertai dengan
dua sifat yakni memisah titik dan tidak pernah n@entu saja bahwa himpunan

kompak ini didefinisikan pada ruang metrik.

B. Perumusan M asalah

Pokok permasalahan yang akan dibahas adalah:

1. Bagaimana pembuktian Teorema Pendekatan Weiefatrass

2. Apa yang dimaksud dengan aljabar fungsi?

3. Bagaimana pembuktian Teorema Stone Weierstrass?

C. Pembatasan M asalah

Dalam penulisan skripsi ini ada beberapa pembatasaalah, antara lain:

1. Beberapa teorema dalam landasan teori tidak dirktdengan
maksud untuk mempersingkat dan juga tidak mempehemba-

hasan.

2. Fungsi-fungsi barisan yang dibahas adalah fungsilbereal yang

didefinisikan pada suatu subhimpunan dari ruangiknet



3. Pembuktian Teorema Weierstrass hanya menggunakdadene

konvolusi.

D. Tujuan Penulisan

Skripsi ini bertujuan untuk memenuhi salah satsysmatan memperoleh
gelar Sarjana Sains dalam bidang matematika. Selatojuan penulisan skripsi
ini adalah untuk mengetahui dan memahami pembukieorema Pendekatan

Weierstrass dan Teorema Stone Weierstrass.

E. Manfaat Penulisan
Manfaat dari penulisan skripsi ini antara lain:

1. Mampu mengetahui dan memahami pembuktian teoreonara,
khususnya Teorema Pendekatan Weierstrass dan Teds&ne

Weierstrass.

2. Mampu mengetahui dan memahami pengembangan koonsspik
Teorema Stone Weierstrass, yang dikembangkan dzoieia

Pendekatan Weierstrass.

3. Mampu memahami konsep-konsep dasar dalam matenzatéia

sis.



Sebagai motivasi untuk mempelajari konsep-konsegisas baik

yang sudah dipelajari maupun yang belum dipelajari.

Belajar untuk lebih teliti lagi dalam melihat peatan bidang anali-

sis pada khususnya dan bidang matematika lainrya waumnya.

F. Metode Penulisan

Metode penulisan yang digunakan dalam skripsi dalah metode

studi pustaka, yaitu dengan membaca dan mempefagdri-materi dan bu-

ku-buku acuan dan berkonsultasi dengan dosen pebririgm

G. Sistematika Penulisan

BAB | PENDAHULUAN

A.

B.

Latar Belakang
Perumusan Masalah
Pembatasan Masalah
Tujuan Penulisan
Manfaat Penulisan
Metode Penulisan

Sistematika Penulisan
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BAB I

RUANG METRIK

Dalam bab ini akan dibicarakan tentang ruang metiimpologi ruang me-
trik, himpunan kompak, barisan, kekontinuan, dakokeergenan. Pokok-pokok

bahasan tersebut melandasi pembahasan bab sefanjutn

A. Ruang Metrik
Berikut ini akan dibahas tentang definisi ruangrnketan contoh-contoh,

yang terkait dengan pembahasan selanjutnya.
Definis 2.1.1
Diberikan himpunaiX tidak kosong.
Suatumetrik pada himpunaX adalah fungsil: X X X — R, yang memenuhi si-
fat-sifat:

a) d(x,y) = 0 untuk setiap, yeX

b) d(x,y) = 0 jika dan hanya jika =y

c) d(x,y) = d(y,x) untuk setiap, yeX

d) d(x,y) <d(x,z)+ d(zv) untuk setiap, y, zeX.
HimpunanX tidak kosong dilengkapi dengan suatu metrik disebang metrik
(metric space) dan biasanya dilambangkan dendahd). Elemen suatu ruang
metrik disebuttitik (point). Ruang metrik(X, d) sering disingkat dengaki saja

(bila metriknya sudah cukup jelas).



Contoh 2.1.2

DiberikanX sembarang himpunan tidak kosong.

Yy

Didefinisikan fungsi(x, y) = {éx e untuk setiap, yeX.

Akan ditunjukkan bahwéX, d) adalah ruang metrik.
i. d(x,y) = 0 untuk setiap, yeX
ii. d(x,y) =0 jika dan hanya jika =y
i. d(x,y) =d(y,x)
Untuk sifat-sifat i,ii, dan iii dipenuhi berdasarkeefinisi di atas.
iv. d(x,y) <d(x,z)+ d(z,y) untuk setiap, y, zeX
Jikad(x,y) = 0, jelas bahwal(x,y) < d(x,z) + d(z,y).
Jikad(x,y) = 1, kemungkinan:
a) x=zdanz #y
d(x,y) <d(x,z) +d(z,y)
b) x#zdanz=y
dx,y) <d(x,z) +d(z7vy)
C) x#zdanz #y
dx,y) <d(x,z) +d(z,7vy)
Jadi (X,d) merupakan ruang metrik, yang selanjutnya disebartg metrik dis-

krit.

Contoh 2.1.3
DiberikanX = R dan didefinisikani: R x R — R dengan definisi

d(x,y) = |x — y|, yakni nilai mutlak dark — y untuk setiapx, yeR.



Akan ditunjukkan bahwéX, d) adalah ruang metrik.
i. d(x,y) =0, jelas dari definisi
ii. d(x,y) =0 jika dan hanya jika =y
iii. d(x,y)=lx—yl
= d(y,x)
iv. d(x,y) = |x -yl
=|lx—z+z-y]|
=|x-2)+ -yl
<lx—z|l+|z—-yl
=d(x,z) +d(z,y)

Selanjutnya ruang metrik ini disebwiang metrik biasa.

Contoh 2.1.4

DiberikanX = R dan didefinisikani: R x R — R dengan definisi

* — |x_y| H
d*(x,y) = Tl untuk setiap, yeR.

Akan ditunjukkan bahwéX, d*) ruang metrik.
i. d*(x,y) =0, jelas dari definisi

i. d*(x,y) =0 jika dan hanya jika =y

i, d*(x,y) = =2

1+|x-y|

_ ly—=xl
1+|y—x|

=d"(y,x)

iv. d*(x,y) <d*(x,2) +d*(z,y)
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d*(x,y) —d"(x,2) <d*(z,y)

=yl — |x—z| _ |x—y|-|x—2z|

1+|x-y| 1+|x—2z| - 1+[x—z|+|x—y|+|x—y||x—2z|

lz-y|
T 1+ |x—-z|+|x—y|

|z=y| _ lz—=y|
T 14 |x—-z|+|x—y]| 1+|z—y|+]|2x]|

|z—y|
— 1+|z-y|

=d*(z,y).

Dengan demikian terbukdi*(x, y) < d*(x,z) + d*(z, y).

Contoh 2.1.5

DiberikanX = R" dan didefinisikan fungsi: R™ x R" — R dengan definisi

2\ 2

@) = Y (i)
i=1

untuk setiape = (x1, X3, .o, X0), ¥ = (Y1, Vo s Y )ER™.
Akan ditunjukkan bahwéX, d) adalah ruang metrik
i. d(x,y)=0,jelas dari definisi
i. d(x,y) =0 jika dan hanya jika =¥y
Jikad(x,y) = 0 makax =y

d(x,y) =0

(X (- yi)Z)E =0

VO —y1)2 4+ (g —y2)2 + -+ (g — )% =0

(1 =y1)2 + (X = ¥2)2 + -+ (X —y)* =0



(x;i—y)?=0 untuk setiap=1, ...,n
(x;—y;)) =0 untuk setiap= 1, ...,n
X; =Y; untuk setiag- 1, ..., n.
Jadi terbukti bahwa jikd (%, y) = 0 makax = y.
Jikax = y makad(x,y) = 0.

Diketahuix; = y; untuk setiap = 1, ..., n, sehingga diperoleh

dxy) = (T (g — J’i)z)E

= —y1)2+ (e — ¥2)2 + o+ (tn — )2

= (1 — 22 + (0 — %)% + - + (ot — X)?

=02 + 02 + - + 02
=0
Jadi terbukti bahwa Jika = y makad(x,y) = 0
Dengan demikian terbukti bahwidx, y) = 0 jika dan hanya jika = y.

iii. d(x ¥)=d(,%)

A% 7) = (T, 0 —y)2)?

=0 = )% + (xz = y2)? + -+ (n — Y)?

= \/(yl —x1)2+ 2 —x2)% + -+ O — xp)?

1

= (X, (v —x)%)?
=d(7,%)

iv. d(x,y) <d(x,2)+d(Zy)
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Pembuktian ketidaksamaan segitiga ini membutuhkartidaksamaan

Cauchy-Schwarz:

ISP xyi] < (S 127 + (T 727, untuk

setiapx = (x1, Xz, -+, Xn), ¥ = (V1, Y25 -, V) ER™

Bukti

Jikay; = 0, untuk setiad < i < n, maka terbukti.

Anggapy; # 0 setiapl < i < n, makay, y;® > 0.

Jikat sembarang bilangan real, maka diperoleh

Y —ty)? =0 atau)yl,x?—-2tYh gy +t2 YR y2 >0 un-
tuk semuaeR dan}*, y;? > 0.

Oleh karena itu diskriminan persamaan kuadraardal di atas adalah
nonpositif

D<O0

b? —4ac <0

(23X xy)? — 4y D x? <

40T Xy S AXE yi® X X

i 1xlyl) <YL 1yL Z?=1xi2
1
((Z lxlyl) )2 < (ZL 1YL Z?:lxiZ)E
2\~ 22
1Yo xiyil < ey )2 (i, vif)?
Jadi terbukti bahwa
|21 1 Lyll < (Zl 1xl ?=1y12)2 - (Zl 1x12)5(2?=1%‘2)5, untUK Setlap

x = (xlvxZI ---.xn):J_’ = (YIlyZ! ---;Yn)ERn-



Selanjutnya akan dibuktikan pertidaksamaan sggiti
d(%,7) = (St O = y0°)?
.
= (B[O =z + 2 —y)]7)?

= (Z?:ﬂ(xi —z)+(z— }’i)]z)E
= Q0 —z)? + 230 —2)(zi — i) + 2iea(z —
ORE

=1

= Qi —z)? + Xz —y)* + 23, (g — z) (2 —

1
Yi))?
Dengan menggunakan pertidaksamaan Cauchy-Schawrz

< (Z?:l(xi —2)* + Xz —yi)? + 200 (v —

1

20 (St — y2R)
= (@ - 2093 + Gt - 027 |
= (O (i — 2077 + (N (2 — y)P)
=d(x z)+d(z,y).

Jadi terbuktd(%, 7) < d(%,2) + d(Z, 7).

Untuk selanjutnya ruang metrik ini diselvuang metrik Euclides.

13



14

Contoh 2.1.6
DiberikanX = R? dan didefinisikand: R? x R? — R dengan definisil (%, y) =
|2, — y1| + |x3 — ¥,| untuk setiapx = (x;,x,), ¥ = (v1,y,)eR2. Akan ditun-
jukkan (X, d) ruang metrik.
i. d(x,y)=0,jelas dengan definisi
i. d(x,y) =0 jika dan hanya jika =y
dx,y) =0 |x; —yi| + [x2 —y2| =0
SxXp=y1 AN Xy =Y,
SxXx=y
iii. d(%,7) = d(F,%)
d(x,y) = lxg = y1l + |xz — 2l
= |y1 — x1| + |y — x5
=d(y,Xx).
iv. d(%,¥) = |x; — y1l + [xz — y2
=|xy—z1 + 2z —yi| + |xp — 25 + 2, =y,
< ey = zi| + |2y = yu| + |xz — 2] + |25 — y5l
= (Ixg — z1| + |xz = 2,1) + (121 — Y11 + |22 — ¥21)
=d(x,2) +d(z 7).

Selanjutnya ruang metrik ini diselbuwiang metrik segi empat padaR?.
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Contoh 2.1.7
DiberikanX = R? dan didefinisikand: R? x R? — R dengan definisil (%, y) =
maks{|x; — y;| + |x; — ¥,|} untuk setiapx = (x;,x,), ¥ = (v1,y2)eR2. Akan
ditunjukkan(X, d) ruang metrik.
i. d(x,y)=0,jelas dengan definisi
i. d(x,y) =0 jika dan hanya jika =y
dXx,y) =0 x, =y, A X3 — Y,
SXx=Yy
i. d(x,y) =d(y,%).
d(x,y) = maks{|x; — y4|, [x; — ¥,1}
= maks{ly; — x|, ly2 — x2[}
=d(¥,%).
iv. d(x,¥) = maks{|x; — y|,[x2 — ¥21}
Misalkan
d(x,y) = maks{|x; — y1l, |x; — y2l}
= |xy =yl
d(x,y) = lx1 =yl
= |xy—2z; + 2z, — y1l
< vi—zi| + |20 — w4l
< maks{lx; — 2, [x; — 2,1} + maks{lz; — y1, 122 — ¥2[}
=d(x,z) +d(Z,¥).
Untuk kemungkinan yang laih(x, y) dikerjakan dengan cara yang sama.

Selanjutnya ruang metrik ini disebutang metrik maksimum padaR?.
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Contoh 2.1.8
Diberikan X = C[a,b] = {f:[a,b] — R|f kontinu} dan diketahui fungsi
d: C[a, b] x C[a, b] — R dengan definisil(f}, f,) = supyejap{lfi(®) — o)1},
untuk setiagf;, f,€C[a, b].
Akan ditunjukkan(C[a, b], d) ruang metrik.
i d(f,f) =0
Karenad (fy, f2) = supxe[ap{lfi(x) — f2(x)[} dan
If1(x) — f2(x)| = 0 maka
SUPzefa,p){lf1(¥) = L(0)I} 2 0.
ii. d(fy,f,) = 0 jika dan hanya jikg, = f;
d(f1, f2) = 0 & supyefap{lfi(x) — ()} =0
& |fi(x) — f,(x)] = 0 untuk setiape[a, b]
S fi=f
iii. d(fy, f2) = d(f2, f1)-
d(f1, f2) = supxefapi{lfi(x) — (O}
= SUPxeap){l2(0) — f1 ()}
=d(f2. f1)
v. d(fy, f2) < d(fi, f3) + d(f3, f2)
Untuk setiapce[a, b],
/100 = LG < 1f(0) = )] + If3(x) — ()
< sup {|1(x) = ()} + sup {Ifs(x) — (I}

xela,b] xela,b]

Jadilf;(x) = ()] = sup {|fi(x) = )1} + sup {Ifz(x) = L}

xela,b] xela,b]
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Hal ini berakibat bahw@ f; (x) — f,(x)|} terbatas dengan

sup {If1(x) — ()} + sup {Ifs(x) — f2(x)|} sebagai batas atas.

xela,b] xela,b]

Hal ini berakibat bahwa

sup {|fi(x) = ()1} < sup {[f1(x) = )1} + sup {If3(x) -

x€la,b] xela,b] x€ela,b]

f2(0)1}

Contoh 2.1.9

Diberikan X = C[0,1] = {f:[0,1] — R|f kontinu} dan diketahui fungsi

d: C[0,1] x C[0,1] — R dengan definisi

d(fi, f2) = J, 1f1(x) = f,(x)|dx ; untuk setiap f;, f,€C[0,1].

Akan ditunjukkan(C[0,1], d) ruang metrik.

d(fi, f2) = 1) = f()ldx = 0, karenalf; () = £,(x)] = 0
d(fi, f) = 0 jika dan hanya jikg, = f;
d(fi.f,) =0 & [1f;(x) = fo(x)|dx = 0

1@ - @ =0

o fi(x) = f,(x) untuk setiapee[0,1]
S fi=f
d(f, f) = d(f. f2)
d(fi, f) = J, 1) = fo(0)|dx
= [1£00) — fi(0)dx
= d(fy, f1)



18

iv. d(fi f) = J, 1) — f(0)ldx
= [1A0) — )+ — f(0)|dx
= [IAG) = £(0) + () — f@))ldx
< [JUGARE = 00+ 100 = LD dx
< 1A = f00)ldx + [1f:(0) = (0] dx
= d(fy, ) + d(fs, ).

B. Topologi Ruang Metrik
Dalam subbab ini akan dibicarakan himpunan terlol@dmhimpunan tertu-
tup. Topolgi ruang dibangun dengan mendefinisikaa yang dinamakan himpu-
nan terbuka.
Definis 2.2.1
Diberikan ruang metrikX, d), E c X danpeX.
a) Kitaran (neighborhood) titik p dengan jari-jarir > 0 dan ditulisN,.(p)
adalahV; (p) = {qeX|d(p,q) <7}
b) Titik p disebuttitik limit (limit point) himpunanE jika setiapN,(p) me-
muat titikq # p sedemikian hinggacE.
c) Titik p disebuttitik interior (interior point) himpunankE jika terdapat
N,.(p) sedemikian hingga.,.(p) c E.
d) HimpunanE dikatakanterbuka (open) jika setiap elemennya merupakan

titik interior (interior point) himpunank.



19

e) HimpunanE dikatakantertutup (closed) jika himpunanE memuat semua
titik limitnya.

f) Komplemen himpunanE (dinotasikanE€) adalah himpunan semua titik
peX sedemikian sehingga¢ E.

g) HimpunanE dikatakanterbatas jika terdapat suatu bilangan redl dan

suatu titikgeX sehingga untuk semp&E, berlakud(p, q) < M.

Teorema 2.2.2
Diberikan ruang metrikX,d),E c X.
HimpunankE terbuka jika dan hanya jiké‘ tertutup.

Sebagai akibat bahwa himpun&nertutup jika dan hanya jiké&° terbuka.

Teorema 2.2.3
Diberikan ruang metrikX, d).
a) Gabungan sembarang keluarga (berhingga atau tajgd)irhimpunan-
himpunan terbuka dalam ruang mefi¥ d) adalah terbuka.
b) Irisan sembarang keluarga (berhingga atau tak hinggmpunan-
himpunan tertutup dalam ruang metfi d) adalah tertutup.
c) lIrisan sembarang keluarga berhingga himpunan-hiaipuerbuka dalam
ruang metrik(X, d) adalah terbuka.
d) Gabungan sembarang keluarga berhingga himpunandihemnp tertutup

dalam ruang metrikX, d) adalah tertutup.
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Teorema2.24
Diberikan ruang metrikX, d)E < X danpeX.
Jikap titik limit dari himpunanE, maka untuk setiap > 0, N,.(p) N E himpunan

tak hingga.

Definis 2.2.5

Jika diberikan ruang metrikX,d),E c X danE’ adalah himpunan semua titik
limit himpunan E, maka himpunarE = EUE’ disebutpenutup (closure) dari
himpunank.

Selain itu E° melambangkan himpunan semua titik interior himpufadari

ruang metrik(X, d).

Teorema 2.2.6
Jika (X, d) ruang metrik da#r c X, maka
a) Himpunank tertutup
b) HimpunanE = E jika dan hanya jik& tertutup
c) HimpunanE c F untuk setiap himpunan tertutdpc X sedemikian se-
hinggaE c F.
Bukti
a) JikapeX danp ¢ E, makap bukan merupakan titik dari himpun&ndan
juga bukan merupakan titik limit dari himpunahn Sehingga ada > 0,

N, (p) N E = @, sehinggaN,.(p) c E€. Maka p adalah titik interior dari
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himpunanE®. Oleh karena itu himpuna#l° terbuka. Dengan demikian
himpunanE tertutup.
b) = JikaE = E, maka berdasarkan pembuktian (a) himpuhaertutup.
< Karena himpunai tertutup, maka setiap titik limit himpundhada-
lah anggota dari himpunahdan berdasarkan definisi 2.2.5, himpunan
E =E.
c) Jika himpunarF tertutup darE c F, makak’' c F' c F. Dengan demi-
kianE c F.m

Berdasarkan pembuktian (a) dan (c), maka dapagtikgn bahwa himpunan

adalah subhimpunan tertutup terkecil dagang memuak.

Contoh 2.2.7

Diberikan X = R terhadap metrik biasa.

E = (1,2] makat® = (1,2), E' = [1,2] dan E = EUE' = [1,2].

Contoh 2.2.8

DiberikanX = R? terhadap metrik maksimum.

E={(x,y)eR?|-2<x<4,-1<y<5}

MakaE® = {(x,y)eR?| -2 <x < 4,-1 <y <5}
E'={(x,y)eR?’| -2 <x<4,—-1<y <5}

E =EUE'={(x,y)eR?*| —2<x<4,-1<y <5}

Definisi 2.2.9

Diberikan ruang metrikX,d),E c Y c X.



22

HimpunanE dikatakanterbuka relatif terhadap Y jika untuk setiapeE terdapat

r > 0 sedemikian sehingga jik&(p, q) < r danqeY makageE.

Teorema 2.2.10

Diberikan ruang metrikX,d),E c Y c X

HimpunanE terbuka relatif terhadap jika dan hanya jika terdapat subhimpunan
terbukaG dariX sedemikian sehingga=Y N G.

Bukti

= Misalkan himpunark terbuka relatif terhadap, sehingga untuk setiggE,

terdapat bilangan positif, sedemikian sehinggd(p, q) <1,, qeY menye-

babkangeE. Andaikanl, = {Nrp (p): peE} dan dibentuk

= n

pEE
Karena setiap kitaran adalah himpunan terbuka aigen gabungan tak hingga
himpunan terbuka adalah terbuka, m&ksubhimpunan terbuka dafi Kare-

napeN,, (p) untuk setiapeE, diperolehE c G dan E c Y, makak c Y N G.

Di lain pihak jika diambil kitarar¥,, untuk setiappeE, diperolehV, nY c
E. Sehingga
U(anp)=yn Uv;, =YNGCcE.
PEE peE
Dengan demikial® = G NY.
< MisalkanG subhimpunan terbuka da¥i sedemikian sehingg& =Y n G dan

peE. KarenapeG dan himpunar& adalah himpunan terbuka, maka ada bilan-
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gan positifr,, terdapat kitaran dam, yakni Nrp(p) sedemikian sehingga
Nrp(p) c G.Jadi Ny, (p)NY cGnY =E. Karenap sembarang titik, maka
untuk setiappeE terdapat kitaramv,, (p) sedemikain sehinggh,., (p)nY c

E. Dengan demikian himpunahterbuka relatif terhadap. m

C. Himpunan Kompak

Pembahasan pada subbab ini adalah himpunan kongpakifdt-sifatnya
yang didefnisikan di dalam ruang metrik. Konsep guman kompak ini sangat
penting dalam analisis dan ruang topologi, terutdadam kaitannya dengan da-
lam pembahasan fungsi kontinu

Sebelum mendefinisikan himpunan kompak, akarefohigikan selimut
terbuka ¢pen cover).
Definis 2.3.1
Diberikan ruang metrikX,d),E c X.
Suatuselimut terbuka (open cover) dari himpunart adalah keluarga
g = {G,: aeA} (A sembarang himpunan indeks) dari himpunan-himpuedmuka
dalamX yang gabungannya memuatDengan kata laif c U .5 G-
Jikag = {G,: aeA} selimut terbuka himpunany A c g, danA juga merupakan

selimut terbuka untuk, makaA disebutsubselimut terbuka darig.

Definisi 2.3.2
HimpunanE disebutkompak jika setiap selimut terbuka dari himpun&memuat

subselimut terbuka berhingga.
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Jadi himpunark kompake untuk setiapgr = {G,: aeA} (A sembarang himpunan
indeks) selimut terbuk& terdapat subhimpunan berhingga dasedemikian se-

hingga untukneN, berlakuE < Uj_; G-

Berikut akan dibahas beberapa contoh yang terkaitgah himpunan

kompak dan tidak kompak.

Contoh 2.3.3

DiberikanX = R terhadap ruang metrik biasa.
Buktikan bahwa = {%:neN} tidak kompak.

Bukti
Akan ditunjukkan bahwa selimut terbukga dari E tidak mempunyai subselimut
berhingga. Dengan kata lain akan ditunjukkan baketap himpunan terbuka

dalamg hanya memuat tepat satu elemen #ari

Selang terbuk@, 2) hanya memuat satu titik dafj yakni 1. Selanjutnya untuk

setiapneN dengam > 2, dibentuk selang terbul(ani,ﬁ) yang memuat satu

titik dari E, yakni%. Dengan demikian keluarga= {G,: neN} dengan

G, = GZ) dang, = (ﬁﬁ) untuk n = 2 adalah selimut terbuka untuk
dang adalah keluarga tak hingga dari himpunan terbBkadasarkan konstruksi
di atas, jika sala satu himpunan dari keluargahtaggag dihapuskan, yaknt,,

makaU, . G, tidak memuat. Jelas bahwg selimut terbuka tetapi tidak mem-

punyai subselimut berhingga untiik Jadi himpunat' tidak kompak.
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Contoh 2.34
DiberikanX = R. terhadap metrik biasa d&n= {%:neN}.

Buktikan bahw& = E U {0} kompak.

Bukti

Diandaikang = {G,: aeA} (A sembarang himpunan indeks) sembarang subseli-
mut terbuka untukE. Titk 0 adalah satu-satunya titik limif. Karena

0eE maka terdapat Ge,€9 danleG,, . Selain itu karena titik interior G, maka

dapat dicari untulk < r < 1 sedemikian sehingga r,7) c G, . TerdapatmeN

1
(m+1)

sehingga <r§%. Jadi titik-tittk anggotaE, kecuali mungkin hanya

1,%, % adalah anggot&,, . Untuk setiapn denganl < n < m diambil satu
himpunanG, eg sehingga:; €G-

Maka{Gg,, G,, ..., G,,,} adalah subselimut berhingga dardan terbukti bahwa

himpunanZ kompak.

Contoh 2.3.5

Diberikan ruang metrikX, d) = R?.

Didefinisikan

A={(x,y)|J0<x<1dan0<y<1}danB ={4 - (1,1)}.

Masing-masing selimut terbuka berikut ini tidak mernsubselimut terbuka ber-

hingga yang menyelimu#l danB yaknis = {xz +y2< (V2 - 1/n)2: nEN} dan

0= {(x —UD+ (6 -1/2)° < (%\/7— 1/2n)2 :neN}.
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Dalam teorema selanjutnya akan dibahas kekompadtatif. Suatu him-
punanE kompak relatif terhadap ruang metriX jika setiap selimut terbuka relatif

terhadap{ memuat subselimut berhingga.

Teorema 2.3.6

Diberikan ruang metrikX,d),E c Y c X.

HimpunanE kompak relatif terhadaj jika dan hanya jika himpunah kompak

relatif terhadapy .

Bukti

= MisalkanE kompak relatif terhada§ dan andaikadl,; aeA} (A sembarang
himpunan) adalah keluarga himpunan sedemikian ggainntuk setiapeA,

V, terbuka relatif terhadaly, sehingga

EcUVa.

ael
Berdasarkan teorema 2.2.10 untuk setiafy, terdapat suatu himpun&y se-
demikian sehingga terbuka relatif terhadaganl, =Y n G,.
KarenaE c Y dan

EcUVa=U(YnGQ):YnUGa,

ael ael ael

sehingga diperoleh

EcUGa.

ael
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Karenak kompak relatif terhadap, terdapat anggota berhingga d&riyakni
aq, ay, ..., @, Sedemikian sehingga
E € Gy UGy, U . UGy,

Karenak c Y dank c U}, G, maka diperoleh

S

n

n
EcYnUGaj=U(YnGaj)=UVaj.
j=1

j=1 j=1
Karena{l,; aeA} sembarang keluargé]{al,vaz, ...,Van} subkeluarganya yang
masing elemennya terbuka relatif terhaddmlan merupakan subelimut ber-
hingga dari himpunaB maka E kompak relatif terhadap.
< Misalkan himpunark kompak relatif terhadap dan{w,; aeA} (A sembarang
himpunan) adalah keluarga himpunan sedemikian ggainntuk setiapeA,

w,, terbuka relatif terhaday dan

Echa.

aeA

Untuk setiapaeA, andaikanV, =Y Nnw,. KarenaE c Y danE C Ugep W,

berakibat bahwa

ECYnUW“:U(YnW“):UV“'

ael ael ael

Akibatnya,{V,; aeA} terbuka relatif terhadap, yang menyelimutE. Karena
E kompak relatif terhadap maka terdapat elemen-elemen berhingga Alari

yaknia,, a,, ..., a, sehingga c U?:iVa,-- Karena

n n

n
UV“J':U ana = ﬂUWaj

j=1 j=1 j=1
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danE c Y makak c U}‘zlwaj.

Karena{w,; aeA} adalah sembarang keluarg{w,al,waz, ---'Wan} subkeluar-
ganya, yang masing-masing elemennya terbuka rédatik dan merupakan

subelimut berhingga dari himpun&mmaka E kompak relatif keX . m

Teorema 2.3.7
Diberikan ruang metrikX,d), E c X.
JikaE subhimpunan kompak dari ruang meitlk d), maka himpuna®' tertutup
dan terbatas.
Bukti
Pertama akan dibuktikan bahwa himputtatertutup, dengan menunjukkan him-
punank¢ terbuka.
MisalkanpeX sedemikian sehingga p € E. untuk setiageE, andaikary, danly,
masing-masing adalah kitaran dardang, yang radius;, = %d(p,q). Karenak
kompak maka terdapat anngota berhingga glayiakni q,, q,, ..., q, sedemikian
sehingga

KcWr, UWr, U..UWr, =W.
JikaV =Vr, (p) NVr,(p) Nn...NnVr, (p) dan diambilr = min; <, T3, maka
V,.(p) adalah kitaran dap sedemikian sehinggé (p) N W = @. Dengan demi-
kian V,.(p) c E€ dan bahwa titik interior dari himpunart“. HimpunankE® ter-
buka. Dengan demikian Himpun&rtertutup.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa himpu@aterbatas.
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Untuk setiapxeE dibuat kitaranN;(x) sedemikian sehingga keluarga=
{N(x,1): xeE} adalah selimut terbuka dafi Karena himpuna® kompak maka
terdapatx,, x5, ..., x, di dalamE sedemikian sehingga c U}LlN(xj, 1). Selan-
jutnya dibentuk
M = maks{d(xj,x1):1 < i <n}
sehingga diperoleti(x;, x;) < M untukl <i < n.
Untuk setiapteE, terdapaty,, x5, ..., x,, sedemikian sehinggaN (x,,, 1). Sehing-
ga
d(xy,t) < d(xq,x,) +d(x,, t)
<M+d(x,,t)
<M+1.

Jadi himpunaik terbatasa

Teorema 2.3.8

Diberikan ruang metrikX, d)

Jika K subhimpunan kompak dari ruang metkikdan E subhimpunan tertutup
dari K, makaE adalah himpunan kompak.

Bukti

Diberikan ruang metrikX,d),E c K c X. Subhimpunank adalah himpunan
kompak dan himpuna# tertutup.

Andaikang = {G,: aeA} (A sembarang himpunan indeks) sembarang selimut ter-
buka dariE. Jika padg ditambahkan satu himpunan terbuka E€, maka dipe-

roleh selimut terbuka dak, yakniQ = g U {G}. KarenaK himpunan kompak,
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maka terdapat subselimut terbuka berhingga@ayang memuak. Jadi terda-
pat(ay, ay, ..., a,) di dalamA, sehinggd(G, G,,, Gg,, ..., Go,, ) adalah selimut ber-
hingga dari2, akan menyelimutk. KarenaG = E€¢ saling asing dengali, maka
(Gal,Gaz, ...,Gan) subkeluarga berhingga dagidan merupakan selimut terbuka

berhingga untulE. Dengan demikian teorema ini terbuisti.

Teorema 2.3.9

Diberikan ruang metrikX, d)

Jika K subhimpunan kompak dari ruang metkikdan E himpunan tertutup dari
ruang metrikX, makaE n K kompak.

Bukti

Diberikan ruang metriKX, d), himpunank adalah kompak dan himpuné&nter-
tutup.

Berdasarkan teorema 2.3.7, maka himpukiaertutup. Dengan demikian berda-
sarkan teorema 2.2.3 (b), makan K tertutup. Karen& N K c K, maka berda-

sarkan teorema 2.3.B,n K adalah himpunan kompak.

Teorema 2.3.10

Diberikan ruang metrikX, d).

Jika {K,: aeA} (A sembarang himpunan indeks) keluarga himpunan kordpak
suatu ruang metrik sedemikian sehingga irisan pdteEluarga berhingga dari

{K,} tidak kosong, makf 4., K, tidak kosong.
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Bukti
Teorema ini akan dibuktikan dengan kontradiksi. &kdn N, K, = @ dan
ambil Kse{K,: aeA}. KarenaN ., K, = ® maka untuk setiapeKs, x € Nger Ky
Selanjutnya dibentulg = {K,: aeA, K5 # K, }.
KarenaK, kompak makaK, tertutup dank,® terbuka. Oleh karena itu untuk
sembarangveKs, makaw & Ngep K- Jika demikian terdapateA, sedemikian
sehinggaw & K; yang berartiweK;“ danK; # Ks. Karenaw sembarang titik di-
peroleh bahwa untuk setiayeKsmaka ad#8eA, K; # Ks danweKg©. Jikag ada-
lah selimut terbuka dai, makaK c Uge, G. Di lain pihak karends kompak
maka terdapat anggota berhingga dariyakni K ,Kg,, ..., Kg, sedemikian se-
hingga

n n ¢

KS C U Kg} = ﬂ Kaj )
j=1 j=1

berakibat bahwa

n
Kg N ﬂ Kaj = (D
j=1

Hal ini kontradiksi dengan ketentuan bahwa irisarhingga dar{K,: aeA} ada-
lah tidak kosong. Dengan demiki@, K, # @. m

Teorema 2.3.11

Diberikan ruang metrikKX,d), E c K c X. HimpunanK adalah kompak. Jik&
adalah subhimpunan tak hingga dari himpunan kompataka himpunarf

mempunyai titik limit.
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Bukti

Teorem ini dibuktikan dengan kontardiksi. MisalkaimpunanE tidak mempu-
nyai titik limit di dalam K. Maka untuk setiagieK mempunyai kitaran untuk
r > 0, yakniN,(q). KitaranN,.(q) memuat paling banyak satu titik dal&mnKe-
luargag = {N,(q): qeK} membentuk selimut daK. Dengan jelas bahwa tidak
ada subkeluarga berhingga yang menyelifui lain pihak karena himpunaf
kompak, terdapat selimut terbuka berhingga dar= {N,(q): qeK}, yakni
N,(q1), Ny (2), ..., Nx(q,,) sedemikian sehinggi ¢ U7, N,(q;). Selain itu ka-
rena £ c K, maka diperolehE ¢ Uj_; Nr(qj). Dengan demikian kontradiksi

dengan ketentuan bahwa himpun&nadalah kompak. Jadi himpunBrmempu-

nyai titik limit di dalamK.m

D. Barisan dan Kekontinuan

Barisan biangan real adalah konsep penting dalamgrmetrikR. Konsep
barisan bilangan real akan mendefinisikan kekoresgig. Pada subbab ini akan
dibahas kekonvergenan barisan titik di dalam ruaedrik. Jika titik-titik ruang
metrik itu fungsi, akan dibahas kaitannya dengakok@nuan dalam ruang me-
trik.
Definis 2.4.1
Diberikan ruang metrikX, d).
Barisan dalam ruang metriKX, d) merupakan fungsi dengan domain himpunan
semua bilangan af\i, yaitu

f:N — X dengan neN.
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Selanjutnya ditulisf (n) = x,,. Barisanxy, x5, ..., x,, ditulis (x,); x,, disebutsuku
ke-n dari barisan. Himpunan titik-titikx,, x,, ..., x,,} disebutjangkauan (range)
barisan. Suatu barisan dikatakarbatas jika jangkauanr@nge) barisan tersebut

terbatas.

Definis 2.4.2

Diberikan ruang metrikX, d).

Barisan(x,) di dalamX dikatakankonvergen jika adaxeX sedemikian sehingga
untuk setiape > 0 ada bilangan bulat positih, dan jika n >n, berlaku
d(x,,x) < e.

Dalam hal ini dapat dituli$im,,_,., x, = x dan dikatakar{x,) konvergen kex,

sering dilambangkan dengap — x.

Teorema 2.4.3

Diberikan ruang metrikX, d) dan(x,) c X.

JikaxeX, x'eX dan{x,) — x, (x,) — x’ makax = x'.

Bukti

Diambil sembarang > 0.

Karena(x,) — x maka terdapat,eN sedemikian sehingga untuk setiapN
dengam > n, berlakud (x,, x) < %

Karena(x,) — x' maka terdapat,eN sedemikian sehingga untuk setiapN
dengam > n, berlakud (x,,, x') < %

Diambil n, = maks {n,, n,}. Karena itu untuk > n, berlaku
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d(x,x") <d(x,x,) + d(x,,x")

Jadi untuk setiap bilangan> 0 berlakud(x, x") < ¢. Ini berartix = x'. =

Definisi 2.4.4
Diberikan ruang metrik(X,d) dan barisan({x,) c X. Diperhatikan barisan
(ni), k eN dengam; < n, <ng < ---. Barisar(x,, ) disebutbarisan bagian atau

subbarisan (x,,).

Teorema 2.4.5

Jika (X, d) ruang metrik kompak dafx,) barisan dalank, maka barisadx,,)
memuat subbarisan yang konvergen ke suatu titig@ag.

Bukti

HimpunanE = {x, |neN} dinamakan jangkauanahge) dari(x,, ).

Jika E berhingga makd& = (x,, x,, x5, ..., x;) sehingga terdapdat < s <t dan
suatu barisan(n;) dengann; <n, <nz; < - sehingga terdapat,, = x,, =

Xn, =+ = Xx,. Jadi barisan bagidm,,, ), k €N konvergen kec;eE c X.
Jika E tak berhingga daf c X, X kompak maka& mempunyai suatu titik limit
di X, namakan titik.

Dipilih

n, sehinggai(x,,,x) < 1,

n, > n, sehinggai(x,,, x) < %
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ns > n, sehinggai(x,,, x) < §

n; > n;_, sehinggal(x,, x) < %

maka(xy, ), k eN konvergen keceX. m

Selanjutnya akan dibahas kekompakamang dengan metrik Euclides.
Berikut pembahasan kekompakan p&da
Definis 2.4.6
Diberikan ruang metrikX,d) = R™.
Jikaay, ay, ..., a, danby, b,, ..., b, bilangan real sedemikian sehingga< b; un-
tukj = 1,2, ...,n, maka himpunan titik-titikk = (x4, x5, ..., x,,) dalamR" yang
memenuhi ketidaksamaap < x; < b; untukj = 1,2, ...,n dinamakarsel — n

(n — cell).

Teorema 2.4.7

Misalkank bilangan bulat positif. Jikd,,) barisan darsel — n sedemikian se-
hinggal,, o I,,; (n = 1,2, ...), makan,_, I,, tidak kosong.

Bukti

Diketahui bahwdl,,) barisan darsel — n sedemikian sehingga

I,o2L ;1 (n=12,..)

Andaikanl,, = {(xn,pxn,z' ...,xn,k)E[R{”: Apj < Xpj<bpj;1<j< n}
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Selanjutnya dibentuk = [ay x, by k], untuk setiag < k < n. Maka untuk se-
tiap1 < k < n terdapatc*, sedemikian sehinggei,e N1, (kK = 1,2,...,n).

Akibatnya bahwdx*;, x*,, ..., x*,)e N I, Ny=4 I, tidak kosongm

Teorema 2.4.8

Dalam ruang metrikX, d) = R" setiapsel — n adalah kompak.

Bukti

Misalkan untuk setiap konstanta regla,, ...,a, danby,b,, ..., b, sedemikian
sehinggas; < b; untukj = 1,2,3, ..., n.

Andaikanly = {(xn,1, %2, - Xn i JER™ @y ; < X ; < by ;31 < j <} dan

6= \/Z?ﬂ(bn.j - an.j)z
Maka|x — y| < § jika xely, yel,.
Misalkan I, tidak kompak. Maka terdapat = {G,: aeA} (A sembarang himpu-
nan) selimut terbuka dafj yang mana subselimut terbuka berhingga tidak me-

nyelimuti /.

. an,jt+by j . A
Untuk 1 <j <n, bentuk¢; = === Himpunan{(ay,j, c,;):1 <j <n} dan
{(cnj»bp;):1 < j < n} dapat membentuR™ sel —n, yakni IV untuk 1 < k <
2", Untuk1 <k < 27", I,El) adalah subhimpunan ddg dan Uiill,il) = I,. Se-

hinggag = {G,: aeA} adalah selimut terbuka untuk set2lp sub sel —n. Kare-

na selimut terbuka dafj yang mana subselimut berhingga tidak menyelirfuti

maka paling sedikit satu elemen d%igfil): 1<k< 2"} memenuhi sifat tersebut
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Misalkan I; elemen dari {I,El): 1<k< 2”}, yang mana subselimut berhingga
darig tidak menyelimuti;.

Selanjutnya untuk (X1, %2, -, Xn )J€l; diperoleh a, ; < x,; <c,,; atau
Cnj < Xnj < by j, untukl < j < n.

n,j—qn,j — by, j—cCnj —
2

C.
Karena

b i—a .
i - = maka untuk

x = (xn,llxn,ZI ---:xn,k)'y = (Y1 Yn2> - Yni)€l, diperoleh

(bp,j—a '-)2 S
d(x,y) = JZ?zl(yn,j — xp)2 < \/@ =2

Sehingga panjan@,) = g.

Kemudian proses yang sama dilanjutkan dengan
I = {(xn1, Xn20 o X i JER™ @ ;D < 20 ;D < by, /M1 <j < )

/Dty ;O

Diandaikarc, ;) = membentuk dua himpunan interval

{(an;®, ¢, ;®):1 < j < n} danf(c,; P, b, ;): 1 < j < n} yang dapat mem-
bentuk2™ sel — n yang baru, yaan,EZ) untuk1 < k < 2™, I,Ez) adalah subhim-
(2

punan dari, danU,%lek = I,. Karena selimut terbuka ddyiyang mana subse-

limut berhingga tidak menyelimuti;, maka paling sedikit satu dari anggota

{I,gz): 1<k< 2"} tidak diselimuti oleh subselimut berhingga darMisalkani,

elemen dari {I,Ez): 1<k< 2"}, yang mana subselimut dggitidak menyelimuti

_ panjang(ly) _

5 L
> = Jika proses ini dilakukan secara terus

I, dengan panjangl,)
menerus maka baris&f,) dari sel —n memenuhi sifat-sifat berikut ini:

i. Ipol[o2I,oI;3>-
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ii. I tidak diselimuti oleh subselimut berhingga dari

iii. jika xel,, danyel, makalx — y| < 27%6.
Karenaly oI, o1, 2 I3 D ---, makaNy -, [ # @. Andaikanx®e N;—, I;. Kare-
nag = {G,: aeA} adalah selimut terbuka ddgi danN,-,I; < I, terdapatG,eg
sedemikian sehingga'eG,. KarenaG, terbuka maka terdapat bilangan real positf
r > 0 sedemikian sehingghl.(x*) c G,. Jikan semakin besar maka™s < r .
Sehingga untuk semu&N, x*el, c N, (x*) c G,. Dengan demikian kontradiksi

dengan sifat (b). Jadj kompakm

Teorema2.4.9
Diberikan ruang metrik Euclidg®R"™, d) danE subhimpunan dafiR™, d). JikaE
tetutup dan terbatas, makskompak.
Bukti
AndaikanE tetutup dan terbatas. Maka ada sueti— n, yaknil sedemikian se-
hinggaE c I. KarenaE terbatas maka terdapat bilangdgn> 0 sedemikian se-
hingga

I = {(xn,l'xn,ZI ...,xn,k)e[R{": max15j5k|xn,j| <M+ 1}
Berdasarkan teoremiakompak. Karen& c I danE tertutup, maka berdasarkan

teorema 2.4.8 makia kompakm

Selanjutnya akan dibicarakan konsep-konsep yang mieandasi definisi

kelengkapan dari suatu ruang metrik dan juga peagzahselanjutnya.
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Definis 2.4.10

Diberikan ruang metrikX, d).

Suatu barisarix,) € X disebutbarisan Cauchy jika untuk setiapge > 0 terdapat
bilangan bulat positifi, = ny(¢) sedemikian sehingga jikan,n > n, berlaku

d (X, xp) < €.

Contoh 2.4.11
Diambil ruang metrikf = R terhadap metrik biasa.

Akan ditunjukkan bahwa barisgn, ) denganx,, = 1/n adalah barisan Cauchy.

Diberikane > 0 terdapat bilangan bulat, = n,(¢) sedemikian sehinggf;r < e.
0

Maka jikam > n > n,
d(Xpm, x,) = |1/n—1/m|
<1/n
<1/n,<e¢
Dengan demikian terbukti bahwa barisar}) denganx,, = 1/n adalah barisan

Cauchy.

Teorema2.4.12

Diberikan ruang metrikX, d).

Setiap barisakx,,) konvergen merupakan barisan Cauchy.

Bukti

Diketahui bahwat,, — x maka untuk setiap > 0 terdapat bilangan bulat positif

ny = ny(e) sedemikian sehingga untuk semuz n, berlaku
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d(x,,x) < g
Dengan menggunakan ketaksamaan segitiga, dipevnieltk semuan,n > n,,
berlaku

d (X, xn) < d(xp, x) + d(xy, X)

Jadi terbukti bahwa barisdn, ) konvergen adalah barisan Cauahy.

Definis 2.4.13
Diberikan ruang metrikX, d).
Suatu ruang metrik disebutiang metrik lengkap jika setiap barisan Cauchy da-

lam ruang metrik itu konvergen ke suatu titik elenngang metrik tersebut.

Berikut ini akan dibahas contoh yang berkaitangderkelengkapan ruang
metrik. Selain itu juga akan diberikan contoh ruaregrik yang tidak lengkap.
Contoh 2.4.14
Diberikan ruang metrik EuclideR™.

Akan ditunjukkan bahwa ruang metikiclides R™ adalah ruang metrik lengkap.
Bukti

Diketahui bahwaR™ adalah ruang metrikuclides sehingga dapat didefinisikan

1

d(x,y) = (Z?ﬂ(fj - 771')2)E

X = (51'52' ""En) dan y = (771' N2, ---:Un)ER"
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dimanax = (¢;) dany = (n;). Diambil sembarang barisan Caudfzy,) dalam

R" dan ditulisx,, = (&;™,&™, ..., £,™). Karena(x,,) Cauchy maka untuk

setiape > 0 terdapat bilangan bulat postif, sedemikian sehingga berlaku

1

d (X, ;) = ( (g™ - 77,-(”)2)5 <e (2.1)
untuk semuan, r > n,. Dengan mengkuadratkan, maka diperoleh untuk
m,r = nydanj = 1,2,..,n.

(fj(m) - nj(r))z < €2 dan |fj(m) - nj(r)| <e.
Hal ini menunjukkan untuk setiap< j < n, (§;',¢;% ...) adalah barisan Cauchy
dari bilangan real. Karena setiap barisan Cauchiybilangan real adalalan bari-
san konvergen makajm — §; untukm — oo,
Dengan menggunakanlimit, dapat didefinisikanx = (¢,,¢,, ..., &,). Dengan je-
las bahwace R™. Berdasarkan (2.1) untuk— oo, berlaku

d(x,,x) <,

untuk semuan > n,. Ini menunjukkan bahwa adalah limit darx,,) dan ter-
bukti bahwa ruang metrik Eucli®@™ adalah lengkap, karena diambil sembarang

barisan Cauchyx,, ).

Contoh 2.4.15

DiketahuiQ = himpunan bilangan rasional.
o . 1\"
Diberikan barisads, ) dengars,, = (1 + ;) :

Barisan(s,,) akan konvergen ke bilangan irasioaa Q. JadiQ tidak lengkap.
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Berikut ini akan diberikan beberapa konsep terttaiigan konsep kekom-
pakan dan barisan. Selain itu juga bahwa akan d#akuivalensi barisan dan
kekompakan.

Definis 2.4.16
Ruang Metrik(X, d) dikatakankompak barisan (sequentially compact) jika setiap

barisan(x,,) € X mempunyai subbarisgw,, ) yang konvergen.

Definisi 2.4.17
Diberikan ruang metrikX, d).
Ruang metrikX dikatakanbersifat Bolzano-Weierstrass jika setiap subhimpunan

tak hingga dark mempunyai titik limit.

Teorema 2.4.18

Ruang metrik(X, d) kompak barisan jika dan hanya jikd, d) mempunyai sifat

Bolzano-Weierstrass.

Bukti

= Diketahui ruang metriKX, d) kompak barisan dan diberikaihsubhimpunan
tak hingga dark. Akan dibuktikan bahwd mempunyai titik limit.

Dibentuk barisan titik-titik berlainafx,) dari A. Karena ruang metrikX, d)

kompak barisan, maka barisgt,) mempunyai subbarisafx,, ) yang kon-
vergen ke suatu titikeX. Untuk setiape > 0 terdapat bilangan bul# sede-
mikian sehingga untuk seti&p> P berlakud(x, x,, ) < &. Karena(x,, ) bari-

san titik-titik berlainan, maka setiap kitar darimemuat titik-titik berlainan
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dari subbarisanJadi titikx adalah titik limit dari himpunan titik-titik sublbia
san. Karena himpunan titik-titik subbarisan adaabhimpunan dad, maka

x adalah titik limitA. Terbukti bahwa ruang metrikX,d) mempunyai sifat
Bolzano-Weierstrass.

Diketahui ruang metriX,d) mempunyai sifat Bolzano-Weierstrass, yakni
setiap subhimpunan tak hingga mempunyai titik lilkkan dibuktikan bahwa
ruang metrik(X, d) kompak barisan. Misalkafx,,) suatu barisan di dalam
Jika barisarx,,) mempunyai suatu titik yang muncul tak hingga banyaknya,
maka barisar{x,,) mempunyai subbarisan konstan, yakni untuk setikam-b
gan bulat positifc sehingg&x,,, ) = x. Jelas bahwa subbarisan konvergen ke

titik x. Jika barisan(x,) tidak mempunyai titik yang muncul tak hingga ba-

nyaknya, makal = {x,} subhimpunan tak hingga dafj sehinggad mempu-
nyai titik limit xeX. Untuk setiap bilangan bulat posikfdiambil x,,, dengan
d(xp,, x) < % makax,, — x untuk k — co. Terbukti ruang metrik X, d)

kompak barisam

Teorema 2.4.19

Jika ruang metrik(X,d) kompak, maka(X,d) mempunyai sifat Bolzano-
Weierstrass.

Bukti

Diberikan ruang metriKX,d) kompak dand subhimpunan tak hingga daxi
Akan ditunjukkan bahwd mempunyai titik limit

AndaikanA tidak mempunyai titik limit, maka setiap titieX bukan titik limit

dari A, sehingga untuk setiap titikeX adar, > 0 sedemikian sehinggal,. (x)

tidak memuat titik dard kecuali mungkin fitikx. KeIuarga{er(x)} adalah se-
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limut terbuka dariX. Karena ruang metrikX kompak, dapat ditemukan

X1, X2, ..., X, Sedemikian sehinggaX;ULlerk(xk). Karena himpunan

A € {x4, x5, ..., x,}, makad himpunan berhingga. Kontradiksi kareh&impunan

tak hinggam

Definisi 2.4.20

Diberikan ruang metrik (X,d),E c X. Diameter E adalah

d(E) = sup{d(x,y): x, yeE}.

Definisi 2.4.21
Bilangan reak > 0 disebutbilangan Lebesgue (Lebesgue number) untuk selimut
terbuka{G;} dari ruang metriKX, d) jika setiap subhimpunan dafiyang diame-

ternya kurang dan termuat sekurang-kurangnya dalam gatu

Teorema 2.4.22

Dalam ruang metrikKX, d) yang kompak barisan, setiap selimut terbuka mempu-
nyai bilangan Lebesgue.

Bukti

Diketahui (X, d) kompak barisan daft;;|ieA}(A himpunan indeks) selimut ter-
buka untukX. Subhimpunam dari X dikatakanbesar jika A tidak dimuat dalam
setiap selimut terbuké;. Jika tidak ada subhimpunan besar, sembarangghitan
real positifa adalah adalah bilangan Lebesgue, sebab sdtiapX (termasuk

yang diameternya kurang dafi termuat dalam suatk.
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Asumsikan ada himpunan besar d&riMisalkanB = {A: A c X, A besar} dan

b = inf{d(A): AeB}. Jelas bahwa > 0.

Jikab > 0 makab dapat diambil sebagai bilangan Lebesgue, sebab jik

A c X,d(A) < b makaA termuat dalam suat@;, sehinggad bukan himpunan
besar.

Andaikanb = 0. Karena himpunan besar tidak termuat di dalanaséti, maka
himpunan besar sekurang-kurangnya terdiri atastidkaUntuk setiap bilangan
bulat positif n terdapat himpunan bes&;, sedemikian sehinggd < d(B,) <
1/n. Dipilih titik x,, di setiapB,. KarenaX kompak barisan, maka bariséx),)
mempunyai subbarisa,, ) yang konvergen keceX. Selanjutnya adéA sede-
mikian sehinggaxeG;. Karena G; terbuka, maka untuk > 0 terdapat Kitar
N, (x) € G;. Selain itu karena subbarisan konvergen, mgkac N,(x) untuk
indeksk tak hingga banyaknya. Selanjutnya untuk bilangalatipositifn yang
tak hinggax,eN, ,(x). Misalkan ada bilangan positif, yang cukup besar se-
demikian sehingga/n, < r/2. Karenad(B,,) < 1/n, < r/2 maka

B,, © N,(x) c G;. Terdapat kontradiksi denga,, himpunan besar. Jadi tidak

mungkin bahwa = 0. m

Definis 2.4.23

Jika diberikare > 0, subhimpunam dari ruang metriKX, d) dinamakarjaringan-
€ (¢ — net) jika himpunard berhingga dalX = Ugc4 N:(a).

Selanjutnya ruang metrikX,d) dikatakanterbatas total (totally bounded) jika

ruang metrik(X, d) mempunyai jaringam-untuk setiag > 0.
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Teorema 2.4.24

Jika ruang metrikX, d) kompak barisan, mak&, d) terbatas total.

Bukti

Diketahui ruang metriKX,d) kompak barisan dan diberikan> 0. Ambil satu
titik a; dalamX dan bentuk kitaW.(a,). Jika kitar tersebut memuat setiap titik
dari X, maka himpunarfa,} adalah jaringar: Jika ada titik-titik di luar dari
N.(a;), namakan titika, dan bentuk himpunaN;(a;) U N.(a,). Jika gabungan
kitar itu memuat setiap titik da¥, maka himpunafda,,a,} adalah jaringam-
Jika proses ini dilanjutkan, maka gabungan kiafa,) U N.(a,) ...U N.(a,)
akan memuat setiap titik da¥i Jika proses yang sama dikerjakan terus—menerus
secara tak terbatas, maka barisap a,, ..., a,, ...) adalah barisan yang tidak
memuat subbarisan yang konvergen. Hal ini bertgatailengan asumsi bahwa
ruang metrik yang kompak barisan. Jadi himpunahibgga{a,, a,, ..., a,,} ada-

lah jaringane, dan terbukti bahw& terbatas total

Teorema 2.4.25

Jika ruang metrikX, d) kompak barisan, mak&, d) kompak.

Bukti

Diketahui ruang metrikX, d) kompak barisan. Diberikan sembarang selimut ter-
buka{G;|ieA}(A himpunan indeks). Berdasarkan Teorema 2.4.22nseterbuka
tersebut mempunyai suatu bilangan Lebesgu&elanjutnya diambi# = a/3 dan
dengan menggunakan Teorema 2.4.24 diperoleh jariaga

A={ay,a,,..,a,}.
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Untuk setiapk = 1,2, ..., n, d(Ng(ak)) < 2e =2a/3 < a. Berdasarkan definisi
bilangan Lebesgue, untuk setiapterdapatG,, sedemikian sehinggh, (ay) c
Gq,- Karena himpunaml adalah jaringams-dan setiap titik kitar memuat setiap
titik dalam X, maka X = Ug,ca Ne(ax) = Up=y G, dengan{G,,,G,,, ..., Gq,}
adalah subselimut berhingga défl;}. Dengan demikian terbukti bahwa ruang

metrik (X, d) kompakm

Teorema 2.4.26
Diberikan ruang metrikX, d).
Sifat-sifat di bawah ini ekivalen:
a) Ruang metrikk kompak
b) Ruang metrikX bersifat Bolzano-Weierstrass
c) Ruang metrikk kompak barisan.
Bukti
(@) = (b)
Berdasarkan Teorema 2.4.19.
(b) = (c)
Berdasarkan Teorema 2.4.18.
(€)= (a)

Berdasarkan Teorema 2.4.85.

Khusus dalam ruang metriR", ekivalensi sifat-sifat di atas ditambah

bahwa himpuna# tertutup dan terbatas.
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Berikut akan dibahas secara singkat beberapanm@openting yang terkait
dengan sifat-sifat kekontinuan dan kekontinuan gsera dalam ruang metrik.
Pembahasan ini akan melandasi konsep-konsep yamgdabicarakan dalam bab

selanjutnya.

Definis 2.4.27

Diberikan ruang-ruang metrikX,d,) dan(Y,d,), himpunanE c X, f:E —Y,
danp fitik limit dari E. lim,_,, f(x) = f(p) jika dan hanya jika untuk setiap
£ > 0 terdapat bilangad > 0 sedemikian sehinggd,(f(x), f(p)) < e untuk

setiapxeE dengar) < d,(x,p) < 6.

Definis 2.4.28

Diberikan ruang-ruang metrikX,d,) dan (Y,d,), himpunanE c X, titik peE,
dan fungsif: E — Y.

Fungsi f dikatakankontinu di titik p jika untuk setiape > 0 terdapat bilangan
§ >0 sedemikian sehinggal,(f(x),f(p)) <& untuk setiapxeE dengan
d,(x,p) < 6.

Jikaf kontinu di setiap titikweE, makaf dikatakarkontinu pada himpunaf.

Contoh 2.4.29
Diambil ruang metrik =Y = R.
Dibentuk fungsif: X — Y dengan definisf (x) = x? untukxeX.

Akan ditunjukkan bahwa funggi kontinu setiap titikceX.
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Ambil sembarang titikceX.

Diberikan € > 0 harus dicari§ > 0 sehingga untuk setiap yang memenuhi
|x — c|] < & berlaku|f(x) — f(¢)] < e.

Ditinjau nilai x dalam kitarN;(c) = (¢ — 1,¢ + 1), yaitu nilai-nilai x dengan
|x —c| < 1.

Akan ditunjukkan adanya bilangah> 0 sehingga untukx —c| < § berlaku

[x? —c?| <.

Untuk |[x —c| <1 maka |[x? —c?|=|x—cllx+c|=|x—c||(x —c) + 2c| <

|x — c]|1 + 2c|. Jadi untukx — ¢| < 1 maka|x? — c?| < & cukup apabila

£
1+]2¢c|’

€
1+|2c¢|

[x —c| < Dengan demikian jikad = min{l, } maka dan0 <

|x — c| < & akan berlakyx? — c?| < &. Terbukti f kontinu padac. Karena pen-

gambilanc sembarang maka terbulttikontinu pad& = R.

Teorema 2.4.30

Diberikan ruang metrikX, d,), (Y,d,), dan(Z, d5), himpunanE c X dan peme-
taan-pemetaafi E — Y g:f(E) — Z h:E — Z dengan definisi

h(x) = g(f (x)) untuk setiapceE.

Jikaf kontinu dipeE dang kontinu dif (p), makah kontinu dip.

Selanjutnyah ditulis sebagah = g o f danh disebutfungsi komposisi.

Bukti

Diambil sembarang bilangan> 0.
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Karenag kontinu dif (p) maka terdapat bilangan> 0 sedemikian hingga untuk

setiapyef (E) dengand,(y, f (p)) < n berlakuds (g(y),g(f(p))) <e (2.2

Karenaf kontinu dip maka terdapat bilangah> 0 sedemikian hingga untuk

setiapxeE dengand, (x,p) < & berlakud, (f (x), f(p)) < n.

Selanjutnya  diperoleh d;(h(x), h(p)) = ds (9(fx)), g(f())) < sebab
f@ef (E) dengand, (f (), f () <.

Dari (2.2) diperoleh juga bahwa (g(f (x)), g(f(p))) < e untuk setiapxeE

d,(x,p) <86.

Bukti ini menunjukkan bahwa fungsi komposiskontinu di titikp. m

Definisi 2.4.31
Diberikan ruang metrikX, d,) dan(Y, d,) dan Fungsif: X — Y.
JikaV c Y makabayangan invers dari V terhadap fungsf adalah subhimpunan

fY(V) dariX, yaknif~1(V) = {xeX: f(x)eV}.

Teorema 2.4.32

Diberikan ruang metrikX, d,) dan(Y, d,).

Fungsi f: X — Y kontinu padaX jika dan hanya jikgf ~1(V) terbuka dalank
untuk setiap himpunan terbukadalamy .

Bukti

= Diketahuif kontinu.
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Akan dibuktikan untuk semua himpunan terblkke Y, f~1(V) terbuka da-
lam X.
Ambil sembarang himpundnc Y terbuka danf ~1(V) = V,.
JikaV, adalah himpunan kosong, maka himpulgterbuka.
Untuk selanjutnya anggap bahWgabukan himpunan kosong.
Diambil sembarangeV,, harus ditunjukkarx, titik interior V,, sebut saja
Vo = f(xg)e€V.
KarenaV terbuka maka, adalah titik interior dar/. Sehingga ada kitaran-
dari y, yaitu N. Karenaf kontinu ada kitarai- dari x, yaitu N, sedemikian
sehingggf (N,) = N. KarenaN c V makaf ~1(N) c f~1(V) atauN, c V.
Jadi terdapat kitaraM, darix, sehinggac,eN, c V.
Terbukti bahwax, titik interior V. Jadi setiap elemélt, adalah titik interior.
Dengan kata laifr, = f~1(V) terbuka.

< Diketahui bahwg ~1(V) setiap himpunan terbukadalamy juga terbuka da-
lam X. Diambil sembarang,eX dan sembarang kitarandari f(x,), yakni
N. f~1(N) yaitu N, terbuka, karen& terbukaN, memuatx,. SehinggaV,
juga memuat kitarafd-darix, yang dipetakan k& karenaV, dipetakan kev.
Akibatnya f kontinu dix,. Lebih lanjut karena,, sembarang anggofé ter-

bukti bahwaf kontinum

Definisi 2.4.33 (Kontinu Seragam)

Diberikan ruang metrikX,d,;) dan(¥,d,), f: X — Y.
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Fungsif dikatakankontinu seragam padaX jika untuk setiap bilangan> 0 ter-
dapat bilangaid > 0 sedemikian hinggd, (f(p), f(q)) < € untuk semug, geX

dengand, (p,q) < 6.

Berdasarkan definisi kontinu dan kontinu seragaapat disimpulkan per-
bedaan dari kedua konsep tersebut. Pertama kosdiragam adalah sifat fungsi
pada suatu himpunan bukan di suatu titik, sedandkénisi kontinu untuk suatu
fungsi diawali dengan definisi fungsi kontinu diasui titik. Kedua jikaf kontinu
padaX, maka jika diberikameX dane > 0, dapat dicars > 0 yang memenuhi
definisi 2.4.28. Bilangad bergantung pada dane . Sedangkan jikg kontinu
seragam pads, maka untuk setiap > 0, adad > 0 yang dapat digunakan dalam
definisi kontinu untuk semua titik dalam Dengan kata lain bilangah hanya
bergantung pada

Berdasarkan definisi jika terdapat fungsyang kontinu seragam pada
maka fungsif kontinu padaX. Tetapi sebaliknya tidak benar, berikut diberikan

contohnya.

Contoh 2.4.34

Diambil ruang metrikk =Y = R.

Dibentuk fungsif: X — Y dengan definisf (x) = x? untukxeX.
Akan ditunjukkan bahwa funggi tidak kontinu seragam pada
Bukti

Jikaf (x) = x? kontinu paddR.
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Diambil ¢ = 1 dand sembarang bilangan positif. Untuekdany dalamR berlaku
|f(x) — f()| = |x — yllx + y|. Dipilih x > 0 dany = x +g, maka

64x+ 6 52
|x—y|<6dan|f(x)—f(y)|=§ > =8x+T>6x.

Jadi jika diambilk = 1/§ dany = x + 6/2 maka|f (x) — f(y)| > éx = 1.
Terbukti bahwa ada> 0 (¢ = 1) sehingga untuk setiap > 0 terdapatx dany
dalamR, dengan|x — y| < § dan|f(x) — f(y)| = . Jadif tidak kontinu sera-

gam padaR.



BAB |11

BARISAN FUNGS

Pada bab ini akan dibahas tentang barisan fungkgrivergenan titik de-
mi titik dan kekonvergenan seragam, hubungan kekg@nan seragam dengan
kekontinuan, hubungan kekonvegenan seragam dagrahtelan hubungan kon-
vergen seragam dengan differensial. Konsep-korexsphiut yang kemudian juga
akan melandasi pembahasan selanjutnya.

Konsep konvergen seragam ini sangat penting dambahasan menge-
nai barisan fungsi yakni apakah sifat-sifat yangiliki oleh fungsi suku barisan

fn Juga dimiliki oleh fungsff.

A. Barisan Fungsi

Pada subbab ini akan dibicarakan barisan fungsig$itfungsi yang diba-
has adalah fungsi-fungsi bernilai real, yang didsikan pada suatu himpunan di
dalam ruang metrik. Selain itu juga akan dibahasatey kekonvergenan, baik
konvergen titik demi titik maupun konvergenan saragBarisan yang konvergen
seragam pada suatu himpunan adalah konvergeml¢itik titik, tetapi sebaliknya
belum tentu benar.

Diberikan ruang metrilk dan himpunart c X. Barisan(f,,) adalah bari-
san fungsi real yang didefinisikan pada suatu hmp c X, yaitu f,,: E — R

untukneN.
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Jika untuk setiapeE barisan bilangafyf;,, (x)) konvergen, maka dikatakan
barisan(f,,) konvergen titik demi titik pada himpunant. Karena untukceE dan
yeE barisan bilangaxf,, (x)) dan(f, (y)) dapat konvergen ke bilangan yang ber-
beda, maka barisaif,) yang konvergen titik demi titik pada menentukan fung-
si limit f yang didefinisikan pad&. Dengan kata lain, untuk setiapE, barisan

(f(x)) konvergen k¢ (x), dengan notagi, — f titik demi titik.

Definis 3.1.1

Diberikan ruang metriKX,d), E c X dan barisarf,) denganf,: E — R untuk
neN. Barisan fungskf,) dikatakankonvergen titik demi titik ke fungsif pada
himpunanE jika diberikanxeE dane > 0 terdapatVeN sedemikian hingga untuk

setiapneN dan n > N berlaku

() = fF(O)] <e.

Berdasarkan definisi di atas, bilangan bulat pogitibergantung pada
danx. JadiN adalah fungsi dag danx. Namun mungkin terjadi bahwa bilangan
asli N dalam definisi barisafy,,) konvergen ke funggi padaX hanya bergantung

padas saja. Kekonvergenan semacam itu disebut kekonwargseragam.

Definis 3.1.2
Diberikan ruang metriKX,d), E c X dan barisanf,) denganf,;: E — R untuk

neN. Barisan fungsif,) dikatakankonvergen seragam ke fungsif pada himpu-
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nank jika untuk setiaE > 0 terdapat suatu bilangan bulat posifsedemikian
hingga untuk semu@eN dengann > N dan untuk semueeE berlaku

|fn(x) — f(x)| < €. Sering digunakan notafj — f seragam padg.

Contoh 3.1.3
Diberikan ruang metrik(X,d), (a,b) c X, dan barisan fungsif,) dengan
fn: (a,b) — R. Didefinisikan f,(x) = 1/(nx) untuk neN dan dana < x <b
dengam > 0.
Buktikan bahwa(f,,) konvergen seragam kg pada(a, b) danf(x) = 0 untuk
a<x<bhb.
Bukti
Dengan jelas terlihat bahwa untuk seti@&ga, b) makalim,,_,,, 1/(nx) = 0. Ja-
di (f,,) konvergen titik demi titik padéa, b), dengarf (x) = 0.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahyya) konvergen seragam lfepada(a, b).
Untuk setiapce(a, b) dan setiameN berlaku

Ifn () = f(0)| = 1/(nx) < 1/na.
Oleh karena itu jika diberikan> 0, maka terdapat bilangan bulat posNifse-
demikian sehinggd/Na < €. Selanjutnya jika diberikan > 0 terdapat bilangan
bulat positifN sedemikian sehingga> N danxe(a, b), berlaku

(@) = f(x)] =1/(nx) <1/na <1/Na < .
Dengan demikiafif;,) konvergen seragam lepada(a, b).
Jika barisar{f,,) tidak konvergen seragam Kepadak jika dan hanya jika

(3e > 0)(VNeN)(@neN)(In = N)(3xeE) |f,(x) — f(x)]| = &,
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atau dengan kata lain bahwa barisan fuffjsitidak konvergerseragam ke fung-
si f pada himpunatt, jika terdapat > 0 sehingga untuk semua bilangan bulat
positif N, dapat dicari suatu yang lebih besar atau sama dengadan suatu

xeE dan berlakuf, (x) — f(x)| = «.

Contoh 3.1.4

Diberikan ruang metrik(X,d), (0,1) € X, dan barisan fungsif,) dengan

fn:(0,1) — R. Didefinisikanf,, (x) = 1/(nx) untukneN.

Buktikan bahwa(f,) konvergen titik demi titik tetapi tidak konvergseragam

pada(0,1).

Bukti

Dengan jelas terlihat bahwa untuk sett&00,1) makalim,,_,., 1/(nx) = 0. Jadi

(f) konvergen titik demi titik pad€0,1). Jika diambile = 1. Maka untuk semba-

rangNeN , dapat dicarih = 2N > N danx = 1/(3N)e(0,1) sehingga
|fen(1/3N) = f(1/3N)| = 3/2 > 1.

Dengan demikiakf;,,) tidak konvergen seragam Kepada(0,1).

Teorema 3.1.5 (Kriteria Cauchy)

Diberikan ruang metrikX,d), E c X dan barisan (f,;) dengan f,,: E — R.

Barisan fungskf,,) konvergenseragam padé& jika dan hanya jika untuk setiap
€ > 0 terdapat suatu bilangan bulat poshif sedemikian hingga untuk semua

m = N, untuk semua > N dan semuaceE berlaku

|fn(x) — ()| <e.
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Bukti
= Akan dibuktikan jika barisan fungéf,,) konvergenseragam maka untuk se-
tiap € > 0 terdapat suatu bilangan bulat posiifsedemikian hingga untuk
semuan,n > N dan semuaceE berlaku
/() — fin ()| <&
Andaikan barisan fungsif,,) konvergenseragam. Maka untuk setiap> 0
terdapat suatu bilangan bulat posifisedemikian hingga untuk semaa N
dan untuk semuseE, berlaku
Ifu(x) — fF()] < /2,
sehingga untuk semum, n > N, dan untuk semueeE berlaku
/() = fn GOl = [fu(x) = F ) + f(x) = frn ()]
< @) = FCI+1f (%) = frn (0
<e/2+¢€/2
= &.
< Diketahui untuk setiap > 0 terdapat suatu bilangan bulat posiNifsedemi-
kian sehinggaintuk semuan, n > N dan semuacE berlaku
|fn() = frn ()| < & (3.1)
Dengan demikian untuk setia@gE barisan bilangan redf, (x)) adalah bari-
san Cauchy. Jadf, (x)) konvergen untuk setiayeE.
Dimisalkan(f,,) konvergen ke fungsi limif padak. Akan dibuktikan bahwa
(fn) konvergen seragam lfepadak.
Jika diambiln tetap dam > N sedangkan diandaikan — oo, maka keti-

daksamaan (3.1) menghasilkan
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/G = f0)l <e
untuk semuaxeE.
Dengan demikian telah dibuktikan bahwa untuk 0 yang diberikan terdapat
bilangan bulat positiN sehingga untuk semua> N dan semuaceE berlaku

|f,(x) — f(x)| < &. Jadif,, — f seragam padé. m

Teorema 3.1.6
Diberikan ruang metrikX,d), E c X dan barisan (f,,) dengan f,,: E — R.
Didefinisikan untuk setiapeN
My = supyee|fn(x) — f ()1
Maka(f,) konvergen seragam lfepadaF jika dan hanya jik&/,, — 0.
Bukti
= Jika(f,,) konvergen seragam KepadakE, maka untuk setiap > 0, terdapat
bilangan bulat positiN sedemikian sehingga untuk semua N dan semua
xeE berlakulf,,(x) — f(x)| < /2. Dengan demikian jelaslah bahwa
My = supyeplfu(x) — f()l <e/2<e.
Hal ini berarti bahwa/,, — 0.
< JikaM,, — 0, sehingga untuk > 0 terdapat bilangan bulat posiif sedemi-
kian sehingga untuk semua> N, berlaku|M,| < . Hal ini berarti untuk
semuan > N dan semuacE, berlaku
Ifn(0) = f)] <e.

Demikian terbukti bahwéf,) konvergen seragam lfepadaF. m
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B. Kekonvergenan Seragam dan Kekontinuan
Dalam subab ini akan dibahas tentang sifat kekoatiryang dimiliki oleh
suku-suku barisan fungsi yang konvergen seragara padtu subhimpunan dari
ruang metrik juga dimiliki oleh fungsi limitnya.
Di samping itu juga akan dibahas tentang masapsrasi pengambilan
limit, yakni tentang urutan pengambilan limit yashgpat dipertukarkan.
Teorema 3.2.1
Diberikan ruang metriKX, d), E c X dan barisan fungsif,,) denganf,;: E — R
sedemikain sehingga barisan fung&j) konvergen seragam kepadak danp
titik limit dari E.
Jikalim,_,,, f,(x) = A, untukneN maka barisa4,) konvergen dan
lim f(x) = lim A4,,.
x—p n—c
Jadi
S lim fu(x) = lim Jim fu ().
Bukti
Diberikan e > 0. Karena diketahui bahwgf,) konvergen seragam ke fungsi

pada himpunaf’ maka terdapat bilangan bulat posNifsedemikian hingga untuk

semuan, m = N dan semua xeE, maka berlaku
@) = fn (] <. (3.2)
Jika pada ketaksamaan (3.2) andaikar p, maka diperoleh

|An — Al <> <.
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Jadi untuk semua > N dan semuan > N berlakul4,, — 4,,| < € sehinggd4,,)
barisan Cauchy. Dengan demikigh,) konvergen kel ataud,, — A.
Akan dibuktikan bahwaim,_,, f(x) = A. Jadi untuk setiap > 0, dicarid > 0
sedemikian untukeE dan0 < d(x,p) < 6 berlaku

If () — Al <e.
Selanjutnya dibentuk ketidaksamaan sebagai berikut:

lf G0 — Al = 1f(x) = fu () + fu(x) — A + A — Al

<Uf) — @] + 1fn(x) — Al + |4 — Al (3.3)

KarenaxeE berlakuf, (x) — f(x) maka terdapat bilangan bulat posNif sede-
mikian sehingga untuk semwa> N;, berlaku|f(x) — f,(x)| < § Selain itu ka-
renad, — A maka terdapat bilangan bulat posNif sedemikian sehingga untuk
semuan > N,, berlaku |4, — A] < § Jadi untuk bilangan bulat positl¥ =
maks{N;, N,} dan untuk semuaceE berlaku |f(x) — fy(x)| < § dan juga
|[Ay —A| < § Karenalim,_,, fy(x) = Ay maka terdapad > 0 sedemikian se-
hingga untuk semugeE dan0 < d(x,p) < & berlaku|fy(x) — Ay| < g Dengan

demikian untuk semuacE dan 0 < d(x,p) < § mengakibatkan ketaksamaan
(3.3) menajdi
& & &
If(x)—AI <§+§+§= E.
Jadi terbukti bahwim,,_,,, f(x) = A.
Dengan jelas terbukti bahwa

lim lim f,(x) = lim f () =4= lim 4, = lim Jim fn ().

X—p n—oo
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Demikian urutan dalam pengambilan limit— p dann — oo dapat dipertukar-

kanm

Teorema 3.2.2

Diberikan ruang metrikX,d), E c X.

Jika(f,,) barisan fungsi kontinu pada himpunaman(f,,) konvergen seragam ke
fungsif pada himpunah, maka fungsf kontinu pada himpunai.

Bukti

Teorema ini sebagai akibat dari teorema 3.2.1 denga

lim f,,(x) = A,, = f,(p) (f,, kontinu dip), sehingga

xX—p
lim f(x) = lim lim f,,(x) = lim lim f,,(x) = lim f,(p) = f(p).
X—p X—pn—oo n—oox—p n—oo

Jadi untuk sembarangE berlakugin}jf(x) = f(p) danf kontinu pad&. m

C. Kekonvergenan Seragam dan Keterintegralan

Teorema berikut ini juga menunjukkan bahwa sifsggral dari fungsi su-
ku-suku dalam barisan fungsi yang konvergen serggata suatu himpunan juga
dimiliki oleh fungsi limitnya.
Teorema 3.3.1
Diberikan barisan fungsif,) yang didefinisikan dan terintegral pada selang
[a, b]. Jika barisar(f,,) konvergen seragam K& pada|a, b] makaf terintegral

padala, b] dan

L2 f = limpeo [ fr-



63

Jadi f: lim,_,o f;, = f:f =1lim,, e f: f.. Dengan demikian bahwa urutan

proses pengambilan limit dan pengintegralan dapatkarkan.

D. Konvergen Seragam dan Keterdiferensial

Teorema berikut ini juga menunjukkan bahwa sifaditerensialnya dari
fungsi-fungsi suku dalam barisan fungsi yang kogeaer seragam pada suatu
himpunan juga dimiliki oleh fungsi limitnya. Teona ini tidak disertasi pembuk-
tian, karena tidak akan digunakan pada pembahatamgnya.
Teorema 3.4.1
Misalkan (f,,) barisan fungsi, terdiferensial pafia b] dan(f,(x,)) konvergen
untuk suatu titikx, padala, b]. Jika(f,) konvergen seragam pafia b], maka

(fn) konvergen seragam ke fungspadala, b], dan untukee[a, b], berlaku

£160 = lim £i().



BAB IV

TEOREMA STONE WEIERSTRASS

Pokok atau inti dari pembahasan bab ini adalah €rearStone Weier-
strass. Teorema ini sebenarnya adalah suatu peramdani Teorema Pendekatan
sWeierstrass. Oleh karena itu Sebelum membahasmaoBtone Weierstrass,
akan dibahas Teorema Pendekatan Weierstrass demteteorema lainnya yang

mendukung pembahasan Teorema Stone Wierstrass.

A. Teorema Pendekatan Weier strass

Teorema Pendekatan Weierstrass mengatakan bahiap &etgsi real
f(x) yang didefinisikan dan kontinu pada selang teputan terbatagz, b] dapat
didekati secara seragam oleh barisan suku banyakda Teorema ini dibukti-
kan dengan fungsi konvolusi.
Teorema4.1.1
Jika f fungsi kontinu real padfa, b], maka terdapat barisan suku banyak)
sedemikian sehinggg,,) konvergen seragam ke fungspadala, b].
Bukti

Fungsi kontinuf (x) yang didefinisikan pada selang tertutup dan texbat
[a, b] dapat diubah menjadi fungsi konting(l) pada[0,1] dengan penggantian
variabel

x=MbB-a)t+a 0<i<i1

X

t=— (a<x<b)

—-a

Q
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Jadi fungsif yang kontinu padda, b] dengan diubah menjadi fungsi kontinu
g = f((b —a)t + a) yang kontinu pad40,1]. Kemudian dibentuk fungsi
dari fungsig tersebut dengan
h(x) = g(x) — g(0) —x[g(1) — g(0)]
untuk xe[0,1] danh(0) = h(1) = 0. Jika h diperoleh sebagai limit dari barisan
suku banyak dalam yang konvergen seragam maka berlaku juga ugmtuk
Jadi Teorema Pendekatan Weierstrass ini cukup tiikamkuntuk fungsi kontinu
f padala, b] untuka = 0 danb = 1 dengary (0) = f(1) = 0.
Lebih jauh lagi fungsf yang didefinisikan dan kontinu pafi31] dengan

f(0) = f(1) = 0 diperluas lagi hingga terdefinisi dan kontinu paladengan
memberikan nilaf (x) = 0 untukx di luar[0,1].
Pertama dibentuk suku bany@k(x) untukxeR danneN, yakni

Qn(x) = cn(1 — x?)", (4.1)
dimanac, dipilih sedemikian sehingga

[an@dx =1 (4.2)

f_11 (1 —x)"dx =1

¢, ! = f_ll(l — x®)"dx.

Selanjutnya akan diselidiki besarnga Namun sebelumnya akan dibuktikan ke-
tidaksamaan(1 — x2)™ > (1 — nx?). Ketidaksamaan ini dibuktikan dengan in-
duksi matematika:
untukn = 1, diperoleh ruas kanan sama dengan ruas kiri. Kemutiandaikan

ketidaksamaan ini benar untuk= k, sehingga diperoleh
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(1—x2)k > (1 —kx?).
Selanjutnya akan dibuktikan ketidaksamaan tersbboar untukn = k + 1, se-
bagai berikut
(1 =) = (1 -x%)*(1 - x?)
> (1 —kx?)(A—x%)=(1—x%—kx?®+kx*
> (1 - (k+ Dx?).
Sehingga ketidaksamaan {li — x2)™ > (1 — nx?) benar.

Oleh karena itu

f_11(1 —x?)"dx =2 fol(l — x?)"dx
L
>2 ["(1 - x?)"dx

1
> 2 f(;m(l —nx?) dx

1

=2[(e=5me)]7
-2(%-3)

=2(5 %)

Berdasarkan (4.2), maka
1=[1 Qu(x)dx

=, [1,(1 - x?)"dx
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Cn

>_

Vn
1 1
cn TR

Dengan demikian untuk sembarang bilangan pasititliperoleh

cp < V. (4.3)
Berdasarkan (4.3), berakibat bahwa untuk setiap0 berlaku

0 < Q,(x) <vVn(1-4865", (6 <|x] <1). (4.4)
Karena barisan bilangafiy/n(1 — §2)") konvergen ke 0 maka baris&@,, (x))
konvergen seragam padake

Selanjutnya didefinisikan barisan suku banygk(x)) yang didefinisikan untuk

pn(0) = [ flx +0) Qu(t)dt 0<x<Ll
Akan ditunjukkan bahwg,, (x) suatu suku banyak dalam

Dengan mengganti variabetlengarny dany = x + t maka

pa () = [117 F () Quly — x)dy.

Karena didefinisikarf (y) = 0 untuky di luar[0,1] maka
P() = [} F3)Qu(y — ¥)dy

=co Jy [1 = (v = 0" f (»)dy,
yang menunjukkan bahwa, (x) suku banyak dalam. Fungsip, adalah fungsi
konvolusi dari fungsf dang@,,.
Selanjunya akan ditunjukkan bahvm,) konvergen seragam ke fungSipada
[0,1]. Diketahui bahwg fungsi kontinu, diberikam > 0, dapat dicaris > 0 se-

demikian sehingga untuk semugy dalamR, |y — x| < § berlaku
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F) = FI <=
DimisalkanM = sup|f(x)|. Berdasarkan (4.2) dan (4.4) dan bah@y#x) > 0,
maka untul) < x < 1,
IPa G0 — £ = | 2,1 G +8) = F (0] Qn(E)de]
< [LIf G+ ) = F)IQu()de
< 2M [} Qu()dt +5[°,Qu()dt +2M [] @, (t)dt
< 2M [ Qu(0)dt + = [°, Qu(6) dt +2M [ Qu(dt
< 4M f} Qu(Ddt + = [7, Qu(t) dt
s4MJEG;—6%"+§
Karena0 < 1 — 6% <1 maka4M+vn(1 —8§%)"™ — 0 untuk n — oo. Sehingga
dipilih n cukup besar sehinggd/v/n(1 — §2)" < %
Jadi, jika diberikarx > 0 dapat dicarh sehingga untuk semuz[0,1], berlaku

() —f()| <e.m

Berikut akan dibahas teorema yang penting untuknbizarakan peru-
muman Teorema Pendekatan Weierstrass.
Teorema4.1.2
Untuk setiap interval—a, a], terdapat suatu barisan suku banyak) dengan
p.(0) = 0 untuk semuaeN sedemikian sehingga,, (x)) konvergen seragam ke

|x| pada interval tertutup-a, aj.
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Bukti
Berdasarkan teorema 4.1.1, maka terdapat suatsahasuku banyak re&p;)
dalamx sedemikain sehingggy; (x) konvergen seragam K&x) = |x| pada in-
terval [—a,a]. Jadip;,(0) — f(0) = 0. Selanjutnya dibentuk barisan suku ba-
nyak, dengan

Pn(x) = pp(x) — pn(0)
untuk semuaeN.

Barisan ini konvergen kg(x) — f(0) = |x| pada interva]—a, a].m

B. Aljabar Fungsi
Dalam subbab ini akan dibahas sifat-sifat yang jkmn melandasi pem-

buktian Teorema Stone Weierstrass. Lebih jauh peandian subbab ini tidak
hanya terbatas pada selang tertutup dan terbag@sum lebih umum tentang
ruang metrik.
Definis 4.2.1
Diberikan ruang metrikX, d), E c X. Keluarga-A dari fungsi real yang didefini-
sikan pada himpunah, disebut aljabara{gebra) jika untuk setiagf, geA danc
konstanta real, berlaku

i. f+geA

ii. fgeA

iii. cfeA.
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Contoh 4.2.2
Himpunan semua suku bany#®{a, b] adalah aljabar yang dibangun oleh dua
fungsiu(x) = 1 danv(x) = x padaa, b]. Suku banyalfeP[a, b] berbentuk

f(x) = ag + a;x + -+ ayx" untuk suatweN.

Definis 4.2.3

Diberikan ruang metriKX, d), E c X danA keluarga dari fungsi real yang dide-
finisikan pada himpunah.

Jika feA, frpeA (n =1,2,..) dan barisar(f,) konvergen seragam ke fungsi

pada himpuna#, makaA dikatakarntertutup seragam (uniformly closed).

Definis 4.2.4

Diberikan ruang metriKX, d), E c X danA keluarga dari fungsi real yang dide-
finisikan pada himpuna.

Jika®B himpunan fungsi limit dari barisan fungsi konvergeragam anggota dari

A, makaB disebutpenutup seragam (uniform closure) dariA.

Contoh 4.2.5
Dalam Teorema Pendekatan Weirstrass, himpunan sémgsi kontinu pada

[a, b] adalah penutup seragam dari himpunan suku baradd{, b].
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Teorema4.2.6

Diberikan ruang metriKX, d), E c X danA aljabar dari fungsi terbatas yang di-
definisikan pada himpunan

Jika®B penutup seragam aljabal, maka® aljabar tertutup seragam.

Bukti

Diketahui bahwaB penutup seraganuifiform closure). Jikafe®B dange®B, maka
terdapat barisan konvergen seraggi) dan(g,) denganf,, g,eA sedemikian
sehinggaf, — f dang, — g. Sebagai akibatnya bahwa+ g, — f + g se-
ragam, f,g», — fg seragam, damrf, — cf seragam dengan konstanta real.
Demikianf + ge®B, fg, B, dan cfeB. JadiB adalah aljabar. Berdasarkan teore-

ma 2.2.6, mak& aljabar tertutup seragam.

Berikut ini akan dibicarakan sifat-sifat yang diikiiloleh sutu keluarga
fungsi. Sifat-sifat tersebut yang akan melandasnipetian Teorema Stone
Weierstrass.

Definis 4.2.7

Diberikan ruang metriKX, d), E c X danA keluarga dari fungsi real yang dide-
finisikan pada himpunafh. Maka A dikatakanmemisah titik pada E jika untuk
setiapx,, x,€E dengarx; # x, terdapaffeA sehinggd (x;1) # f(x3).

Selain ituA dikatakantidak pernah nol pada E jika untuk setiapceE terdapat

geA sedemikian sehingga(x) # 0.
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Contoh 4.2.8
Aljabar P[a, b] himpunan semua suku banyak dalarpadala, b] memisah titik
pada dan tidak pernah nol pgdab] karenaP[a, b] memuat fungsit(x) = 1 dan

v(x) = x.

Teorema4.2.9
Diberikan ruang metrikX,d), E c X, A aljabar fungsi-fungsi real yang didefini-
sikan pada himpuna#, dan-A memisah titik dantidak pernah nol padak. Jika
x4, x, adalah dua titik yang berbeda dal&ndanc;, c, adalah konstanta real, ma-
ka terdapafeA sedemikian sehingga
f(x1) = ¢y dan f(x;) = cs.

Bukti
Karena:A memisah titik pad& maka terdapageA dang(x;) # g(x,) danA
tidak pernah nol maka terdagatke-A dengam(x,) # 0 dank(x,) # 0.
Selanjutnya dibentuk

u =gk — g(x)k, v =gh— g(x,)h.
Maka ueA,veA sedemikian sehinggau(x;) = v(x;) = 0,u(x,) # 0, dan

v(x,) # 0. Dengan demikian jika dibentuk

1V Cu

v(x)  ulx)

f=

maka diperolelf (x;) = ¢; dan f(x;) =c,. m
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Contoh 4.2.10
DiberikancA aljabar yang dibangun oleh, x?} pada[0,3]. Dicari feA sehingga
f)=-3,1(@2) =4
Jawab
Menurut teorema 4.2.9, karepd memuata(x) = 1 makaA tidak pernah nol
pada[0,3] dan A memuatp(x) = x?, A memisah titik padg0,3]. Maka
g(x) = x? danh(x) = k(x) = 1. Sehingga dapat dibentuk
u=gk—g(x)k
u(x) = g(x)k(x) — g(x)k(x)
=x2-1
v=gh—g(x)h
v(x) = g(x)h(x) — g(x2)h(x)
=x? — 4,
Dengan demikian fungsi yang dicari adalah sebagyakiat

_cv(x) | culx)
() ulxy)

f(x)

3P -4 4(xP-1)
B -3 + 3
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C. Teorema Stone Weier strass

Teorema ini merupakan perumuman dari Teorema Weisss Lebih jauh
lagi bahwa aljabar fungsi-fungsi real kontinu didisikan pada himpunan kom-
pak dalam ruang metirk. Selain itu juga bahwa aljabrsebut mempunyai sifat
memisah titik dan tidak pernah nol pada himpunampgak. Sedangkan Teorema
Weierstrasss hanya berbicara aljabar suku banyak ipgerval tertutugpa, b].
Teorema4.3.1
Diberikan ruang metrikX, d), K c X, himpunank kompak darA aljabar fung-
si-fungsi kontinu real yang didefinisikan pada huimpn kompal( .
JikaA memisah titik pad& dan tidak pernah nol pada himpurgmmaka penu-
tup seragan® dari A terdiri dari semua fungsi kontinu real pada himgukom-
pakK.
Bukti
Diketahui himpunaiX kompak.
Teorema ini dibuktikan dengan empat langkah, setmseayikut:
Langkah |
Jika feB makalf|eB.
Bukti
Diberikane > 0.
Diandaikan

a = supyex|f(x)]. (4.5)

Teorema 4.1.2 menjamin bahwa terdapat bilangancyea), ..., c, sehingga ada

suku banyalp(y) = ¥, ¢;y* dengarp(0) = 0 sedemikian sehingga berlaku
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ooyt —lyll<e —a<y<a. (4.6)
Karena® aljabar, fungsi
g =2k cf 4.9)
adalah elemen da#. Berdasarkan (4.5), yakhf (x)| < a untuk semuaeK dan
dengan menggantikan= f(x) pada (4.6), diperoleh
eyt = l| = 5 cf @ = IF @)
=g = If@l <«
untuk xeK. Berdasarkan teorema 4.2.6, maBatertutup seragamufiformly
closed). KarenaB tertutup seragam mak#|eB.
Langkah 2
Jika feB dangeB makamaks (f, g)eB dan min(f, g)e3B.
Bukti

Pertamai(x) = maks (f(x), g(x)), yang didefinisikan dengan

-0 EAREI
untukxek.

Jikaf = g makas (f = g) +5(f + ) = f (4.8)
Jikaf < g makaz(g—f)+>(f+9) =g (4.9)

Berdasarkan (4.8) dan (4.9) maka diperoleh
h = maks(f,g) == (f + g) +51f — gl (4.10)

Kedua bahwa&(x) = min (f (x), g(x)), yang didefinisikan dengan

f)  jikaf(x) < g(x)

RO =115 ke feo = o0
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untukxek.
Jikaf < g maka (g — ) =3 (f +9) = ~f

G+ —3@-N=f (4.11)
Jikaf = g maka; (f —g) =3 (f +9) = ~g

~f+ ;-9 =g (4.12)

Berdasarkan (4.11) dan (4.12) maka diperoleh

h=min(f,g) =5 (f +g) = If — gl (4.13)
Karena B aljabar dan berdasarkan langkah 1, makaks(f,g)eB dan
min(f, g)eB.
Dengan metode iterasi, hasil pembuktian di atasrilips unutk sembarang him-
punan berhingga fungsi, yakni jik4, ..., f,e8 maka maks(fi, ..., f,)eB dan
min(f, ..., fn)€B.
Langkah 3
Diberikane > 0, suatu fungsi kontingi: K — R, danxekK, terdapat suatu fungsi
9, €B sedemikian sehingga, (x) = f(x) dan

gx@®) > f(t) — ¢ (4.14)
untuktek.
Bukti
Jika A memenuhi sifat-sifat yang ada pada teorema 4.20A4c B maka3B
juga memenuhi sifat-sifat tersebut. Dengan demilkiahwa untuk setiapeK,

dapat ditemukan suatu fungsje®B sedemikian sehingga

hy(x) = f(x), hy(y) = f(y).
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Dengan kekontinuan dahi,, ada suatu himpuna terbukg yang memuay se-
demikian sehingga

hy(8) > f(8) — ¢
untuktef,. Karenak kompak, terdapat himpunan berhindga, ..., »,,} sedemi-
kian sehingga

Kcj, u..Uuj,.
Kemudian dibentuk

gx = maks (hy , ..., hy ),
sehingga berdasarkan langkahg2¢®B sedemikian sehingga,(x) = f(x) dan
9 (t) > f(t) — € untuktekK.
Langkah 4.
Diberikane > 0, suatu fungsi kontingi: K — R, danxekK, terdapat suatu fungsi
he®B sedemikian sehingga

|h(x) = f()| <€

untukxeK.
Bukti
Untuk setiapceK, dapat ditemukag, eB sedemikian sehingga

9x(0) = f(x), 9x() = f ().
Dengan kekontinuan dag,, terdapat himpunan terbukl@, yang memuak se-
demikian sehingga

gx@®) < f() +¢ (4.15)
untuk teV,. Karenak kompak, terdapat himpunan berhindas, ..., x,,,} sedemi-

kian sehingga
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(4.16)
Kemudian dibentuk
h =min (gx,, -, gx,,)-
Berdasarkan langkah 2, maka®8 sedemikian sehingga berdasarkan langkah 3,
diperoleh
h(t) > f(t) — ¢ (4.17)
untukteK. Selain itu juga berdasarkan (4.15) dan (4.16)
h(t) < f(t) +¢ (4.18)
untukteK. Berdasarkan (4.17) dan (4.18) maka diperoleh
lh(x) — f(x)] <&,
untukxekK.
Harus dibuktikan bahwa sembarang fungsi real kantang didefinisikan pad&

adalah fungsi limit dari suatu barisan dalzin
Diberikan sembarang fungsi kontifiudalameA dane,, = %,neN.

Empat langkah di atas telah membuktikan untuk getia 0 yang diberikan ter-

dapatheA sedemikian sehingg#&(x) — f(x)| < € untukxeK. Jadi untuk setiap
En = %,nEN terdapat,eA sehinggdh, (x) — f(x)| < % untuk semuaek.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahiwa— f seragam.

Untuk ¢ > 0 yang diberikan terdapa@teN sedemikian sehingg}\';l< € maka un-

tuk semuar > N dan semuaeK berlakulh,(x) — f(x)] < % <=<e¢.

1
N

Jadi barisah, — f seragam
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Contoh 4.3.2

Buktikan jika diberikan fungsi kontinu bernilai tef yang didefinisikan pada
himpunan tertutup dan terbatdsdalam ruangeuclides R" dane > 0, maka
fungsi f dapat didekati secara seragam oleh barisan sul@abaengan koefisien
real darin variabel.

Bukti

X adalah himpunan kompak dalaRt. Diberikan fungsi real kontingi padaX
dane > 0. Jadi harus dibuktikan terdapat fungssuku banyak dalam variabel
dengan koefisien real d&fi(x) — g(x)| < € untuk semuaeX.

Dibentuk aljabarA yang dibangun oleh fungsi(x) = 1,v,(x) = x4, v,(x) =
Xg, oy Uy = Xp Untukx = (xq, x5, ..., xp)€X.

Aljabar ini tidak pernah nol padaX, sebab u(x)= 1leA. Untuk
x = (X1, %g, ..., Xy )€X dany = (y4, 3, ..., ¥ )€X makax # y jika dan hanya jika
terdapatke{1,2, ..., n} sehinggar, # y,. Karenav;(x) = x; (1 <j < n)eA ma-
ka A memisah titik pad.

JadiA suatu aljabar fungsi kontinu yang memisabh titik tidak pernah nol pada
himpunan kompakeR".

Menurut Teorema Stone Weierstrass penutup seragaimAdadalah aljaba3
yaitu himpunan semua fungsi real kontinu yang anifgifan padaX. Jadi jika di-
berikane > 0 terdapatg fungsi real kontinu di dalar® dan|f(x) —g(x)| < ¢

untuk semuaeX.
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Dengan demikian terdapgfx) suku banyak dalamst, jadi juga dalan® dengan
g(x) suku banyak dalam variabelx, x,, ..., x,, dengan koefisien real dan

If (x) — g(x)| < & untuk setiapceX.
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KESIMPULAN

Setelah membahas hal-hal yang berkaitan dengary fusngsi kontinu,

maka dapat disimpulkan hal-hal sebagai berikut:

1.

Kekonvergenan seragam dari suatu barisan fungdirkoadalah syarat
cukup agar fungsi limit itu menjadi kontinu.

Sifat-sifat kekontinuan, keterintegralan dan keferdnsial yang dimilki
oleh fungsi-fungsi suku barisan yang konvergengserapada suatu him-
punan juga dimilki oleh fungsi limit dari barisaang konvergen seragam.
Jika f fungsi real yang didefiniskan pada selang tertutap terbatas ma-
ka terdapat suatu barisan suku ban{igl sedemikian sehinggs, — f
seragam padda, b]. Teorema ini disebut Teorema Pendekatan Weier-
strass. Pembuktian teorema ini dengan barisan iflungsolusi.

Dengan menggunakan konsep aljabar, Teorema PendeWétierstrass
dapat diformulasikan sebagai berikut: penutup semadari himpunan ba-
risan suku banyak adalah himpunan semua fungskosdihu pada selang
tertutup dan terbatds, b].

Teorema Pendekatan Weierstrass ini dikembangkawoliely Stone, yakni
perumuman Teorema Weierstrass atau lebih dikenaahe Teorema
Stone- Weierstrass. Diberikan ruang metitkd), ada himpunaik c X,
dan himpunarK kompak. AndaikanA suatu aljabar fungsi real kontinu

yang didefinisikan pad&. Jika-A memisah titik pad&dancA tidak per-
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nah nol pad&, maka penutup seragam dari semua fungsi kontifpeea

dak.



83

DAFTAR PUSTAKA

Bartle, G. R. & Sherbert, R. D. (2000jtoduction to Real Analysis (3"¢ ed). New
York: John Wiley & Sons, Inc.

Kreyszig, E. (1978)Lntroduction to Functional Analysiswith Applications. New
York: John Wiley & Sons, Inc.

Rudin, W. (1976)Principles of Mathematical Analysis (3"¢ ed). New York:
McGraw-Hill Book Company.

Simmons, F. George. (1963htroduction to Topology and Modern Analysis.
Florida, Malabar: Robert E. Krieger Publishing Cany.

Soemantri, R. dkk. (2006)Diktat Pengantar Analisis Real. Yogyakarta:

Universitas Sanata Dharma



	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	I Believe2

