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ABSTRAK 

  

 Teorema Pendekatan Weierstrass menyatakan bahwa fungsi real kontinu 

yang didefinisikan pada selang tertutup dan terbatas dapat didekati secara seragam 

oleh barisan suku banyak. Dalam teorema ini keluarga suku banyak sebagai struk-

tur matematika, disebut aljabar. Pentingnya Teorema Pendekatan Weierstrass ada-

lah bahwa untuk setiap � � 0 terdapat suatu barisan suku banyak dalam � tanpa 

suku konstan, yang mendekat secara seragam ke |�| pada �– �, �	.   

 Teorema Pendekatan Weierstrass diperumumkan oleh Stone, atau dikenal 

sebagai Teorema Stone Weierstrass. Dalam teorema ini selang tertutup dan terba-

tas diperluas menjadi suatu himpunan kompak dari ruang metrik. Aljabar suku 

banyak diperluas menjadi aljabar fungsi kontinu dengan sifat-sifat tambahan, yang 

didefinisikan pada himpunan kompak tersebut. 
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ABSTRACT 

 

 The Weierstrass Approximation Theorem states that a real continuous 

function which is defined on closed and bounded interval can be approached un-

iformly by a sequence of polynomials. In this theorem, the family of polynomials 

as a mathematical structure is called algebra. The importance of Weierstrass Ap-

proximation Theorem is that for every � � 0, there exists a sequence of polyno-

mials in � without constant term approaches to |�| uniformly in �– �, �	.   

   The Weierstrass Approximation Theorem was generalized by Stone and is 

known as Stone Weierstrass Theorem. In this theorem, the closed and bounded 

interval is generalized to a compact set in a metric space. The algebra of polyno-

mials is generalized to an algebra of continuous function with additional proper-

ties defined on that compact set.     
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

A. Latar Belakang 

Berbicara tentang analisis dalam bidang matematika, tentu saja selalu ter-

kait dengan fungsi, baik fungsi yang bernilai real maupun bernilai kompleks. Jika 

diberikan dua himpunan � dan �. Setiap elemen-elemen dari � dipasangakan 

dengan tepat satu elemen dari �, hubungan ini disebut fungsi dari � ke dalam �. 

Khusus dalam skripsi ini hanya akan dibahas fungsi bernilai real. 

Perkembangan dalam bidang matematika, menyebabkan bahwa fungsi ini 

tidak dipandang lagi sebagai sesuatu individu, tapi sebagai suatu ruang fungsi-

fungsi, yang mempunyai sifat-sifat tertentu. Dalam skripsi akan dibahas ruang 

fungsi-fungsi kontinu. Salah satu ruang topologi yang mana fungsi-fungsi kontinu 

didefinisikan adalah ruang metrik.      

Ruang metrik adalah salah satu konsep ruang topologi yang juga sangat 

penting eksistensinya dalam bidang matematika, yakni analisis. Konsep ruang me-

trik adalah perpaduan antara suatu himpunan tak kosong dengan konsep jarak. Da-

lam garis real, jarak sering dinotasikan dengan nilai mutlak |� � �| untuk �, ��	.  
Selain itu juga konsep himpunan menjadi konsep mutlak untuk dibahas dalam 

ruang metrik.   
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Dalam bidang analisis juga dikenal dengan konsep barisan. Dalam kuliah 

konsep barisan yang diperkenalkan adalah konsep barisan bilangan real. Barisan 

real dikatakan konvergen jika barisan itu menuju ke suatu titik tertentu. Jika tidak 

demikian maka barisan tersebut dikatakan divergen. Secara matematis barisan 

��� dikatakan konvergen ke ��	, untuk sembarang � � 0 yang diberikan, terda-

pat bilangan bulat postitf � sehingga untuk semua ��� dengan � � � berlaku 

|�� � �| � �. Dalam penulisan skripsi ini akan dibahas barisan fungsi. Sama hal-

nya dengan barisan bilangan, barisan fungsi dikatakan konvergen jika barisan 

fungsi itu menuju ke suatu limit, berupa fungsi. Jika tidak demikian barisan fungsi 

dikatakan divergen.   

Permasalahan yang timbul adalah bahwa apakah fungsi limit yang ada me-

rupakan fungsi kontinu. Dengan demikian maka apa saja syarat yang harus dipe-

nuhi agar barisan fungsi kontinu yang konvergen mempunyai fungsi limit yang 

juga kontinu?  

 Selain itu juga akan dibahas teorema yang menyatakan bahwa setiap 

fungsi real ���� yang didefinisikan dan kontinu pada selang tertutup dan terbatas 

dapat didekati dengan seragam oleh barisan suku banyak. Teorema ini dikenal 

dengan Teorema Pendekatan Weierstrass. Teorema ini diperkenalkan oleh Karl 

Weierstrass pada tahun1885. Terdapat dua metode pembuktian yaitu dengan ba-

risan Bernstein dan barisan fungsi konvolusi. Dalam skripsi ini hanya dibuktikan 

dengan menggunakan cara barisan fungsi konvolusi.  
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Pokok pembahasan dalam skripsi ini adalah Teorema Stone Weierstrass. 

Teorema ini diperkenalkan oleh Marshall H. Stone pada tahun 1937. Teorema ini 

merupakan perumuman dari Teorema Pendekatan Weierstrass, karena pendekatan 

fungsi real kontinu ini didefinisikan pada himpunan kompak, yang disertai dengan 

dua sifat yakni memisah titik dan tidak pernah nol.  Tentu saja bahwa himpunan 

kompak ini didefinisikan pada ruang metrik.   

 

B. Perumusan Masalah 

Pokok permasalahan yang akan dibahas adalah: 

1. Bagaimana pembuktian Teorema Pendekatan Weierstrass? 

2. Apa yang dimaksud dengan aljabar fungsi? 

3. Bagaimana pembuktian Teorema Stone Weierstrass? 

 

C. Pembatasan Masalah 

Dalam penulisan skripsi ini ada beberapa pembatasan masalah, antara lain: 

1. Beberapa teorema dalam landasan teori tidak dibuktikan dengan 

maksud untuk mempersingkat dan juga tidak memperluas pemba-

hasan. 

2. Fungsi-fungsi barisan yang dibahas adalah fungsi bernilai real yang 

didefinisikan pada suatu subhimpunan dari ruang metrik. 
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3. Pembuktian Teorema Weierstrass hanya menggunakan metode 

konvolusi.    

 

D. Tujuan Penulisan 

Skripsi ini bertujuan untuk memenuhi salah satu persyaratan memperoleh 

gelar Sarjana Sains dalam bidang matematika. Selain itu tujuan penulisan skripsi 

ini adalah untuk mengetahui dan memahami pembuktian Teorema Pendekatan 

Weierstrass dan Teorema Stone Weierstrass.   

 

E. Manfaat  Penulisan 

Manfaat dari penulisan skripsi ini antara lain: 

1. Mampu mengetahui dan memahami pembuktian teorema-teorema, 

khususnya Teorema Pendekatan Weierstrass dan Teorema Stone 

Weierstrass. 

2. Mampu mengetahui dan memahami pengembangan konsep-konsep 

Teorema Stone Weierstrass, yang dikembangkan dari Teorema 

Pendekatan Weierstrass.  

3. Mampu memahami konsep-konsep dasar dalam matematika anali-

sis. 
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4. Sebagai motivasi untuk mempelajari konsep-konsep analisis baik 

yang sudah dipelajari maupun yang belum dipelajari. 

5. Belajar untuk lebih teliti lagi dalam melihat persoalan bidang anali-

sis pada khususnya dan bidang matematika lainnya pada umumnya. 

 

F. Metode Penulisan 

Metode penulisan yang digunakan dalam skripsi ini adalah metode 

studi pustaka, yaitu dengan membaca dan mempelajari materi-materi dan bu-

ku-buku acuan dan berkonsultasi dengan dosen pembimbing. 

 

G. Sistematika Penulisan 

BAB I PENDAHULUAN 

A. Latar Belakang 

B. Perumusan Masalah  

C. Pembatasan Masalah 

D. Tujuan Penulisan 

E. Manfaat Penulisan 

F. Metode Penulisan 

G. Sistematika Penulisan 
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BAB II 

RUANG METRIK 

 

 Dalam bab ini akan dibicarakan tentang ruang metirk, topologi ruang me-

trik, himpunan kompak, barisan, kekontinuan, dan kekonvergenan. Pokok-pokok 

bahasan tersebut melandasi pembahasan bab selanjutnya.      

 

A. Ruang Metrik 

Berikut ini akan dibahas tentang definisi ruang metrik dan contoh-contoh, 

yang terkait dengan pembahasan selanjutnya. 

Definisi 2.1.1 

Diberikan himpunan � tidak kosong. 

Suatu metrik pada himpunan � adalah fungsi �: � � � � 	, yang memenuhi si-

fat-sifat: 

a) ���, �� � 0 untuk setiap �, ��� 

b) ���, �� � 0 jika dan hanya jika � � � 

c) ���, �� � ���, �� untuk setiap �, ��� 

d) ���, �� � ���, ��  ���, �� untuk setiap �, �, ���. 
Himpunan � tidak kosong dilengkapi dengan suatu metrik disebut ruang metrik 

(metric space) dan biasanya dilambangkan dengan ��, ��. Elemen suatu ruang 

metrik disebut titik (point). Ruang metrik ��, �� sering disingkat dengan � saja 

(bila metriknya sudah cukup jelas). 
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Contoh 2.1.2 

Diberikan � sembarang himpunan tidak kosong. 

Didefinisikan fungsi ��, �� � !1, � # �0, � � �$ , untuk setiap �, ���. 
Akan ditunjukkan bahwa ��, �� adalah ruang metrik. 

i. ���, �� � 0 untuk setiap �, ��� 

ii. ���, �� � 0 jika dan hanya jika � � � 

iii.  ���, �� � ���, �� 

Untuk sifat-sifat i,ii, dan iii dipenuhi berdasarkan definisi di atas. 

iv. ���, �� � ���, ��  ���, �� untuk setiap �, �, ��� 

Jika ���, �� � 0, jelas bahwa ���, �� � ���, ��  ���, ��. 
Jika ���, �� � 1, kemungkinan: 

a) � � � dan � # � 

���, �� � ���, ��  ���, ��  

b) � # � dan � � � 

���, �� � ���, ��  ���, ��  

c) � # � dan � # � 

���, �� � ���, ��  ���, ��  

Jadi  ��, �� merupakan ruang metrik, yang selanjutnya disebut ruang metrik dis-

krit. 

 

Contoh 2.1.3 

Diberikan � � 	 dan didefinisikan �: 	 � 	 � 	 dengan definisi 

 ���, �� � |� � �|, yakni nilai mutlak dari � � � untuk setiap �, ��	. 
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Akan ditunjukkan bahwa ��, �� adalah ruang metrik. 

i. ���, �� � 0, jelas dari definisi  

ii. ���, �� � 0 jika dan hanya jika � � � 

iii.  ���, �� � |� � �| 
� ���, ��  

iv. ���, �� � |� � �| 
� |� � �  � � �|  
� |�� � ��  �� � ��|  
� |� � �|  |� � �|  
� ���, ��  ���, ��  

Selanjutnya ruang metrik ini disebut ruang metrik biasa. 

 

Contoh 2.1.4 

Diberikan � � 	 dan didefinisikan �: 	 � 	 � 	 dengan definisi 

�%��, �� � |&'(|)*|&'(|  untuk setiap �, ��	. 
Akan ditunjukkan bahwa ��, �%� ruang metrik. 

i. �%��, �� � 0, jelas dari definisi 

ii. �%��, �� � 0 jika dan hanya jika � � � 

iii.  �%��, �� � |&'(|)*|&'(| 
� |('&|)*|('&|  
� �%��, ��  

iv. �%��, �� � �%��, ��  �%��, ��  
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�%��, �� � �%��, �� � �%��, ��  

 
|&'(|)*|&'(| � |&'+|)*|&'+| � |&'(|'|&'+|)*|&'+|*|&'(|*|&'(||&'+| 

� |+'(|)*|&'+|*|&'(|  
� |+'(|)*|&'+|*|&'(| � |+'(|)*|+'(|*|,&|  
� |+'(|)*|+'(|  
� �%��, ��.  

 Dengan demikian terbukti �%��, �� � �%��, ��  �%��, ��. 

 

Contoh 2.1.5 

Diberikan � � 	� dan didefinisikan fungsi �: 	� � 	� � 	 dengan definisi 

���- , �.� � /0��1 � �1��
12)

,3
),
 

untuk setiap �- � ��), �,, … , ���, �. � ��), �,, … , ����	�. 
Akan ditunjukkan bahwa ��, �� adalah ruang metrik 

i. ���-, �.� � 0, jelas dari definisi  

ii. ���-, �.� � 0 jika dan hanya jika �- � �. 

Jika ���-, �.� � 0 maka �- � �. 

���-, �.�                                                                        � 0  

6∑ ��1 � �1��12) ,89:                                                    � 0  

;��) � �)�,  ��, � �,�,  <  ��� � ���,  � 0  

��) � �)�,  ��, � �,�,  <  ��� � ���,     � 0  



11 

 

��1 � �1�, � 0                  untuk setiap = � 1, … , � 

��1 � �1�  � 0                   untuk setiap = � 1, … , � 

�1 � �1                              untuk setiap = � 1, … , �. 
Jadi terbukti bahwa jika ���-, �.� � 0 maka �- � �.>  

Jika �- � �. maka ���-, �.� � 0. 
Diketahui �1 � �1 untuk setiap = � 1, … , �, sehingga diperoleh 

���-, �.� � 6∑ ��1 � �1��12) ,89:      
� ;��) � �)�,  ��, � �,�,  <  ��� � ���, 

� ;��) � �)�,  ��, � �,�,  <  ��� � ���, 

� √0,  0,  <  0,  

� 0  

Jadi terbukti bahwa Jika �- � �. maka ���-, �.� � 0 

Dengan demikian terbukti bahwa ���-, �.� � 0 jika dan hanya jika �- � �.. 
iii.  ���-, �.� � ���., �-� 

���-, �.� � 6∑ ��1 � �1��12) ,89:      
� ;��) � �)�,  ��, � �,�,  <  ��� � ���,  

� ;��) � �)�,  ��, � �,�,  <  ��� � ���,  

� 6∑ ��1 � �1��12) ,89:  

� ���., �-�  

iv. ���-, �.� � ���-, �-�  ���-, �.� 
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Pembuktian ketidaksamaan segitiga ini membutuhkan pertidaksamaan 

Cauchy-Schwarz: 

|∑ �1�1�12) | � �∑ �1,�12) �9:  �∑ �1,�12) �9:,  untuk  

setiap �- � ��), �,, … , ���, �. � ��), �,, … , ����	�. 
Bukti 

 Jika �1 � 0, untuk setiap 1 � = � �, maka terbukti. 

 Anggap �1 # 0 setiap 1 � = � �, maka ∑ �1,�12) � 0. 
 Jika @ sembarang bilangan real, maka diperoleh 

 ∑ ��1 � @�1�, � 0�12)   atau ∑ �1, � 2@ ∑ �1�1  @, ∑ �1,�12)�12)�12) � 0 un-

tuk semua @�	 dan ∑ �1,�12) � 0. 
  Oleh karena itu diskriminan persamaan kuadrat dalam @ di atas adalah 

nonpositif 

 B � 0  

 C, � 4EF � 0 

 ��2 ∑ �1�1�12) �, � 4 ∑ �1,�12) . ∑ �1 , � 0�12)  

 4�∑ �1�1�12) �, � 4 ∑ �1,�12) . ∑ �1,�12)  

 �∑ �1�1�12) �, � ∑ �1,�12) . ∑ �1,�12)  

 ��∑ �1�1�12) �,�9: � �∑ �1,�12) . ∑ �1,�12) �9: 

 |∑ �1�1�12) | � �∑ �1,�12) �9:�∑ �1,�12) �9: 

 Jadi terbukti bahwa  

 |∑ �1�1�12) | � �∑ �1,�12) ∑ �1,�12) �9: � �∑ �1,�12) �9:�∑ �1,�12) �9:, untuk setiap 

�- � ��), �,, … , ���, �. � ��), �,, … , ����	�. 
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  Selanjutnya akan dibuktikan pertidaksamaan segitiga, 

  ���-, �.� � 6∑ ��1 � �1��12) ,89: 

  � 6∑ G��1 � �1  �1 � �1�H�12) ,89: 

� 6∑ G��1 � �1�  ��1 � �1�H�12) ,89:  

� �∑ ��1 � �1�,  2 ∑ ��1 � �1���1 � �1��12)  ∑ ��1 ��12)�12)
�1�,�9:  

� �∑ ��1 � �1�,  ∑ ��1 � �1�,�12)  2 ∑ ��1 � �1���1 ��12)�12)
�1��9:  

Dengan menggunakan pertidaksamaan Cauchy-Schawrz 

�  I∑ ��1 � �1�,  ∑ ��1 � �1�,�12)  2�∑ ��1 ��12)�12)

�1�,�9: �∑ ��1 �  �1�,�12) �9:J9:
  

� KL�∑ ��1 � �1�,�12) �9:  �∑ ��1 � �1�,�12) �9:M,N9:
  

 � �∑ ��1 � �1�,�12) �9:  �∑ ��1 � �1�,�12) �9: 

� ���-, �-�  ���-, �.�.  
Jadi terbukti ���-, �.� � ���- , �-�  ���-, �.�. 

Untuk selanjutnya ruang metrik ini disebut ruang metrik Euclides. 
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Contoh 2.1.6 

Diberikan � � 	, dan didefinisikan �: 	, � 	, � 	 dengan definisi ���-, �.� �
|�) � �)|  |�, � �,| untuk setiap �- � ��), �,�, �. � ��), �,��	,. Akan ditun-

jukkan ��, �� ruang metrik. 

i. ���-, �.� � 0, jelas dengan definisi 

ii. ���-, �.� � 0 jika dan hanya jika �- � �. 

���-, �.� � 0 O |�) � �)|  |�, � �,| � 0  

P �) � �)   Q  �, � �, 

P �- � �. 

iii.  ���-, �.� � ���., �-� 

���-, �.� � |�) � �)|  |�, � �,|  
� |�) � �)|  |�, � �,|  
� ���., �-�.  

iv. ���-, �.� � |�) � �)|  |�, � �,| 
� |�) � �)  �) � �)|  |�, � �,  �, � �,|  
� |�) � �)|  |�) � �)|  |�, � �,|  |�, � �,|  
� �|�) � �)|  |�, � �,|�  �|�) � �)|  |�, � �,|�  

� ���-, �-�  ���-, �.�.  
Selanjutnya ruang metrik ini disebut ruang metrik segi empat pada 	,. 
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Contoh 2.1.7 

Diberikan � � 	, dan didefinisikan �: 	, � 	, � 	 dengan definisi ���-, �.� �
maksV|�) � �)|  |�, � �,|W untuk setiap �- � ��), �,�, �. � ��), �,��	,. Akan 

ditunjukkan ��, �� ruang metrik. 

i. ���-, �.� � 0, jelas dengan definisi 

ii. ���-, �.� � 0 jika dan hanya jika �- � �. 

���-, �.� � 0 P �) � �) Q  �, � �,  

P �- � �.  

iii.  ���-, �.� � ���., �-�. 
���-, �.� � maksV|�) � �)|, |�, � �,|W  

� maksV|�) � �)|, |�, � �,|W  
 � ���., �-�.  

iv. ���-, �.� � maksV|�) � �)|, |�, � �,|W 
Misalkan 

 ���-, �.� � maksV|�) � �)|, |�, � �,|W 
� |�) � �)|.  

���-, �.� � |�) � �)|  
� |�)��)  �) � �)|  
� |�)��)|  |�) � �)|  
� maksV|�) � �)|, |�, � �,|W  maksV|�) � �)|, |�, � �,|W  

  � ���-, �-�  ���-, �.�. 
Untuk kemungkinan yang lain ���- , �.� dikerjakan dengan cara yang sama. 

Selanjutnya ruang metrik ini disebut ruang metrik maksimum pada 	,. 
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Contoh 2.1.8  

Diberikan � � XGE, CH � V�: GE, CH � 	|� kontinuW dan diketahui fungsi 

�: XGE, CH � XGE, CH � 	 dengan definisi ���), �,� � sup&_G`,aHV|�)��� � �,���|W, 
untuk setiap �), �,�XGE, CH. 
Akan ditunjukkan �XGE, CH, �� ruang metrik. 

i. ���), �,� � 0 

Karena ���), �,� � sup&_G`,aHV|�)��� � �,���|W dan 

 |�)��� � �,���| � 0 maka  

sup&_G`,aHV|�)��� � �,���|W � 0.  
ii. ���), �,� � 0 jika dan hanya jika �) � �, 

���), �,� � 0 P sup&_G`,aHV|�)��� � �,���|W � 0  

P |�)��� � �,���| � 0   untuk setiap ��GE, CH 
P �) � �, 

iii.  ���), �,� � ���,, �)�. 
���), �,� � sup&_G`,aHV|�)��� � �,���|W  

� sup&_G`,aHV|�,��� � �)���|W  
� ���,, �)�  

iv. ���), �,� � ���), �b�  ���b, �,�. 
Untuk setiap ��GE, CH, 
|�)��� � �,���| � |�)��� � �b���|  |�b��� � �,���|  

� sup&_G`,aHV|�)��� � �b���|W  sup&_G`,aHV|�b��� � �,���|W .  
Jadi |�)��� � �,���| � sup&_G`,aHV|�)��� � �b���|W  sup&_G`,aHV|�b��� � �,���|W 
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Hal ini berakibat bahwa V|�)��� � �,���|W terbatas dengan  

sup&_G`,aHV|�)��� � �b���|W  sup&_G`,aHV|�b��� � �,���|W  sebagai batas atas. 

Hal ini berakibat bahwa  

sup&_G`,aHV|�)��� � �,���|W � sup&_G`,aHV|�)��� � �b���|W  sup&_G`,aHV|�b��� �
�,���|W  

 

Contoh 2.1.9 

Diberikan � � XG0,1H � V�: G0,1H � 	|� kontinuW dan diketahui fungsi 

�: XG0,1H � XG0,1H � 	 dengan definisi 

���), �,� � c |�)��� � �,���|��)d ; untuk setiap �), �,�XG0,1H.  
Akan ditunjukkan �XG0,1H, �� ruang metrik. 

i. ���), �,� � c |�)��� � �,���|��)d � 0, karena |�)��� � �,���| � 0 

ii. ���), �,� � 0 jika dan hanya jika �) � �, 

���), �,� � 0 P c |�)��� � �,���|��)d � 0  

 P |�)��� � �,���| � 0 

P �)��� � �,��� untuk setiap ��G0,1H 
 P �) � �, 

iii.  ���), �,� � ���,, �)� 

���), �,� � c |�)��� � �,���|��)d   

� c |�,��� � �)���|��)d   

� ���,, �)�  
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iv. ���), �,� � c |�)��� � �,���|��)d  

� c |�)��� � �b��� �b��� � �,���|��)d   

� c |��)��� � �b����  ��b��� � �,����|��)d   

� c �|��)��� � �b���|  |�b��� � �,���|�)d ��  

 � c |��)��� � �b���|��  c |�b��� � �,���|)d)d �� 

 � ���), �b�  ���b, �,�.  
 

B. Topologi Ruang Metrik 

Dalam subbab ini akan dibicarakan himpunan terbuka dan himpunan tertu-

tup. Topolgi ruang dibangun dengan mendefinisikan apa yang dinamakan himpu-

nan terbuka. 

Definisi 2.2.1 

Diberikan ruang metrik ��, ��, g h � dan i��. 
a) Kitaran (neighborhood) titik i dengan jari-jari j � 0 dan ditulis �k�i� 

adalah �k�i� � Vl��|��i, l� � jW. 
b) Titik i disebut titik limit (limit point) himpunan g jika setiap �k�i� me-

muat titik l # i sedemikian hingga l�g. 
c) Titik i disebut titik interior (interior point) himpunan g jika terdapat 

�k�i� sedemikian hingga �k�i� h g. 
d) Himpunan g  dikatakan terbuka (open) jika setiap elemennya merupakan 

titik interior (interior point) himpunan g. 
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e) Himpunan g dikatakan tertutup (closed) jika himpunan g memuat semua 

titik limitnya. 

f) Komplemen himpunan g (dinotasikan gm� adalah himpunan semua titik 

i�� sedemikian sehingga i n g. 
g) Himpunan g dikatakan terbatas jika terdapat suatu bilangan real o dan 

suatu titik l�� sehingga untuk semua i�g, berlaku ��i, l� � o. 
 

Teorema 2.2.2 

Diberikan ruang metrik ��, ��, g h �. 
Himpunan g terbuka jika dan hanya jika gm tertutup. 

Sebagai akibat bahwa himpunan g tertutup jika dan hanya jika gm terbuka. 

 

Teorema 2.2.3 

Diberikan ruang metrik ��, ��. 
a) Gabungan sembarang keluarga (berhingga atau tak hingga) himpunan-

himpunan terbuka dalam ruang metrik ��, �� adalah terbuka. 

b) Irisan sembarang keluarga (berhingga atau tak hingga) himpunan-

himpunan tertutup dalam ruang metrik ��, �� adalah tertutup. 

c) Irisan sembarang keluarga berhingga himpunan-himpunan terbuka dalam 

ruang metrik ��, �� adalah terbuka. 

d) Gabungan sembarang keluarga berhingga himpunan-himpunan tertutup 

dalam ruang metrik ��, �� adalah tertutup. 
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Teorema 2.2.4 

Diberikan ruang metrik ��, ��g h � dan i��. 
Jika i titik limit dari himpunan g, maka untuk setiap j � 0, �k�i� p g himpunan 

tak hingga. 

 

Definisi 2.2.5 

Jika diberikan ruang metrik ��, ��, g h � dan gq adalah himpunan semua titik 

limit himpunan g, maka himpunan g. � grgq disebut penutup (closure) dari 

himpunan g.  
Selain itu gd melambangkan himpunan semua titik interior himpunan g dari 

ruang metrik ��, ��. 
 

Teorema 2.2.6 

Jika ��, �� ruang metrik dan g h �, maka 

a) Himpunan g. tertutup 

b) Himpunan g � g. jika dan hanya jika g tertutup 

c) Himpunan g. h s untuk setiap himpunan tertutup s h � sedemikian se-

hingga g h s. 
Bukti 

a) Jika i�� dan i n g., maka i bukan merupakan titik dari himpunan g dan 

juga bukan merupakan titik limit dari himpunan g. Sehingga ada j � 0,  
�k�i� p g � t, sehingga �k�i� h gm . Maka i adalah titik interior dari 
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himpunan gm. Oleh karena itu himpunan gm terbuka. Dengan demikian 

himpunan g tertutup. 

b) u Jika g � g., maka berdasarkan pembuktian (a) himpunan g tertutup. 

v Karena himpunan g tertutup, maka setiap titik limit himpunan g ada-

lah anggota dari himpunan g dan berdasarkan definisi 2.2.5, himpunan 

g � g.. 
c)  Jika himpunan s tertutup dan g h s, maka gq h sq h s. Dengan demi-

kian g. h s. w 

Berdasarkan pembuktian (a) dan (c), maka dapat dinyatakan bahwa himpunan g. 

adalah subhimpunan tertutup terkecil dari � yang memuat g. 
 

Contoh 2.2.7  

Diberikan  � � 	  terhadap metrik biasa. 

g � �1,2H  maka gd � �1,2�, gq � G1,2H dan  g. � grgq � G1,2H. 
Contoh 2.2.8 

Diberikan � � 	, terhadap metrik maksimum. 

g � V��, ���	,| � 2 � � � 4, �1 � � � 5W  
Maka gd � V��, ���	,| � 2 � � � 4, �1 � � � 5W 

gq � V��, ���	,| � 2 � � � 4, �1 � � � 5W  

g > � grgq � V��, ���	,| � 2 � � � 4, �1 � � � 5W  

  

Definisi 2.2.9 

Diberikan ruang metrik ��, ��, g h y h �. 
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Himpunan g dikatakan terbuka relatif terhadap y jika untuk setiap i�g terdapat 

j � 0 sedemikian sehingga jika ��i, l� � j dan l�y maka l�g. 
 

Teorema 2.2.10 

Diberikan ruang metrik ��, ��, g h y h �  

Himpunan g terbuka relatif terhadap y jika dan hanya jika terdapat subhimpunan 

terbuka z dari � sedemikian sehingga g � y p z. 
Bukti 

u Misalkan himpunan g terbuka relatif terhadap y, sehingga untuk setiap i�g, 

terdapat bilangan positif j{ sedemikian sehingga ��i, l� � j{, l�y menye-

babkan l�g. Andaikan |{ � }�k~�i�: i�g� dan dibentuk  

z � � |{.{_�  

Karena setiap kitaran adalah himpunan terbuka dan juga gabungan tak hingga 

himpunan terbuka adalah terbuka, maka z subhimpunan terbuka dari �. Kare-

na i��k~�i� untuk setiap i�g, diperoleh g h z dan  g h y, maka g h y p z.  
Di lain pihak jika diambil kitaran |{ untuk setiap i�g, diperoleh |{ p y h
g. Sehingga  

��y p{_� |{� � y p /� |{{_� 3 � y p z h g. 
Dengan demikian g � z p y. 

v Misalkan z subhimpunan terbuka dari � sedemikian sehingga g � y p z dan 

i�g. Karena i�z dan himpunan z adalah himpunan terbuka, maka ada bilan-
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gan positif j{, terdapat kitaran dari i, yakni �k~�i� sedemikian sehingga  

�k~�i� h z. Jadi �k~�i� p y h z p y � g. Karena i sembarang titik, maka 

untuk setiap i�g terdapat kitaran �k~�i� sedemikain sehingga �k~�i� p y h
g. Dengan demikian himpunan g terbuka relatif terhadap y. w 

 

C. Himpunan Kompak 

Pembahasan pada subbab ini adalah himpunan kompak dan sifat-sifatnya 

yang didefnisikan di dalam ruang metrik. Konsep himpunan kompak ini sangat 

penting dalam analisis dan ruang topologi, terutama dalam kaitannya dengan  da-

lam pembahasan fungsi kontinu   

   Sebelum mendefinisikan himpunan kompak, akan didefinisikan selimut 

terbuka (open cover). 

Definisi 2.3.1 

Diberikan ruang metrik ��, ��, g h �. 
Suatu selimut terbuka (open cover) dari himpunan g adalah keluarga  

� � Vz�: ��ΛW  (Λ sembarang himpunan indeks) dari himpunan-himpunan terbuka 

dalam � yang gabungannya memuat g. Dengan kata lain g h r z��_� . 
Jika � � Vz�: ��ΛW selimut terbuka himpunan g, � h �, dan � juga merupakan 

selimut terbuka untuk g, maka � disebut subselimut terbuka dari �. 

 

Definisi 2.3.2 

Himpunan g disebut kompak jika setiap selimut terbuka dari himpunan g memuat 

subselimut terbuka berhingga. 
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Jadi himpunan g kompak P untuk setiap � � Vz�: ��ΛW (Λ sembarang himpunan 

indeks) selimut terbuka g terdapat subhimpunan berhingga dari � sedemikian se-

hingga untuk ���, berlaku g h r z�� .��2)  

 

 Berikut akan dibahas beberapa contoh yang terkait dengan himpunan 

kompak dan tidak kompak. 

 

Contoh 2.3.3 

Diberikan � � 	  terhadap ruang metrik biasa. 

Buktikan bahwa g � })� : ���� tidak kompak. 

Bukti 

Akan ditunjukkan bahwa selimut terbuka  � dari g tidak mempunyai subselimut 

berhingga. Dengan kata lain akan ditunjukkan bahwa setiap himpunan terbuka 

dalam � hanya memuat tepat satu elemen dari g. 
Selang terbuka I), , 2J hanya memuat satu titik dari g, yakni 1. Selanjutnya untuk 

setiap ��� dengan � � 2, dibentuk selang terbuka I )�*) , )�')J yang memuat satu 

titik dari g, yakni 
)�.  Dengan demikian keluarga � � Vz�: ���W dengan  

z) � I), , 2J dan z� � I )�*) , )�')J untuk � � 2 adalah selimut terbuka untuk g 

dan � adalah keluarga tak hingga dari himpunan terbuka. Berdasarkan konstruksi 

di atas, jika sala satu himpunan dari keluarga tak hingga � dihapuskan, yakni z� 

maka r z����  tidak memuat g. Jelas bahwa � selimut terbuka tetapi tidak mem-

punyai subselimut berhingga untuk g. Jadi himpunan g tidak kompak. 
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Contoh 2.3.4 

Diberikan � � 	. terhadap metrik biasa dan g � })� : ����. 

Buktikan bahwa g > � g � V0W kompak. 

Bukti 

Diandaikan � � Vz�: ��ΛW (Λ sembarang himpunan indeks) sembarang subseli-

mut terbuka untuk g � . Titik 0 adalah satu-satunya titik limit g � . Karena 

0�g �  maka terdapat z���� dan 0�z��. Selain itu karena 0 titik interior z�� maka 

dapat dicari untuk 0 � j � 1 sedemikian sehingga 6– j, j8 h z�� . Terdapat ��� 

sehingga 
)��*)� � j � )�. Jadi titik-titik anggota g � , kecuali mungkin hanya 

1, ), , … , )� adalah anggota z��. Untuk setiap � dengan 1 � � � � diambil satu 

himpunan z���� sehingga 
)� �z�� . 

Maka �z�� , z�9 , … , z��� adalah subselimut berhingga dari � dan terbukti bahwa 

himpunan g �  kompak.    

 

Contoh 2.3.5 

Diberikan ruang metrik ��, �� � 	,. 

Didefinisikan  

� � V��, ��|0 � � � 1 dan 0 � y � 1W dan � � V� � �1,1�W. 
Masing-masing selimut terbuka berikut ini tidak memuat subselimut terbuka ber-

hingga yang menyelimuti � dan � yakni � � }�,  �, � 6√2 � 1 �⁄ 8,: ���� dan  

� � !�� � 1 2⁄ �,  �� � 1 2⁄ �, � I), √2 � 1 2�⁄ J, : ����.   
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 Dalam teorema selanjutnya akan dibahas kekompakan relatif. Suatu him-

punan g kompak relatif terhadap ruang metrik � jika setiap selimut terbuka relatif 

terhadap � memuat subselimut berhingga.  

 

Teorema 2.3.6 

Diberikan ruang metrik ��, ��, g h y h �. 
Himpunan g kompak relatif terhadap � jika dan hanya jika himpunan g kompak 

relatif terhadap y. 
Bukti 

u Misalkan g kompak relatif terhadap � dan andaikan V|�; ��ΛW (Λ sembarang 

himpunan) adalah keluarga himpunan sedemikian sehingga untuk setiap ��Λ, 

|� terbuka relatif terhadap y, sehingga 

g h � |��_� . 
Berdasarkan teorema 2.2.10 untuk setiap ��Λ, terdapat suatu himpunan z� se-

demikian sehingga terbuka relatif terhadap � dan |� � y p z� . 
Karena g h y dan  

g h � |��_� � ��y p z�� � y p � z��_��_� , 
sehingga diperoleh 

g h � z��_� . 
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Karena g kompak relatif terhadap �, terdapat anggota berhingga dari Λ, yakni 

�), �,, … , �� sedemikian sehingga  

g h z�9 � z�: � … � z�� . 
Karena g h y dan g h r z����2)  maka diperoleh 

g h y p � z��
�

�2) � � Iy p z��J � � |�� .�
�2)

�
�2)  

Karena V|�; ��ΛW sembarang keluarga, �|�9 , |�: , … , |��� subkeluarganya yang 

masing elemennya terbuka relatif terhadap  y dan merupakan subelimut ber-

hingga dari himpunan g maka  g kompak relatif terhadap y. 
v Misalkan himpunan g kompak relatif terhadap y dan V��; ��ΛW (Λ sembarang 

himpunan) adalah keluarga himpunan sedemikian sehingga untuk setiap ��Λ, 

�� terbuka relatif  terhadap � dan 

g h � ���_� . 
Untuk setiap ��Λ, andaikan |� � y p ��. Karena g h y dan g h r ���_�  

berakibat bahwa  

g h y p � �� � ��y p ��� � � |��_��_� .�_�  

Akibatnya, V|�; ��ΛW terbuka relatif terhadap y, yang menyelimuti g. Karena 

g kompak relatif terhadap y maka terdapat elemen-elemen berhingga dari Λ, 

yakni �), �,, … , �� sehingga g h r |����21 . Karena 

� |��
�

�2) � � Iy p ���J�
�2) � y p � ���

�
�2)  
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dan g h y maka g h r �����2) . 
Karena V��; ��ΛW adalah sembarang keluarga, ���9 , ��: , … , ���� subkeluar-

ganya, yang masing-masing elemennya terbuka relatif ke  � dan merupakan 

subelimut berhingga dari himpunan g maka  g kompak relatif ke � . w 

  

Teorema 2.3.7 

Diberikan ruang metrik ��, ��, g h �. 
Jika g subhimpunan kompak dari ruang metrik ��, ��, maka himpunan g tertutup 

dan terbatas. 

Bukti 

Pertama akan dibuktikan bahwa himpunan g tertutup, dengan menunjukkan him-

punan gm terbuka. 

Misalkan i�� sedemikian sehingga i n g. untuk setiap l�g, andaikan |  dan ¡  

masing-masing adalah kitaran dari i dan l, yang radius j{ � ), ��i, l�. Karena g 

kompak maka terdapat anngota berhingga dari l, yakni l), l,, … , l� sedemikian 

sehingga  

¢ h ¡j 9 � ¡j : � … � ¡j � � ¡. 
Jika | � |j 9�i� p |j :�i� p … p |j ��i� dan diambil j � min)£�£� j �  maka 

|k�i� adalah kitaran dari i sedemikian sehingga |k�i� p ¡ � t. Dengan demi-

kian |k�i� h gm dan bahwa i titik interior dari himpunan gm. Himpunan gm ter-

buka. Dengan demikian Himpunan g tertutup. 

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa himpunan g terbatas. 
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Untuk setiap ��g dibuat kitaran �)��� sedemikian sehingga keluarga � �
V���, 1�: ��gW adalah selimut terbuka dari g. Karena himpunan g kompak maka 

terdapat �), �,, … , �� di dalam g sedemikian sehingga g h r �6�� , 18.��2)  Selan-

jutnya dibentuk  

o � maksV���¤, �)�: 1 � = � �W 
sehingga diperoleh ���¤, �)� � o untuk 1 � = � �. 

Untuk setiap @�g, terdapat �), �,, … , �� sedemikian sehingga @�����, 1�. Sehing-

ga 

���), @� � ���), ���  ����, @� 

� o  ����, @�  

� o  1.  
Jadi himpunan g terbatas.w 

    

Teorema 2.3.8 

Diberikan ruang metrik ��, �� 

Jika ¢ subhimpunan kompak dari ruang metrik � dan g subhimpunan tertutup 

dari ¢, maka g adalah himpunan kompak. 

Bukti 

Diberikan ruang metrik ��, ��, g h ¢ h �. Subhimpunan ¢ adalah himpunan 

kompak dan himpunan g tertutup. 

Andaikan � � Vz�: ��ΛW (Λ sembarang himpunan indeks) sembarang selimut ter-

buka dari g. Jika pada � ditambahkan satu himpunan terbuka z � gm, maka dipe-

roleh selimut terbuka dari ¢, yakni Ω �  � � VzW. Karena ¢ himpunan kompak, 
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maka terdapat  subselimut terbuka berhingga dari Ω, yang memuat ¢.  Jadi terda-

pat ��), �,, … , ��� di dalam Λ, sehingga 6z, z�9 , z�: , … , z��8 adalah selimut ber-

hingga dari Ω, akan menyelimuti ¢. Karena z � gm saling asing dengan g, maka 

6z�9 , z�: , … , z��8 subkeluarga berhingga dari � dan merupakan selimut terbuka 

berhingga untuk g. Dengan demikian teorema ini terbukti.w 

 

Teorema 2.3.9 

Diberikan ruang metrik ��, �� 

Jika ¢ subhimpunan kompak dari ruang metrik � dan g himpunan tertutup dari 

ruang metrik �, maka g p ¢ kompak. 

Bukti 

Diberikan ruang metrik ��, ��, himpunan ¢ adalah kompak dan himpunan g ter-

tutup. 

Berdasarkan teorema 2.3.7, maka himpunan ¢ tertutup. Dengan demikian berda-

sarkan teorema 2.2.3 (b), maka g p ¢ tertutup. Karena g p ¢ h ¢, maka berda-

sarkan teorema 2.3.8, g p ¢ adalah himpunan kompak.w 

 

Teorema 2.3.10 

Diberikan ruang metrik ��, ��. 
Jika V¢�: ��ΛW �Λ sembarang himpunan indeks) keluarga himpunan kompak dari 

suatu ruang metrik sedemikian sehingga irisan setiap keluarga berhingga dari 

V¢�W tidak kosong, maka ¦ ¢��_�  tidak kosong. 
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Bukti  

Teorema ini akan dibuktikan dengan kontradiksi. Andaikan  ¦ ¢��_� � t dan 

ambil ¢§�V¢�: ��ΛW. Karena ¦ ¢��_� � t maka untuk setiap ��¢§ , � n ¦ ¢��_� . 
Selanjutnya dibentuk � � V¢�: ��Λ, ¢§ # ¢�W. 
Karena ¢� kompak maka ¢� tertutup dan ¢�m terbuka. Oleh karena itu untuk 

sembarang ��¢§, maka � n ¦ ¢��_� . Jika demikian terdapat ¨�Λ, sedemikian 

sehingga � n ¢© yang berarti ��¢©m dan ¢© # ¢§. Karena � sembarang titik di-

peroleh bahwa untuk setiap ��¢§maka ada ̈�Λ, ¢© # ¢§ dan ��¢©m. Jika � ada-

lah selimut terbuka dari ¢� maka ¢ h r zª_� . Di lain pihak karena ¢§ kompak 

maka terdapat anggota berhingga dari �, yakni ¢�9m , ¢�:m , … , ¢��m  sedemikian se-

hingga  

¢§ h � ¢��m�
�2) � /« ¢��

�
�2) 3

m
, 

berakibat bahwa 

¢§ p /« ¢��
�

�2) 3 � t. 
Hal ini kontradiksi dengan ketentuan bahwa irisan berhingga dari V¢�: ��ΛW ada-

lah tidak kosong. Dengan demikian ¦ ¢��_� # t. w 

Teorema 2.3.11 

Diberikan ruang metrik ��, ��, g h ¢ h �. Himpunan ¢ adalah kompak. Jika g 

adalah subhimpunan tak hingga dari himpunan kompak ¢ maka himpunan g 

mempunyai titik limit. 
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Bukti 

Teorem ini dibuktikan dengan kontardiksi. Misalkan himpunan g tidak mempu-

nyai titik limit di dalam ¢. Maka untuk setiap l�¢ mempunyai kitaran untuk 

j � 0, yakni �k�l�. Kitaran �k�l�  memuat paling banyak satu titik dalam g. Ke-

luarga � � V�k�l�: l�¢W membentuk selimut dari ¢. Dengan jelas bahwa tidak 

ada subkeluarga berhingga yang menyelimuti ¢. Di lain pihak karena himpunan ¢ 

kompak, terdapat selimut terbuka berhingga dari � � V�k�l�: l�¢W, yakni 

�k�l)�, �k�l,�, … , �k�l�� sedemikian sehingga ¢ h r �k6l�8��2) . Selain itu ka-

rena g h ¢, maka diperoleh g h r �k6l�8��2) . Dengan demikian kontradiksi 

dengan ketentuan bahwa himpunan  ¢  adalah kompak. Jadi himpunan g mempu-

nyai titik limit di dalam ¢.w 

 

D. Barisan dan Kekontinuan 

Barisan biangan real adalah konsep penting dalam ruang metrik 	. Konsep 

barisan bilangan real akan mendefinisikan kekonvergenan. Pada subbab ini akan 

dibahas kekonvergenan barisan titik di dalam ruang metrik. Jika titik-titik ruang 

metrik itu fungsi, akan dibahas kaitannya dengan kekontinuan dalam ruang me-

trik.  

Definisi 2.4.1 

Diberikan ruang metrik ��, ��. 
Barisan dalam ruang metrik ��, �� merupakan fungsi dengan domain himpunan 

semua bilangan asli �, yaitu 

�: � � � dengan ���. 



33 

 

Selanjutnya ditulis: ���� � ��.  Barisan �), �,, … , �� ditulis ���; �� disebut suku 

ke-� dari barisan. Himpunan titik-titik V�), �,, … , ��W disebut jangkauan (range) 

barisan. Suatu barisan dikatakan terbatas jika jangkauan (range) barisan tersebut 

terbatas.   

 

Definisi 2.4.2 

Diberikan ruang metrik ��, ��. 

Barisan ��� di dalam � dikatakan konvergen jika ada ��� sedemikian sehingga 

untuk setiap � � 0 ada bilangan bulat positif �d dan jika � � �d berlaku 

����, �� � �. 
Dalam hal ini dapat ditulis lim�® �� � � dan dikatakan ���  konvergen ke �, 

sering dilambangkan dengan �� � �. 

 

Teorema 2.4.3  

Diberikan ruang metrik ��, �� dan ��� h �. 
Jika ���, �q�� dan ��� � �, ��� � �q maka � � �q. 
Bukti 

Diambil sembarang � � 0. 
Karena ��� � � maka terdapat �)�� sedemikian sehingga untuk setiap ��� 

dengan � � �) berlaku ����, �� � ,̄. 
Karena ��� � �q maka terdapat �,�� sedemikian sehingga untuk setiap ��� 

dengan � � �, berlaku ����, �q� � ,̄. 

Diambil �d � maks V�), �,W. Karena itu untuk � � �d berlaku 
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���, �q� � ���, ���  ����, �q� 

� �2  �2 � �. 
Jadi untuk setiap bilangan � � 0 berlaku ���, �q� � �. Ini berarti � � �q. w 

 

Definisi 2.4.4 

Diberikan ruang metrik ��, �� dan barisan ��� h �. Diperhatikan barisan 

��°, ± �� dengan �) � �, � �b � <. Barisan ���² disebut barisan bagian atau 

subbarisan ���. 
 

Teorema 2.4.5 

Jika ��, �� ruang metrik kompak dan ��� barisan dalam �, maka barisan ��� 
memuat subbarisan yang konvergen ke suatu titik anggota �. 
Bukti 

Himpunan g � V��|���W dinamakan jangkauan (range) dari ���. 
Jika g berhingga maka g � ��), �,, �b, … , �³ sehingga terdapat 1 � � � @ dan 

suatu barisan ��1 dengan �) � �, � �b � < sehingga terdapat ��9 � ��: �
��´ � < � �µ. Jadi barisan bagian ���², ± �� konvergen ke �µ�g h �. 
Jika g tak berhingga dan g h �, � kompak maka g mempunyai suatu titik limit 

di �, namakan titik �. 

Dipilih  

�) sehingga �6��9 , �8 � 1, 
�, � �) sehingga �6��: , �8 � ), 
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�b � �, sehingga �6��´ , �8 � )b 

¶  
�1 � �1') sehingga �6��· , �8 � )1  
maka ���·, ± �� konvergen ke ���. w 

 

Selanjutnya akan dibahas kekompakan �-ruang dengan metrik Euclides. 

Berikut pembahasan kekompakan pada 	�. 
Definisi 2.4.6 

Diberikan ruang metrik ��, �� � 	�.  

Jika E), E,, … , E� dan C), C,, … , C� bilangan real sedemikian sehingga E� � C� un-

tuk ̧ � 1,2, … , �, maka himpunan titik-titik � � ��), �,, … , ��� dalam 	� yang 

memenuhi ketidaksamaan E� � �� � C� untuk ̧ � 1,2, … , � dinamakan �¹º �  � 

�� � F¹ºº�.  
 

Teorema 2.4.7 

Misalkan ± bilangan bulat positif. Jika �»� barisan dari �¹º � � sedemikian se-

hingga »� ¼ »�*) �� � 1,2, … �, maka ¦ »�®�2)  tidak kosong. 

Bukti 

Diketahui bahwa �»� barisan dari �¹º � � sedemikian sehingga 

 »� ¼ »�*) �� � 1,2, … �   

Andaikan »� � �6��,), ��,,, … , ��,°8�	�: E�,� � ��,� � C�,�; 1 � ¸ � ��. 
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Selanjutnya dibentuk »)° � ½E),° , C),°¾, untuk setiap 1 � ± � �. Maka untuk se-

tiap 1 � ± � � terdapat �%° sedemikian sehingga �%°� ¦ »),°  �± � 1,2, … , ��. 

Akibatnya bahwa ��%), �%,, … , �%��� ¦ »� , ¦ »�®�2)  tidak kosong.w 

 

Teorema 2.4.8 

Dalam ruang metrik ��, �� � 	� setiap �¹º � � adalah kompak. 

Bukti 

Misalkan untuk setiap konstanta real,E), E,, … , E� dan C), C,, … , C� sedemikian 

sehingga E� � C� untuk ̧ � 1,2,3, … , �. 
Andaikan »d � �6��,), ��,,, … , ��,°8�	�: E�,� � ��,� � C�,�; 1 � ¸ � �� dan 

À � Á∑ 6C�,� � E�,�8,��2)   

Maka |� � �| � À jika ��»d, ��»d. 
Misalkan »d tidak kompak. Maka terdapat � � Vz�: ��ΛW (Λ sembarang himpu-

nan) selimut terbuka dari »d yang mana subselimut terbuka berhingga tidak me-

nyelimuti »d.  
Untuk 1 � ¸ � �, bentuk F� � `�,�*a�,�, . Himpunan �6E�,�, F�,�8: 1 � ¸ � �� dan 

�6F�,� , C�,�8: 1 � ¸ � �� dapat membentuk 2� �¹º � �, yakni »°�)� untuk 1 � ± �
2�. Untuk 1 � ± � 2�, »°�)� adalah subhimpunan dari »d dan r »°�)� � »d,�°2) . Se-

hingga � � Vz�: ��ΛW adalah selimut terbuka untuk setiap 2�  sub �¹º � �. Kare-

na selimut terbuka dari »d yang mana subselimut berhingga tidak menyelimuti »d, 

maka paling sedikit satu elemen dari }»°�)�: 1 � ± � 2�� memenuhi sifat tersebut. 
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Misalkan ») elemen dari  }»°�)�: 1 � ± � 2��, yang mana subselimut berhingga 

dari � tidak menyelimuti »). 
Selanjutnya untuk  6��,), ��,,, … , ��,°8�») diperoleh E�,� � ��,� � F�,� atau 

F�,� � ��,� � C�,�, untuk 1 � ¸ � �.  
Karena 

m�,�'`�,�, � a�,�'m�,�, � a�,�'`�,�,  maka untuk 

 � � 6��,), ��,,, … , ��,°8, � � ���,), ��,,, … , ��,°��»), diperoleh 

���, �� � Á∑ ���,� � ��,��,��2) � Á∑ �a�,�'`�,��:
,:��2) � §,.  

Sehingga panjang �»)� � §,. 
Kemudian proses yang sama dilanjutkan dengan  

») � �6��,), ��,,, … , ��,°8�	�: E�,��)� � ��,��)� � C�,��)�; 1 � ¸ � ��. 
Diandaikan F�,��)� � `�,��9�*a�,��9�

,  membentuk dua himpunan interval 

 �6E�,��)�, F�,��)�8: 1 � ¸ � �� dan �6F�,��)�, C�,��)�8: 1 � ¸ � �� yang dapat mem-

bentuk 2� �¹º � � yang baru, yakni »°�,� untuk 1 � ± � 2�.  »°�,� adalah subhim-

punan dari ») dan r »°�,� � »),�°2) . Karena selimut terbuka dari ») yang mana subse-

limut berhingga tidak menyelimuti »), maka paling sedikit satu dari anggota 

}»°�,�: 1 � ± � 2�� tidak diselimuti oleh subselimut berhingga dari �. Misalkan », 

elemen dari  }»°�,�: 1 � ± � 2��, yang mana subselimut dari � tidak menyelimuti 

», dengan panjang �»,� � ÃÄÅÆÄÅÇ�È9�, � §,:. Jika proses ini dilakukan secara terus 

menerus maka barisan �»° dari  �¹º � � memenuhi sifat-sifat berikut ini: 

i. »d ¼ ») ¼ », ¼ »b ¼ <, 
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ii. »° tidak diselimuti oleh subselimut berhingga dari �, 
iii.  jika ��»° dan ��»° maka |� � �| � 2'°À.  

Karena »d ¼ ») ¼ », ¼ »b ¼ <, maka ¦ »° # t®�2d .  Andaikan �%� ¦ »° .®�2d  Kare-

na � � Vz�: ��ΛW adalah selimut terbuka dari »d dan ¦ »°®�2d h »d terdapat z��� 

sedemikian sehingga �%�z� . Karena z� terbuka maka terdapat bilangan real positf 

j � 0 sedemikian sehingga �k��%� h z�. Jika � semakin besar maka 2'�À � j . 

Sehingga untuk semua ���, �%�»° h �k��%� h z� . Dengan demikian kontradiksi 

dengan sifat (b). Jadi »d kompak.w 

 

Teorema 2.4.9 

Diberikan ruang metrik Euclides �	�, �� dan g subhimpunan dari �	�, ��. Jika g 

tetutup dan terbatas, maka g kompak. 

Bukti 

Andaikan g tetutup dan terbatas. Maka ada suatu �¹º � �, yakni » sedemikian se-

hingga g h ». Karena g terbatas maka terdapat bilangan o � 0 sedemikian se-

hingga  

» � �6��,), ��,,, … , ��,°8�	�: max)£�£°Ê��,�Ê � o  1�  
Berdasarkan teorema » kompak. Karena g h » dan g tertutup, maka berdasarkan 

teorema 2.4.8 maka g kompak.w 

  

Selanjutnya akan dibicarakan konsep-konsep yang akan melandasi definisi 

kelengkapan dari suatu ruang metrik dan juga pembahasan selanjutnya.  

 



39 

 

Definisi 2.4.10 

Diberikan ruang metrik ��, ��. 

Suatu barisan ��� h � disebut barisan Cauchy jika untuk setiap � � 0 terdapat 

bilangan bulat positif �d � �d��� sedemikian sehingga jika  �, � � �d berlaku 

����, ��� � �.  
 

Contoh 2.4.11 

Diambil ruang metrik � � 	 terhadap metrik biasa. 

Akan ditunjukkan bahwa barisan ��� dengan �� � 1 �⁄  adalah barisan Cauchy.  

Diberikan � � 0 terdapat bilangan bulat �d � �d��� sedemikian sehingga 
)�� � �. 

Maka jika � � � � �d  

����, ��� � |1 �⁄ � 1 �⁄ |  
� 1 �⁄   

� 1 �d⁄ � �  

Dengan demikian terbukti bahwa barisan ��� dengan �� � 1 �⁄  adalah barisan 

Cauchy. 

 

Teorema 2.4.12 

Diberikan ruang metrik ��, ��. 
Setiap barisan ��� konvergen merupakan barisan Cauchy. 

Bukti 

Diketahui bahwa �� � � maka untuk setiap � � 0 terdapat bilangan bulat positif 

�d � �d��� sedemikian sehingga untuk semua � � �d berlaku 
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����, �� � ,̄.  
Dengan menggunakan ketaksamaan segitiga, diperoleh untuk semua �, � � �d, 

berlaku 

����, ��� � ����, ��  ����, ��  

� ,̄  ,̄ � �.  
Jadi terbukti bahwa barisan ��� konvergen adalah barisan Cauchy.w 

 

Definisi 2.4.13 

Diberikan ruang metrik ��, ��. 

Suatu ruang metrik disebut ruang metrik lengkap jika setiap barisan Cauchy da-

lam ruang metrik itu konvergen ke suatu titik elemen ruang metrik tersebut. 

 

 Berikut ini akan dibahas contoh yang berkaitan dengan kelengkapan ruang 

metrik. Selain itu juga akan diberikan contoh ruang metrik yang tidak lengkap. 

Contoh 2.4.14 

Diberikan ruang metrik Euclides 	Ë. 

Akan ditunjukkan bahwa ruang metrik Euclides 	Ë adalah ruang metrik lengkap. 

Bukti 

Diketahui bahwa 	Ë adalah ruang metrik Euclides sehingga dapat didefinisikan  

���, �� � I∑ 6Ì� � Í�8,��2) J9:  
� � �Ì), Ì,, … , Ì�� dan � � �Í), Í,, … , Í���	Ë  



41 

 

dimana � � 6Ì�8 dan � � 6Í�8. Diambil sembarang barisan Cauchy ��� dalam 

	Ë dan ditulis �� � �Ì)���, Ì,���, … , Ì����. Karena ��� Cauchy maka untuk 

setiap � � 0 terdapat bilangan bulat postif  �d sedemikian sehingga berlaku  

����, �k� � I∑ 6Ì���� � Í��k�8,��2) J9: � �  (2.1) 

untuk semua �, j � �d. Dengan mengkuadratkan, maka diperoleh untuk  

�, j � �d dan ̧ � 1,2, . . , �. 
6Ì���� � Í��k�8, � �, dan ÊÌ���� � Í��k�Ê � �.  

Hal ini menunjukkan untuk setiap 1 � ¸ � �, 6Ì�), Ì�,, … 8 adalah barisan Cauchy 

dari bilangan real. Karena setiap barisan Cauchy dari bilangan real adalalan bari-

san konvergen maka  Ì�� � Ì� untuk � � ∞. 
Dengan menggunakan � limit, dapat didefinisikan � � �Ì), Ì,, … , Ì�. Dengan je-

las bahwa ��	Ë. Berdasarkan (2.1) untuk j � ∞, berlaku 

����, �� � �, 
untuk semua � � �d. Ini menunjukkan bahwa � adalah limit dari ��� dan ter-

bukti bahwa ruang metrik Euclid 	Ë adalah lengkap, karena diambil sembarang 

barisan Cauchy ���. 
 

Contoh 2.4.15 

Diketahui Ï � himpunan bilangan rasional. 

Diberikan barisan ��� dengan �� � I1  )�J�
. 

Barisan ��� akan konvergen ke bilangan irasional ¹ n Ï. Jadi Ï tidak lengkap. 
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 Berikut ini akan diberikan beberapa konsep terkait dengan konsep kekom-

pakan dan barisan. Selain itu juga bahwa akan dibahas ekuivalensi barisan dan 

kekompakan. 

Definisi 2.4.16 

Ruang Metrik ��, �� dikatakan kompak barisan (sequentially compact) jika setiap 

barisan ��� h � mempunyai subbarisan ���² yang konvergen. 

 

Definisi 2.4.17 

Diberikan ruang metrik ��, ��. 
Ruang metrik � dikatakan bersifat Bolzano-Weierstrass jika setiap subhimpunan 

tak hingga dari � mempunyai titik limit. 

 

Teorema 2.4.18 

Ruang metrik ��, �� kompak barisan jika dan hanya jika ��, �� mempunyai sifat 

Bolzano-Weierstrass. 

Bukti 

u Diketahui ruang metrik ��, �� kompak barisan dan diberikan � subhimpunan 

tak hingga dari �.  Akan dibuktikan bahwa � mempunyai titik limit. 

Dibentuk barisan titik-titik berlainan ��� dari �. Karena ruang metrik ��, �� 

kompak barisan, maka barisan ��� mempunyai subbarisan ���² yang kon-

vergen ke suatu titik ���. Untuk setiap � � 0 terdapat bilangan bulat Ð sede-

mikian sehingga untuk setiap ± � Ð berlaku �6�, ��²8 � �. Karena ���² bari-

san titik-titik berlainan, maka setiap kitar dari � memuat titik-titik berlainan 
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dari subbarisan. Jadi titik � adalah titik limit dari himpunan titik-titik subbari-

san. Karena himpunan titik-titik subbarisan adalah subhimpunan dari �, maka 

� adalah titik limit �. Terbukti bahwa ruang metrik ��, �� mempunyai sifat 

Bolzano-Weierstrass.   

v Diketahui ruang metrik ��, �� mempunyai sifat Bolzano-Weierstrass, yakni 

setiap subhimpunan tak hingga mempunyai titik limit. Akan dibuktikan bahwa 

ruang metrik ��, �� kompak barisan. Misalkan ��� suatu barisan di dalam �. 
Jika barisan ��� mempunyai suatu titik � yang muncul tak hingga banyaknya, 

maka barisan ��� mempunyai subbarisan konstan, yakni untuk setiap bilan-

gan bulat positif ± sehingga ���² � �. Jelas bahwa subbarisan konvergen ke 

titik �. Jika barisan ��� tidak mempunyai titik yang muncul tak hingga ba-

nyaknya, maka � � V��W subhimpunan tak hingga dari �, sehingga � mempu-

nyai titik limit ���. Untuk setiap bilangan bulat positif ± diambil ��² dengan 

����² , �� � )°, maka ��² � � untuk ± � ∞. Terbukti ruang metrik ��, �� 

kompak barisan.w 

 

Teorema 2.4.19 

Jika ruang metrik ��, �� kompak, maka ��, �� mempunyai sifat Bolzano-

Weierstrass. 

Bukti 

Diberikan ruang metrik ��, �� kompak dan � subhimpunan tak hingga dari �. 
Akan ditunjukkan bahwa � mempunyai titik limit. 
Andaikan � tidak mempunyai titik limit, maka setiap titik ��� bukan titik limit 

dari �, sehingga untuk setiap titik ��� ada j& � 0 sedemikian sehingga �kÑ��� 

tidak memuat titik dari � kecuali mungkin titik �. Keluarga ��kÑ��� � adalah se-
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limut terbuka dari �. Karena ruang metrik � kompak, dapat ditemukan 

�), �,, … , �� sedemikian sehingga � Ò r �kÑ² ��°2) �°�. Karena himpunan 

� Ò V�), �,, … , ��W, maka � himpunan berhingga. Kontradiksi karena � himpunan 

tak hingga.w   

 

Definisi 2.4.20 

Diberikan ruang metrik ��, ��, g h �. Diameter g adalah 

��g� � supV���, ��: �, ��gW. 
 

Definisi 2.4.21 

Bilangan real E � 0 disebut bilangan Lebesgue (Lebesgue number) untuk selimut 

terbuka Vz1W dari ruang metrik ��, �� jika setiap subhimpunan dari � yang diame-

ternya kurang dari E termuat sekurang-kurangnya dalam satu z1. 
 

Teorema 2.4.22 

Dalam ruang metrik ��, �� yang kompak barisan, setiap selimut terbuka mempu-

nyai bilangan Lebesgue. 

Bukti 

Diketahui ��, �� kompak barisan dan Vz1|=�ΛW�Λ himpunan indeks) selimut ter-

buka untuk �. Subhimpunan � dari � dikatakan besar jika � tidak dimuat dalam 

setiap selimut terbuka z1. Jika tidak ada subhimpunan besar, sembarang bilangan 

real positif E adalah adalah bilangan Lebesgue, sebab setiap � h � (termasuk 

yang diameternya kurang dari E) termuat dalam suatu z1.  
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Asumsikan ada himpunan besar dari �. Misalkan � � V�: � h �, � besarW dan 

C � infV����: ���W. Jelas bahwa C � 0.  
Jika C � 0 maka C dapat diambil sebagai bilangan Lebesgue, sebab jika 

� h �, ���� � C maka � termuat dalam suatu z1 , sehingga � bukan himpunan 

besar. 

Andaikan C � 0. Karena himpunan besar tidak termuat di dalam setiap z1, maka 

himpunan besar sekurang-kurangnya terdiri atas dua titik. Untuk setiap bilangan 

bulat positif � terdapat himpunan besar �� sedemikian sehingga 0 � ����� �
1 �⁄ . Dipilih titik �� di setiap ��. Karena � kompak barisan, maka barisan ��� 
mempunyai subbarisan ���² yang konvergen ke  ���. Selanjutnya ada =�Λ sede-

mikian sehingga ��z1 . Karena z1 terbuka, maka untuk j � 0 terdapat kitar 

�k��� h z1. Selain itu karena subbarisan konvergen, maka ��² h �k��� untuk 

indeks ± tak hingga banyaknya. Selanjutnya untuk bilangan bulat positif � yang 

tak hingga, ����k ,⁄ ���.   Misalkan ada bilangan positif �d yang cukup besar se-

demikian sehingga 1 �d⁄ � j 2⁄ . Karena ������ � 1 �d⁄ � j 2⁄  maka 

 ��� h �k��� h z1 . Terdapat kontradiksi dengan ��� himpunan besar. Jadi tidak 

mungkin bahwa C � 0. w  

 

Definisi 2.4.23 

Jika diberikan � � 0, subhimpunan � dari ruang metrik ��, �� dinamakan jaringan-

� (� � net) jika himpunan � berhingga dan � � r �¯�E�.`_Ô   

Selanjutnya ruang metrik ��, �� dikatakan terbatas total (totally bounded) jika 

ruang metrik ��, �� mempunyai jaringan-ε untuk setiap � � 0. 
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Teorema 2.4.24 

Jika ruang metrik ��, �� kompak barisan, maka ��, �� terbatas total. 

Bukti 

Diketahui ruang metrik ��, �� kompak barisan dan diberikan � � 0. Ambil satu 

titik E) dalam � dan bentuk kitar �¯�E)�. Jika kitar tersebut memuat setiap titik 

dari �, maka himpunan VE)W adalah jaringan-ε. Jika ada titik-titik di luar dari 

�¯�E)�, namakan titik E, dan bentuk himpunan �¯�E)� � �¯�E,�. Jika gabungan 

kitar itu memuat setiap titik dari �, maka himpunan VE), E,W adalah jaringan-ε. 

Jika proses ini dilanjutkan, maka gabungan kitar �¯�E)� � �¯�E,� … � �¯�E�� 

akan memuat setiap titik dari �. Jika proses yang sama dikerjakan terus–menerus 

secara tak terbatas, maka barisan �E), E,, … , E�, …  adalah barisan yang tidak 

memuat subbarisan yang konvergen. Hal ini bertentangan dengan asumsi bahwa � 

ruang metrik yang kompak barisan. Jadi himpunan berhingga VE), E,, … , E�W ada-

lah jaringan-ε, dan terbukti bahwa � terbatas total.w 

  

Teorema 2.4.25 

Jika ruang metrik ��, �� kompak barisan, maka ��, �� kompak. 

Bukti 

Diketahui ruang metrik ��, �� kompak barisan. Diberikan sembarang selimut ter-

buka Vz1|=�ΛW�Λ himpunan indeks). Berdasarkan Teorema 2.4.22, selimut terbuka 

tersebut mempunyai suatu bilangan Lebesgue E. Selanjutnya diambil � � E 3⁄  dan 

dengan menggunakan Teorema 2.4.24 diperoleh jaringan- � 

� � VE), E,, … , E�W. 
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Untuk setiap ± � 1,2, … , �, �6�¯�E°�8 � 2� � 2 E 3 � E⁄ . Berdasarkan definisi 

bilangan Lebesgue, untuk setiap ± terdapat z`² sedemikian sehingga �¯�E°� h
z`² . Karena himpunan � adalah jaringan-� dan setiap titik kitar memuat setiap 

titik dalam �, maka � � r �¯�E°� � r z`²�°2)`²_Ô  dengan �z`9 , z`: , … , z`�� 
adalah subselimut berhingga dari Vz1W. Dengan demikian terbukti bahwa ruang 

metrik ��, �� kompak.w 

   

Teorema 2.4.26 

Diberikan ruang metrik ��, ��. 
Sifat-sifat di bawah ini ekivalen: 

a) Ruang metrik � kompak 

b) Ruang metrik � bersifat Bolzano-Weierstrass 

c) Ruang metrik � kompak barisan. 

Bukti 

(a) u (b) 

Berdasarkan Teorema 2.4.19. 

(b) u (c) 

Berdasarkan Teorema 2.4.18. 

(c) u (a) 

Berdasarkan Teorema 2.4.25.w 

 

 Khusus dalam ruang metrik 	�, ekivalensi sifat-sifat di atas ditambah 

bahwa himpunan g tertutup dan terbatas. 
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 Berikut akan dibahas secara singkat beberapa teorema penting yang terkait 

dengan sifat-sifat kekontinuan dan kekontinuan seragam dalam ruang metrik. 

Pembahasan ini akan melandasi konsep-konsep yang akan dibicarakan dalam bab 

selanjutnya.   

 

Definisi 2.4.27 

Diberikan ruang-ruang metrik ��, �)� dan �y, �,�, himpunan g h �, �: g � y, 

dan i titik limit dari g. lim&�{ ���� � ��i� jika dan hanya jika untuk setiap 

� � 0 terdapat bilangan À � 0 sedemikian sehingga �,6����, ��i�8 � � untuk 

setiap ��g dengan 0 � �)��, i� � À. 
 

Definisi 2.4.28 

Diberikan ruang-ruang metrik ��, �)� dan �y, �,�, himpunan g h �, titik i�g, 
dan fungsi �: g � y. 
Fungsi � dikatakan kontinu di titik i jika untuk setiap � � 0 terdapat bilangan 

À � 0 sedemikian sehingga �,6����, ��i�8 � � untuk setiap ��g dengan 

�)��, i� � À. 
Jika � kontinu di setiap titik i�g, maka � dikatakan kontinu pada himpunan g. 
 

Contoh 2.4.29 

Diambil ruang metrik � � y � 	. 
Dibentuk fungsi �: � � y dengan definisi ���� � �, untuk ���. 
Akan ditunjukkan bahwa fungsi � kontinu setiap titik F��. 
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Ambil sembarang titik F��. 

Diberikan � � 0 harus dicari À � 0 sehingga untuk setiap � yang memenuhi 

|� � F| � À berlaku |���� � ��F�| � �. 
Ditinjau nilai � dalam kitar �)�F� � �F � 1, F  1�, yaitu nilai-nilai � dengan 

|� � F| � 1. 

Akan ditunjukkan adanya bilangan À � 0 sehingga untuk |� � F| � À berlaku 

|�, � F,| � �. 
Untuk |� � F| � 1 maka |�, � F,| � |� � F||�  F| � |� � F||�� � F�  2F| �
|� � F||1  2F|. Jadi untuk |� � F| � 1 maka |�, � F,| � � cukup apabila  

|� � F| � ¯)*|,m|. Dengan demikian jika À � min }1, ¯)*|,m|� maka dan 0 �
|� � F| � À akan berlaku |�, � F,| � �. Terbukti � kontinu pada F. Karena pen-

gambilan F sembarang maka terbukti � kontinu pada � � 	.   
  

Teorema 2.4.30 

Diberikan ruang metrik ��, �)�, �y, �,�, dan �Ö, �b�, himpunan g h � dan peme-

taan-pemetaan �: g � y    ×: ��g� � Ö  Ø: g � Ö  dengan definisi 

Ø��� � ×������ untuk setiap ��g. 
Jika � kontinu di i�g dan × kontinu di ��i�, maka Ø kontinu di i. 
Selanjutnya Ø ditulis sebagai Ø � × Ù � dan Ø disebut fungsi komposisi. 

Bukti 

Diambil sembarang bilangan � � 0. 
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Karena × kontinu di ��i� maka terdapat bilangan Í � 0 sedemikian hingga untuk 

setiap ����g� dengan �,6�, ��i�8 � Í berlaku �b I×���, ×6��i�8J � �. (2.2) 

Karena � kontinu di i maka terdapat bilangan À � 0 sedemikian hingga untuk 

setiap ��g dengan �)��, i� � À berlaku �,6����, ��i�8 � Í. 
Selanjutnya diperoleh �b�Ø���, Ø�i�� � �b I×������, ×6��i�8J � � sebab 

�������g� dengan �,6����, ��i�8 � Í. 
Dari (2.2) diperoleh juga bahwa �b I×������, ×6��i�8J � � untuk setiap ��g 

�)��, i� � À. 
Bukti ini menunjukkan bahwa fungsi komposisi Ø kontinu di titik i. w 

 

Definisi 2.4.31 

Diberikan ruang metrik ��, �)� dan �y, �,� dan Fungsi  �: � � y.  
Jika | h y maka bayangan invers dari | terhadap fungsi � adalah subhimpunan 

�')�|� dari �, yakni �')�|� � V���: �����|W.  
 

Teorema 2.4.32 

Diberikan ruang metrik ��, �)� dan �y, �,�.  
Fungsi  �: � � y kontinu pada � jika dan hanya jika �')�|� terbuka dalam � 

untuk setiap himpunan terbuka | dalam y. 

Bukti 

u Diketahui � kontinu.  
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Akan dibuktikan untuk semua himpunan terbuka | h y, �')�|� terbuka da-

lam �. 
Ambil sembarang himpunan | h y terbuka dan  �')�|� � |d. 
Jika |d adalah himpunan kosong, maka himpunan |d terbuka. 

Untuk selanjutnya anggap bahwa |d bukan himpunan kosong. 

Diambil sembarang �d�|d, harus ditunjukkan �d  titik interior |d, sebut saja 

�d � ���d��|. 
Karena | terbuka maka �d adalah titik interior dari |. Sehingga ada kitaran-� 

dari �d yaitu �. Karena � kontinu ada kitaran-À dari �d yaitu �d sedemikian 

sehingga ���d� � �. Karena � h | maka �')��� h �')�|� atau �d h |d. 
Jadi terdapat kitaran �d dari �d  sehingga �d��d h |d. 
Terbukti bahwa �d titik interior |d. Jadi setiap elemen |d adalah titik interior. 

Dengan kata lain |d � �')�|� terbuka.         

v Diketahui bahwa �')�|� setiap himpunan terbuka | dalam y juga terbuka da-

lam �. Diambil sembarang �d�� dan sembarang kitaran-� dari ���d�, yakni 

�. �')��� yaitu �d terbuka, karena � terbuka �d memuat �d. Sehingga �d 

juga memuat kitaran-À dari �d yang dipetakan ke � karena �d dipetakan ke �. 
Akibatnya � kontinu di �d. Lebih lanjut karena �d sembarang anggota � ter-

bukti bahwa � kontinu.w  

 

Definisi 2.4.33 (Kontinu Seragam) 

Diberikan ruang metrik ��, �)� dan �y, �,�, �: � � y. 
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Fungsi � dikatakan kontinu seragam pada � jika untuk setiap bilangan � � 0 ter-

dapat bilangan À � 0 sedemikian hingga �,6��i�, ��l�8 � � untuk semua i, l�� 

dengan �)�i, l� � À. 
  

 Berdasarkan definisi kontinu dan kontinu seragam, dapat disimpulkan per-

bedaan dari kedua konsep tersebut. Pertama kontinu seragam adalah sifat fungsi 

pada suatu himpunan bukan di suatu titik, sedangkan definisi kontinu untuk suatu 

fungsi diawali dengan definisi fungsi kontinu di suatu titik. Kedua jika � kontinu 

pada �, maka jika diberikan i�� dan � � 0, dapat dicari À � 0 yang memenuhi 

definisi 2.4.28. Bilangan À bergantung pada i dan � . Sedangkan jika � kontinu 

seragam pada �, maka untuk setiap � � 0, ada À � 0 yang dapat digunakan dalam 

definisi kontinu untuk semua titik dalam �. Dengan kata lain bilangan À hanya 

bergantung pada �. 
 Berdasarkan definisi jika terdapat fungsi � yang kontinu seragam pada �, 
maka fungsi � kontinu pada �. Tetapi sebaliknya tidak benar, berikut diberikan 

contohnya.  

 

Contoh 2.4.34 

Diambil ruang metrik � � y � 	. 
Dibentuk fungsi �: � � y dengan definisi ���� � �, untuk ���. 
Akan ditunjukkan bahwa fungsi �  tidak kontinu seragam pada 	. 
Bukti  

Jika ���� � �, kontinu pada 	.  
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Diambil � � 1 dan À sembarang bilangan positif. Untuk � dan � dalam 	 berlaku 

|���� � ����| � |� � �||�  �|. Dipilih � � 0 dan � � �  §,, maka  

|� � �| � À dan |���� � ����| � À2 4�  À2 � À�  À,4 � À�. 
Jadi jika diambil � � 1 À⁄  dan � � �  À 2⁄  maka |���� � ����| � À� � 1. 
Terbukti bahwa ada� � 0 �� � 1� sehingga untuk setiap À � 0 terdapat � dan � 

dalam 	, dengan |� � �| � À dan |���� � ����| � �. Jadi � tidak kontinu sera-

gam pada 	. 
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BAB III 

BARISAN FUNGSI 

 

Pada bab ini akan dibahas tentang barisan fungsi, kekonvergenan titik de-

mi titik dan kekonvergenan seragam, hubungan kekonvergenan seragam dengan 

kekontinuan, hubungan kekonvegenan seragam dan integral, dan hubungan kon-

vergen seragam dengan differensial. Konsep-konsep tersebut yang kemudian juga 

akan melandasi pembahasan selanjutnya. 

Konsep konvergen seragam ini sangat penting dalam pembahasan menge-

nai barisan fungsi yakni apakah sifat-sifat yang dimiliki oleh fungsi suku barisan 

�� juga dimiliki oleh fungsi �. 
 

A. Barisan Fungsi 

Pada subbab ini akan dibicarakan barisan fungsi. Fungsi-fungsi yang diba-

has adalah fungsi-fungsi bernilai real, yang didefinisikan pada suatu himpunan di 

dalam ruang metrik. Selain itu juga akan dibahas tentang kekonvergenan, baik 

konvergen titik demi titik maupun konvergenan seragam. Barisan yang konvergen 

seragam pada suatu himpunan adalah konvergen titik demi titik, tetapi sebaliknya 

belum tentu benar. 

Diberikan ruang metrik � dan himpunan g h �. Barisan ��� adalah bari-

san fungsi real yang didefinisikan pada suatu himpunan g h �, yaitu ��: g � 	 

untuk ���. 
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Jika untuk setiap ��g barisan bilangan ������ konvergen, maka dikatakan 

barisan ��� konvergen titik demi titik pada himpunan  g.  Karena untuk ��g dan 

��g barisan bilangan ������ dan ������ dapat konvergen ke bilangan yang ber-

beda, maka barisan ��� yang konvergen titik demi titik pada g menentukan fung-

si limit � yang didefinisikan pada g. Dengan kata lain, untuk setiap ��g, barisan 

������ konvergen ke ����, dengan notasi �� � � titik demi titik.  
 

Definisi 3.1.1 

Diberikan ruang metrik ��, ��, g h � dan barisan ��� dengan ��: g � 	 untuk 

���. Barisan fungsi ��� dikatakan konvergen titik demi titik ke fungsi � pada 

himpunan g jika diberikan ��g dan � � 0 terdapat ��� sedemikian hingga untuk 

setiap ��� dan  � � � berlaku 

|����� � ����| � �. 
 

Berdasarkan definisi di atas, bilangan bulat positif � bergantung pada � 

dan �. Jadi � adalah fungsi dari � dan �. Namun mungkin terjadi bahwa bilangan 

asli � dalam definisi barisan ��� konvergen ke fungsi � pada � hanya bergantung 

pada � saja. Kekonvergenan semacam itu disebut kekonvergenan seragam.  

 

Definisi 3.1.2 

Diberikan ruang metrik ��, ��, g h � dan barisan ��� dengan ��: g � 	 untuk 

���. Barisan fungsi ��� dikatakan konvergen seragam ke fungsi � pada himpu-
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nan g jika untuk setiap � � 0 terdapat suatu bilangan bulat positif � sedemikian 

hingga untuk semua ��� dengan  � � � dan untuk semua ��g berlaku  

|����� � ����| � �. Sering digunakan notasi �� � � seragam pada g.  
 

Contoh 3.1.3 

Diberikan ruang metrik ��, ��, �E, C� h �, dan barisan fungsi ��� dengan 

��: �E, C� � 	. Didefinisikan ����� � 1 ����⁄  untuk ��� dan dan E � � � C 

dengan E � 0. 
Buktikan bahwa ��� konvergen seragam ke � pada �E, C� dan ���� � 0 untuk 

E � � � C. 
Bukti 

Dengan jelas terlihat bahwa untuk setiap ���E, C� maka lim��® 1 ����⁄ � 0. Ja-

di  ��� konvergen titik demi titik pada �E, C�, dengan ���� � 0. 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa ��� konvergen seragam ke � pada �E, C�. 
Untuk setiap ���E, C� dan setiap ��� berlaku 

|����� � ����| � 1 ����⁄ � 1 �E⁄ .  
Oleh karena itu jika diberikan � � 0, maka terdapat bilangan bulat positif � se-

demikian sehingga 1 �E⁄ � �. Selanjutnya jika diberikan � � 0 terdapat bilangan 

bulat positif � sedemikian sehingga � � � dan ���E, C�, berlaku  

|����� � ����| � 1 ����⁄ � 1 �E �⁄ 1 �E⁄ � �.  
Dengan demikian ���� konvergen seragam ke � pada �E, C�. 
Jika barisan ���  tidak konvergen seragam ke � pada g jika dan hanya jika  

�Ú� � 0��Û�����Ú�����Ú� � ���Ú��g� |����� � ����| � �, 
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atau dengan kata lain bahwa barisan fungsi ��� tidak konvergen seragam ke fung-

si � pada himpunan g, jika terdapat � � 0 sehingga untuk semua bilangan bulat 

positif �, dapat dicari suatu � yang lebih besar atau sama dengan � dan suatu 

��g dan berlaku |����� � ����| � �. 
 

Contoh 3.1.4 

Diberikan ruang metrik ��, ��, �0,1� h �, dan barisan fungsi ��� dengan 

��: �0,1� � 	. Didefinisikan ����� � 1 ����⁄  untuk ���. 

Buktikan bahwa ��� konvergen titik demi titik tetapi tidak konvergen seragam 

pada �0,1�. 
Bukti 

Dengan jelas terlihat bahwa untuk setiap ���0,1� maka lim��® 1 ����⁄ � 0. Jadi  

��� konvergen titik demi titik pada �0,1�. Jika diambil � � 1. Maka untuk semba-

rang ��� , dapat dicari � � 2� � � dan � � 1 �3����0,1�⁄  sehingga  

|�,Ü�1 3�� � ��1 3��⁄⁄ | � 3 2⁄ � 1.  
Dengan demikian ��� tidak konvergen seragam ke � pada �0,1�. 
 

Teorema 3.1.5 (Kriteria Cauchy)  

Diberikan ruang metrik ��, ��, g h � dan barisan ��� dengan ��: g � 	. 

Barisan fungsi ��� konvergen seragam pada g jika dan hanya jika untuk setiap 

� � 0 terdapat suatu bilangan bulat positif � sedemikian hingga untuk semua 

� � �, untuk semua � � � dan semua ��g berlaku  

|����� � �����| � �.  
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Bukti 

u Akan dibuktikan jika barisan fungsi ��� konvergen seragam maka untuk se-

tiap � � 0 terdapat suatu bilangan bulat positif � sedemikian hingga untuk 

semua �, � � � dan semua ��g berlaku  

|����� � �����| � �.  
Andaikan barisan fungsi ��� konvergen seragam. Maka untuk setiap � � 0 

terdapat suatu bilangan bulat positif � sedemikian hingga untuk semua � � � 

dan untuk semua ��g, berlaku 

|����� � ����| � � 2⁄ ,  
sehingga untuk semua �, � � �, dan untuk semua ��g berlaku 

|����� � �����| � |����� � ����  ���� � �����|  
� |����� � ����|  |���� � �����|  
� � 2⁄  � 2⁄   

� �.  
v Diketahui untuk setiap � � 0 terdapat suatu bilangan bulat positif � sedemi-

kian sehingga untuk semua �, � � � dan semua ��g berlaku 

|����� � �����| � �.    (3.1)  

Dengan demikian untuk setiap ��g barisan bilangan real ������ adalah bari-

san Cauchy. Jadi ������ konvergen untuk setiap ��g. 
Dimisalkan ��� konvergen ke fungsi limit � pada g. Akan dibuktikan bahwa 

��� konvergen seragam ke � pada g. 
Jika diambil � tetap dan � � �  sedangkan diandaikan � � ∞, maka keti-

daksamaan (3.1)  menghasilkan 
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|����� � ����| � �  

untuk semua  ��g. 
Dengan demikian telah dibuktikan bahwa untuk � � 0 yang diberikan terdapat 

bilangan bulat positif � sehingga untuk semua � � � dan semua ��g berlaku 

|����� � ����| � �. Jadi �� � � seragam pada g. w  

 

Teorema 3.1.6 

Diberikan ruang metrik ��, ��, g h � dan barisan ��� dengan ��: g � 	. 

Didefinisikan untuk setiap ��� 

o� � sup&_�|����� � ����|.  
Maka ��� konvergen seragam ke � pada g jika dan hanya jika o� � 0. 
Bukti 

u Jika ��� konvergen seragam ke � pada g, maka untuk setiap � � 0, terdapat 

bilangan bulat positif � sedemikian sehingga untuk semua � � � dan semua 

��g berlaku |����� � ����| � � 2⁄ . Dengan demikian jelaslah bahwa 

o� � sup&_�|����� � ����| � � 2⁄ � �.  
Hal ini berarti bahwa o� � 0. 

v Jika o� � 0, sehingga untuk � � 0 terdapat bilangan bulat positif � sedemi-

kian sehingga untuk semua � � �, berlaku |o�| � �. Hal ini berarti untuk 

semua � � � dan semua ��g, berlaku 

|����� � ����| � �. 
Demikian terbukti bahwa ��� konvergen seragam ke � pada g. w 
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B. Kekonvergenan Seragam dan Kekontinuan 

Dalam subab ini akan dibahas tentang sifat kekontinuan yang dimiliki oleh 

suku-suku barisan fungsi yang konvergen seragam pada suatu subhimpunan dari 

ruang metrik juga dimiliki oleh fungsi limitnya.  

 Di samping itu juga akan dibahas tentang masalah operasi pengambilan 

limit, yakni tentang urutan pengambilan limit yang dapat dipertukarkan.  

Teorema 3.2.1 

Diberikan ruang metrik ��, ��, g h � dan barisan fungsi ��� dengan ��: g � 	  

sedemikain sehingga barisan fungsi ��� konvergen seragam ke � pada g dan i 

titik limit dari g. 
Jika lim&�{ ����� � �� untuk ��� maka barisan ��� konvergen dan  

lim&�{ ���� � lim��® ��. 
Jadi  

lim&�{ lim��®����� � lim��® lim&�{�����.  
Bukti 

Diberikan � � 0. Karena diketahui bahwa ��� konvergen seragam ke fungsi � 

pada himpunan g maka terdapat bilangan bulat positif � sedemikian hingga untuk 

semua  �, � � � dan semua ��g, maka berlaku 

|����� � �����| � ,̄.                                        (3.2) 

Jika pada ketaksamaan (3.2) andaikan � � i, maka diperoleh 

|�� � ��| � ,̄ � �.  
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Jadi untuk semua � � � dan semua � � � berlaku |�� � ��| � � sehingga ��� 
barisan Cauchy. Dengan demikian ��� konvergen ke � atau �� � �. 

Akan dibuktikan bahwa lim&�{ ���� � �. Jadi untuk setiap � � 0, dicari À � 0 

sedemikian untuk ��g dan 0 � ���, i� � À berlaku  

|���� � �| � �.  
Selanjutnya dibentuk ketidaksamaan sebagai berikut: 

|���� � �| � |���� � �����  ����� � ��  �� � �|  
� |���� � �����|  |����� � ��|  |�� � �|.       (3.3) 

Karena ��g berlaku ����� � ���� maka terdapat bilangan bulat positif �) sede-

mikian sehingga untuk semua � � �), berlaku |���� � �����| � b̄. Selain itu ka-

rena �� � � maka terdapat bilangan bulat positif �, sedemikian sehingga untuk 

semua � � �,, berlaku |�� � �| � b̄.  Jadi untuk bilangan bulat positif � �
maksV�), �,W dan untuk semua ��g berlaku |���� � �Ü���| � b̄ dan juga 

|�Ü � �| � b̄. Karena lim&�{ �Ü��� � �Ü maka terdapat À � 0 sedemikian se-

hingga untuk semua ��g dan 0 � ���, i� � À berlaku |�Ü��� � �Ü| � b̄. Dengan 

demikian untuk semua ��g dan 0 � ���, i� � À mengakibatkan ketaksamaan 

(3.3) menajdi  

|���� � �| � b̄  b̄  b̄ � �.  
Jadi terbukti bahwa lim&�{ ���� � �. 
Dengan jelas terbukti bahwa  

lim&�{ lim��® ����� � lim&�{���� � � � lim��® �� � lim��® lim&�{ �����. 
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Demikian urutan dalam pengambilan limit � � i dan � � ∞ dapat dipertukar-

kan.w 

 

Teorema 3.2.2 

Diberikan ruang metrik ��, ��, g h �. 
Jika ��� barisan fungsi kontinu pada himpunan g dan ��� konvergen seragam ke 

fungsi � pada himpunan g, maka fungsi � kontinu pada himpunan g. 
Bukti 

Teorema ini sebagai akibat dari teorema 3.2.1 dengan  

lim&�{����� � �� � ���i� (�� kontinu di i), sehingga  

lim&�{���� � lim&�{ lim��®����� � lim��® lim&�{����� � lim��®���i� � ��i�. 
Jadi untuk sembarang i�g berlaku lim&�{���� � ��i) dan � kontinu pada g. w 

C. Kekonvergenan Seragam dan Keterintegralan 

Teorema berikut ini juga menunjukkan bahwa sifat integral dari fungsi su-

ku-suku dalam barisan fungsi yang konvergen seragam pada suatu himpunan  juga 

dimiliki oleh fungsi limitnya.   

Teorema 3.3.1 

Diberikan barisan fungsi ��� yang didefinisikan dan terintegral pada selang  

GE, CH. Jika barisan ��� konvergen seragam ke � pada GE, CH maka � terintegral 

pada GE, CH dan  

c �à � lim��® c ��à .  
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Jadi c lim��® �� � c �à �à lim��® c ��à . Dengan demikian bahwa urutan 

proses pengambilan limit dan pengintegralan dapat dipertukarkan. 

 

D. Konvergen Seragam dan Keterdiferensial 

Teorema berikut ini juga menunjukkan bahwa sifat terdiferensialnya dari 

fungsi-fungsi suku dalam barisan fungsi yang konvergen seragam pada suatu 

himpunan juga dimiliki oleh fungsi limitnya.  Teorema ini tidak disertasi pembuk-

tian, karena tidak akan digunakan pada pembahasan selanjutnya. 

Teorema 3.4.1 

Misalkan ��� barisan fungsi, terdiferensial pada GE, CH dan �����d� konvergen 

untuk suatu titik �d pada GE, CH. Jika ���q konvergen seragam pada GE, CH, maka 

��� konvergen seragam ke fungsi � pada GE, CH, dan untuk ��GE, CH, berlaku 

�q��� � lim��® ��q���. 
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BAB IV 

TEOREMA STONE WEIERSTRASS 

 

 Pokok atau inti dari pembahasan bab ini adalah Teorema Stone Weier-

strass. Teorema ini sebenarnya adalah suatu perumuman dari Teorema Pendekatan 

sWeierstrass. Oleh karena itu Sebelum membahas Teorema Stone Weierstrass, 

akan dibahas Teorema Pendekatan Weierstrass dan teorema-teorema lainnya yang 

mendukung pembahasan Teorema Stone Wierstrass.  

 

A. Teorema Pendekatan Weierstrass 

Teorema Pendekatan Weierstrass mengatakan bahwa setiap fungsi real 

���� yang didefinisikan dan kontinu pada selang tertutup dan terbatas GE, CH dapat 

didekati secara seragam oleh barisan suku banyak dalam �. Teorema ini dibukti-

kan dengan fungsi konvolusi. 

Teorema 4.1.1  

Jika � fungsi kontinu real pada GE, CH, maka terdapat barisan suku banyak �i� 
sedemikian sehingga �i� konvergen seragam ke fungsi � pada GE, CH. 
Bukti 

Fungsi kontinu ���� yang didefinisikan pada selang tertutup dan terbatas 

GE, CH dapat diubah menjadi fungsi kontinu  ×�º� pada G0,1H dengan penggantian 

variabel  

� � �C � E�@  E                          0 � º � 1 

@ � &'`a'`                                          �E � � � C� 
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Jadi fungsi � yang kontinu pada GE, CH dengan diubah menjadi fungsi kontinu 

×�º� � ���C � E�@  E� yang kontinu pada G0,1H. Kemudian dibentuk fungsi Ø 

dari fungsi × tersebut dengan 

Ø��� � ×��� � ×�0� � �G×�1� � ×�0�H 
untuk ��G0,1H dan Ø�0� � Ø�1� � 0. Jika Ø diperoleh sebagai limit dari barisan 

suku banyak dalam � yang konvergen seragam maka berlaku juga untuk ×. 
Jadi Teorema Pendekatan Weierstrass ini cukup dibuktikan untuk fungsi kontinu 

� pada GE, CH untuk E � 0 dan C � 1 dengan ��0� � ��1� � 0.  
Lebih jauh lagi fungsi � yang didefinisikan dan kontinu pada G0,1H dengan 

��0� � ��1� � 0 diperluas lagi hingga terdefinisi dan kontinu pada 	 dengan 

memberikan nilai ���� � 0 untuk � di luar G0,1H. 
Pertama dibentuk suku banyak Ï���� untuk ��	 dan ���, yakni 

Ï���� � F��1 � �,��,                           (4.1) 

dimana F� dipilih sedemikian sehingga 

c Ï������             � 1)')                                 �4.2� 

c F��1 � �,���� � 1)')   

F�')   � c �1 � �,����)') .  
Selanjutnya akan diselidiki besarnya F�. Namun sebelumnya akan dibuktikan ke-

tidaksamaan �1 � �,�� � �1 � ��,�. Ketidaksamaan ini dibuktikan dengan in-

duksi matematika: 

untuk � � 1, diperoleh ruas kanan sama dengan ruas kiri. Kemudian diandaikan 

ketidaksamaan ini benar untuk � � ±, sehingga diperoleh  
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�1 � �,�° � �1 � ±�,� . 

Selanjutnya akan dibuktikan ketidaksamaan tersebut benar untuk � � ±  1, se-

bagai berikut 

�1 � �,�°*) � �1 � �,�°�1 � �,�  

� �1 � ±�,��1 � �,� � �1 � �, � ±�,  ±�Ý�  

� �1 � �±  1��,�.  
Sehingga ketidaksamaan ini �1 � �,�� � �1 � ��,� benar. 

Oleh karena itu 

c �1 � �,���� � 2 c �1 � �,����)d)')   

� 2 c �1 � �,��9√�d ��  

� 2 c �1 � ��,�9√�d ��  

� 2 LI� � )b ��bJMd
9√�  

� 2 Þ )√� � �b I )√�Jbß  

� 2 I )√� � )b√�J  

� Ýb√�  

� )√�.  
Berdasarkan (4.2), maka  

1 � c Ï������)')   

� F� c �1 � �,����)')   
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� m�√�  

)m� � )√�.  
Dengan demikian untuk sembarang bilangan positif F�, diperoleh 

F� � √�.                                                         (4.3) 

Berdasarkan (4.3), berakibat bahwa untuk setiap À � 0 berlaku 

0 � Ï���� � √��1 � À,��,            �À � |�| � 1�.               �4.4�  

Karena barisan bilangan �√��1 � À,�� konvergen ke 0 maka barisan �Ï���� 
konvergen seragam pada ke 0. 

Selanjutnya didefinisikan  barisan suku banyak �i���� yang didefinisikan untuk 

i���� � c ���  @�)') Ï��@��@                   0 � � � 1. 
Akan ditunjukkan bahwa i���� suatu suku banyak dalam �. 
Dengan mengganti variabel @ dengan � dan � � �  @ maka 

i���� � c ����)*&')*& Ï��� � ����.  
Karena didefinisikan ���� � 0 untuk � di luar G0,1H maka 

i���� � c ����Ï��� � ����)d   

� F� c G1 � �� � ��,H�������)d ,  
yang menunjukkan bahwa i���� suku banyak dalam �. Fungsi i� adalah fungsi 

konvolusi dari fungsi � dan Ï�.   
Selanjunya akan ditunjukkan bahwa �i� konvergen seragam ke fungsi � pada 

G0,1H. Diketahui bahwa � fungsi kontinu, diberikan � � 0, dapat dicari À � 0 se-

demikian sehingga untuk semua �, � dalam 	, |� � �| � À berlaku 
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|���� � ����| � ,̄.  
Dimisalkan o � sup|����|. Berdasarkan (4.2) dan (4.4) dan bahwa Ï���� � 0, 
maka untuk 0 � � � 1, 

|i���� � ����| � àc G���  @� � ����HÏ��@��@)') à  
� c |���  @� � ����|Ï��@��@)')   

� 2o c Ï��@��@  ,̄ c Ï��@��@  2o c Ï��@��@)§§'§'§')   

� 2o c Ï��@��@  ,̄ c Ï��@�§'§'§') �@  2o c Ï��@��@)§   

� 4o c Ï��@��@  ,̄)§ c Ï��@�)') �@  

� 4o√��1 � À,��  ,̄  

Karena 0 � 1 � À, � 1 maka 4o√��1 � À,�� � 0 untuk � � ∞. Sehingga 

dipilih � cukup besar sehingga 4o√��1 � À,�� � ,̄. 

Jadi, jika diberikan � � 0 dapat dicari � sehingga untuk semua ��G0,1H, berlaku 

|i���� � ����| � �. w  

 

 Berikut akan dibahas teorema yang penting untuk membicarakan peru-

muman Teorema Pendekatan Weierstrass. 

Teorema 4.1.2 

Untuk setiap interval G�E, EH, terdapat suatu barisan suku banyak �i� dengan 

i��0� � 0 untuk semua ��� sedemikian sehingga �i���� konvergen seragam ke 

|�| pada interval tertutup G�E, EH. 
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Bukti 

Berdasarkan teorema 4.1.1, maka terdapat suatu barisan suku banyak real �i�%  
dalam � sedemikain sehingga i�% ��� konvergen seragam ke ���� � |�| pada in-

terval G�E, EH. Jadi i�% �0� � ��0� � 0. Selanjutnya dibentuk barisan suku ba-

nyak, dengan  

i���� � i�% ��� � i�% �0� 

untuk semua ���. 
Barisan ini konvergen ke ���� � ��0� � |�| pada interval G�E, EH.w 

 

B. Aljabar Fungsi 

Dalam subbab ini akan dibahas sifat-sifat yang juga akan melandasi pem-

buktian Teorema Stone Weierstrass. Lebih jauh pembicaraan subbab ini tidak 

hanya terbatas pada selang tertutup dan terbatas, namun lebih umum tentang 

ruang metrik.  

Definisi 4.2.1 

Diberikan ruang metrik ��, ��, g h �. Keluarga � dari fungsi real yang didefini-

sikan pada himpunan g, disebut aljabar (algebra) jika untuk setiap �, ×�� dan F 

konstanta real, berlaku 

i. �  ×�� 

ii. �×�� 

iii.  F���. 
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Contoh 4.2.2 

Himpunan semua suku banyak ÐGE, CH adalah aljabar yang dibangun oleh dua 

fungsi á��� � 1 dan â��� � � pada GE, CH. Suku banyak ��ÐGE, CH berbentuk  

���� � Ed  E)�  <  EÜ�Ü untuk suatu ���.  

 

Definisi 4.2.3 

Diberikan ruang metrik ��, ��, g h � dan � keluarga dari fungsi real yang dide-

finisikan pada himpunan g.  
Jika ���, ���� �� � 1,2, … � dan barisan ��� konvergen seragam ke fungsi � 

pada himpunan g, maka � dikatakan tertutup seragam (uniformly closed). 

 

Definisi 4.2.4 

Diberikan ruang metrik ��, ��, g h � dan � keluarga dari fungsi real yang dide-

finisikan pada himpunan g.  
Jika ã himpunan fungsi limit dari barisan fungsi konvergen seragam anggota dari 

�, maka ã disebut penutup seragam (uniform closure) dari �. 
 

Contoh 4.2.5 

Dalam Teorema Pendekatan Weirstrass, himpunan semua fungsi kontinu pada 

GE, CH adalah penutup seragam dari himpunan suku banyak pada GE, CH. 
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Teorema 4.2.6 

Diberikan ruang metrik ��, ��, g h � dan � aljabar dari fungsi terbatas yang di-

definisikan pada himpunan g. 
Jika ã penutup seragam aljabar �, maka ã aljabar tertutup seragam. 

Bukti 

Diketahui bahwa ã penutup seragam (uniform closure). Jika ��ã dan ×�ã, maka 

terdapat barisan konvergen seragam ��� dan �×� dengan ��, ×��� sedemikian 

sehingga �� � �  dan ×� � ×. Sebagai akibatnya bahwa ��  ×� � �  × se-

ragam, ��×� � �× seragam, dan F�� � F� seragam dengan F konstanta real. 

Demikian �  ×�ã, �×, �ã, dan F��ã. Jadi ã adalah aljabar. Berdasarkan teore-

ma 2.2.6, maka ã aljabar tertutup seragam.w  

 

Berikut ini akan dibicarakan sifat-sifat yang dimiliki oleh sutu keluarga 

fungsi. Sifat-sifat tersebut yang akan melandasi pembuktian Teorema Stone 

Weierstrass. 

Definisi 4.2.7 

Diberikan ruang metrik ��, ��, g h � dan � keluarga dari fungsi real yang dide-

finisikan pada himpunan g. Maka � dikatakan memisah titik pada g jika untuk 

setiap �), �,�g dengan �) # �, terdapat ��� sehingga ���)� # ���,�. 

Selain itu � dikatakan tidak pernah nol pada g jika untuk setiap ��g terdapat 

×�� sedemikian sehingga ×��� # 0. 
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Contoh 4.2.8   

Aljabar ÐGE, CH himpunan semua suku banyak dalam � pada GE, CH memisah titik 

pada dan tidak pernah nol pada GE, CH karena ÐGE, CH memuat fungsi á��� � 1 dan 

â��� � �.   

 

Teorema 4.2.9 

Diberikan ruang metrik ��, ��, g h �,  � aljabar fungsi-fungsi real yang didefini-

sikan pada himpunan g, dan � memisah titik dan tidak pernah nol pada g. Jika 

�), �, adalah dua titik yang berbeda dalam g dan F), F, adalah konstanta real, ma-

ka terdapat ��� sedemikian sehingga 

���)� � F) dan  ���,� � F,. 
Bukti 

Karena � memisah titik pada g maka terdapat ×�� dan ×��)� # ×��,� dan � 

tidak pernah nol maka terdapat Ø, ±�� dengan Ø��)� # 0 dan ±��,� # 0. 
Selanjutnya dibentuk  

á � ×± � ×��)�±,           â � ×Ø � ×��,�Ø.  
Maka á��, â�� sedemikian sehingga á��)� � â��,� � 0, á��,� # 0, dan 

â��)� # 0. Dengan demikian jika dibentuk  

� � F)ââ��)�  F,áá��,�, 
maka diperoleh ���)� � F) dan  ���,� � F,. w 
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Contoh 4.2.10 

Diberikan � aljabar yang dibangun oleh V1, �,W pada G0,3H. Dicari ��� sehingga 

��1� � �3, ��2� � 4. 
Jawab 

Menurut teorema 4.2.9, karena � memuat ���� � 1 maka � tidak pernah nol 

pada G0,3H dan � memuat ̈ ��� � �,, � memisah titik pada G0,3H. Maka 

×��� � �, dan Ø��� � ±��� � 1. Sehingga dapat dibentuk 

á � ×± � ×��)�±   
  á��� � ×���±��� � ×��)�±���  
                      � �, � 1  

â � ×Ø � ×��,�Ø  

             â��� � ×���Ø��� � ×��,�Ø��� 

                      � �, � 4. 

Dengan demikian fungsi yang dicari adalah sebagai berikut 

���� � F)â���â��)�  F,á���á��,�  

 � �3��, � 4��3  4��, � 1�3  

� 73 �, � 163 . 
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C. Teorema Stone Weierstrass 

Teorema ini merupakan perumuman dari Teorema Weierstrass. Lebih jauh 

lagi bahwa aljabar fungsi-fungsi real kontinu didefinisikan pada himpunan kom-

pak dalam ruang metirk. Selain itu juga bahwa aljabar tersebut mempunyai sifat 

memisah titik dan tidak pernah nol pada himpunan kompak. Sedangkan Teorema 

Weierstrasss hanya berbicara aljabar suku banyak pada interval tertutup GE, CH. 
Teorema 4.3.1 

Diberikan ruang metrik ��, ��, ¢ h �, himpunan ¢  kompak dan � aljabar fung-

si-fungsi kontinu real yang didefinisikan pada himpunan kompak ¢. 

Jika � memisah titik pada ¢ dan tidak pernah nol pada himpunan ¢, maka penu-

tup seragam ã dari � terdiri dari semua fungsi kontinu real pada himpunan kom-

pak ¢. 
Bukti 

Diketahui himpunan ¢  kompak. 

Teorema ini dibuktikan dengan empat langkah, sebagai berikut: 

Langkah I 

Jika ��ã maka |�|�ã. 
Bukti 

Diberikan � � 0. 
Diandaikan  

E � sup&_æ|����|.                                           �4.5� 

Teorema 4.1.2 menjamin bahwa terdapat bilangan real F), F,, … , F�  sehingga ada 

suku banyak i��� � ∑ F1�1�12)  dengan i�0� � 0  sedemikian sehingga berlaku  
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à∑ F1�1�12) � |�|à � �               �E � � � E.  (4.6) 

Karena ã aljabar, fungsi  

× � ∑ F1�1�12)                                                   (4.7) 

adalah elemen dari ã. Berdasarkan (4.5), yakni |����| � E untuk semua ��¢ dan 

dengan menggantikan � � ���� pada (4.6), diperoleh 

à∑ F1�1�12) � |�|à � Ê∑ F1����1 � |����|�12) Ê  
� Ê×��� � |����|Ê � �  

untuk ��¢. Berdasarkan teorema 4.2.6, maka ã tertutup seragam (uniformly 

closed). Karena ã tertutup seragam maka |�|�ã. 

Langkah 2 

Jika ��ã dan ×�ã maka maks ��, ×��ã dan min ��, ×��ã. 

Bukti 

Pertama Ø��� � maks �����, ×����, yang didefinisikan dengan 

Ø��� � ! ����         jika ���� � ×��� ×���         jika ���� � ×���  $               
untuk ��¢. 
Jika � � × maka 

), �� � ×�  ), ��  ×� � �                         (4.8) 

Jika � � × maka 
), �× � ��  ), ��  ×� � ×                  (4.9) 

Berdasarkan (4.8) dan (4.9) maka diperoleh 

Ø � maks��, ×� � ), ��  ×�  ), |� � ×|              (4.10) 

Kedua bahwa Ø��� � min �����, ×����, yang didefinisikan dengan 

Ø��� � ! ����         jika ���� � ×��� ×���         jika ���� � ×���  $  
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untuk ��¢. 
Jika � � × maka 

), �× � �� � ), ��  ×� � ��                

), ��  ×� � ), �× � �� � �           (4.11) 

Jika � � × maka 
), �� � ×� � ), ��  ×� � �× 

), ��  ×� � ), �� � ×� � ×                   (4.12) 

Berdasarkan (4.11) dan (4.12) maka diperoleh 

Ø � min��, ×� � ), ��  ×� � ), |� � ×|  (4.13) 

Karena ã aljabar dan berdasarkan langkah 1, maka maks��, ×��ã dan 

min��, ×��ã. 
Dengan metode iterasi, hasil pembuktian di atas diperluas unutk sembarang him-

punan berhingga fungsi, yakni jika �), … , ���ã maka maks��), … , ����ã dan 

min��), … , ����ã.  

Langkah 3 

Diberikan � � 0, suatu fungsi  kontinu �: ¢ � 	, dan ��¢, terdapat suatu fungsi 

×&�ã sedemikian sehingga ×&��� � ���� dan 

×&�@� � ��@� � �                                            (4.14) 

untuk @�¢. 
Bukti 

Jika � memenuhi sifat-sifat yang ada pada teorema 4.2.9 dan � h ã maka ã 

juga memenuhi sifat-sifat tersebut. Dengan demikian bahwa untuk setiap ��¢, 

dapat ditemukan suatu fungsi Ø(�ã sedemikian sehingga  

Ø(��� � ����,            Ø(��� � ����.  
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Dengan kekontinuan dari Ø(, ada suatu himpuna terbuka è(, yang memuat � se-

demikian sehingga  

Ø(�@� � ��@� � �          

 untuk @�è(. Karena ¢ kompak, terdapat himpunan berhingga V�), … , ��W sedemi-

kian sehingga  

¢ h è(9 � … � è(� .  
Kemudian dibentuk  

×& � maks �Ø(9 , … , Ø(��,  

sehingga berdasarkan langkah 2, ×&�ã sedemikian sehingga ×&��� � ���� dan 

×&�@� � ��@� � � untuk @�¢. 
Langkah 4. 

Diberikan � � 0, suatu fungsi  kontinu �: ¢ � 	, dan ��¢, terdapat suatu fungsi 

Ø�ã sedemikian sehingga 

|Ø��� � ����| � � 

untuk ��¢. 

Bukti 

Untuk setiap ��¢, dapat ditemukan ×&�ã sedemikian sehingga  

×&��� � ����,            ×&��� � ����.  
Dengan kekontinuan dari ×&, terdapat himpunan terbuka |&, yang memuat � se-

demikian sehingga  

×&�@� � ��@�  �     (4.15) 

untuk @�|&. Karena ¢ kompak, terdapat himpunan berhingga V�), … , ��W sedemi-

kian sehingga  
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¢ h |&9 � … � |&� .     (4.16) 

Kemudian dibentuk 

Ø � min �×&9 , … , ×&��.    

Berdasarkan langkah 2, maka Ø�ã sedemikian sehingga berdasarkan langkah 3, 

diperoleh 

Ø�@� � ��@� � �     (4.17)  

untuk @�¢. Selain itu juga berdasarkan (4.15) dan (4.16)   

Ø�@� � ��@�  �     (4.18) 

untuk @�¢. Berdasarkan (4.17) dan (4.18) maka diperoleh 

|Ø��� � ����| � �, 

untuk ��¢.  
Harus dibuktikan bahwa sembarang fungsi real kontinu yang didefinisikan pada ¢ 

adalah fungsi limit dari suatu barisan dalam �. 
Diberikan sembarang fungsi kontinu � dalam � dan �� � )� , ���. 
Empat langkah di atas telah membuktikan untuk setiap � � 0 yang diberikan ter-

dapat Ø�� sedemikian sehingga |Ø��� � ����| � � untuk ��¢. Jadi untuk setiap 

�� � )� , ��� terdapat Ø��� sehingga |Ø���� � ����| � )�  untuk semua ��¢. 
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa Ø� � � seragam. 

Untuk � � 0 yang diberikan terdapat ��� sedemikian sehingga 
)Ü � � maka un-

tuk semua � � � dan semua ��¢ berlaku |Ø���� � ����| � )� � )Ü � �. 
Jadi barisan Ø� � � seragam.w 
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Contoh 4.3.2 

Buktikan jika diberikan fungsi kontinu bernilai real � yang didefinisikan pada 

himpunan tertutup dan terbatas � dalam ruang Euclides 	� dan � � 0, maka 

fungsi � dapat didekati secara seragam oleh barisan suku banyak dengan koefisien 

real dari � variabel. 

Bukti  

� adalah himpunan kompak dalam 	�. Diberikan fungsi real kontinu � pada � 

dan � � 0. Jadi harus dibuktikan terdapat fungsi × suku banyak dalam � variabel 

dengan koefisien real dan |���� � ×���| � � untuk semua ���. 
Dibentuk aljabar � yang dibangun oleh fungsi á��� � 1, â)��� � �), â,��� �
�,, … , â� � �� untuk � � ��), �,, … , �����. 
Aljabar ini tidak pernah nol pada �, sebab á��� � 1��. Untuk 

� � ��), �,, … , ����� dan � � ��), �,, … , ����� maka � # � jika dan hanya jika 

terdapat ±�V1,2, … , �W sehingga �° # �° . Karena â���� � ��   �1 � ¸ � ���� ma-

ka � memisah titik pada �. 

Jadi � suatu aljabar fungsi kontinu yang memisah titik dan tidak pernah nol pada 

himpunan kompak ��	�. 
Menurut Teorema Stone Weierstrass penutup seragam dari � adalah aljabar ã 

yaitu himpunan semua fungsi real kontinu yang didefiniskan pada �. Jadi jika di-

berikan � � 0 terdapat × fungsi real kontinu di dalam ã dan |���� � ×���| � � 

untuk semua ���. 
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Dengan demikian terdapat ×��� suku banyak dalam �, jadi juga dalam ã dengan 

×���  suku banyak dalam � variabel �), �,, … , ��, dengan koefisien real dan 

|���� � ×���| � � untuk setiap ���. 
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BAB V 

KESIMPULAN 

 

 Setelah membahas hal-hal yang berkaitan dengan ruang fungsi kontinu, 

maka dapat disimpulkan hal-hal sebagai berikut: 

1. Kekonvergenan seragam dari suatu barisan fungsi kontinu adalah syarat 

cukup agar fungsi limit itu menjadi kontinu. 

2. Sifat-sifat kekontinuan, keterintegralan dan keterdiferensial yang dimilki 

oleh fungsi-fungsi suku barisan yang konvergen seragam pada suatu him-

punan juga dimilki oleh fungsi limit dari barisan yang konvergen seragam. 

3. Jika � fungsi real yang didefiniskan pada selang tertutup dan terbatas ma-

ka terdapat suatu barisan suku banyak �i� sedemikian sehingga i� � � 

seragam pada GE, CH. Teorema ini disebut Teorema Pendekatan Weier-

strass. Pembuktian teorema ini dengan barisan fungsi konvolusi. 

4. Dengan menggunakan konsep aljabar, Teorema Pendekatan Weierstrass 

dapat diformulasikan sebagai berikut: penutup seragam dari himpunan ba-

risan suku banyak adalah himpunan semua fungsi real kontinu pada selang 

tertutup dan terbatas GE, CH. 
5. Teorema Pendekatan Weierstrass ini dikembangkan lagi oleh Stone, yakni 

perumuman Teorema Weierstrass atau lebih dikenal dengan Teorema 

Stone- Weierstrass. Diberikan ruang metrik ��, ��, ada himpunan ¢ h �, 
dan himpunan ¢ kompak. Andaikan � suatu aljabar fungsi real kontinu 

yang didefinisikan pada ¢. Jika � memisah titik pada ¢dan � tidak per-
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nah nol pada ¢, maka penutup seragam dari semua fungsi kontinu real pa-

da ¢.  
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