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Resumen

En este trabajo, se propone una metodologı́a para la mejora de la eficiencia en la estimación de parámetros de un modelo de
maniobra no lineal de un vehı́culo subacuático no tripulado con forma de torpedo. Para este cometido, se dispone de datos de
diferentes ensayos, llevados a cabo con el citado vehı́culo en las instalaciones del Canal de Experiencias Hidrodinámicas del Pardo,
Madrid. En la metodologı́a propuesta, se tiene en cuenta los siguientes aspectos para mejorar la eficiencia en la estimación de los
parámetros: selección del periodo de muestreo, suavizado de los datos adquiridos en los ensayos considerando un compromiso entre
varianza y sesgo del filtro suavizador a aplicar, análisis del modelo de regresión lineal clásico planteado en cada ensayo, desde el
punto de vista estadı́stico para la estimación de los parámetros. Las mejora de la eficiencia se verifica mediante métodos gráficos
y estadı́sticos. Además, se propone una modificación del método line-of-sight (LOS) convencional que proporciona resultados
satisfactorios en presencia de corrientes oceánicas mediante la realización de un procedimiento sencillo.
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Efficient Parameter Estimation and Control Based on a Modified LOS Guidance System of an Underwater Vehicle

Abstract

In this work, a methodology is proposed for the improvement of the parameter estimation efficiency of a non-linear manoeuvring
model of a torpedo shaped unmanned underwater vehicle. For this purpose, data from different tests, were carried out with the afo-
rementioned vehicle at the facilities of the Canal de Experiencias Hidrodinámicas del Pardo, Madrid. In the proposed methodology,
the following aspects are taken into account in order to improve the parameter estimation efficiency: selection of the sampling pe-
riod, smoothing of the data acquired in the tests considering a compromise between variance and bias of the smoothing filter to be
applied, analysis of the classical linear regression model proposed in each trial, from the statistical point of view for the estimation
of the parameters. Improvements in efficiency are verified by graphical and statistical methods. In addition, a modification of the
conventional LOS method is proposed which provides satisfactory results in the presence of ocean currents by performing a simple
procedure.

Keywords: Parameter estimation, ordinary least squares, general least squares, non linear manoeuvring model, LOS.

1. Introducción

El uso de vehı́culos no tripulados, en el campo naval, se co-
noce ampliamente en el mundo cientı́fico (Yildiz et al., 2009).
Uno de los sectores que están contribuyendo a esta tecnologı́a

con más peso en los últimos años corresponde al sector militar
y de seguridad. La formación de la flota constituye uno de los
requisitos básicos para el diseño de una nueva generación de
buques que se emplearán en misiones diversas, como la limpie-
za de minas, guerra antisubmarina, perı́metro de defensa, gue-
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rra de superficie, apoyo a las operaciones de fuerzas especiales,
etc. La incorporación de vehı́culos no tripulados en Defensa,
han contribuido al estado del arte de los sistemas no tripulados
(Riola, 2011) para misiones peligrosas o de alto riesgo, tales co-
mo el seguimiento, la detección y neutralización de minas. Hoy
en dı́a, los autonomous underwater vehicles-unmanned under-
water vehicles (AUV-UUVs) son de suma importancia, tanto
en aplicaciones y procedimientos para la exploración subma-
rina como en aplicaciones de defensa y civiles. Para este tipo
de aplicaciones, es habitual en primer lugar, la obtención de un
modelo matemático de maniobra para el diseño de controlado-
res de movimiento.

Resulta de gran importancia, en construcción naval, obtener
un modelo matemático de maniobra lo más exacto que sea po-
sible para satisfacer los acuerdos contractuales que se hacen en
la construcción de un vehı́culo. Este requisito es también de su-
ma importancia en aplicaciones de control de movimiento en el
que, si el modelo matemático utilizado para el diseño de control
no es exacto cuando se consideran las condiciones de funcio-
namiento del vehı́culo, o si existen perturbaciones externas, es
difı́cil ajustar el controlador para un buen comportamiento del
vehı́culo. A este respecto, se encuentran en la literatura un im-
portante número de contribuciones en lo que se refiere al ajus-
te del modelo de maniobra y también a la exactitud del mis-
mo cuando se aplican mı́nimos cuadrados ordinarios (MCO)
con vehı́culos de superficie (Shields and Hodder, 1982), (Sulei-
man, 2000), (Yoon and Rhee, 2003), (Oltmann, 2003), (Mah-
fouz, 2004), (Yoon et al., 2007), (Revestido Herrero and Velas-
co, 2012). De la misma manera, en lo que se refiere a vehı́cu-
los subacuáticos se encuentran referencias (Alessandri et al.,
1998), (Caccia et al., 2000), (Smallwood and Whitcomb, 2003),
(Tiano, 2004), (Hegrenaes et al., 2007), (Vervoort, 2009), (Mis-
kovic and Vukic, 2011), (Gibson et al., 2015) donde también
se hace hincapié en el ajuste de los datos y en la exactitud del
modelo cuando se aplican MCO. Por lo tanto, la aplicación de
MCO es ampliamente conocida en la literatura, sin embargo,
en lo que se refiere a la consideración de la eficiencia en la
estimación de parámetros para modelos de maniobra con este
tipo de métodos no se encuentran referencias especificas. En
el caso de la estimación de parámetros, en base a datos adqui-
ridos en canal, objeto de estudio en este artı́culo, la eficiencia
en la estimación es de alta importancia dado el elevado coste
en la realización de estos ensayos. El número de datos que se
pueden capturar está limitado y resulta importante obtener esti-
maciones eficientes, en la medida de lo posible. En este artı́cu-
lo se pretende cubrir este aspecto de la literatura, proponiendo
una metodologı́a de mejora en la eficiencia de la estimación de
parámetros de un modelo de maniobra no lineal de un vehı́culos
subacuático en base a la aplicación de MCO.

Una manera de obtener los parámetros de un modelo de ma-
niobra es llevar a cabo pruebas en canal de tipo PMM (Planar
Motion Mechanism) (Lewis, 1989). En la literatura se encuen-
tran algunos artı́culos relacionados con las pruebas PMM con
vehı́culos submarinos como los publicados por Phillips et al.
(2007) y Guo and Chiu (2001). En este trabajo, se han realiza-
do modificaciones en las pruebas PMM con el fin de estimar los
coeficientes de balance y los parámetros de los actuadores.

Por otra parte, en base a los citados modelos de maniobra
se desarrollan sistemas de seguimiento de camino. Line of Sight

(LOS) es un método ampliamente conocido de navegación que
proporciona resultados satisfactorios para el seguimiento de un
camino definido por waypoints, siendo los trabajos publicados
por los siguientes autores: Aguiar and Pascoal (1997); Cahari-
ja et al. (2012b,a); Healey and Lienard (1993); Pettersen and
Lefeber (2001), un extracto de las contribuciones mas signifi-
cativas. Sin embargo, este método tiene la desventaja de que si
el vehı́culo está funcionando en condiciones reales, tales como
en presencia de corrientes, se pueden producir grandes erro-
res transversales de camino. En este caso, no hay un número
tan grande de publicaciones como en el método convencional
LOS y las contribuciones existentes que tienen que ver con las
corrientes oceánicas son bastante complejas como en Cahari-
ja et al. (2012b,a). En este trabajo, se propone una modifica-
ción del método LOS convencional que proporciona resultados
satisfactorios en presencia de corrientes oceánicas mediante la
realización de un procedimiento sencillo.

2. Modelo de maniobra

Los vehı́culos subacuáticos se mueven en seis grados de li-
bertad (GDL). Con el fin de describir el movimiento del vehı́cu-
lo, se necesitan tres coordenadas de traslación y otros tres para
definir la orientación. Los sistemas de coordenadas que se utili-
zan para estudiar el movimiento del vehı́culo son: un sistema de
coordenadas fijo al vehı́culo, que se utiliza para definir su tras-
lación y los movimientos de rotación y otro que se encuentra en
la tierra para describir su posición y orientación.

El modelo de maniobra no lineal de 6 GDL se puede expre-
sar de la siguiente forma, (Fossen, 1994):

Mν̇ + C(ν)ν + D(ν)ν + g(η) = τ, (1)
y = ν + ω, η̇ = J(η)ν

donde η = [x, y, z, φ, θ, ψ]T es el vector de posición y los
ángulos de Euler, ν = [u, v,w, p, q, r]T son las velocidades li-
neales y angulares, τ = [X,Y,Z,K,M,N]T son las fuerzas y
momentos ω es el ruido en la medición. M es la matriz de ma-
sa adicional, C(ν)ν es el término de Coriolis, g(η) es la matriz
de restauración, J(η) es la matriz de rotación y D(ν)ν represen-
ta el amortiguamiento hidrodinámico, que es una combinación
de términos lineales y no lineales. Las matrices de la ecuación
(1) considerando las simetrı́as del vehı́culo objeto de estudio de
este articulo (ver Anexo A) se indican a continuación, según
Fossen (2002). La relación cinemática entre la velocidad ν en
el sistema de coordenadas fijado al casco y la posición η en el
sistema de coordenadas NED (North East Down) viene dada
por:

J(η) =

[
R(Θ) 03x3
03x3 TΘ(Θ)

]
(2)

donde

R(Θ) =

cψcθ −sψcφ + cψsφ sψsφ + cψcφsθ
sψcθ cψcφ + sφsθsψ −cψsφ + sθsψsφ
−sθ cθsφ cθcφ

 (3)
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TΘ(Θ) =

1 −sφtθ cφtθ
0 cφ −sφ
0 sφ

cθ
cφ
cθ

 , θ , π

2
(4)

y c(·) = cos(·), s(·) = sin(·), t(·) = tan(·) y Θ = [φ θ ψ]T .
Las matrices de cuerpo rı́gido y masa añadida, M= MRB +

MA.

MRB =



m 0 0 0 mzG 0
0 m 0 −mzG 0 mxG

0 0 m 0 mxG 0
0 −mzG 0 Ix 0 0

mzG 0 −mxG 0 Iy 0
0 −mzG 0 0 0 Iz


(5)

donde m es la masa del vehı́culo, Ix, Iy, y Iz son los momentos
de inercia, rG = [xG, yG, zG]T es la posición del centro de gra-
vedad con respecto al origen del sistema de coordenadas fijado
al casco.

MA =



−Xu̇ 0 0 0 0 0
0 −Yv̇ 0 0 0 −Yṙ

0 0 −Zẇ 0 −Zq̇ 0
0 0 0 −Kp 0 0
0 0 −Mẇ 0 −Mq̇ 0
0 −Nv̇ 0 0 0 −Nṙ


(6)

En este artı́culo, se considera que el vehı́culo subacuático opera
en profundidades por debajo de la zona afectada por el movi-
miento inducido por las olas. Por lo tanto se considera que los
coeficientes de la matriz de masas añadidas son constantes, para
mas detalles sobre este aspecto y sobre condiciones de opera-
ción ver Perez and Fossen (2006) y Fossen (2012).

La matriz de Coriolis C(ν) = CRB(ν) + CA(ν)

CRB =



0 0 0 c41 −c51 −c61
0 0 0 −c42 c52 −c62
0 0 0 −c43 −c53 c63
−c41 c42 c43 0 −c54 −c64
−c51 −c52 −c53 −c54 0 −c65
c61 c62 −c63 c64 c65 0


(7)

donde

c41 = mzGr c54 = −Iżr

c42 = mw c61 = m(xGr + v)
c43 = m(zG p − v) c62 = −mu

c51 = m(xGq − w) c63 = −mxG p

c52 = m(zGr + xG p) c54 = Iyq

c53 = m(zGq + u) c65 = −Ix p

CA(ν) =



0 0 0 0 −a3 a2
0 0 0 a3 0 −a1
0 0 0 −a2 a1 0
0 −a3 a2 0 −b3 b2
a3 0 −a1 b3 0 −b1
−a2 a1 0 −b2 b1 0


(8)

donde

a1 = Xu̇u b1 = Kṗ p

a2 = Yv̇v + Yṙr b2 = Mẇw + Mq̇q

a3 =Z ẇw + Zq̇q b3 = Nv̇v + Nṙr

Las matrices de amortiguamiento hidrodinámico D(ν)ν =

Dl(ν)ν + Dnl(ν)ν

Dl(ν) =



Xu 0 0 0 0 0
0 Yv 0 0 0 −Yr

0 0 Zw 0 Zq 0
0 0 0 Kp 0 0
0 0 Mw 0 Mq 0
0 −Nv 0 0 0 Nr


(9)

Dnl(ν) =



Xu|u||u| 0 0 0 0 0
0 Yv|v||v| 0 0 0 0
0 0 Zw|w||w| 0 0 0
0 0 0 Kp|p||p| 0 0
0 0 0 0 Mq|q||q| 0
0 0 0 0 0 Nr|r||r|


(10)

El producto Dnl(ν)ν representa los términos de amortiguamien-
to viscoso debido al principio de desprendimiento de vórtices,
para más detalles ver Fossen (1994).

El vector de flotabilidad.

g(Θ) =



0
0
0

(zGW − zBB)cos(θ)sin(φ)
(zGW − zBB)sin(θ) + (xGW − xBB)cos(θ)cos(φ)

−(xGW − xBB)cos(θ)sin(φ)


(11)

donde W = mg es el peso del cuerpo sumergido, g es la acele-
ración de la gravedad, B = ρg∇, ∇ es el volumen sumergido,
xB y zB denotan la localización del centro de carena. Se ha fija-
do la estructura del modelo (1) determinada por los elementos
de las matrices anteriores, teniendo en cuenta las simetrı́as del
vehı́culo objeto de estudio (véase el Apéndice A) (planos XZ e
YZ de simetrı́a, babor / estribor y proa / popa).

El empuje, del sistema de propulsión del vehı́culo, se puede
expresar como:

T = ρD4
hKT n|n|(1 − t) (12)

donde ρ es la densidad del agua, Dh es el diámetro de la
hélice, n son las revoluciones de la hélice por segundo, t es el
coeficiente de empuje (valores tı́picos de 0.05 a 0.2) y KT es
un coeficiente adimensional (Fossen, 1994). Basándose en la
ecuación de empuje (12) y el momento de guiñada, se obtiene
la siguiente expresión según Refsnes et al. (2008):[

τX,th

τN,th

]
=

[
1 1
dp −dp

] [
Tp

Ts

]
(13)

donde τX,th es la fuerza de avance, τN,th es el momento de
guiñada, dp es la distancia del centro de masas a la hélice, Tp

es el empuje de estribor y Ts es el empuje de babor. Además, el
angulo de balance φ , 0:

τM,th = −(Tp − Tsdp) sin(φ) (14)
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La fuerza de propulsión de arfada la proporciona la héli-
ce vertical del vehı́culo (τZ,th = T (nv)). Donde T es el empuje
definido en (12) y nv son las revoluciones de la hélice vertical.

Como resultado, las fuerzas generadas por los elementos de
propulsión son τ = [τX,th, 0, τZ,th, 0, τM,th, τN,th].

2.1. Modelo de Corriente

Suponiendo que el fluido es irrotacional, el vector de velo-
cidad de corriente en el sistema de coordenadas NED está dado
por (Fossen, 2002):

νe
c = [υx, υy, υz, 0, 0, 0]T (15)

donde Vc =
√
υ2

x + υ2
y + υ2

z , y

υx = Vccosψccosθc (16)
υy = Vcsinψccosθc (17)
υz = Vcsinθc (18)

ψc y θc son el ángulo de corriente horizontal y vertical, respec-
tivamente.

Entonces, la velocidad de la corriente en el sistema de coor-
denadas NED se expresa con respecto al sistema de coordena-
das solidario al casco de la siguiente manera:

νc = [υx, υy, υz, 0, 0, 0]T ] (19)
νc = diag[RT (Θ), 03x3]νe

c (20)

donde uc es el vector de corriente de avance, vc es el vector de
corriente transversal y wc es el vector de corriente de arfada,
respectivamente. Esto da como resultado la siguiente velocidad
relativa:

νr = ν − νc (21)

Finalmente, el modelo de maniobra indicado en (1) es ahora
el siguiente, incluyendo el efecto de la corriente:

Mν̇ + C(νr)νr + D(νr)νr + g(η) = τ, (22)

siendo ν̇c = 0.

3. Ensayos en canal

En esta sección se indican los ensayos que se realizaron en
el Canal de Experiencias Hidrodinámicas de El Pardo (CEHI-
PAR) para la estimación de parámetros del modelo matemático
que se ha definido en la sección 2. Para ello, se ha utilizado un
vehı́culo con forma de torpedo cuyos datos principales figuran
en el Apéndice A. Los ensayos consistieron en hacer distintos
movimientos controlados del vehı́culo mientras este es arrastra-
do a lo largo del canal de aguas tranquilas del CEHIPAR. En la
figura 1 se muestra el montaje del vehı́culo con dos actuadores
lineales.

Figura 1: (Izquierda) Montaje del vehı́culo c’inspector en las instalaciones del
CEHIPAR (Derecha) Ensayo de balance dinámico.

Los ensayos realizados (ver tabla 1) fueron los siguientes:

Ensayo de Resistencia y Aceleración Longitudinal
(vehı́culo en posición adrizada): se remolca el vehı́cu-
lo a diferentes velocidades donde se estima el vector de
parámetros ϑ̂1.

Ensayo de Guiñada Estática(como el anterior pero con el
vehı́culo girado 90 grados): donde se estima el vector de
parámetros ϑ̂7.

Ensayo de Cabezada Estático: donde se estima ϑ̂2.

Ensayo de Balance Dinámico (montaje figura 1, dere-
cha): donde se estima el vector parámetros ϑ̂13.

Ensayo de Cabezada Dinámico: donde se estiman los
vectores de parámetros ϑ̂3 y ϑ̂4.

Ensayo de Guiñada Dinámico (como el anterior pero con
el vehı́culo girado 90 grados): donde se estiman los vec-
tores de parámetros ϑ̂8 y ϑ̂9.

Ensayo de Arfada Dinámica (vehı́culo en posición adri-
zada): donde se estiman los vectores de parámetros ϑ̂5 y
ϑ̂6.

Ensayo de Desplazamiento Transversal Estático (como el
anterior pero con el vehı́culo girado 90 grados): donde se
estima el vector de parámetros ϑ̂10.

Ensayo de Desplazamiento Transversal Estático (vehı́cu-
lo en posición como el anterior): donde se estiman los
vectores de parámetros ϑ̂11 y ϑ̂12.

Para más detalles sobre los ensayos ver Phillips et al.
(2007). Además de los ensayos PMM convencionales que es-
timan los parámetros de desplazamiento transversal y guiñada
como se hace en el artı́culo de Phillips et al. (2007) o los
parámetros de arfada y cabeza como es el caso de la contri-
bución de Guo and Chiu (2001), en el presente trabajo se ha
realizado un ensayo especı́fico para estimar los parámetros de
balance. El montaje del vehı́culo para este ensayo se muestra en
la imagen derecha de la figura 1.

Asimismo, se han realizado dos ensayos diferentes para es-
timar los parámetros de las unidades de propulsión horizontal y
vertical del vehı́culo objeto de estudio de este artı́culo. En am-
bos ensayos, el vehı́culo se arrastra a la velocidad de 1,5m/s
mientras se varian las revoluciones de las hélices entre el 35 %
y el 60 % de las revoluciones máximas para el propulsor hori-
zontal y entre el −60 % y el 60 % de la revoluciones máximas
para el propulsor vertical.
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Tabla 1: Tabla resumen de los ensayos llevados a cabo en las instalaciones del CEHIPAR.

Ensayos Ecuaciones, parámetros estimados ϑ̂i Amplitudes/Velocidades/Revoluciones

Resistencia y aceleración X = X0 + Xu + Xu|u|u|u| + (−m + Xu̇)u̇ (0.5 m/s - 2.0 m/s)
longitudinal ϑ̂1 = [X0, Xu, Xu|u|u|u|, Xu̇]T

Cabezada dinámica y estática w = Usin(θ), Zww, ϑ̂2 = Zw (5 o y 10o), Periodo de oscilación 3s.
Z = Zq̇q̇ + (Zq − mU)q, ϑ̂3 = [Z0,Zq̇,Zq]T

M = (−Iyy + Mq̇)q̇ + (Mq − mxGU)q + M|q|q|q|q,
ϑ̂4 = [M0,Mq̇,Mq,M|q|q|q|q]T

Arfada dinámica Z = (−m + Zẇ)ẇ + Zw|w|w|w| + Zww (0.05m-0.15m), Periodo de oscilación 3s.
ϑ̂5 = [Z0,Zẇ,Zw,Zw|w|]T

M = Mẇẇ + Mww, ϑ̂6 = [M0,Mẇ,Mw]T

Guiñada estática y dinámica u = Usin(ψ), Y = Yvv, N = Nvv, (5◦ a 10◦).
ϑ̂7 = [Yv,Nv]T

Y = Yṙ ṙ + (Yr − mU)r
ϑ̂8 = [Y0,Yṙ,Yr]T

N = (−Izz + Nṙ)ṙ + (Nr − mxGU)r + N|r|r |r|r
ϑ̂9 = [N0,Nṙ,Nr,N|r|r |r|r]T

Desp. transversal dinámico u = Usin(ψ),Y = Yvv,N = Nvv (0.05m - 0.15 m)
ϑ̂10 = [Yv,Nv]T

Y = (−m + Yv̇)v̇ + Yvv + Y|v|v|v|v
ϑ̂11 = [Y0,Yv̇,Yv,Y|v|v]T

N = Nv̇v̇ + Nvv, ϑ̂12 = [Nv̇,Nv]T

Balance dinámico K = (−Ixx + Kṗ) ṗ + Kp p + K|p|p|p|p (10, 20 y 30), Periodo de oscilación 3s.
ϑ̂13 = [K0,K ṗ,Kp,K|p|p]T

Propulsores horizontales ecuación(13), ϑ̂13 = KT 35 % y 60 % de las revoluciones máximas.
Propulsor vertical τZ,th = T (nv), ϑ̂14 = KT -60 % y 60 % de las revoluciones máximas.
Actuador de cabezada M = Mpd, ϑ̂15 = Mp donde d es el porcentaje 0 % y 100 %

de desplazamiento, Se ha de tener en cuenta que
este momento debe añadirse a τM

Finalmente, dado que el vehı́culo de este trabajo cuenta con
un actuador interno, que consiste en una masa que se puede
desplazar a lo largo del vehı́culo con el objetivo de modificar
el ángulo de cabezada del mismo. Para la obtención del modelo
de este actuador, se llevó a cabo un ensayo con el vehı́culo en
una posición fija mientras se desplaza la masa interna entre el
0 % y el 100 % del desplazamiento máximo (ver la última fila
de la tabla 1).

En la tabla 1 se muestran los parámetros estimados en cada
uno de los ensayos correspondientes al modelo de la ecuación
(1) y datos de amplitudes descritas por el vehı́culo, velocidad
del carro y revoluciones de los propulsores. Todos los paráme-
tros que se han estimado, se refirieren a un sistema de coorde-
nadas ortogonal dextrógiro con centro en el eje del cilindro a
una distancia de 785 mm del extremo de proa del vehı́culo (a
la altura del cáncamo de sujeción situado entre el orificio del
propulsor vertical y el orificio de compensación). Para la esti-
mación de los parámetros se ha planteado, el modelo clásico de
regresión lineal, que se puede escribir con la siguiente notación:

z = ϕϑ + ω (23)

donde,
z = [z1 z2...zN] = N × 1 vector de mediciones de salida.
ϑ = [ϑ0 ϑ1...ϑn] = np × 1 vector de parámetros desconoci-

dos, np=n+1

ϕ = [1 ϕ1 ϕ2... ϕn] = N × np matriz de regresores
ω = [ω1 ω2...ωN] = N × 1 vector de errores en la medición.
N = Número de muestras.
n = Número de parámetros.

donde ϑ0 es el parámetro de sesgo, que se corresponde con
el regresor de unos incluido en ϕ. Según Klein and Morelli
(2006) es conveniente introducir en el modelo este parámetro,
para estimar el posible sesgo que puedan tener los datos, in-
cluso en el caso de que se obtengan valores de ϑ0 próximos a
cero.

4. Análisis y Mejora de la Eficiencia en la Estimación de
Parámetros

Uno de los aspectos que tiene influencia sobre la eficiencia
en la estimación de los parámetros es la selección del periodo
de muestreo, ya que si se muestrea demasiado rápido esto puede
dar lugar a problemas numéricos, mientras que si se muestrea
lento la varianza en la estimación aumenta y por lo tanto se re-
duce la eficiencia. Para evitar estos problemas, en este artı́culo
se adopta como criterio general la selección de un periodo de
muestreo de entre 20 y 40 muestras en el intervalo del tiempo
de subida de la respuesta fuerza-velocidad del grado de libertad
más rápido(Fossen and Perez, 2009). Debido a que los datos en
las pruebas en canal se muestrearon muy rápido (T=0.01), se
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han diezmado los datos adquiridos en el canal utilizando un fil-
tro de paso bajo de Chebyshev, de tal manera que coincidan con
30 muestras respecto al tiempo de subida.

Por otro lado, dado que no se han medido las aceleraciones
en las pruebas en canal, se ha aplicado un filtro suavizador po-
linomial local de punto fijo para obtenerlas junto con los datos
suavizados de las velocidades. Es decir, para cada una de las
muestras medidas se estiman los parámetros de un polinomio
basándose en un número de muestras próximas a la muestra de
interés,

ν̂ j(tk) = â0 + â1∆k,i + â2∆2
k,i + â3∆3

k,i, (24)

donde ∆k,i , tk+i − tk, i = −Ms, . . . ,−1, 0, 1, . . . ,Ms, siendo Ms

el número de puntos tomados por el suavizador y j = 1 . . . 6
los grados de libertad. Entonces, las medidas suavizadas (velo-
cidades) y sus derivadas (aceleraciones) se obtienen tomando
i = 0:

ν̂ j(tk) = â0, ˆ̇ν j(tk) = â1

En el diseño del suavizador se ha de tener en cuenta el con-
cepto de compromiso entre sesgo y varianza tal y como explica
Wasserman (2006). Esto es, si el suavizado de los datos no es
suficiente, el resultado son datos con poco sesgo y mucha va-
rianza pero si por el contrario el suavizado es elevado, el resul-
tado serán datos con poca varianza y mucho sesgo. El parámetro
Ms es el que controla este compromiso entre varianza y sesgo,
que tiene su influencia sobre la eficiencia. Dicho compromiso
se alcanza cuando la respuesta del error cuadrático medio con
respecto a Ms llega a su valor mı́nimo.

Tal y como se conoce en la literatura, el estimador MCO
es óptimo cuando se satisfacen los supuestos de Gauss-Marcov
resumidos en la tabla 2. En esta sección se analizan los supues-
tos que influyen en la eficiencia del estimador MCO para la
aplicación de modelos de maniobra no lineales de vehı́culos
subacuáticos en base a los datos adquiridos en las pruebas de
canal indicadas en la sección anterior.

En el caso de los supuestos 3 y 4 de la tabla 2, se propone
la aplicación del procedimiento de Cochran-Orcutt (CO) (ver
Apéndice C) y la prueba de Durbin-Watson (DW) (ver Apéndi-
ce B), para la detección y resolución de problemas de eficiencia
en la estimación.

Por otra parte, en el caso del supuesto 6, que también afecta
a la eficiencia en la estimación de los parámetros, es necesario
examinar los distintos términos del modelo de maniobra de la
ecuación (1) que sean susceptibles de provocar el problema de
multicolinealidad. La matriz de amortiguamiento hidrodinámi-
co no lineal (10) tiene términos que tienen dependencia lineal
con los términos de la matriz (9), por lo tanto son los causantes
del problema de multicolinealidad en los modelos de maniobra.
Una manera de comprobar la presencia de multicolinealidad es
calculando la correlación entre regresores, valores proximos a
1 indican un problema de multicolinealidad. Otra manera es
mediante el cálculo de los factores de inflación de la varian-
za (FIV), que se corresponden con los elementos de la diagonal
de (ϕTϕ)−1. Según Myers (1981) valores de FIV superiores a 10
indican un problema de multicolinealidad.

4.1. Metodologı́a de Análisis y Mejora de la Eficiencia

La metodologı́a propuesta en este artı́culo para mejorar la
eficiencia en la estimación de los parámetros de modelos de

maniobra (ecuación (1)) se resume con la realización de los si-
guientes pasos:

1. Diezmado de los datos aplicando un filtro de paso bajo de
Chebyshev, de tal manera que coincidan con 30 muestras
respecto al tiempo de subida del grado de libertad mas
rápido, en caso de que se muestree más rápido que las
mencionadas 30 muestras.

2. Cálculo del parámetro Ms del suavizador, en un bucle en
el que se varı́e Ms desde 3 (valor mı́nimo posible de pun-
tos del suavizador) hasta un valor en el que se observe que
el error cuadrático medio de los datos adquiridos en canal
tiende a crecer exponencialmente. El mı́nimo de la curva
que se obtenga corresponde al parámetro Ms deseado.

3. Suavizado de los datos mediante el suavizador (ecuación
24) con el valor de Ms calculado en el apartado anterior.

4. Detección del incumplimiento de los supuestos 3, 4 y 6
de la tabla 2, mediante el test d de DW (Apéndice B),
métodos gráficos y mediante la correlación entre varia-
bles respectivamente.

5. Aplicación del procedimiento iterativo de CO (Apéndice
C).

6. Comprobación de las mejoras en la eficiencia analizan-
do los supuestos 3, 4 y 6 de la tabla 2, mediante el test
d de DW (Apéndice B), métodos gráficos y mediante la
correlación entre variables respectivamente.

4.2. Caso de Estudio: Datos Experimentales Canal

En base a la metodologı́a resumida en la sección anterior
y los datos adquiridos en canal, en esta sección se realiza un
análisis completo para la fuerza transversal (estimación de ϑ7,
tabla 1).

En la figura 2 se muestra la obtención del parámetro M pa-
ra la fuerza transversal. El valor mı́nimo del error cuadrático
medio se obtiene cuando el número de puntos del suavizador
Ms = 9. En la figura 3 se muestran los datos suavizados en rojo
y del diezmado para la fuerza transversal.
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Figura 2: Curva de compromiso entre sesgo y varianza.

A continuación se analizan los supuestos no satisfechos:
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Tabla 2: Supuestos de regresión lineal.
Supuesto Incumplimiento del supuesto

1. La ecuación (23) es lineal en los parámetros, ϑ. Sesgo en los coeficientes.
2. Los residuos, ω, tienen una distribución Sesgo en el término constante e invalidación del uso
normal, y media cero, ω ∼ N(0, σ2). de la distribución t.
3. Los residuos, ω, tienen varianza constante, Estimación ineficiente y sesgo en las pruebas de hipótesis.
E(ωωT ) = σ2I. No hay heterocedasticidad.
4. Los residuos, ω, no están correlacionados. Estimación ineficiente y sesgo en las pruebas de hipótesis.
No hay autocorrelación, E(ωωT ) = 0.
5. Las variables, ϕ son fijas o deterministas. Son variables no Sesgo en los coeficientes.
estocásticas y no están correlacionadas con ω,E(ϕω) = 0.
6. Las variables, ϕ no están linealmente Estimación ineficiente y sesgo en las pruebas de hipótesis.
correlacionadas. No hay multicolinealidad. Ha
de haber más mediciones que variables independientes, ϕ.

Incumplimiento del supuesto 4, Tabla 2: La detección de
autocorrelación se realiza mediante la prueba d de DW. Según
el procedimiento resumido en el Apéndice B se han tenido en
cuenta las siguientes constantes tabuladas: dL=1.748, du=1.789,
k = 2 y N > 200 para un nivel de significación del 5 %. En la Fi-
gura 4 (a) se advierte la presencia de autocorrelación y la Figura
5 constata que la autocorrelación es de primer orden. Compa-
rando las Figuras 4 (a) y (b) se observa una reducción en la
autocorrelación conseguida con la aplicación del procedimien-
to CO. La estadı́stica de DW obtenida cuando se aplican MCO
resulta de un valor de 0.1579, mientras que cuando se aplica CO
se obtiene un valor de 1.6444 muy próximo al lı́mite dL indica-
do anteriormente, lo que quiere decir que la autocorrelación es
mı́nima. Se ha de tener en cuenta que el número de muestras es
mucho mayor de 30, por lo que se considera un test d potente,
ver Apéndice A.
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Figura 3: Resultados de diezmado y suavizado de los datos adquiridos en canal
para la fuerza transversal.

Incumplimiento del supuesto 3, Tabla 2: La Figura 6 (a)
muestra la presencia de heterocedasticidad, el valor de los resi-
duos crece a medida que los valores predichos aumentan. Utili-

zando el procedimiento CO también se produce una reducción
en la heteroscedasticidad, como se refleja al comparar las Figu-
ras 6 (a) y (b).

Incumplimiento del supuesto 6, Tabla 2: Se comprueba la
correlación entre los regresores v y |v|v que da como resultado
un valor alto de 0.94 tal y como se esperaba.
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Figura 4: (a) Autocorrelación de primer orden para la fuerza transversal, (b) Au-
tocorrelación de primer orden para la fuerza transversal con estimador MCG.

Los valores VIFv=11.65, VIF ˙|v|v=11.00 confirman tambien
un problema de multicolienalidad. Después de aplicar el pro-
cedimiento iterativo de CO se obtiene un valor de 0.64 de
correlación entre regresores y unos valores de VIFv=0.24,
VIF ˙|v|v=0.22 que indican que no hay problema de multicoli-
nealidad a tener en cuenta.

4.2.1. Validación del Modelo

Finalmente se procede a la validación del modelo obtenido,
como es habitual en la aplicación de teorı́a de identificación de
sistemas, se han utilizado datos distintos a los empleados en la
estimación. En este trabajo, se han utilizado los datos originales
sin filtrar para la validación del modelo.
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Figura 5: Gráfico de autocorrelación de primer orden.
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Figura 6: (a) Gráfico de heteroscedasticidad para la fuerza transversal con esti-
mador MCO (b) Gráfico de heteroscedasticidad para la fuerza transversal con
estimador MCG.

Existen distintas maneras de validar el modelo matemático
(Ljung, 1987), una de ellas es mediante el cálculo del coeficien-
te de determinación R2( %), que proporciona información de en
qué medida, el modelo que se ha obtenido, es capaz de reprodu-
cir los datos medidos, y representa el porcentaje de variaciones
de salida reproducidos por el modelo:

R2( %) =

∑
(D̂ − D̄)2∑

(D̂ − D)2 +
∑

(D̂ − D̄)2
(25)

Donde D y D̄ representan los datos medidos y su media respec-
tivamente, y D̂ los datos generados por el modelo obtenido. En
la tabla 3 se muestran los resultados de validación, mediante el
cálculo del coeficiente de determinación, para cada uno de los
ensayos realizados. De esta manera se comprueba que el mo-
delo obtenido es bueno, ya que para la mayorı́a de ensayos se
obtienen un coeficiente R2( %) elevado. Se ha de tener en cuenta
que valor obtenido del coeficiente R2( %) depende también de
la relación señal/ruido de la medición correspondiente al ensa-
yo en cuestión. Esto sucede, en el caso del ensayo de cabezada
dinámico en el que la relación señal/ruido es mayor y por lo
tanto se obtiene un coeficiente R2( %) menor.

Tabla 3: Resultados de validación correspondientes a los 6 grados de libertad
del modelo de maniobra.

Ensayo Fuerza/ R2( %)
Momento

Resistencia y aceleración longi. X(N) 71,32
Cabezada dinámico Z(N) 49,95
Arfada dinámico Z(N) 97,98
Guiñada dinámico Y(N) 71,43
Transversal dinámico Y(N) 96,87
Balance dinámico K(Nm) 86,25

4.3. Caso de Estudio: Datos Simulados

Para comprobar las propiedades estadı́sticas de la metodo-
logı́a de mejora de la eficiencia en la estimación de los paráme-
tros, se propone la realización de un estudio de Montecarlo de
100 realizaciones distintas del procedimiento propuesto en la
sección 4.1.

Según Wang (2003) la aplicación directa de un estimador
MCO cuando los datos están autocorrelacionados fracasará en
la estimación adecuada de las varianzas del modelo. De hecho
el estimador MCO subestimará estas varianzas invalidando las
pruebas de hipótesis. Wang (2003) afirma que no es de estrañar
que al aplicar un estimador MCO con datos autocorrelaciona-
dos, se subestime la varianza de los parámetros estimados. Un
indicador valido de la eficiencia del modelo, según este autor,
viene dada por los errores estándar de los residuos. Por estos
motivos, para comprobar la eficiencia de la metodologı́a pro-
puesta se propone un estudio de Montecarlo de 100 realiza-
ciones para la fuerza transversal (estimación de ϑ7, tabla 1) a
modo de ejemplo donde se calculan los errores estándar de los
residuos. Se ha utilizado un registro de los ensayos en canal,
tomando un tramo de los datos y eliminando la tendencia lineal
de los mismos para estimar la varianza. En base a esa estima-
ción de la varianza se ha generado el ruido cambiando la semilla
para las distintas realizaciones.

En la figura 7 se muestran los resultados del estudio de
Montecarlo. Cuando se aplica el procedimiento iterativo CO se
obtiene una reducción en la desviación estándar de los residuos
para las 100 realizaciones con respecto a MCO, por lo que se
concluye la mejora en la eficiencia.

Realizaciones
0 20 40 60 80 100

D
es

vi
ac

ió
n 

es
ta

nd
ar

 r
es

id
uo

s

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

MCO
MCG CO

Figura 7: Estudio de Montecarlo de 100 realizaciones para la estimación de la
fuerza transversal.
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5. Control del Vehı́culo

En esta sección se propone una modificación del algorit-
mo LOS convencional, con el fin de reducir el error transversal
de camino en presencia de corrientes oceánicas. Esta modifica-
ción implica el diseño de un controlador de rumbo basado en el
modelo dinámico obtenido en la sección 4. El diseño del con-
trolador de rumbo utilizado en este trabajo se basa en un trabajo
previo (Velasco et al., 2013), donde se ajustó un controlador de
red de primer orden, que evita el fenómeno de wind up, me-
diante algoritmos genéticos.

La idea básica del algoritmo LOS modificado que se pro-
pone en este artı́culo es dividir la lı́nea entre dos waypoints en
una serie de puntos intermedios como se observa en la figura
8. A continuación, el método calcula el rumbo en cada instante
de tiempo en base a la linea establecida entre la posición actual
del vehı́culo y el primer punto intermedio. Una vez alcanzado
el primer punto intermedio, el método repite la operación itera-
tivamente para cada instante de tiempo tomando como destino
el segundo punto intermedio. El procedimiento es el mismo pa-
ra el resto de los puntos intermedios hasta que el vehı́culo llega
al segundo waypoint. El mecanismo implementado para trasla-
darse al siguiente waypoint es el llamado cı́rculo de aceptación
como en el método convencional LOS (Fossen, 1994).

5.1. Algoritmo LOS modificado

El LOS modificado conlleva la realización de los siguientes
pasos:

Inicialización: Establecer los valores iniciales de las cons-
tantes y variables que intervienen en el método:
Xwp,Ywp, i, j, c, nw, ns.

Way point i = 1

ψdini = arctg Ywp(1)−Ywp(0)
Xwp(1)−Xwp(0)

Dividir la lı́nea definida por waypoints (i, i − 1) en np puntos.

Dx = (Xwp(1) − Xwp(0))/np

j=1 do

ψd(t) = arctg tg(ψdini) jDx+Ywp(0)−y(t)
Xwp(0) jDx−x(t)

ns = ns + 1, t = nsT

While x(t) ≤ Xwp(0) + jDx

...

j=np do

ψd(t) = arctg tg(ψdini) jDx+Ywp(0)−y(t)
Xwp(0) jDx−x(t)

ns = ns + 1, t = nsT

While x(t) ≤ Xwp(0) + jDx &

(Xwp(i) − x(t))2 + (Ywp(i) − y(t))2 ≤ (cLpp)2

i = i + 1
...

Way point i = nw

ψdini = arctg Ywp(nw)−Ywp(nw−1)
Xwp(nw)−Xwp(nw−1)

Dividir la lı́nea definida por waypoints (i, i − 1) en np puntos.

Dx = (Xwp(nw) − Xwp(nw − 1))/np

j=1 do

ψd(t) = arctg tg(ψdini) jDx+Ywp(0)−y(t)
Xwp(0) jDx−x(t)

ns = ns + 1, t = nsT

...

While x(t) ≤ Xwp(0) + jDx

j=np do

ψd(t) = arctg tg(ψdini) jDx+Ywp(0)−y(t)
Xwp(0) jDx−x(t)

ns = ns + 1, t = nsT

While x(t) ≤ Xwp(0) + jDx

donde Xwp y Ywp son los vectores en los ejes x e y correspon-
dientes a los waypoints a seguir por el vehı́culo, nw el número
de waypoints, np el número de puntos en los que se divide la
lı́nea entre i e i − 1, c el tamaño del cı́rculo de aceptación, ns es
el número de muestras, Dx es el incremento en el eje x de ca-
da punto intermedio y T es el tiempo de muestreo. El valor de
np se puede seleccionar teniendo en cuenta el tipo de misión a
cumplir y la distancia entre los waypoints, se adopta como una
regla general np = abs(Xwp(i) − Xwp(i − 1))/Lpp siendo Lpp la
eslora del vehı́culo en forma de torpedo.

Figura 8: Representación gráfica del método LOS modificado.
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5.2. Simulaciones

Se ha implementado, en el entorno Matlab/Simulink, el mo-
delo definido en la sección 2 con los parámetros estimados en
la sección 4 y el sistema de seguimiento basado en el método
LOS modificado propuesto en el apartado 5.1. Las corrientes
oceánicas se han simulado incluyendo las fuerzas y momentos
inducidos por las corrientes tal y como se indica en la sección
2.1. Los resultados muestran una reducción en el error trans-
versal de camino cuando se aplica el método LOS modificado
como se puede ver mediante la comparación de la Figura 9 (a)
y (b) sin corrientes oceánicas. Las figuras 10 (a) y (b), con una
corriente oceánica de 0.3 m/s, pone de manifiesto que el método
LOS modificado es capaz de seguir la trayectoria definida por
los waypoints mientras que el método LOS convencional no es
capaz.

Figura 9: Resultados sin corriente para el método LOS convencional(a) y para
el método LOS modificado(b).

Figura 10: Resultados con corriente (0,3m/s) para el método LOS convencio-
nal(a) y para el método LOS modificado(b).

6. Conclusiones

En base a los datos adquiridos en los ensayos realizados en
el CEHIPAR, se ha propuesto una metodologı́a para la mejo-
ra de la eficiencia en la estimación de los coeficientes hidro-
dinámicos pertenecientes a un modelo de maniobra no lineal

de 6 grados de libertad de un vehı́culo subacuático. En la me-
todologı́a propuesta, se ha detectado el incumplimiento de los
supuestos de Gauss-Marcov en una estimación inicial de los
parámetros mediante un estimador MCO, y se ha aplicado el
procedimiento iterativo CO, donde se realiza una transforma-
ción de los datos originales adquiridos en el canal para mejo-
rar la eficiencia. Los resultados obtenidas mediante métodos
gráficos y estadı́sticos muestran la mejora en la eficiencia en
la estimación de parámetros con el método CO. El estudio de
Montecarlo de 100 muestra la mejora en la eficiencia de la me-
todologı́a propuesta que se podrı́a aplicar a otros tipos de datos,
distintos a los adquiridos en canal, en los que se pretenda me-
jorar la eficiencia.

Además, se ha propuesto una modificación del método LOS
convencional que proporciona resultados adecuados bajo co-
rrientes oceánicas en base al modelo obtenido con los datos del
CEHIPAR. En posteriores investigaciones, se implementará el
método LOS modificado propuesto en este trabajo para llevar a
cabo pruebas en aguas abiertas y de esta manera completar el
trabajo iniciado en este artı́culo.
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Apéndice A. Vehı́culo Subacuático

El vehı́culo con forma de torpedo, propiedad de la Univer-
sidad de Cantabria, se muestra en la figura A.11. Este vehı́culo
tiene una eslora total de 1.65 y un radio de 0.17 m. Los momen-
tos de inercia, el centro de gravedad y el centro de carena del
vehı́culo se encuentran en la tabla A.4 y se obtuvieron realizan-
do algunas pruebas en una mesa de inercias.

En este vehı́culo se montan tres motores: dos horizontales
situados en el centro del vehı́culo para el movimiento de avance
y de guiñada y uno vertical para el control de profundidad.

Figura A.11: Vehı́culo con forma de torpedo C’Inspector.

Tabla A.4: Distribución de pesos del vehı́culo con forma de torpedo.
Notación Valor Descripción

m(kg) 34.34 masa total
xG(m) 0.167 Dist. en el eje X desde CG a Ob

zG(m) -0.012 Dist. en el eje Z desde CG a Ob

Ixx(Kgm2) 0.29 Momento de Inercia de balance
Iyy(Kgm2) 6.945 Momento de Inercia de cabezada
Izz(Kgm2) 7.073 Momento de Inercia de guiñada

Apéndice B. Test d de Durbin-Watson

En la literatura existen varias pruebas estadı́sticas para la
detección de autocorrelación de primer orden en un modelo. El
estadı́stico d de Durbin-Watson (Durbin and Watson, 1950) es
una de ellas y se calcula para realizar el siguiente contraste de
hipótesis:

H0 : p = 0 (B.1)
H0 : p , 0 (B.2)

donde p es el coeficiente de primer orden de autocorrelación
que se va a estimar.
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El estadı́stico d es:

d =

∑n
k=2(ek − ek−1)2∑n

k=1 e2
k

(B.3)

siendo ek los residuos y n el número de muestras.
El procedimiento es el siguiente:

1. Seleccionar el nivel de significación, habitualmente 5 % .
2. Para el nivel de significación seleccionado, encontrar los

valores crı́ticos de dL y dU correspondiente al número de
muestras, n, y el número de regresores, k. Los lı́mites,
inferior dL y superior dU , se encuentran tabulados según
(Durbin and Watson, 1950).

3. Si d ≤ dL, se rechaza la hipótesis nula para p = 0, lo
que significa que los residuos presentan autocorrelación.
Si dU < d ≤ 2, se acepta la hipótesis nula para p = 0. Si
dL < d < dU , el test es no concluyente.

4. Si d > 2, se ha de comprobar la autocorrelación negativa
comparando (4 − d) con dL y dU . Si (4 − d) ≥ dL, existe
autocorrelación negativa. Si (4 − d) ≥ dU , se acepta la
hipótesis nula para p = 0, no hay autocorrelación en los
residuos.

El test d es más potente para modelos basados en un número
grande de muestras. No existe un criterio para decir cuanto es
un número grande de muestras, pero normalmente, para el test
d, un conjunto de 30 muestras no se considera grande.

Apéndice C. Procedimiento Iterativo de Cochran-Orcutt

En el caso de que el estadı́stico d advierta de la presencia
de autocorrelación, es posible utilizar el procedimiento iterativo
de Cochran-Orcutt (CO)(Wang, 2003) para resolver el proble-
ma de estimación de parámetros de modelos de maniobra no
lineales. Con este método es posible mejorar la eficiencia de las

estimaciones y también proporcionar unas pruebas de hipótesis
más fiables. Se trata de un procedimiento de mı́nimos cuadrados
generalizados (MCG), donde se realiza la siguiente transforma-
ción de los datos originales de la ecuación (23):

z
′

k = zk − pzk−1 (C.1)
ϑ
′

0 = (1 − p)ϑ0 (C.2)
ϕ
′

k = ϕk − pϕk−1 (C.3)

donde p es un coeficiente de autocorrelación que se estima con
datos de los residuos y k es la muestra obtenida. Se ha de te-
ner en cuenta que la expresión (C.2) es la transformación del
parámetros de sesgo ϑ0, incluido en la definición (23).

Al aplicar MCO a estas ecuaciones se obtiene la mejor esti-
mación lineal no sesgada.

El procedimiento CO tiene los siguientes pasos:

Paso 1

1. Aplicar MCO a los datos originales sin transforma-
ción.

2. Calcular los residuos, ek = zk − ẑk. Estimar el
parámetro p, del modelo de autoregresión de pri-
mer orden de los residuos, êk = p · ek−1.

Paso 2

1. Utilizar el valor de p obtenido en el paso 1 y trans-
formar los datos según las ecuaciones (C.1)-(C.2).
Aplicar MCO a los datos transformados.

2. Comprobar que el test de Durbin-Watson d indica la
existencia de autocorrelación o que el valor de p no
cambia por debajo de un determinado valor de tole-
rancia. En caso afirmativo volver al paso 1 y utilizar
los datos transformados, en caso negativo finalizar
el algoritmo.
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