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Resumen:

La Geometria Computadonal es una disciplina que brinda un marco teorico y
forma para dar soluciones a problemas de tipo geométrico. En este sentido, las
operadones entre poligonas brindan soluciones a una gama de gli caciones del mundo
red. Unade estas operaciones de gran uili dad es la denominada Sumas de Minkowski.

Esta operacién esta definida del siguiente moda Dados dos conjuntos Py Q 0 R,
la suma de Minkowski de Py Q, denotada pa P [0 Q sedefine omoP O Q={ p+q:
pOP,qUQ}

En este trabgjo se presenta una herramienta de gpoyo educativo para @ cédculo y

la visualizaddn e sumas de Minkowski entre paigoncs. Mostramos todas las
caracteristicas de lamisma, destacando sus principales comporentes y utili dades.

Palabras claves. Sumas de Minkowski. Operadones entre Poligoncs. Geometria
Computadonal.
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1. Introduccién

La Geometria Computadonal es una disciplina que estudia los problemas desde un purio de
vista geométrico, dedicandose d disefio de dgoritmos y estructuras de datos adeauadas para su
resolucién [Abe00],[BKOS97], [Tou&s], [Tou9].

Una de las operaciones que se pueden redizar entre paligoncs es la denominada Suma de
Minkowski. Esta operaddn resulta de gran uilidad en aplicaciones tales como tales como
planificaddn de movimientos de robas, procesamiento de imagenes, sistemas de informacion
geogréfica, marcadoy corte de moldes, entre otras [BS01], [AFHO1].

Nuestro propdsito fue d desarroll o de una herramienta de glicadon que implementala Suma
de Minkowski entre distintos tipos de poligonacs, para ser utili zada como ura herramienta educativa
en cursos de Geometria Computadonal [KT0Z].

Con respedo a las herramientas con fines educativos relacionadas a la Geometria
Computadonal, hay bastante trabgjo realizado. Pero en e caso particular de las Sumas de
Minkowski no hay herramientas con las caracteristicas requeridas implementadas.

En este sentido, esta herramienta forma parte de una @wlecaon ce trabajos que desde 1988 se
vienen redlizando en e Departamento de Matematica Aplicada de la Universidad Politémica de
Madrid. Como resultado ce estos trabgjos £ han oltenido wna wlecddn ce glicadones que
implementan agoritmos ®bre distintos problemas dentro del campo ce la Geometria
Computadonal y que son usados como apoyo en la ensefianza de |a disciplina.

Para definir las Sumas de Minkowski, se dice que dados dos conjuntos Py Q O R?, la suma
de Minkowski dePy Q, denotadapor PO QesPOQ={p+q:p0OP,qOQ}, dondep+qes
un vedor que representa la sumade los vedores p y q. Es decir que dados los purtos p = ( px, py) Y
q=(0k Qy) tenemosquep+q = (Px+ O, Py + Qy)-

Las areas de glicaddén ce las sumas de Minkowski se han remitido pincipamente ala
robd&ica especificamente en planificaddn de movimientos [Lat91], [BKOS97]. Si tenemos un roba
de trasaddén R en un ambiente donde los obstaaulos on pdigoncs diguntos, € espado de
obstaaulos es € conjunto de purtos en los cuales € roba colisiona @n un olstdaulo P. Se puede
expresar € espado de obstaculos que wrresponck a un otstaaulo P como la suma de Minkowski
del obstaaulo con €l roba R. Luego, € espado prohibido para @ roba R puede ser descripto como
launion celas suimas de Minkowski de cada uno e los obstaculos P con el roba R.

Otra glicacion es en el &reade procesamiento de iméagenes donck se expresa ala dil atacion
de un conjunto A con unsupuesto elemento estructurado B es la suma de Minkowski de A y B.
[Ser82], [Ser88]

En los Sistemas de Informadon Geogréfica (GIS), € término buffer es cominmente usado
para denctar las Sumas de Minkowski de un conjunto de objetos geométricos dado con un disco.
[HCCI8g]

Las simas de Minkowski son herramientas poderosas de preprocesamiento para resolver
problemas de intersecddn e inclusion ce paligonacs. [Li94]

2. Herramientapara d caculo y visualizad 6n de Sumas de Minkowski.

Hemos desarrollado ura herramienta que implementa la suma de Minkowski entre paligonas,
tanto entre poligonos convexos y no convexos. Laidea es que dicha herramienta pueda ser utili zada



como herramienta de trabgjo, de simuladén y espedalmente de goyo en la ensefianza de la
Geometria Computadonal.

La herramienta es smple, fadl de entender, usar y que permite mostrar en detale d
funcionamiento de los algoritmos usados para @ caculo de la suma de Minkowski, de modo que
tanto el problema propuesto como la solucion olienida puedan apredarse daramente.

Lainteracddn el usuario conla herramienta es encillay rdpida. Todas las operadones, tales
como insercion ¢k paligoncs, elecaon del tipo de dgoritmo a glicar para @ cdculo de la suma,
manejo de las operadones que se redizan duante la gecucidn con demora dc. se pueden reali zar
fadlmente mn el mouse.

Para @ desarrollo de la herramienta implementada en nuestro trabajo elegimos e lenguaje
Java. La deccién cel lengugje de programacion quedo determinada, en gran parte, par € objetivo
de la herramienta, par € uso que se pretende hacer de dlay para gprovedar las ventajas que ofrece
en la adualidad € acceso generalizado a Internet. Es dedr, e codigo del programa podia estar
locdizado en unservidor pero podia utili zarse desde aalquier lugar, sin necesidad de méas ayuda
gue la del navegador Web que se utili ce habitualmente y en forma independiente de la plataforma
que € usuario esté utili zando.

Uno ¢k los objetivos es que nuestra herramienta se geaute en forma independiente de la
plataformay sin que seanecesaria una instalacion previa. Para dlo, en lugar de implementar una
aplicadon standard Java deddimos implementar o gque se denomina applet en Java.

Una glicacion es un pograma escrito en Java d que no le fata nada, es independiente y
puede gecutarse anitiendo ura orden desde lainterfaz de usuario del sistema operativo subyacente.
Para gecutar una glicacion Java e necesario tener instalado en e sistema una méquina virtual
Javay haber instalado previamente la glicadén.

Para poder geautar un applet es necesario sdlo paseer un navegador Web con capaddades
Java. Un applet debe geautarse dentro de un navegador Web y no plede ser geautado en forma
independiente. Cuando un navegador Web carga una pagina Web que cntiene un applet, el
navegador descarga @ codigo del applet desde d servidor Web y lo geautaen € sistemalocal. Las
ventgjas principales del applet son gLe no necesita instalacion en el sistema local y que la interfaz
de usuario esta dada por €l navegador web.

2.1 Entorno de gecucion de la herramienta
El entorno ce gecucion es un conjunto de paginas web que acompafian ala herramienta .

A continuadon se describe brevemente d contenido de cala una de las paginas que
comporen & entorno de nuestra herramienta:

Inicio: Esta pagina contiene la presentadon, titulo, autores.
Aspedos tedricos: Contiene informacidn tedricasobre este proyecto.

Herramienta: Muestra @ programa que implementa la suma de Minkowski entre
poligonacs.

Ayuda Explica & funcionamiento de la herramienta (indica sus comporentes y cémo
utili zarlos). Se dre en ura ventana garte para poder consultarla mientras se utiliza la
herramienta.

Enlaces de interés: Desde aqui es posible aceder a enlaces de interés reladonadas con la
Geometria Computadona y alas referencias bibliograficas.



2.2 Distribucion de los elementos en e ambiente de la herramienta
En e ambiente de nuestra herramienta se distinguen tres zonas:
Zonamedia o zona gréfica
Zonainferior
Zona superior

Edicion Ejecucion Algoritmos  Ayuda

Ejecutar SM Demural:lz—- ISar ¢ [l Triangulacién [ Rétulos [ Cadigos

Paoligonos: r Zoon: ]1I]l]% Modo: jwlurmal Algoritmo: Fuerza bruta
Ejecucidn finalizada z1s w3z

Figura 1: Pantalla del Ambiente

La zona media 0 zona gafica es € area donck se dibujan los paigoncs y se muestran los
resultados de la suma de Minkowski. Puede degirse e color de fondo @ estazona; las opciones n
fondo banco o fondonegro.

Lazonainferior contiene una barrade estado y de informacion, mostrandoen ell as datos tales
como la ubicadon del cursor del mouse sobre @ plano xy, e agoritmo utili zado, informadon de
zoom y, ademés cortiene una Barra de Mensges dorde se muestra informacion referida d
contenido cklazonagréficay dela gecucionen si.

En lazonasuperior del ambiente se encuentran la barra de menues desplegables y la barra de
herramientas, |as cuales describimos a @mntinuacion.

Barr a de menues

Labarra de menues contiene las $guientes opciones con submenues desplegabl es.
Menu Edicion

Desde este menlise manegjan todas las funciones referentes ala Edicion.



Edicion | Ejecucion

Algoritmos  Ayuda Ejemplos

Deshacer nura|1 v|| e ‘ Z+ ‘

[] Triangulacidn [v] Rotulos

Reiniciar

Colocar Origen

Fondo '} O Negro

® Blanco

Figura2: Menuedicion

Deshacer: esta opcion permite diminar € Ultimo poligonoingresado.

Reiniciar: estaopcion baratodoe contenido de la zona gréfica preparando la herramienta
parainiciar laresolucion de un nwevo problema.
Colocar origen: esta opcion permite ubicar €l origen de las coordenadas en cualquier
posicion celazonagréfica

Fondo: esta opcion permite canbiar € color de fondo a la zona gréfica, pudendo elegir
entre los dos colores disporibles, blanco onegro.

Menu Ejeautar

Desde este menu se selecdona ¢ modo e gecucion con € que se cdculard la suma de
Minkowski. Se permite d usuario dos modos de gecucion, continuo ocon demora.

Edicidn Ejecucic’m| Algoritmos  Ayuda Ejemplos

Ejecy| - Continua

® Con Demaora
Ejecutar SM

oo

[vl Triangulacion [v] Rotulos

Menu Algoritmo

Figura 3: Menu Ejeaucién

Desde este menu es posible degir e agoritmo que se usara para @ cdculo de la suma de
Minkowski. En esta herramienta se han implementado dcs algoritmos: el algoritmo de Fuerza Bruta

y € agoritmo Megorado.

nlguﬁtmnsl fyvuda Ejemplos

Edicion Ejecucion

::::E Ejecutar SM Dem

) Fuerza bruta ] 7a

[v] Triangulacidn [v] Ritulos

® Mejorado

Figura4: Menu Algoritmos



Menua Ayuda
Desde este menU se accade alaayudadisponibley alainformadon acercade los autores.

Edicion Ejecucion Algoritmos | fyuda | Ejemplos

Demural:[ Acercade ... cal 2 [_] Triangulacion [_| Ritulos

Ayuda en linea

Figura5: Menu Ayuda

Menu Ejemplos

Desde este menu es posible degir diferentes g emplos de problemas que cdculan la suma de
Minkowski entre distintos tipos de paligonacs.

Barr a de Herramientas
LaBarrade Herramientas ubicada en la zona superior del ambiente contiene:
Botones de acaones

— Boton de geaucion: este botdn denominado Ejecutar SM  permite iniciar la
geaucionde cdculo de la sumade Minkowski.

— Botones de zoom: Los botones Z+ y Z- se utili zan para “acercar” o para “dejar” la
vista del contenido ck la zona gréficay ver un pacentgje mayor del contenido a tamafio
reducido.

— Botén Pausar/Continuar: si laopcion elegida parala gecucién es con demora, este
botén permite mangjar la geaucion hadendo pausas cuando el usuario asi 1o desee y luego
cortinuar la gecucion.

— Boton Terminar: este botdn permite finalizar una geaucién con demora desde
cualquier purto en que é&ta se encuentre, obviandola demora.

Opciones
— Demora: permite degir e tiempo de demora (en segundcs) entre cala paso para
modo ¢k geaucion con cemora.

— Triangulacion: permite adivar y desadivar la opcion de mostrar la triangulacion
redizada en los paligoncs no convexos.

- Rotulos: permite adivar y desadivar la opcion de mostrar las coordenadas de los
vértices de los paigonas ingresados en la zona gréfica

— Cddigos: permite adivar y desadivar las opcidn ce mostrar en una ventana auxili ar
el codigo del agoritmo que se esta gecutando, cuando € tipo ce geaucion elegida es con
demora.



2.3 Consideraciones generales de la herramienta

La herramienta permite fécilmente dibujar pdigoncs smples tanto convexos como no
convexos y cdcular la suma de Minkowski entre dlos. A medida que se ingresan los paigoncs €
redizan controles para que no seaposible d ingreso de paligoncs que no sean simples. Ademas
en el caso que d paligonoingresado seano convexo inmediatamente después de que se termina de
dibujar estriangulado, mostrandase la triangulacion olienida en pantallasi €l usuario asi lo desea

Edicion FEjecucion Algoritmos fyuda Ejemplos

Ejecutar SM |Demura’—|2——"2—+| Ik [ Triangulacion [_] Rétulos
A ;
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‘/'ll \‘\ .’}’ - -

Poligonos: F Zzoom: [100% Modo: [Continua Algoritma: Mejorado

Poligunu triangulado ;_}(:640 f:10

Figura 6: Poligonos no convexos triangulados

Se permite dibujar poligoncs en cualquier cuadrante del plano xy, creando los ges de
coordenadas y permitiendoa usuario ukicarlosy moverlos a aalquier purto de la herramienta.

Para cdcular la suma de Minkowski deben ingresarse dos poligoncs. En e caso de ingresar
mas de dos paligonas, € resultado serd la suma de Minkowski de cala uno e los paigonos con €
primer paligonoingresado.

Asumiendo que d primer poligono ingresado representa un roba y los demas padigonacs
ingresados posteriormente representan obstaaulos, podemos calcular e espado de obstaaulo del
roba con cada uno ¢ los obstaaulos. Primero colocamos e origen de mordenadas en cualquier
lugar de la zona gréfica luego ukicamos € poligono que representa @ roba centrado en € origen
de las coordenadas y dibujamos € resto de los paligoncs que representan los obstaculos. La
herramienta cdcula la suma de Minkowski del roba con cada uno ¢ los paligonas que representan
un olstaaulo, olteniendo asi € espado de obstaculos de cada obstdaulo con € roba. La unién de
las aimas de Minkowski de calauno e los obstaaulos con el roba R describe d espado prohibido
para d roba R, es decir los purtos del espado dorde no plede ubicase d roba cuando se
planifican sus movimientos. Este gemplo seilustra en lafigura7.

Una vez ingresados dos 0 més padigoncs, la herramienta permite redizar la suma de
Minkowski, teniendo como ofiones dos tipos de geaucion: g eaucion continua o0 geaucion con
demora. El modo ¢ gecucion puede degirse en el menu gjeaucion ok labarra de menues.



Edicion Fjecucion Algoritmos Ayuda Ejemplos

Eiecutar SM Demoral:lz—- 5 [T] Triangulacian [ Rétulos
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Figura 7 : Ejemplo robat y obstadaulos.

La geaucidon continua muestra diredamente la solucion final a problema planteado, en
cambio la geaucidén con demora permite observar los pasos de la resolucién dedl problema on la
demora degida por €l usuario.

La demora se determina desde la li sta desplegable a la derecha del rétulo Demora ubicado en
la barra de herramientas. La demora por defecto es de un segundo.Es posible canbiar € tiempo e
lademora durante la geaucién, eligiendode dicha li sta otra opcion de demora.

Cuando la opcion e gecucidn elegida es con demora es posible detener la geaucion en
cualgquiera de los pasos que se encuentre y luego cortinuar conla gecucion desde d purto en que
se detuvo. También, es pasible finali zar la geaucion con demora, desde aialquier punto en que é&ta
se encuentre, obvMandola demora

Una opcion interesante que puede degir € usuario en ura geaucion con cemora es ver el
pseudocddigo del algoritmo en geauciény seguir junto conla gecucion visua las lineas de addigo
gue se eta geautando en ese momento, permitiendo e esta manera un entendimiento mas
profundoalin ¢k los algoritmos que se utili zan.

Otra aracteristica interesante de la herramienta es que, como € resultado de la suma de
Minkowski entre dos poligoncs puede estar fuera del alcance visual de la herramienta, se proveela
opcion e dejar y/o acercar lavision c&l plano. Esta operacion denominada zoom esta disporible
en labarra de herramientas.

Es vaido adarar que durante la geaucion con demora es posible cambiar € tiempo e
demora, cambiar € porcentgje de zoom, mover los ges de mordenadas y otras opciones sn ningun
inconveniente.

Antes de iniciar € cdculo de la suma de Minkowski, es posible degir & agoritmo que se
deseausar en la resolucion &l problema. Para esta herramienta se implementaron da a goritmos
gue cdculan la suma de Minkowski de paligoncs cornvexos, € agoritmo que denominamos de
algoritmo de fuerza bruta, que tiene una complegiidad de geaucion ce orden cuadratico y el
algoritmo gue llamamos algoritmo mejorado, con una complegidad de geaucion ce orden lined.



La ideade implementar los dos algoritmos es que @ usuario pueda mwmparar la geaucion de
los algoritmos; esto se hace asi principalmente por 1os fines educativos que persigue la herramienta.
De estaforma, € usuario puede goreciar los distintos costos de geaucion gue tienen los a goritmos,
y observar con detenimiento como pa diversas estrategias, se ariba ala solucion de un problema.

Para llevar a cabo la implementad6n e los agoritmos que cdculan la Suma de Minkowski
usamos otros algoritmos propios de la Geometria Computacional.

En e agoritmo de fuerza bruta para @ calculo de la suma de Minkowski usamos € conacido
Scan de Graham, gque permite calcular € cierre onvexo de una nube de purtos con O(n log n)
[Gra72].

En € algoritmo mejorado, utsamos una variadon espeda del método cke rotacion de calibres
para calcular los purtos extremos de los paligoncs. [Tou83 .

Otro algoritmo auxiliar que utilizamos es € de trianguladén de padigonos, aplicado a los
paligonas no convexos. En este caso implementamos el algoritmo de Kong, que & una variadon
del agoritmo de “corte de orgjas’ [KETI(] .

3. Conclusionesy vision de futuro

Uno e nuestros objetivos a comenzar nuestro trabajo, fue introducirnos en el estudio e
investigadon de temas reladonados con la Geometria Computadonal y e desarrollo de una
herramienta, principalmente cn fines educativos que permitiera redizar la suma de Minkowski
entre distintos tipos de pdigoncs y que pudera utilizarse wmo herramienta de trabajo, de
simuladény de goyo en la ensefianza de |a Geometria Computadonal .

Entendemos que implementadones de este tipo e herramientas que permiten la gecucién e
distintos algoritmos que redizan la misma tarea, en forma pausada, continua o con demora, son
extremadamente Util es para mejorar € entendimiento de diversos algoritmos de asalquier tematica

Como acance y vision ce futuro, se espera que esta herramienta sea una dapa previa d
desarrollo de una herramienta mayor, la aa pueda redizar otro tipo de operaciones algebraicas
entre diferentes tipos de paigoncs. También se plantea & desarrollo de otras herramientas que
implementen sumas de Minkowski entre conjuntos de paligoncs y sumas de Minkowski en tres
dimensiones.

La herramienta se encontrard disporible en la siguiente direccion:

http://www.dma.fi.upm.es/docencialtrabaj osfindecarera/programas/geometriacomputad onal/

Para mayores datos o consultas, se puede @ntactar con los autores en las direcdones de
correo mencionadas en el encabezado.
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