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Preorderek, kvazirendezések, kongruenciak

Definicié
Egy X halmaz preorderjei a reflexiv és tranzitiv binér relaciok a halmazon.
Ezek a tartalmazésra nézve egy PreX-szel jel6lt halét alkotnak.

Definicié

| A\

Az A algebra kompatibilis preorderjeit kvazirendezéseknek nevezziik.
Ezek egy QuoA-val jeldlt halét alkotnak.

A szimmetrikus kvazirendezések a kongruenciak, melyek a ConA < QuoA
halét alkotjak.

Az A algebra egy rendezéshaldjanak nevezziik QuoA azon részhaldit,
melyek csak antiszimmetrikus kvazirendezéseket tartalmaznak.

A
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Egy példa: egy négyelem( félcsoport kvazirendezés-haléja

Tekintsiik a kovetkez8 miivelettablaval megadott S félcsoportot:

001 23

0/0 0 0 O

111 1 11

2/{0 1 2 2

3/01 2 3
Ennek baratsagos kongruenciahalgja van:
0123

0[1]23
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Egy példa: S egy maximalis rendezéshaléja
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Rendezéshalok véges algebran

Definicié

Egy halé egyesités szemidisztibutiv ha
avb=aVvVc —avb=aV(bAc)

teljesiil minden elemharmasara.
A halé metszet szemidisztributiv, ha a dualis feltétel teljesiil, és
szemidisztibutiv, ha mindkét feltétel teljesiil.

Theorem (Sivak, 1978)

Algoritmikusan eldénthet6, hogy egy véges halé beigyazhaté-e egy véges
algebrahoz tartozd rendezéshaléba.

\

Véges algebra barmely rendezéshaléja egyesités szemidisztributiv.
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Poset-ek szuborderhaldi

Viéges poset szuborderhaloja egyesités szemidisztributiv.

Tétel (Semenova, 2005)

Tegyiik fel, hogy L egy véges halé, ami bedgyazhaté egy végtelen lancot
nem tartalmazé poset szuborderhildjaba.
L ekkor bedgyazhato véges poset szuborderhaléjaba is.

Egy poset akkor és csak akkor nem tartalmaz végtelen lancot, ha teljesiti az
ACC és a DCC feltételeket, vagyis nincs benne sem végtelen felszalls, sem
végtelen leszallé lanc.
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DCC poset-ek szuborderhaléinak véges részhaldi

Definicié

Egy halé egy | eleme egyesités irreducibilis, ha nincsenek olyan h,h </
elemek, melyekre /1 V b = I. J(L) jeldli az L halé nemzéré egyesités
irreducibiliseinek halmazat.

Ha L véges, minden |/ € J(L)-re I* jeloli a legnagyobb /-nél kisebb elemet.

Definicié

| \

Véges L haléra Cy jeldli az L-beli egyesités irreducibilisekre vonatkozé
minimalis nemtrivialis fedéseket,vagyis a kdvetkezé halmazt:

(k... ) € JIO)F T <hV V-V,
/ﬁ(/])*\//z\/“-\//k, /ﬁ/1\/(/2)*\/---V/k,...,/$/1\//2\/-~-\/(/k)*}

v
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DCC poset-ek szuborderhaléinak véges részhaldi

Tétel (Gy.)

Egy véges L halo akkor és csak akkor agyazhato be egy DCC poset
szuborderhaléjaba, ha létezik egy s . CL — L szinezés, melyre:

@ barmely (/, hy..., /k) € CL esetén S(/, hy..., /k) S {/1, R /k},
@ s szimmetrikus az elsét leszamitva az dsszes valtozojaban,
@ a binér

TL = {(/, /,') : (/, /1,...,/k) € CL, S(/, /1,...,/k) 75 /,'}

UL :=Tr({(1,1): I € L}U
{(/, /,') : (/, hy..., /k) € Cy, S(/, h,..., /k) = /,'}),

relacickra U, o Ty kérmentes.
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Félhaldk kongruenciahaléirdl a kdvetkezék ismeretesek:

o (Freese, Nation, 1973) Semmilyen nemtrivialis haléazonossdgot nem
elégitenek ki mind.

o Metszet szemidisztibutivak.

o Kovetkezésképp, nem tartalmaznak Ms-mal izomorf részhalot.

Tétel (Gy., Mar6ti)

Viéges félhalok kvazirendezés-halsi altalaban nem metszet
szemidisztibutivak, viszont nem tartaznak Mz-mal izomorf félhalét.
Létezik végtelen félhals, melynek kvazirendezés-haléja tartalmaz Ms-mal
izomorf részhalot.
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Hogyan talaljunk M3-at QuoFSw-ban?

Van olyan rendezéshals, amely izomorf M3-mal:

L 4 4 71

2
-
2
w
2 2 2 2 2
w [ ) = w
——0——0———0——0— !
1242 12121212
N w S

2
N
2|
=
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Hogyan talaljunk M3-at QuoFSw-ban?

® 71, ¥y, 73 rendezések a C halmazon,

kvazirendezéseket generalnak FS(C)-n: ’y§0) (0), ( )

ezek paronkénti egyesitése megegyezik, paronkénti metszetuk nem:

elérhetd, hogy azok is megegyezzenek:

7 = v (Y AT, = U,

most 1, Y2, 73 egy homomorf képét generaljak Ms-nak,
bizonyithaté, hogy v1 # 7».

Gergd Gyenizse Univerzalis algebrak kvazirendezés-halsi 2018 marcius 13.



Szoros kapcsolatok ConA és QuoA kozott

Ha A kongruencia permutabilis (CP) varietasban van, akkor minden
kvazirendezése kongruencia.

Tétel (Czédli, Szabé, 1995)
Minden L haléra QuoL = (ConL)?.

Tétel (Gy., Mar6ti)

Ha V lokélisan véges kongruencia disztibutiv (CD) varietas, akkor minden
A € V-re QuoA disztributiv. Vagyis: QuoA € HSP(ConA).

Tétel (Gy., Maréti)

Ha V lokélisan véges kongruencia modularis (CM) varietas, akkor minden
A € V-re QuoA modularis. EbbSl nem kévetkezik, hogy
QuoA € HSP(ConA).
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Szoros kapcsolatok ConA és QuoA kozott

Gumm szerint CM=CP+CD.

Ha A véges algebra, és CM varietast general, akkor QuoA € HSP(ConA).

Kovetkezmény (Gy.)
Legyen P egy a modularitasnal er6sebb haléazonossag. Ha egy lokalisan
véges varietas kongruenciahaldi kielégitik P-t, akkor a kvazirendezés-haloi
is.

Probléma

Igaz marad az el6z& allitas akkor is, ha elhagyjuk a lokalis végességre tett
felvetést és/vagy megengedjiik azonossagok helyett a kvaziazonssagokat is?
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Minimalis halmazok és algebrak

Definicié
Legyen o < 3 ConA-ban. Egy U C A halmaz minimalis az («, §)-parra,
ha
@ van egy p egyvaltozés polinom, melyre p(A) = U, és p(5) € « (vagyis
p legalabb egy (-beli part nem visz a-ba),

@ U minimalis a fenti tulajdonsagra (tartalmazasra nézve)

Definicié

Legyen o < 8 ConA-ban. A minimalis az («, 5)-parra, ha A
(cr, B)-minimalis halmaz.

Allitas

Ha U egy (a, B)-minimalis halmaz a véges A-ban, és U egy U alaphalmazi
algebra, melynek polinomklénja megegyezik A polinomklénjaval U-ra
megszoritva, akkor U (a|y, B|y)-minimalis.

| A\
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Minimalis halmazok és algebrak

Ha A véges, és a < 3 ConA-ban, akkor U nem fiigg az U minimélis
halmaz vélasztasatol (a polinomklén izomortfidja erejéig).

Ha A véges, a < 8 ConA-ban, és U («, 3)-minimalis, akkor ConU
homomorf képe ConA-nak.

Mindezek trividlisan érvényesek maradnak, ha kvazirendezésekre cseréljitk a
kongruenciakat.
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Az A algebra minimalis, ha (0a, 1a)-minimalis, vagyis minden egyvaltozés
polinomja bijektiv vagy konstans.

Tétel (Palfy, 1984)

Ha A véges minimalis algera, akkor a polinomklonja

csak lényegében egyvaltozés miiveletet tartalmaz, VAGY
izomorf egy vektortér polinomklénjaval, VAGY
izomorf a kételemi Boole-algera polinomklénjaval, VAGY

izomorf a kételemii halé polinomklonjaval, VAGY

©000O0CO

izomorf a kételemii félhalé polinomklénjsval.
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Ha A véges, a < 8 ConA-ban, U («, 3)-minimélis, V' egy 3|y osztély
U-ban, de nem oy osztily, és V polinomklonja megegyezik U-éval
megszoritva V-re, akkor \/ /a|\y minimalis algebra, aminek a tipusa nem
fiigg V vaélasztasatdl.

Ha ¢ kvazirendezés,

@ d-nak nincs osztélya (bar 6 VV 6~ !-nek van)

@ d-val nem lehet faktorizalni (bar 6* := § A 5 1-gyel lehet)

@ 0 nincs 6V 6! és 6* altal meghatéarozva

@ mas médon lehet csak a fedd kvazirendezés-parokokat besorolni a
tipusokba
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Tipusok definicidja kvazirendezésekre[Gy.]

o Legyen A véges, o < 3 QuoA-ban, A (a, §)-minimalis,

o Tegyiik fel, hogy a* # B*. Ha [* fedi a*-ot a kongruenciahaléban,
akkor («, 3) 6rokolje (a*, 8*) tipusat. Ha nincs fedés, legyen («, f3)
tipusa 1.

@ A tovabbiakban a* = g*. Definidlom A -ot, A 5-val vett felfaltjat,
ami A3 azon (a, b, ¢) elemeibdl all, melyekre (a, b) és (b, c) 3-beli (ez
egy részalgebraja A3-nek).

e Minden 0 € QuoA-nak megfeleltetiink egy 04+ € ConA_-ot, amit gy
definidlok, mint a kévetkezé relacié tranzitiv lezartjat:

{((a,b,¢),(a,b',c)) € AL : (b,b) €U}

@ Bizonyithatd, hogy a4 és 5 kiilonb6z6 kongruencidk A -ban.
Nézziik meg, milyen (kongruencia) tipusok vannak [a, B4]-ban. Ha
van 4-es tipus, akkor az («, ) kvazirendezés parnak a tipusa is 4 lesz.
Ha nincs 4-es, de van 5-6s, akkor («, ) tipusa is 5. Minden mas
esetben («, /3) tipusa 1.
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Tulajdonsagok

Tétel (Gy.)
A fenti definicié a kbvetkez6 tulajdonsagokkal rendelkezik:

@ ha egy kongruencia par fedd a kvazirendezés-haléban, akkor a
kongruencia és a kvazirendezés tipusa megegyezik,

@ egy varietdasban ugyanazok a kongruencia és kvazirendezés parok
fordulnak el6 (ez algebrakra nem igaz)

@ prim perspektiv parok tipusa megegyezik (két fedé par prim
perspektiv, ha 22-tel izomorf részhalot generalnak),

@ a kvazirendezés-halok antiszimmetrikus részeiben csak 1-es, 4-es, és
5-6s tipus fordulhat el6.
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Tipusok és tiltott részhaldk

Tétel (Gy.)

Ha A véges algera, és az altala generalt varietasban nincsen 1-es tipus,
akkor QuoA nem tartalmaz nemmodularis egyszerii részhalot.

Tétel (Gy.)

Ha A véges algera, és az altala generalt varietasban nincsen 1-es és 2-es
tipus, akkor QuoA nem tartalmaz nemdisztributiv egyszerii részhalot.

Ha A véges algera, és az altala generalt varietasban nincsen 1-es, 2-es, és
5-6s tipus, akkor QuoA egyesités szemidisztributiv.
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Koszonom a figyelmet!
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