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Resumen

El objetivo de esta propuesta es mostrar un trabgjo de investigacion, en e gue presentamos los
aspectos tedricos y précticos relevantes para las blsguedas por rangos y separabilidad de objetos
geométricos. Nuestra pretension es poder articular ambas teméticas, proponiendo nuevas formas de
blsquedas en € espacio, a través de particionamientos obtenidos por la aplicacion de criterios de
separabilidad.

Palabr as Claves: Busguedas por rangos, Separabilidad geométrica, Rangos simpliciales.

1. Introduccién

La Geometria Computacional es una disciplina que brinda un marco tedrico y formal para €l
disefio de estructuras y andlisis de agoritmos requeridos para dar soluciones a problemas de tipo
geométrico que surgen en las mas diversas areas de la Informatica. [Abe00Q], [BKOS97], [BY 98],
[GO97], [SUO0], [Tou85], [Tou92].

Nuestraintroduccion a estudio de la disciplina se basa en un problema que se presenta a menudo
en bases de datos: es el estudio de los rangos y las consultas por rangos, denominado Bulsgueda por
Rangos. Esta tematica vista desde una perspectiva geométrica, nos abre una puerta a una linea de
investigacion vigente y con resultados recientes en Geometriaz la Separabilidad de objetos
geométricos [Seal2]. Los criterios de separabilidad tienen aplicaciones interesantes, como por
gemplo el andlisis de iméagenes, clasificacion de datos, entre otros. Siempre que sea hecesario
discriminar objetos en un espacio de trabajo, por agun atributo del mismo, los criterios de
separabilidad juegan un papel importante.

Nuestra propuesta consiste en vincular las Busguedas por rangos con la Separabilidad
geométrica, por medio de cufias, bandas y combinaciones de ellas. Las regiones se determinan en
base a atributos propios de los objetos geométricos y de su ubicacion en e espacio. Buscamos
generar subregiones del espacio que se distingan por las propias caracteristicas de sus individuos.
L as consultas, basicamente, se reducen a casos particulares de | as blsquedas por rangos.

En e presente trabajo, primeramente, introducimos las Busquedas por rangos, luego las nociones
de Separabilidad y la vinculacion propuesta entre ambas tematicas. Por Ultimo, brindamos nuestras
conclusiones y perspectivas de trabajos futuros.

2. Busguedas por Rangos

La Busqueda por rangos es uno de los problemas centrales en Geometria Computacional, tanto
por la variedad de aplicaciones que posee, como por la gran cantidad de problemas geométricos
pueden resolverse observandolos como problemas rel acionados a las busguedas por rango [AE98],
[Aga97],[Mat94].
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Un Espacio de Rangos es un sistema Q =(U,F), donde U es un conjunto de objetos geométricos

y F es una familia de subconjuntos de U. Los elementos de F son Ilamados Rangos de Q. El
sistema Q esllamado Espacio de Rango Finito s el conjunto U esfinito.

Algunos gjemplos de espacios de rangos general es son:
Q:=(R% { W hesun semiespacioenR'}), Q.= (R, { W hesunabolaen R"})

Un problema de busgueda por rangos puede expresarse del siguiente modo: Dados un espacio de
rangosQ = (U,F), S un subconjunto de objetos de U y R un rango de F, consultar los objetos

geométricosque estn en Sn R. En este caso, a R selo Ilamarango de consulta (query range).

La Busqueda por rangos, se clasifican en cuatro tipos de busgueda por rangos:. Ortogonales
(BRO), SemiAlgebraicos (BRSa), SemiEspaciales (BRS) y Smpliciales (BRX). En cuanto a las
consultas, dado un rango de consulta puede interesarnos efectuar alguna de las siguientes clases
sobre é: Consultas de Recuento (range counting), Consultas de Reporte (range reporting),
Consultas Booleanas (range emptiness) y Consultas Extremales. Como es tipico en Geometria
Computacional, usamos el modelo de computacion Real RAM  (Real Random Access Machine). La
mayoria de las estructuras de datos para blsquedas o consultas por rango, son construidas en forma
recursiva, dividiendo el espacio de objetos geométricos en varias regiones, con propiedades
geométricas deseables sobre ellas. Estas estructuras de datos son referidas como esguemas de
descomposicion jerarquicos.

Las busquedas por rangos simpliciales son de nuestro interés. Las consultas en este contexto son
consultas en poligonos; es decir, los rangos son poligonos. Todo poligono puede descomponerse en
piezas més pequefias, realizando una triangulacion del mismo. De esta forma, la consulta en €
poligono se transforma en consultas sobre triangulos de la triangulacion. El resultado de la consulta
es la union de las respuestas de cada tridngulo. Este concepto puede extenderse a espacio d-
dimensional, donde tenemos simplices. Un simplice es e cierre convexo de d+1 puntos
independientes [HW87], [Mat92a], [Mat92c], [Sar98], [Wel88], [Wil82].

Dado que e tamafio y e tiempo de consulta de cualquier estructura de datos tiene al menos
complgjidad lineal y logaritmica respectivamente, nosotros consideramos estos extremos: i) ¢Cuan
rapido puede ser contestada una consulta de rango simplicial usando estructura de datos de tamafio
lineal ?ii) ¢Qué espacio se requiere para una estructura de datos que conteste una consulta en tiempo
logaritmico?. La combinacion de estos dos extremos nos lleva a una competencia espaci o-tiempo.

La mayoria de las estructuras de datos de tamafio orden lineal para BRSx, se basan en los
Arboles de Particion (Partition Trees). Dados n puntos en e plano, dividimos € plano en varias
regiones, de modo que todas las regiones contengan una cantidad semejante de puntos y que
cualquier recta dada corte una o varias de las regiones. La eficiencia del arbol de particion se
determinapor el esquemade particion utilizado [Wil82].

Podemos mejorar |os tiempos de consulta cambiando de O(Jﬁ )a O(logn). Laidea subyacente es

la misma que en los arboles de particion con particiones simpliciales diguntas, solo que nos
trasladamos al espacio dual.

3. Separ abilidad geométrica

Los trabajos de separabilidad estdn orientados a dos 0 més conjuntos disuntos de objetos
geométricos, basicamente para puntos, bajo diversos criterios de separabilidad (bandas, cufias,
sectores, etc.). Los principales resultados se deben a Seara [Sea02], y los resultados de su tesis
doctoral fueron publicados previamente [AHMS01] [DHMS01] [HNRSO01] [AHMS00] [HMRS99]
[HNRS98], por mencionar solo algunas referencias.



Se dan dos conjuntos disjuntos P y Q de objetos en € plano, clasificados como dos clases de
objetos: rojos y azules, respectivamente. Eventualmente, |0s objetos pueden ser: puntos, segmentos,
poligonos o circulos. En € caso de los poligonos, Ny M representan el nimero total de segmentos
de los poligonos de P y de Q. En otro caso, N y M representan la cardinalidad de P y Q,
respectivamente. En cualquierade los casos, nes el maximo de Ny M.

Dada una familia C de curvas en e plano, decimos que los conjuntos Py Q son C-separables s
existe unacurva & HC , llamada separador, tal que cada componente conectada de R*-C, contiene
solamente objetos, o bien de P, o bien de Q. Atendiendo ala familia C, se tienen diferentes tipos de
separabilidad:

Si C eslafamiliade rectas en el plano, tenemos la separabilidad lineal. Dos conjuntos P y Q son
linealmente separables si y sOl0 Si SUS cierres convexos No se intersecan.

Dos conjuntos diguntos P y Q de objetos en el plano son separables por una cufia si existe una
cufia que contiene solamente todos |os objetos de uno de los conjuntos. Aqui se estudia el problema
de decidir la separabilidad por cufas calculando la ubicacion de los posibles apices (vértices) de
cufias, como una extension al problema, se estudia hallar la cuiia de angulo minimo (méaximo).

Dos conjuntos disuntos P y Q de objetos en el plano son separables por banda s existe una
banda, determinada por dos rectas paralelas, que contiene solamente todos |os objetos de uno de los
conjuntos. Aqui se estudia e problema de decidir la separabilidad por bandas calculando €l
conjunto de intervalos de pendientes de bandas separadoras; como una extension a problema, se
estudia hallar labanda minima (maxima).

Separabilidad lineal Separabilidad por Cufia Separabilidad por Banda

La separabilidad de conjuntos de objetos geométricos estd demostrada para separar dos
conjuntos de puntos, segmentos, poligonos o circulos en e plano con cufias y bandas, pudiendo
encontrarse cufias de maximo (minimo) angulo y bandas de méaximo (minimo) ancho. Los
algoritmos para resolver los problemas de decision y optimizacion propuestos anteriormente se
gjecutan en O(n log n) tiempo; salvo en & caso de la separacion lineal, que toma O(n) tiempo.

Finalmente, algunos de los resultados expuestos pueden ser extendidos en e plano a uso de
otros objetos geomeétricos que no sean puntos (segmento, circulos, etc.), y a espacio tridimensional
[HSSO03] en donde sdlo existen algunos algoritmos para resolver algunos de los problemas vistos.
En este marco, también queda abierto el estudio sobre nuevos criterios de separabilidad; es decir, no
solo usar planos 0 semiplanos, sino otros objetos como pirdmides dobles (bipirdmides), cilindros,
conicas, conicas dobles, etc.

4. Separabilidad Geométrica aplica Busquedas por Rangos

En esta seccion queremos unificar las nociones de Busguedas por rangos con las de
Separabilidad geométrica. Nos interesan particularmente las descripciones de las curvas que
determinan las regiones que contienen tales conjuntos disjuntos, dado que ellas constituyen los
separadores geométricos. Con esta informacion podemos obtener un esquema de particion, en cuyo
caso estamos en condiciones de crear una estructura de datos apropiada para acceder a los puntos.
En la siguiente figura, podemos visualizar estas ideas:



Rango de consulta G

Nube de puntos S

Nube de puntos, dividida en regiones Regiones seleccionadas
por alguna caracteristica de los mismos parala blisqueda

Con respecto a las consultas, podemos redlizar la blsqueda por las caracteristicas dadas de los
puntos, o bien, por rangos. En e primer caso, por gemplo, podemos solicitar las regiones
correspondientes alos puntos rojos, pudiendo obtener como respuesta una o varias regiones. O bien,
consultar cudles son los diferentes colores existentes. También, podemos utilizar un rango de
consulta, que puede abarcar parte de una regién o varias regiones. Por gemplo, un rango de
consulta dado por un semiplano H, definido por una recta h, puede corresponderse con partes de
regiones, con regiones completas, y posiblemente (es deseable), dejar excluidas regiones integras.

Los criterios de separabilidad utilizados para obtener |as regiones poligonales pueden ser: linedl,
por cufias, por bandas, por doble cufia, etc. Es posible utilizar herramientas inteligentes® que nos
brinden informacion acerca de cud criterio de separabilidad es €l més apropiado.

Es interesante y deseable pensar que las nubes de puntos acepten criterios de separabilidad
acotados a complegjidades bajas, aunque no es relevante, porque la principal presuncién que
podemos hacer es que la estructura se genera una Unica vez. Como hemos visto, puede ser
prioritario crear estructuras con bagjo costo de almacenamiento o bien crear estructuras que
privilegien los tiempos de respuestas. Por asumir, justamente, que la estructura se crea una vez y
gue es estética, es que los costos de construccion son amortizados en base a criterio de ahorro
elegido. Ademas, €l objetivo principa es realizar muchas consultas por diferentes regiones sobre la
misma nube de puntos.

5. Conclusionesy vision de futuro

El grupo de trabgjo en la UNSL, conjuntamente con docentes de la UPM, han dado inicio en
el presente afio a un proyecto de investigacion, Proyecto de la UPM de AL2002-1010-2.43 y
AL2003-1010-2.55 Geometria Computacional, cuyo objetivo principal es la consolidacion de la
linea de trabgjo en Geometria Computacional en la UNSL, aportando nuevos enfoques y técnicas
algoritmicas alas lineas de investigacion ya establecidas en su Departamento de Informética dentro
de LIDIC (Laboratorio de Investigacion y Desarrollo en Inteligencia Computacional). Esto
congtituye una ocasion inmejorable para impulsar investigadores en periodo de formacion, la
realizacion de tesis doctoraes y de maestria en el campo de estudio.
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