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RESUMEN

Con esta investigacidon buscamos analizar cdmo estudiantes entre 9 y 12 afios abordan el proceso de generalizacion a
partir del estudio de patrones en diferentes representaciones. Para este trabajo hemos implementado las fases del
proceso de generalizacion propuestas por el grupo Azarquiel (1993): Ver, Describir y Escribir. Los resultados
muestran que después de un proceso de instruccién, los estudiantes identifican algunos patrones en secuencias
numéricas y geométricas, ayudandose de estrategias que les permiten identificar el patrén, las mas usadas fueron:
Comparar, Representar e Invertir; sin embargo, logramos evidenciar que los estudiantes tienen grandes dificultades
para pasar de una fase a otra; les resulta complejo llegar a una generalizacidn ya sea de manera verbal o mediante

una expresion general.

ABSTRACT

With this research we want to analyze how students between 9 and 12 years tackle the process of generalization
from the study of situations on patterns in different representations. For this work we have implemented the phases
of generalization proposed by the group Azarquiel (1993): View, describe and Write. The results show that after a
training process, students identify some patterns in numerical and geometric sequences, helping strategies that
allow them to identify the pattern, the most used were: Compare, Representing and Investing; however, have great
difficulty in moving from one phase to another; find it challenging to reach a generalization either verbally or by a
general expression.
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B Introduccidn

El estudio del algebra escolar se ha asociado tradicionalmente al trabajo con “letras”, expresiones
algebraicas y en general con la manipulacion de simbolos. Sin embargo se ha mostrado en Matematica
Educativa que la introduccién de los procesos que caracterizan el desarrollo del pensamiento algebraico,
deben ser potenciados desde los primeros anos escolares y que éstos no se asocian directamente con el
trabajo de expresiones algebraicas. Al respecto Lannin (2005) muestra que documentos como el del
Consejo Nacional de Australia (1994), el Consejo Nacional de Maestros de Matemadticas (2000) de
Estados Unidos, y el Departamento de Educacion y Habilidades de Gran Bretafia (2001), recomienda el
desarrollo de tareas en donde los estudiantes trabajen sobre la generalizacién de patrones. Dado que el
estudio de lo que permanece y lo que varia en este tipo de situaciones puede motivar el desarrollo de
estrategias que desencadenen el proceso de generalizacidon desde edades tempranas. Diferentes autores
muestran la importancia de este proceso en la construccidon de las matematicas (Deyfrus, 1991; Sessa,
2005)

Siguiendo esta linea de investigacion buscamos analizar el desarrollo del razonamiento algebraico,
centrandonos en el proceso de generalizacion a través del estudio de secuencias numéricas y
geométricas, a partir de las siguientes preguntas:

¢Qué fases del proceso de generalizacion (ver, describir y escribir) desarrollan los estudiantes entre 9y
12 anos al abordar el estudio de patrones numeéricos y geométricos?

¢Cuales son las estrategias que pueden asociarse a cada fase?

Como analizaremos con detalle en la siguiente seccidn, el Grupo Azarquiel (1993) propone tres fases que
caracterizan el proceso de generalizacién; estas fases se asocian con otras planteadas desde otras
perspectivas tedricas. Por ejemplo Kaput (1999) hace referencia a las actividades que pueden
desarrollarse en el proceso de generalizacidon; Radford (2010) hace una distincidon entre generalizacion
algebraica y aritmética; Cafiadas, Castro y Castro (2012) identificaron cuatro formas de expresar la
generalizacion: aritmética, grafica, verbal y algebraica.

Un referente importante en nuestra investigacion es el planteamiento propuesto por los Principios y
Estandares para la Educacion Matematica del National Council of Teachers of Mathematics (NCTM por
sus siglas en inglés, 2000). Tal como alli se plantea, consideramos que el desarrollo del pensamiento
algebraico debe iniciarse desde la etapa preescolar, puesto que ayuda a los estudiantes a “construir una
base sdlida de experiencia y aprendizaje como preparacién para un trabajo mas sofisticado en Algebra
para los grados medio y superior” (NCTM, 2000, p.37). Por tanto el Algebra requiere una introduccién
temprana, donde se incentive en los estudiantes el desarrollo de las habilidades propias del
razonamiento algebraico. Por otra parte, los lineamientos curriculares del Ministerio de Educacion
Nacional en Colombia para matematicas, también se refieren a la importancia de incluir el Algebra en el
curriculo de educacion primaria, esto debido a la disposicién de los estudiantes en sus primeros niveles
educativos para afrontar nuevos retos; este documento plantea que:

276



2 ACT& Laﬁnﬂamﬂficana de SECCION 1 o ANALISIS DEL DISCURSO MATEMATICO ESCOLAR

Matematica Educativa

Otra herramienta necesaria para iniciar el estudio de la variacién desde la primaria la constituye el estudio
de los patrones. Estos incluyen escenarios en la vida practica como fotografias y representaciones pictdricas
e iconicas. En las matemadticas los escenarios geométricos o numeéricos también deben ser utilizados para

reconocer y describir regularidades o patrones presentes en las transformaciones. (p.50)

Por tanto, consideramos pertinente realizar esta investigacion con un grupo de 79 estudiantes sin
experiencia en la identificacién de patrones, mediante una secuencia de tipo numérico o geométrico;
con el fin de observar qué parte del proceso de generalizacion logran desarrollar.

En este documento mostramos los resultados obtenidos a partir de una serie de actividades
desarrolladas en el aula. Estas actividades buscan identificar las estrategias usadas por los estudiantes
para desarrollar el proceso de generalizacion. A continuacion mostraremos parte de los elementos
tedricos que fundamentan esta investigacién, algunos de los resultados obtenidos y el respectivo analisis
de algunos casos, asociados a las fases de generalizacion y a las principales estrategias que surgen a
partir de su aplicacién.

B El razonamiento algebraico y el proceso de generalizacidn

El razonamiento algebraico y el proceso de generalizacién son aspectos que se complementan; segln
Godino y Font (2003) “el razonamiento algebraico implica representar, generalizar y formalizar patrones
y regularidades en cualquier aspecto de las matematicas” (p.8). Coincidimos con la anterior definicién,
debido a la importancia de iniciar un trabajo temprano con patrones numéricos y geométricos, que
promueva en los estudiantes el desarrollo de habilidades propias del razonamiento algebraico, tales
como generalizar, justificar y formalizar.Por otra parte, Castro y Godino (2011), consideran el
razonamiento algebraico elemental como “...el sistema de practicas operativas y discursivas puestas en
juego en la resolucion de tareas abordables en la educacién primaria en las cuales intervienen objetos y
procesos algebraicos (simbolizacidn, relacién, variables, incdgnitas, ecuaciones, patrones, generalizacion,
modelacién, etc.)” (p.94).

Estas concepciones fueron tomadas debido a que nuestro interés se centra en estudiar la capacidad de
los estudiantes de bdsica primaria para enfrentar actividades que requieran implementar procesos
propios del razonamiento algebraico elemental.

B Fases del proceso de generalizacidn.

Azarquiel (1993) propone tres fases en el proceso de generalizacién:
Ver: trata de distinguir entre lo que es propio de cada situacién, de cada ejemplo, y lo que es comun a todos
ellos; lo que no varia. Se trata de encontrar lo que se mantiene en cada caso, los factores clave, y conseguir,
mediante una combinacién adecuada, una regla, una expresiéon que resumira todas las situaciones, que

permita <<contar en general>> sin referencia a los casos concretos. (Azarquiel, 1993, p.31)

Describir: Esta descripcidén en el lenguaje natural es un paso que se da habitualmente al generalizar, y que
permite posteriormente expresar por escrito, con precisién, la propiedad general que se ha obtenido. Con la
expresion oral se trata de comunicar lo que se ha visto, la regularidad, el modelo detectado. (Azarquiel,
1993, p.37)
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Escribir: La expresion escrita, el registro de las palabras y de las ideas, es una fase avanzada del proceso de
generalizacién, y de todas las formas de expresar una regla por escrito, la simbdlica suele ser la mas dificil.
Por ello esta es la Ultima fase, tanto en el proceso que lleva a generalizar como en su aprendizaje. (Azarquiel,
1993, p.39)

Estas fases dan cuenta del camino que un estudiante sigue para construir una “expresién” (verbal,
gestual o simbdlica) de una situacién. Asociadas al proceso de generalizacion Lannin (2005) plantea cinco
estrategias, estas son: estrategias de conteo no explicitas, estrategias recursivas, estrategias explicitas
objeto-todo, estrategias relacionadas con la suposicién y el control y estrategias contextuales. Estas
estrategias las hemos asociado a las Fases propuestas por Azarquiel para determinar el trabajo de los
estudiantes. Aunque las estrategias “...No son actividades exclusivas de las matematicas, sin embargo, si
son procesos relevantes en el hacer matematico” (Sanchez, Garcia y Mora, 2011, p.2); por tanto si es
importante identificar qué tipo de estrategias se asocian a cada fase y cdmo una u otra puede generar el
desarrollo de una Fase del proceso a otra superior.

B Elementos del método

Para esta investigacion trabajamos con un grupo regular de estudiantes de basica primaria con edades
entre 9 y 12 afios. Implementamos una serie de actividades (Prueba diagndstica, talleres y entrevista;
con sus respectivos analisis A priori y A posteriori), donde consideramos las fases del proceso de
generalizaciéon asi como las estrategias que los estudiantes emplean en cada fase. A continuacién
describimos las Etapas en que se desarrolld el trabajo.

Etapa I. Prueba diagndstica: el objetivo principal de esta etapa es hacer un acercamiento inicial a un
grupo regular de estudiantes con el fin de identificar sus fortalezas y debilidades, al estudiar secuencias
numéricas y geométricas.

Etapa Il. Disefio e Intervencion: con base en los resultados obtenidos en la etapa anterior, disefiamos
cinco talleres en donde buscamos potenciar la comprensién de los estudiantes sobre el andlisis de
secuencias geométricas, numéricas y verbales que dieran lugar al proceso de generalizacién. El analisis a
priori hace alusién a las estrategias que pueden caracterizar cada fase del proceso. El desarrollo de esta
etapa estuvo ademads guiado por el trabajo en el aula durante doce semanas.

Etapa lll. Entrevista:con la entrevista buscamos determinar de manera mas especifica las fases del
proceso de generalizacion, asi como el paso de una a otra. Para esto entrevistamos a cinco estudiantes
escogidos por su buen desempefio en las etapas anteriores. Cada entrevista fue videograbada y
transcrita para un mejor andlisis de las producciones.

Las conclusiones que mostraremos en la seccidn final de este escrito, contemplan todos los elementos
identificados y analizados en cada una de las etapas que guiaron la investigacion. A continuacion
presentamos parte del analisis de dichas producciones haciendo énfasis en la identificacion de las
estrategias y como ellas pueden asociarse a cada fase del proceso de generalizacion.
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B Andlisis de datos: Evidencias de las fases del proceso de generalizacion e identificacidn
de estrategias

Los resultados muestran que después de un proceso de instruccién, los estudiantes logran identificar
algunos patrones en secuencias numéricas y geométricas, ayudandose de estrategias que les permiten
percibir de manera mas clara el patrén. Sin embargo, existen grandes dificultades con el paso de una
fase a otra, especialmente el transito de Describir a Escribir; a los estudiantes les resulta complejo llegar
a una generalizacién de lo que logran observar (lo que varia y lo que mantiene constante) ya sea de
manera verbal o mediante una expresidn general (Corredor y Pineda, 2014).

A continuacién, mostraremos las estrategias mas usadas por los estudiantes donde también se
identifican las fases de generalizacion que logran desarrollar, teniendo las estrategias como facilitadoras
de este proceso.

La primera fase de generalizacidn es una de las mas féciles de desarrollar por los estudiantes, pues les
resulta sencillo identificar las variaciones o similitudes que identifican una secuencia de una iteracion a
otra.En la primer situacion (figura 1) estudiante compara cuando analiza las similitudes y diferencias de
una iteracién a otra, para encontrar con mas detalle el cambio ocurrido en cada posicion. Mediante esta
estrategia, los estudiantes visualizan el patron que describe cada secuencia.

I Figura 1. Situacidn planteada en un taller.

Situacion 1.

Consideremos la siguiente secuencia

N\

1 2

a. Cudl seria la siguiente figura?
b. (Cuantos tridngulos rendra la figura en la décima posicion?

Esta estrategia fue comun en el trabajo de los cinco estudiantes, por ejemplo Andy al considerar la
pregunta b, propone lo siguiente:

Andy: La siguiente figura seria un rombo, luego viene un cuadrado, y luego otro rombo;

después otro cuadrado, y otro rombo; yo lo descubri, siguiendo la secuencia, de un rombo y
un cuadrado, asi sucesivamente.
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[Dibujo realizado por Andy para dar solucidn al problema]

La segunda fase del proceso de generalizacién conlleva un mayor esfuerzo, debido a que en este
momento los estudiantes debe expresar los elementos identificados en la fase anterior. El estudiante
representa cuando muestra mediante palabras, nimeros o figuras, lo observado en una secuencia, es
decir, identifica lo que varia y lo que permanece constante.

I Figura 2. Situacidn planteada en la entrevista.

Situacion 2.
Observemos la siguiente secuencia:

1 e e o o 0

1 2 3

a) Dabua las siguientes dos figuras

b) Cuantos cuadrados hay en la figura de la posicion siete?
<) (Cuantos cuadrados hay en la figura de Ia posicion cien?
d) Cuantos cuadrados hay en la figura de la posicion n?

Por ejemplo Mary, al abordar la situacién (ver figura 2), plantea la siguiente representacion verbal y
grafica, para hallar la cantidad de cuadrados en la posicion cien:

Mary: Cien mas cien, da doscientos; entonces, son doscientos cuatro cuadrados. Porque cien abajo
mas cien arriba y los dos que se encuentran a cada lado. [Mary indica la figura]

) te0

h———"*

[Dibujo realizado por Mary para dar solucién al problema]
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Por su parte Erick hace una representacién verbal del patron que identifica en la secuencia: “que
coloreados en la figura hay 100 y 2 al lado 102, y tanto arriba como abajo son iguales y se suma y dan
204" .

La tercera y ultima fase es quiza la mas compleja de lograr, pues el estudiante en este momento debe
llegar a una abstraccion de las dos anteriores fases y representarla mediante una expresion que lo
generalice. El estudiante invierte al hallar la relacidon entre la posicién y la cantidad de elementos que
componen la secuencia.

I Figura 3. Situacién planteada en la entrevista.

Situacion 3.

Observa la siguiente secuencia de figuras:

5 (i1

B =
JCT =

i
L[]
[l

ad

oCudles serian las dos siguientes figuras de la secuencia?
b. Cuantos cuadrados tendra la figura de ia posicion 10?
JQué posicion rendra la figura que tene 82 cuadrados?
Representa esta secuencia mediante una. expresion

a0

Emily intenta hacer una representacién general del anterior ejercicio, mediante la siguiente expresion.

XEXPXEY T e £XBHT

[Dibujo realizado por Emily para dar solucion al problema]

Por su parte Mary realiza el siguiente esquema del mismo ejercicio, e intenta abstraer esa informacién
mediante una expresion.

0

0
0 - Nx5=M+4
H D

[Proceso realizado por Mary para dar solucion al problema]

En este caso se evidencia el paso que Emily intenta dar de Describir a Escribir para llegar a una expresién
que le represente el patréon que logra evidenciar.
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B Comentarios finales

Esta experiencia nos permitié evidenciar que el uso de estrategias potencia el desarrollo del proceso de
generalizacidon, pues los resultados obtenidos dejan ver que a medida que se implementan, surge de
manera, casi natural la descripcidon de la secuencia. Por tanto, hacer una introduccion temprana del
algebra en el curriculo escolar, resulta fundamental para potenciar en los estudiantes el desarrollo del
pensamiento algebraico.

Con este trabajo buscamos que los resultados obtenidos por los estudiantes durante la investigacion,
sirvan de guia a los profesores para entender cdmo afrontan los estudiantes este tipo de situaciones, y a
su vez, estos resultados puedan propiciar en los profesores estrategias con las cuales puedan motivar en
los estudiantes el razonamiento algebraico.
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