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Las ciencias basicas como eje articulador del conocimiento

Resumen

En sus origenes, el calculo era una ciencia encargada de resolver problemas y dio
solucién a necesidades muy concretas. Posterior a esto se formalizaron estos conceptos
y el analisis matematico permitié tener unas reglas claras y precisas que justifican la
existencia de cada uno de los temas basicos del calculo. Sin lugar a duda, algunos
de sus conceptos son mecanicamente aplicados por nuestros estudiantes, son reglas
que dan una manera mas de operar, es muy poco el conocimiento de la sustentacion
formal de cada concepto. Gracias a programas de libre uso como geogebra, graph,
y muchos mas es posible mostrar conceptos como limites que hacen uso de la
definicion épsilon-delta, continuidad, derivada, integral de Riemann. Pretendemos
mostrar y animar algunos de los conceptos mas fundamentales del calculo y que esto
sea una nueva manera de presentarlos, creemos que el calculo debe avanzar y las
herramientas informaticas, ayudadas de las Tic, permitan al docente generar su propio
conocimiento. El verdadero salto y revolucion debe plantearse en el aula de clase y las
ayudas brindadas por la tecnologia deben hacer posible el mejor entendimiento del
calculo.

Palabras clave
Calculo, Analisis, Integral, Derivada, Geogebra, Didactica.

Abstract

in its origins calculus was a science used to solve problems, and gave solution to very
concrete needs. Later, this these concepts were formalized and the mathematical
analysis allowed to have a few clear and precise rules that justify the existence of
each one of the basic topics of the calculus. Nowadays, some of these concepts
are mechanically applied by our students, are rules that give a way of operating, it
is very reduced the knowledge about the formal sustentation for every concept.
Thanks to programs of free use as geogebra, graph, and others, it is possible to
show concepts, as limits, that use the definition épsilon-delta, continuity, derivative,
integral of Riemann. We try to show and encourage some of the most fundamental
concepts of calculus and this should be a new way of presenting them, we think
that calculation must advance and the IT tools as well as the ICT, allow to the
teacher to generate his own knowledge. The real jump and revolution must be
generated in the classroom, and the help obtained through technology, must make
it easier a better comprehension of calculus.

Key words
Calculus, Analysis, Integral, Derivative, Geogebra, Didactics.
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I. INTRODUCCION

El calculo, pensado como herramienta de trabajo, ayuda a presentar y formalizar
conceptos que han perdurado por muchos afios. Pretendemos a través del uso de
herramientas computacionales, ilustrar los conceptos mas usuales del calculo, ya
que estos generan en el estudiante temores y no son claramente aplicados por ellos,
cuando integran los conceptos teoéricos con la practica.

El concepto de limite es el primero que ilustramos con algunos ejemplos practicos,
a partir del cual elaboramos la definicién de continuidad y luego pasamos a un
eje crucial que es la derivada. Finalmente, la integral que es el proceso contrario a
derivar.

En los cursos basicos de ingenieria esta manera de trabajar permite mejorar las
destrezas y fortalece futuros desarrollos conceptuales.

El uso de ayudas computacionales permite reorientar el contenido y asi, le brinda
al estudiante y al docente la posibilidad de explorar conceptos formales con ayuda
de estos mediadores. La gran mayoria de conceptos del analisis real pueden ser
abordados gracias a las ayudas brindadas por estas herramientas. El programa
Geogebra brinda la versatilidad de operar y explorar muchos conceptos que
anteriormente eran solo teoricos y aparecian en los libros de texto como teotfa,
acompafiados de algtin ejemplo poco claro.

II. LIMITES

A. Definicion de limite

Una funcion {(x) se dice que tiene limite L en ¢, si f(x) se acerca tanto como queramos
a L, cuando x esta cerca de c. En otras palabras si para todo € > 0 existe un § > 0, tales
que |x —c| < § implica que [f(x) —L| < e. Esta definicion es del matematico Luis
Cauchy. Ver [2], [3], [9] v [10].

B. Ejemplo

Tomemos la funcién f(x) =y = 2x

Y mostremos que el limite de f(x) es 6 cuando x esta cerca de ¢=3.

Por tanto |2x — 6| < ¢, es equivalente a 2|x — 3| < ¢, es como llegamos a |x — 3| < E,
tomemos a § = g
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De esto podemos afirmar lim,_3 2x = 6, lo cual es equivalente a Ve > 0,3 8(¢) > 0
tales que |x — 3| < g implica que [2x — 6] < €.

Siporejemplotomamosae = 0.5,losintervalosseran (3 — 0.25,3 + 0.25) = (2.75, 3.25)
y (6 0.5, 6 +0.5) = (5.5, 6.5). El la Fig. 1. se observa una interpretacion de lo

dicho anteriormente.

Fig. 1. Aproximacion al concepto de limite
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III. DERIVADA
A. Definicion de derivada

Para una funcion f(x) en un intervalo I, la derivada existe si el siguiente limite existe

- flx+h) - f)
m-—-

h—0 h
B. Ejemplo

Halle 1a derivada de y = sen(x)
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sen(x + h) + sen(x)

f () =lim
- sen(x)cos(h) + sen(h) cos(x) — sen(x)
h-0 h

sen(x) cos(h) — sen(x) + lim sen(h) cos(x)
1

= Jim h ) h
_cos(th) —1 _ sen(h)
= sen(x)lim ———— + cos(x) lim
h—0 h h-0
= sen(x)(0) + cos(x) (1)
= cos(x)

Por tanto la derivada del seno es coseno. Lo cual se aprecia en la Fig. 2.

Fig. 2. Con el uso de geogebra se ve que la derivada de seno es coseno.
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.
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C. Reglas de derivaciin

Tabla 1. Reglas de derivacion

Funcion Derivada
y=k 0
y =x" nx" 1
y = sen(x) cos(x)
y = cos(x) —sen(x)
y = tan(x) sec?(x)
y — ex ex
y =In(x) 1
X
fG) + 9(x) f'x) +9'(x)
y =Kf(x) kf'(x)
y=fx)gk) f)g (x) + g()f'(x)
@ 90f ) — F()g ™)
e [gGT?

Si desea ver la justificacion de estas reglas y sus aplicaciones remitirse a [7], [8], [9]

y [10].
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Fig. 4. Una parabola y su derivada

En la anterior figura observamos la relacion que existe entre una funciéon cuadratica
y su derivada que es lineal.

IV. CONTINUIDAD
A. Definicion de continuidad

Sea f(x) una funcién real, diremos que es continua en un intervalo I = [a,b], si
intuitivamente, se puede graficar empezando en a y terminando en b, sin levantar
el lapiz.

Matematicamente, la continuidad en un punto x = ¢ se define:

1.1im, .+ f(x) =lim,_.- f(x)

2. f(c) existe

3. 1m0 f(x) = f(c)

Por tanto, es continua en el intervalo si lo es en cada punto.
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Fig. 5. Funcion continua en x=2.
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B. Ejemplos

v

Para la funcién de la Fig, 5. Se tiene
i lim,_,+ f(x) = 3 =lim,_,- f(x)
Lo cual implica que la funcién es continua en x = 2 por aplicacion de la definicion.

lim,, f(x) = f(2) =3

i f(2) =3
Las funciones mostradas en las figuras siguientes son discontinuas.

1il.
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Fig. 5. Discontinuidad de salto
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Fig. 6. Funcion discontinua en un punto
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Fig. 7. Funcion con una asintota vertical, discontinuidad infinita.
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Queda como ejercicio determinar cual o cuales condiciones fallan en cada una de
las graficas anteriores.

V. INTEGRALES
A. Definicion de integral

Una funcién f(x) se dice Integrable en un intervalo I =[a,b] si el limite siguiente

existe: (Ver [1], [3], [5] v [6])

limy_,o Xisq f(c)Ax;.
En tal caso se define la integral definida como

n
b
limz Fe)Ax; = f Fx)dx
A—-0 : a
i=1
Donde A es una particiéon de I y ¢; es un punto cualquiera del intervalo.

Para una elaboracién diferente ver [2], [4], [5], [6] v [11].
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B. Ejemplo

Veamos la interpretacion de la anterior definicion (Fig: 8.), en la cual se han tomado
5 intervalos. Debe notarse que si se desea aproximar el area bajo la curva, la
presentada acd es poco significativa, puesto que queda un espacio muy grande entre
los rectangulos y la curva.

Fig. 8. Interpretacion del concepto de integral con 5 rectangulos

Enla Fig. 9. y 10. se ven otras aproximaciones.

Fig. 9. Aproximacion con 10 rectangulos
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Fig. 11. Empleo de rectangulos por fuera.

I 18,82
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Fig. 12. Uso de trapecios.
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En el limite la suma de todos estos rectangulos converge a la integral definida de

en el intervalor , lo cual es precisamente la integral, que para esta funcién por ser
positiva corresponde a su area.

Alternativamente, puede también hallarse la integral usando rectangulos externos

o cambiandolos por trapecios, esto se observa en las figuras 11 y 12, presentadas a

continuacion.
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