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LA VIDA SECRETA
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INTRODUCCION

uando uno ve un ndmero, automatica-

mente piensa en Matematicas. Se podria
decir que son el alfabeto de esta ciencia. Sin
embargo, cuando uno se adentra en su cono-
cimiento le produce algo de respeto. En este
articulo pretendemos despojarlos de ese temor
que suelen infundir y presentarlos tal y como
surgieron. Para ello, vamos a ver su construc-
cién y a contemplar la verdadera historia de
los niimeros, de la forma mds cronolégica po-
sible. ;Estdis preparados para conocer (una
parte) de la verdad?

¢ QUE ES UN NUMERO?

Comencemos por el principio, que para algo
vamos a contar. ;Qué es un nimero? Se trata
de una pregunta muy simple... pero cuya res-
puesta no parece serlo.

Los nimeros son esos simbolos que utiliza-
mos para contar, podriamos pensar. Esta de-
finicién, quizds la mds intuitiva (la que daria
cualquier nifio), puede satisfacer a muchos,
pero si lo pensamos bien, sélo contempla a los
numeros naturales (1, 2, 3,...) ;Qué pasa con
los negativos? ;Y con el 0? ;Qué ocurre con las
fracciones? Hay que ampliar este concepto.

Segin la Real Academia Espafiola, en su
primera acepcién (la correspondiente a ma-
temadticas), un numero es la expresion de una
cantidad con relacion a su unidad. Esta definicion
puede resultar bastante satisfactoria. Nuestra
intuicién puede que nos deje tranquilos: ya te-
nemos la respuesta. Pero si uno busca la defi-
nicion de cantidad, 1a sexta acepcion (de nuevo,
la matemadtica) nos dice que se trata del niimero
que resulta de una medida u operacion. Vaya, una
definicién circular: un niimero es una cantidad,
y una cantidad es un ntiimero. Bueno, no nos
pongamos quisquillosos. Todo tiene arreglo.
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Para centrar ideas, podemos pensar que un
numero es la representacion matemadtica de una
cierta magnitud (longitud, drea, volumen...),
y en cierto modo esta definicion si aparece en
el Diccionario de la Real Academia Espafiola
(primera acepcién de cantidad: porcién de una
magnitud). Pero si la aceptamos, ;qué significa
una longitud o un drea negativa? Parece que
algo sigue fallando.

Tener una definicién concreta y exacta de
lo que es un ntimero parece, pues, una ardua
tarea. Lo es. Euclides, Leibniz, Kant... son tres
ejemplos de pensadores que trataron de dar
una respuesta. Segtin el Nobel de Literatura
Bertrand Russell, la respuesta no llega hasta
que Frege la proporciona en sus Fundamentos
de la Aritmética (1884). Pero esta definicidén es
poco manejable. Un niimero es cualquier cosa que
es el niimero-de-clase de alguna clase, donde un
niimero-de-clase es la clase de todas aquellas clases
que son semejantes a ellas.

De la necesidad de contar, a la filosofia, pa-
sando por la geometria. El concepto de nime-
ro resulta algo esquivo. Vamos a conformarnos
con ir construyendo nuestros niimeros de una
forma consistente y luego veremos cémo van
surgiendo histéricamente.

Para construir nuestro edificio, debemos partir
de lo mds bdsico. Y en nuestro caso se trata de
los niimeros naturales. Dijo Leopold Kronec-
ker que Dios inventé los naturales, el resto es cosa
del hombre. Posiblemente, Kronecker tuviera en
mente lo que vamos a ver a continuacion.

Nuestra construccién parte de los ntimeros
naturales (que se denotan por IV), es decir, 1, 2,
3, 4,... Estos ntimeros surgen de la necesidad
que tiene el hombre de contar (de ahi la ausen-
cia del 0). Sin embargo, a la hora de construir
un edificio consistente, conviene incluir el 0 en
este conjunto.

Varios han sido los matemdticos que han in-
tentado fundamentar el concepto de ndmero
natural. En particular, destacamos a Cantor,
quien se basé en su Teoria de Conjuntos para
definir los naturales a partir del conjunto va-
cio; y a Peano, quien desarroll6 una definicién
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axiomdtica de los naturales, partiendo de la
existencia de un primer elemento (el cero, por
ejemplo) y estableciendo una serie de reglas de
sucesores.

Los ntimeros naturales los podemos sumar
y el resultado es otro ndmero natural (mds
grande, obviamente). Podemos decir que la
suma es una operacién que se comporta bien
con los ndmeros naturales. El siguiente paso
consiste en restar. Si a un nimero natural le
restamos otro mds pequefio volvemos a obte-
ner un ntimero natural. Pero si le restamos otro
mads grande, el resultado ya no es un natural:
obtenemos un niimero negativo. En este caso,
decimos que la resta no es una operacion interna
en el conjunto de los naturales.

La solucién a este problema es inventar un
nuevo conjunto numérico, los nimeros ente-
ros (que representaremos por 7). Este nuevo
conjunto contiene a todos los naturales y todos
los nimeros negativos. Ahora si que podemos
hacer restas de todo tipo entre los ntimeros en-
teros con la seguridad de que el resultado se-
guird estando en Z. En este conjunto, la resta si
es una operacion interna.

Perfecto, los ntimeros enteros los podemos
sumar y restar. Incluso los podemos multipli-
car, si atendemos a la regla de los signos. Pero,
(qué ocurre si queremos repartir cosas? O di-
cho de otro modo, ;qué pasa con la division?
En Z hay muchas divisiones cuyo resultado
son de nuevo enteros, por ejemplo 4/2=2, 6/
(=3)= -2 6 27852969751/115327=241513. Pero
hay muchos otros cocientes, cuyo resultado se
escapa de nuestro conjunto Z y ;cudl es la so-
lucién? Crear un nuevo conjunto.

En efecto, como la divisién no es una ope-
racion interna en los enteros, surgen los nime-
ros racionales y que denotaremos por @Q. Estos
ndmeros son aquéllos que se pueden escribir
como cociente (fracciones) de dos nuimeros
enteros, con la salvedad de que el 0 no puede
ser el divisor (denominador). De esta forma, la
divisién se convierte en una operacién interna
en los racionales (exceptuando el 0, que siem-
pre se quita al hablar de cociente para evitar
problemas).

Con los racionales hemos llegado a una de
las metas principales: ahora tenemos un con-
junto de nimeros en el que podemos sumar,



restar multiplicar y dividir (excepto entre cero)
sin necesidad de preocuparnos por si el resul-
tado se sale fuera de nuestros limites. Ademads,
estas operaciones se comportan muy bien unas
con otras, tanto que el conjunto @ con las ope-
raciones + (suma) y * (producto) adquiere una
estructura de cuerpo. Y esto en matemdticas
implica que tiene buenas propiedades.

Pero los racionales, a pesar de todo lo dicho,
no son lo mejor que podemos conseguir, ya
que siguen teniendo problemas. Quizds el mds
importante aparece cuando efectuamos las di-
visiones. Si procedemos por el método que nos
ensefian a todos en el colegio (el de Euclides),
nos damos cuenta de que los decimales que
obtenemos o son finitos o son periédicos. An-
tes o después se repiten los mismos decima-
les. ;Qué ocurre si pienso en un nimero cuyos
decimales estén desordenados? O mejor dicho,
(qué ocurre si los decimales carecen totalmen-
te de un patrén de repeticion determinado?
Asi, el nimero 0,1234567891011121314151617
1819202122... no es un ntmero racional, pues
ni es finito, ni sus decimales se repiten a partir
de cierto momento. Nos hemos salido de los
racionales.

Si hacemos un ejercicio mental y ponemos
a todos los elementos de @ en linea recta, nos
percatamos de que ésta tiene agujeros. Aguje-
ros muy pequefios, infinitesimales, pero agu-
jeros. Eso si, siempre seremos capaces de en-
contrar un racional tan cerca como queramos
de cada agujero. Y viceversa, tan cerca como
queramos de un racional, hay un agujero. Los
matemadticos decimos que tanto los racionales
como los agujeros son densos en la recta.

El problema delos agujeros pone de manifies-
to que se hace necesario ampliar el conjunto de
los racionales. Y la idea de terminar de llenar
la recta se nos presenta como la mds adecuada.
Ahora disponemos de un nuevo conjunto, los
nuameros reales IR, en el que estdn incluidos los
racionales y cualquier decimal infinito y sin
patrén de repeticién definido. Estos tltimos
numeros, los irracionales, son precisamente es-
tos agujeros que faltaban a los racionales para
completar la recta.

Pero los reales, a pesar de seguir teniendo
buenas propiedades (también tienen estruc-
tura de cuerpo), no resuelven todos los pro-

blemas. Elevar un ntmero real al cuadrado
es fécil, basta multiplicarlo por si mismo. Sin
embargo, si pretendemos extraer raices cua-
dradas, esto no siempre es posible. Y el fallo
surge con ejemplos muy sencillos: y/—1. Esta
simple operacién no puede resolverse dentro
del cuerpo real y se hace necesario ampliar
nuestro conjunto.

Los nimeros complejos, que se denotan
por C, son la suma de un nimero real y otro
imaginario. Si llamamos i a la unidad ima-
ginaria (i =y/—1), los podremos escribir como
a+bi, donde a y b son ntimeros reales. Los com-
plejos contienen a los reales y ademads también
tienen estructura de cuerpo. Por el camino no
hemos tenido que pagar un precio demasiado
alto. Los complejos son un cuerpo no ordena-
do. Podemos encontrar formas de ordenar los
complejos, pero estos drdenes no pueden ser
compatibles con el producto (mds concreta-
mente, con la regla de los signos).

Lallegada de los complejos trae consigo uno
de esos resultados que deberian enmarcarse
en cualquier clase de matemdticas: el Teorema
Fundamental del Algebra. Este teorema afir-
ma que cualquier polinomio (una expresién
del tipo —-5x*+3x°-2x+3) con coeficientes com-
plejos, posee exactamente tantas raices (solu-
ciones, iguales o no, de la ecuacién resultante
de igualar el polinomio a 0) como grado tenga
el polinomio.

Vamos a detenernos aqui. La construcciéon
que hemos visto de los diferentes conjuntos
numéricos, a veces se cuenta como historia.
Quizds desde un punto de vista didédctico y a
niveles bdsicos de ensefianza, pueda resultar
interesante contar esta construcciéon de forma
simplificada. Sin embargo, lo que hemos visto

Esquema de los diferentes conjuntos de nimeros.
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es una abstracciéon matematica. El resultado fi-
nal de un elaborado proceso de pensamiento.
La cronologia de la aparicion de los diferentes
tipos de niimeros no sigue esta l6gica matema-
tica. ;Quieres hacer un viaje a través de los nt-
meros y del tiempo?

Ya os he dicho que lo que acabdis de leer no
es la verdadera cronologia de la aparicién de
los ntimeros. Lo que vais a leer a continuacién
tampoco lo serd en un sentido estricto. Los di-
ferentes conceptos numéricos han tenido muy
diversos origenes tanto en el espacio como en
el tiempo. Desde un punto de vista formal, se-
ria una historia de los nimeros bajo la mirada
de occidental (de Europa, concretamente). Y es
que aunque nos sintamos el centro de la histo-
ria, al menos en matematicas (que es de lo que
yo sé, y no demasiado) resulta que hay muchas
culturas con aportaciones tremendamente im-
portantes y sin las cuales las matemadticas no
podrian haberse desarrollado.

Histéricamente, los primeros niimeros de los
que se tienen nocién son los naturales y sur-
gen de la necesidad del hombre de contar. Pero
estos nimeros no aparecen tal y como los co-
nocemos ahora, es decir, como todos los miem-
bros de la sucesién 1, 2, 3, 4... sin fin. Ante las
necesidades propias del hombre primitivo, tan
sOlo los primeros naturales son los que verda-
deramente se hacen necesarios. Mds alld del 7
o el 8, todo se convierte en un simple muchos.
Hoy en dia se pueden encontrar tribus ais-
ladas cuyo sistema de numeracién (o mejor
dicho, su forma de expresar verbalmente los
numeros) es bastante rudimentario. Asi, algu-
nos nativos del Estrecho de Torres (que separa
Australia de Nueva Guinea) utilizan el voca-
blo urapun para representar la unidad y okosa
para representar la paridad (el dos); cuando
quieren decir tres no tiene mds que sumar y
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decir okosa-urapun y silo que les preocupa son
5 pescados, basta con decir okosa-okosa-urapun.
Es muy posible que algo similar ocurriera con
nuestros antepasados.

De todas formas, el hecho de que los hom-
bres primitivos sélo tuvieran percepciéon de
unos pocos nimeros naturales no es nada ex-
trafio. También nos pasa a todos nosotros. Va-
mos a poner a prueba nuestra propia percep-
cién de los nameros.

A continuacién voy a mostrar un dibujo di-
vidido en dos partes. En cada una de ellas hay
una cantidad determinada de objetos (manza-
nas, en particular). El objetivo es el siguiente:
sin contarlos, es decir, a simple vista, jcudntas
manzanas hay en la imagen de la izquierda?
.Y en la de la derecha?

Practicamente a todos los lectores les habra
resultado sencillo ver que eran 3 las manzanas de
la imagen de la izquierda, mientras que no creo
que haydis sido muchos los que haydis dicho que
en la imagen de la derecha habifa 9. 'Y si lo habéis
dicho, muchos de vosotros sois unos mentirosos
por haber contado.

Pues esto mismo ocurria en la antigiiedad. El
hecho de que no seamos capaces de percibir vi-
sualmente las cantidades hizo necesario el surgi-
miento de los ntimeros: los naturales. Podriamos
decir que el dedo es mds poderoso que el ojo.

Poco a poco, las necesidades del hombre hicie-
ron que se necesitara algo mds elaborado que los
sistemas okosa-urapun. Esta nueva contabilidad se
llevaba a cabo mediante piedras: 1 por cada obje-
to a ser contado. El uso de piedras o calculi en el
conteo, da origen etimolégico a nuestro cdlculo
actual.



Y tras la contabilidad llega la escritura nu-
mérica. Pronto se aprendié que en vez de po-
ner piedras por cada objeto a contar, era posi-
ble hacer sefiales en algin otro objeto, como
un hueso de animal o utilizar cuerdas con pie-
dras (precursoras del dbaco). Uno de los mds
importantes ejemplos es el Hueso de Ishango
(hueso de babuino con inscripciones, hallado
en el drea de Ishango —entre Uganda y Congo-,
data del paleolitico superior y se encuentra
en el Royal Belgian Institute of Natural Scien-
ces de Bruselas). Segiin algunos expertos, las
inscripciones van mds alld de la mera conta-
bilidad y sugieren el conocimiento de algunas
operaciones aritméticas. Pero repito, esto ulti-
mo es sélo una hipétesis.

Con esta forma de llevar la contabilidad es
claro que se impone ir agrupando los simbolos
(o piedras) para no acabar con un buen mon-
ton de ellas. Asi surgen los sistemas de nume-
racién que combinan el principio aditivo (ir
sumando simbolos de la unidad) con el mul-
tiplicativo, creando simbolos nuevos para gru-
pos de 5, 10, 50, 60... unidades. Uno de los mds
conocidos es el cldsico sistema de numeraciéon
romano (aunque con reglas mds complicadas
en las que también interviene, en cierto modo,
la posicién).

En cuanto las civilizaciones avanzaron, pronto
surgiod la necesidad de expresar numéricamen-
te partes de un todo. No pensemos en los tipi-
cos trozos de tarta, porque dudo que a orillas
del Nilo hubiese. Pensemos mejor en partes de
terrenos, o cualquier otra cuestién relacionada
con la agrimensura.

En los pueblos mesopotdmicos, en con-
creto en la Babilonia de Hammurabi, ya hay
constancia del uso de fracciones. En algunas
tablillas de la época (estamos hablando de los
afios 1800 a 1600 antes de nuestra era) se pue-
de observar cémo los babilonios disponian de
un sistema de numeracién posicional en base
60. Tenfan un simbolo para la unidad y otro
para el 10 y mediante yuxtaposicién de ellos,
formaban los simbolos para los nimeros del
1 al 59.

Ejemplo de tablilla babilonia: Plimpton 322.

A partir de aqui, la posicién del simbolo in-
dica su valor (clave del sistema posicional): en
primera posicién el simbolo significa el ntiime-
ro que representa; en segunda (a la izquierda
de la primera), significa ese valor multiplicado
por 60; en tercera, multiplicado por 60*=3600,
etc... Pero lo mds curioso es que, segun el
contexto, podian tener una (o incluso varias)
posicién previa a la primera, es decir, a la de-
recha de ésta, y que representaria el ndmero
multiplicado por 60". Esto es, utilizaban frac-
ciones con denominador 60 o decimales escri-
tos en base 60. Sin embargo, se les presentaba
un grave problema: no disponian de coma de-

amazings.es @



LA UIDA SECRETA

cimal para separar la parte entera de la deci-
mal. Ademads, durante casi toda su existencia
carecieron de simbolo para el cero, lo que les
supuso un problema afiadido, ya que no po-
dfan marcar la ausencia de una posicién. Para
entender esto mejor, veamos un ejemplo escri-
to con nuestros nimeros (y posiciones) actua-
les. El ntimero 1-0-59 representa, en base 60,
a 1*3600+0*60+59=3659. Pero como los babi-
lonios carecian del simbolo cero, lo escribirian
1-59 (alo mds dejarfan un hueco mayor entre el
1y el 59), lo que podria confundirse con el nu-
mero 1*60+59=119. El contexto, en esta cultura,
era fundamental para diferenciar un ndamero
de otro. Y 1o mismo podriamos hablar de la au-
sencia de la coma decimal. El contexto dice si
el primer digito de la izquierda es la primera
posicioén o la posicién previa.

Papiro de Rhind (también conocido como de Ahmes).

El segundo lugar en el que aparecen las
fracciones es en Egipto alrededor del afio 1600
antes de nuestra era. El Papiro de Rhind es
probablemente uno de los documentos mate-
madticos escritos mds importantes de la época.
Los egipcios disponian de un sistema de nu-
meracion en base 10 (curiosamente, el simbolo
para 1.000.000 es un hombre arrodillado con

los brazos levantados: & ¢Quién no se pon-
dria asi al ver 1.000.000 € hoy en dia?), pero
también eran capaces de escribir algunas frac-
ciones. Las mds habituales (y las que hoy se
conocen como fracciones egipcias) son las de
numerador 1 (1/2, 1/3, 1/4...), aunque tam-
bién consideraban las fracciones 2/3, 3/4 y al-
gunas mds del tipon/(n+1). A través de sumas
de este tipo de fracciones se puede expresar
cualquier racional entre 0 y 1, por lo que los
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egipcios tenfan la capacidad de trabajar con
cualquier fraccién. Hoy en dia se puede utili-
zar un método basado en la llamada sucesiéon
de Sylvester para encontrar la forma de escri-
bir una fraccién como suma de fracciones con
numerador 1. Sin embargo, los egipcios, segtin
indican algunos estudiosos de los diferentes
papiros matemadticos, utilizaban otro tipo de
técnicas en las que se diferenciaban los casos
en que el denominador es un primo pequerio,
un primo grande o un niimero compuesto. Pero
sin duda lo mads curioso de todo es que la for-
ma de denotar estas fracciones es muy similar
a la nuestra: un jeroglifico en forma de boca
abierta se situaba encima del nimero co-
rrespondiente al denominador.

Ejemplos de fracciones egipcias.

Acabamos de ver que los egipcios, a través de
su particular forma de escribir las fracciones,
podian trabajar con cualquiera de ellas. Las
bases de los nimeros racionales estaban sen-
tadas. Estos conceptos fueron poco a poco ex-
tendiéndose hasta llegar a la cultura griega, en
donde adquirieron una nueva dimension.

En la Grecia clésica, los nimeros tenian un
claro significado geométrico al ir asociados a
medidas. Los numeros racionales, es decir, las



fracciones, eran algo natural en esta cultura,
pues representaban razones (cocientes) entre
medidas. Pero las razones no eran cualesquie-
ra, sino que tenfan que ser exactas, es decir, del
tipo 2:1, 4:3 6 5:7.

Busto de Pitagoras. Jardines de la Villa Borghese,
Roma.

Un grupo que se signific6 mucho en las
cuestiones numeéricas (y en otras menos cien-
tificas) fueron los integrantes de la escuela pi-
tagorica, seguidores de Pitdgoras de Samos.
El lema de los pitagdricos es “todo es nime-
ro”, lo que podemos interpretar como “todo
era mensurable” o expresable en términos de
nimeros naturales y sus razones, los nimeros
racionales. Es a partir de este momento que la
razon entre dos medidas, es decir, una medida
racional, pasa a ser algo comun en la cultura
griega. Los racionales ya se han integrado en
nuestras vidas.

Pero la gran aportacién de los griegos y de
los pitagdricos en particular (en torno al afio

500 antes de nuestra era), es el descubrimiento
de los ntimeros irracionales. La filosofia pita-
gorica, hemos visto, estipulaba que todo en el
mundo era expresable a través de naturales o
sus razones. Sin embargo la aparicién del fa-
moso Teorema de Pitdgoras cambiaria esta vi-
siéon del mundo.

Demostracion visual del Teorema de Pitagoras.

El Teorema de Pitdgoras establece que si te-
nemos un tridngulo rectdngulo y levantamos
un cuadrado sobre cada uno de los tres lados,
la suma de las dreas de los cuadrados levan-
tados sobre los catetos (los que forman el dn-
gulo recto) coincide con el drea del cuadrado
levantado sobre la hipotenusa (la diagonal).
Este resultado ya aparece en algunas tablillas
babilénicas como mera enumeracién de ternas
pitagoricas (es decir, ntimeros naturales m, n
y p que cumplen p’=m?+n?). Pero no es has-
ta la llegada de la matematica griega (y de la
escuela pitagdrica) cuando se establece como
enunciado general. Pasa de ser una coleccién
de casos particulares a ser un teorema cierto en
todos los casos.

Si tomamos un cuadrado de lado 1, el Teo-
rema de Pitdgoras asegura que su diagonal es
un ndmero cuyo cuadrado es 2. Hoy en dia lo
conocemos como /2, pero en aquella época era
algo bastante extrafio. Durante mucho tiempo,
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y siguiendo su lema de "todo es mensurable”
los pitagoricos trataron de encontrar una for-
ma de expresar esta cantidad como cociente
de ntimeros naturales. Todo intento resulté in-
fructuoso. Pero tanto trabajo dejé como fruto
la asombrosa conclusién de que /2 no es ra-
cional. Todo un terremoto intelectual.

Este descubrimiento atacaba la linea de flo-
tacion de su idea numérica del mundo, iba
contra toda légica. De ahi que comenzaran a
llamar a estas cantidades alogos (sin-l6gica o
sin-razon, es decir, irracionales). Pero no que-
d6 ahi la cosa. Los pitagdricos eran una suerte
de secta matemadtica y sus descubrimientos (en
particular los que atentaban contra sus ideas)
no podian ser desvelados.

Al parecer, uno de los miembros de la escue-
la, Hipaso de Metaponto, no cumpli6 el voto
de silencio que pesaba sobre la irracionalidad
de /2, por lo que la hermandad pitagorica lo
habria expulsado de la escuela. Cuentan las
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leyendas que para demostrar al mundo que
Hipaso estaba muerto para los pitagéricos, se
levant6é una tumba con su nombre. Otras ver-
siones afirman que los propios miembros de
la hermandad pitagérica hicieron que el bar-
co en el que Hipaso huyé de su ciudad nau-
fragase. Pero claro, esto entra en el mundo de
las leyendas. Quizds sélo fuese expulsado por
meras discrepancias de cardcter politico y su
naufragio se tratase de un terrible accidente.

De todas formas, segtin dice Platén en Tee-
teto, parece ser que Teodoro de Cirene ya ha-
bria probado también la irracionalidad dev/3,
/5, hasta/17. Con la llegada de Eudoxo de
Cnido se establecié rigurosamente el concep-
to de irracional a través de una teoria general
de proporciones que permitia trabajar con los
inconmensurables.

Bastante después, el matemadtico egipcio
Abu Kamil (entre el afio 850 y el 930 de nuestra
era) se considera que fue el primero en aceptar
los ntimeros irracionales como soluciones de
ecuaciones de segundo grado o como coefi-

cientes en una de ellas, normalmente en for-
ma de raices cuadradas, cibicas o cuartas.
En el siglo x la matemadtica arabe propor-
ciona ya pruebas generales (en lugar de

las demostraciones geométricas) de la
irracionalidad de ciertos nimeros.

Todos estos conceptos fueron

Espiral de Teodoro.



llegando a Europa a través de las traducciones
latinas del siglo xiL.

El siguiente gran descubrimiento numérico es
la aparicién del cero. Son diversas las culturas
antiguas (Egipto, Babilonia o Grecia) de las
que se dispone de documentos matemadticos
o astronémicos en los que aparecen simbolos
indicativos de la nada, pero por diversas parti-
cularidades de sus sistemas de numeracién no
siguieron avanzando en el concepto numérico
del cero. En particular, la primera apariciéon de
un simbolo para este ntimero tiene lugar en
las postrimerias de la civilizacién babilénica.
Aunque su sistema de numeracién era de ca-
racter posicional, ya vimos que ante la ausen-
cia de una determinada posicién, no escribian
simbolo alguno. Sin embargo en sus dos ulti-
mos siglos de historia, alrededor del afio 400
de nuestra era, aparece un rudimentario sim-
bolo (dos cufias) para indicar que en esa po-
sicién no hay ntimero. El cero acaba de entrar
en escena, al menos, como simbolo o signo de
puntuacion.

Glifo maya para el cero.

En la América precolombina también se tie-
ne constancia del uso del cero. Concretamente,
el calendario de tres posiciones de la cultura
maya, implica el uso de algin simbolo (glifo)
para la ausencia de unidades en determinadas
posiciones. En cualquier caso, parece que el
uso del cero en el continente americano es an-
terior a los mayas y se cree que su verdadero
origen data de la cultura de los olmecas.

En Europa, el primer documento en el que
aparece un simbolo para el cero (un circulo con

una pequeiia barra sobre él) es de Claudio Pto-
lomeo en el Almagesto (afio 150 de nuestra era).
Simplemente se trata de retomar el cldsico sis-
tema posicional babilénico con un simbolo es-
pecifico. S6lo unos pocos astrénomos siguie-
ron esta notacién que pronto cay6 en desuso.

Pero sin lugar a dudas la principal aporta-
cién al concepto de cero se produce enla cultura
hindd (y que nos llega gracias a la civilizacién
drabe). De hecho, la palabra cero, etimoldgica-
mente proviene de la transcripcién del sans-
crito (shunya) al drabe (sfir). En la obra Brah-
masphutasiddhanta (en torno al 650 de nuestra
era) es donde podemos decir que el cero es tra-
tado, por primera vez, como ntimero de pleno
derecho. En ella se trata con detalle la nume-
racion posicional y se estudian las diferentes
operaciones aritméticas con respecto al cero (y
a otros ndmeros). Quizds lo mds sorprendente
es que se afirma que 0/0=0, mientras que a/0
(con a#0) es simplemente la fraccién que tiene
por denominador al 0 (os recuerdo que tanto 0/0
como a/0, no tienen sentido como operaciones
aritméticas). Todas estas aportaciones llegaron
finalmente a occidente gracias al matemadtico
arabe, Al-Juarizmi.

Tal y como ocurre hoy en dia en los colegios, la
mejor forma de entender y aceptar los nime-
ros negativos es hablar de deudas y beneficios.
Y asi surgen por primera vez estos nimeros.

Sus primeros pasos los dan en la obra
Jiuzhang Suanshu (Nueve capitulos sobre el Arte
de las Matemiticas), un documento compilado
alo largo de varios afios y que algunos investi-
gadores datan en torno al comienzo de nuestra
era. En esta obra se habla, entre otros muchos
problemas, de temas de contabilidad y finanzas
(capitulos VI 'y VII) y resolucién de ecuaciones
lineales (Capitulo VIII). En este dltimo, se trata
de explicar el concepto de ntimero negativo.
Como curiosidad, y al contrario que nuestras
costumbres actuales, se utilizaban cuentas ro-
jas para los niimeros positivos y negras para
los negativos.
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Sin embargo, durante mucho tiempo, los
nimeros negativos no calaron en los matema-
ticos del momento. Y no lo hicieron porque las
matemadticas se dedicaban a resolver proble-
mas eminentemente geométricos, por lo que las
soluciones negativas eran consideradas como
absurdas, tal y como apostillara Diofanto en su
Arithmetica sobre el siglo m de nuestra era.

Nuevamente la contabilidad hizo que los
negativos volvieran a aparecer en la matemaéti-
ca hindd. Y lo hicieron gracias, en parte, al de-
sarrollo que se hizo del concepto de cero. Otra
vez en la obra Brahmasphutasiddhanta se tratan
soluciones negativas de problemas geométri-
cos y se utilizan los nimeros negativos para
obtener una férmula para las soluciones de
una ecuacién de segundo grado, muy similar
a la actual.

En occidente, sin embargo, los ntimeros ne-
gativos no llegan hasta que Leonardo de Pisa

Escultura de Fibonacci. Camposanto monumental, Pisa.
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(Fibonacci) publica su Liber Abaci (alrededor
del afo 1202). En esta magnifica obra no sélo
divulga las bondades del sistema de nume-
racién posicional drabe (derivado del hindu
y que usamos hoy en dia) sino que de nuevo
se tratan problemas financieros y busca solu-
ciones de ecuaciones de tercer grado (usando,
otra vez, nimeros negativos). Estas técnicas le
llegaron de sus viajes por los paises drabes y
de aprender los métodos hindues a través de
los libros de Al-Juarizmi.

La aceptacion final de los nimeros negati-
vos en Europa, surge a raiz de la apariciéon de
las coordenadas cartesianas en geometria y su
aplicacién a los problemas de esta indole. Sin
embargo, hasta el siglo xvir atin era comtn des-
cartar las soluciones negativas a los problemas
de cardcter geométrico, debido, en gran parte,
a su relaciéon con magnitudes de tipo longitud,
drea o volumen, en donde carecen de signifi-
cado fisico.

Las primeras referencias conocidas a raices de
ndmeros negativos provienen del trabajo del
matemadtico griego Herén de Alejandria (si-
glo I de nuestra era). Sin embargo, éstas sur-
gen como resultado de un error de célculo en
la seccién de una pirdmide y rdpidamente es
descartada (los nimeros negativos no tenian
sentido para los griegos) y sustituida por la
raiz del mismo ntimero pero positivo.

En el siglo xv, Chouquet en su Triparty trata,
entre otros temas, la resolucién de ecuaciones.
Y en algtn caso concreto llega a la conclusiéon
de que la solucién deberia ser la raiz de un
cierto nimero negativo. Sin embargo para é€l,
tal niimero no tiene sentido.

Realmente la verdadera aparicién de los ni-
meros complejos tiene lugar en la Europa del
siglo xv1. Tartaglia y Cardano buscaban solu-
ciones a ecuaciones de tercer grado. Pero cuan-
do la ecuacién ctibica poseia tres raices reales,
las férmulas obtenidas conducian a raices de
numeros negativos. Estos extrafios ntmeros
eran la clave para concluir su trabajo asi que
habia que tratar de contar con ellos. En cual-



quier caso, Cardano los cataloga como meras
manipulaciones sutiles pero iniitiles y los llama
fantasmas de los niimeros reales. Sin embargo,
otro colega suyo, Bombelli, tiene una idea loca
y comenz0 a trabajar con pares de estos ntime-
ros (hoy son los que llamamos conjugados, mis-
ma parte real y partes imaginarias opuestas).
Es él quien concreta las reglas especificas para
sumar y multiplicar nimeros en los que inter-
vienen raices de negativos.

Girolamo Cardano.

Fue Descartes quien acufi6 el término imagi-
nario para raices de nimeros negativos en 1637.
Se trataba de hacer notar que dicha operacién
era imposible, por lo que en un principio te-
nia la intencién de que fuera algo despectivo.
Unos afios mds tarde, Leibniz ya los trataba
como anfibios que nadaban entre la existencia
y la no existencia.

Un primer impulso a estos nuevos concep-
tos lleg6 de la mano de una de las mds privile-
giadas mentes matematicas de toda la historia:
Leonhard Euler. De él es la actual notacién de i
para representar a la unidad imaginaria v~1.

A partir de aqui resulté mucho mds sencillo
manipular expresiones en las que intervenian
este tipo de niimeros y asf obtener resultados
en el cuerpo de los reales. De esta forma, el
propio Euler lleg6 a la identidad que hoy lleva
su nombre y que, en un caso particular, tam-
bién es conocida como la férmula de Dios o la
formula mds bella.

Férmula de Euler. Tatuadora: Iciar Orozco Bazan.

Pero el empujén final que terminé de po-
pularizar el uso de los complejos fue la inter-
pretacién geométrica de estos ntimeros como
puntos del plano. Esta idea habia sido ya suge-
rida en 1685 en el De Algebra Tractatus de John
Wallis, pero realmente fue

Caspar Wessel quien en 1799 la introdujera
de forma rigurosa. Unos afios més tarde, Jean-
Robert Argand redescubria esta interpretaciéon
y gracias a él, Carl Friedrich Gauss la conocié y
terminé de popularizarla. Hoy se conoce como
Plano de Argand al plano formado por los nt-
meros complejos.
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Y SEGUIMOS MAS ALLA:
CUATERNIONES Y OCTONIONES

Hasta aqui hemos visto los ndmeros mds co-
nocidos. En la construccién de los conjuntos
numéricos, nos detuvimos en este punto. Sin
embargo los matemadticos no han parado y han
continuado ampliando el concepto de niimero.

Placa conmemorativa de la invencion de los cuater-
niones. Broom Bridge, Dublin. (Imagen jagian - CC).

El procedimiento que permite pasar de los
reales a los complejos (la construccién de Ca-
yley-Dickinson) puede aplicarse, partiendo de
los complejos, para llegar a un nuevo conjunto
numérico, los cuaterniones, definidos por Ha-
milton en 1843 y que tienen dimensién 4. Y si
partimos de los cuaterniones, llegamos a otro
conjunto de ndmeros llamados octoniones (Gra-
ves y Cayley 1843 y 1845), de dimensién 8. En
cada uno de estos pasos, sin embargo, se pier-
den propiedades interesantes e importantes de
los nlimeros, como conmutatividad del produc-
to (el orden de los factores aqui si que altera el
producto) o la distributividad del producto (no
es lo mismo a*(b*c) que (a*b)*c, el orden en que
se hacen las operaciones si influye). Y podria-
mos seguir aplicando este procedimiento y do-
blando en cada paso la dimensién. Pero estos
conceptos dan ya para otro articulo.

CONCLUSION

Queridos lectores, si habéis llegado hasta aqui,
enhorabuena. Creo que habréis aprendido,
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como yo, muchas cosas de nuestros viejos co-
nocidos los ntimeros. Nos habian hecho creer
que su vida era demasiado estricta y rigurosa,
pero en realidad su historia es la historia de las
matemadticas. Asociado a cada descubrimiento
numérico van de la mano muchos de los més
importantes avances matemdticos. Podriamos
concluir diciendo que la vida secreta de los nu-
meros, su historia, nos revela la evolucion de
las Matematicas. ®

Dedicado a mi padre
con motivo de su jubilacion.
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