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Stabilita di strutture ad arco e regole costruttive

Le formulazioni delle prime teorie scientifiche sulle
volte, suglt archi e sulle cupole risalgono solo al
XVII secolo. Gia da secoli perd la teenica costrutti-
va aveva offerto capolavori architettonici. in cui tali
strutture particolari avevano dimostrato di cssere sta-
te progettate secondo criteri di grande stabilita. E’
allora di estremo interesse ricercare quali potessero
essere stati codesti ciiteri, dal momento che non cra
ancora disponibile una precisa giustificazione di tipo
statico o meccanico per la loro consistenza.

St tratta di individuare quelle regole che apparte-
nevano ai maestri di cantiere, all’esperienza del fab-
bricare, che turono lo strumento pratico ¢ Pespres-
sione della cultura della tradizione costruttiva. Si cra
allora in un’epoca —ci riferiamo ai secoli del Medio-
evo, dell’Umanesimo e del Rinascimento— in cui in-
gegneri ed architetti non svelavano le propric maes-
trie, ¢ il meravigliare che essi perseguivano con le
loro operc era coperto da segreto: se si vuole conos-
cere la «norma» che assisteva la tecnica e I'intuizio-
ne che la guidava, si incombe nell’impedimento arre-
cato dal tempo che ha consentito la perdita di tale
cultura, lasciando di essa solo tracce.

Alcune regole possono essere rintracciate in anti-
chi trattati. non sempre riferibili ad un medesimo au-
tore; la loro derivazione € spesso ignota, poiché tali
regole appartencvano a quel patrimonio di nozioni
segrete del mestiere. che era gelosarnente tramandato
da una generazione all’altra di costruttori.

In questo lavoro, partendo dall analisi del patrimo-
nio di regole costruttive di tradizione gotico-rinasci-

nel XVI? e XVIII? secolo

Anna Sinopoli

mentale altribuite allo spagnolo Gil de Hontafion,
sard analizzata la nota regola per il dimensionarnento
dei piedritto, spesso attribuita a padre Derand.

Codesta regola non ¢ metodologicamente diversa
da molte altre - eredita della cultura prescientifica -
Spesso esposte come problemi geometrici, in cui, {is-
sate alcune dimensiont tipiche dell’arco o della strut-
tura voltata, le altre dimensioni sono definite in base
a rapporti di proporzionalita, di natura prevalente-
mente geometrica, emergenti dalle caratteristiche de-
lle strutture medesime.

Scopo dell’analisi & quello di rianalizzare la co-
rrettezza di tale antica regola e di quantificare la sta-
bilita conseguente per la struttura attraverso 'uso del
Teorema dei Lavori Virtuali nella sua formulazione
ridotta, in cui protagonisti dell’equilibrio sono i pesi
¢ la geometria del sistema.

L’ipotesi che soggiace ¢ che la norma costruttiva,
prima dell assiomatizzazione della Meccanica. aves-
se un fondamento empirico. sperimentale e sostan-
zialmente geomeltrico.

L indagine, infatti. si inserisce in un quadro moito
pit ampio di ricerca, il cui intento principale ¢ quello
di dare consistenza formale e teorica a quelle regole
pratico-costruttive. che vedono nella geometria il
loro fondamento, con la speranza di scorgervi il pro-
emio ad una possibile e corretta concezione cinema-
tica della Meccanica.

La rilettura storica diventa allora I'occasione per
«dar voce» alle teorie meccaniche perdenti, quelle
che piuttosto che privilegiare come unico cammino
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quello dell’assiomatizzazione della Meccanica fon-
data sul concetto di forza, strada praticata da Eulero
in poi, tentavano il cammino duale attraverso un pil
consistente fondamento nell’evento fisico e nelle
grandezze direttamente misurabili.

La delineazione di tale cammino duale potrebbe
condurre a nuove riflessioni e riconsiderazioni
sull’importanza della geometria e della stercotomia
come «norma guida» delle tecniche costruttive della
maggior parte delle strutture monumentali edificate
prima della sistematizzazione Euieriana della Mecca-
nica.

La rilettura in chiave moderna della regola per il
dimensionamento del piedritto sara effettuata come
analisi limite di un sistema rigido, soggetto a vincoli
unilaterali ed attrito, privilegiando un approccio cine-
matico attraverso 1’uso della formulazione ridotta del
Teorema dei Lavori Virtuali. Responsabili dell’equi-
librio e della stabilita del sistema sono in tal caso gli
spostamenti vidudi e i pesi propri, trattati come aree
e, ciog, ridotti anch’essi ad enti geometrici.

L’equilibrio e la stabilita dipendono allora soltanto
dalla geometria, ed in particolare dal valore assegna-
to ad uno dei parametrici geometrici del sistema, trat-
tato come parametro di stabilita, variando il quale
puod essere raggiunta la condizione di collasso; il rap-
porto fra il valore particolare del parametro geome-
trico e quello critico, corrispondente alla condizione
di collasso, consente di definire un coefficiente di si-
curezza per la struttura, di natura sostanzialmente ge-
ometrica.

RODRIGO GIL DE HONTANON ED IL. COMPENDIO DE
ARCHITECTURA

E’ nel XVI° secolo che si sviluppa e si sistematizza
ad opera degli architetti italiani un nuovo vocabola-
rio classico per definire la « norma» estetica degli
edifici. Tale rivoluzione formale ha mascherato il
contributo degli architetti tardo-gotici, cosicché tutte
le innovazioni dell’arte edificatoria del XVI° secolo
sono state spesso attribuite rour court al movimento
culturale del Rinascimento. Anche Robert Mark, un
risoluto sostenitore delle acquisizioni strutturali del
periodo Gotico, considera il Tardo Gotico, con le sue
codificazioni di leggi progettuali, responsabile di un
processo di soffocamento della sperimentazione
strutturale.

A. Sinopoli

Certamente, il picco del la sperimentazione strut-
turale intuitiva era stato raggiunto molto prima con la
costruzione delle grandi cattedrali gotiche del X1II° ¢
XIV*® secolo; ed in quell’epoca, la Scolastica, con il
suo maggior esponente Giordano Nemorario, non era
in grado di fornire alcun contributo all’analisi di edi-
fici cosi grandi e complessi.

Tuttavia, come afferma Sanabria, il XVI° secolo
non puo essere considerato come un periodo di decli-
no nell’invenzione strutturale, caratterizzato soltanto
dall’introduzione di nuove forme, in assenza di speii-
mentazione e di progressi nell’analisi teorica.

Gli sciitti dell’architetto spagnolo Rodrigo Gil de
Hontaflén, pervenutici attraverso la risciittura ad
opera di Simon Garcia nel Compendio de Architectu-
ra 'y Simetria de los Templos, sono testimonianza de-
llo sviluppo del pensiero strutturale nel XVI¢ secolo,
che, sulla base della tradizione gotica e delle nuove
idee umaniste, adotta 1 nuovi strumenti matematici
per un incipiente approccio sperimentale ad una teo-
ria di carattere sostanzialmente geometrico.

Infatti, sebbene le regole che Rodrigo propone per
la distribuzione degli spazi interni di un edificio fac-
ciano riferimento a due metodi di proporzionalita —il
primo, che stabilisce una analogia fra I’edificio ed il
corpo umano, in accordo ad una tradizione Vitruvia-
na, ripresa in seguito da Francesco di Giorgio e Al-
bert Diirer; il secondo, di tipo geometrico, basato su
antiche regole gotiche— I’intento di Rodrigo ¢ di di-
mostrare che il pitt nuovo e pitl ricco in tipologie for-
mali sistema di proporzionamento umano non ¢ in
contraddizione con il pit antico metodo geometrico
di tradizione gotica. Una simile idea ¢ presente anche
in Le premier tome de I architecture (1568) di Phili-
bert de L’Orme, che propose di ridurre il disordinato
e confuso libro di Vitruvio alla teoiia e inetodologia
geometrica di Euclide.

Pil interessanti, comunque, come testimonianza
dello sviluppo del pensiero strutturale nel XVI¢ seco-
lo ed in accordo alla tesi che soggiace a tale lavoro,
sono le regole che Rodrigo propone per il dimensio-
namento degli elementi strutturali: esse sono forinu-
late in modo indipendente dalle regole di distribuzio-
ne degli spazi di un edificio, e con 'intento di
garantire che lo spessore di ogni elemento strutturale
sia né maggiore né minore di quello necessario alla
sua stabilita.

Le regole che Rodrigo propone possono essere
suddivise in due categorie:
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*  Quelle di natura aritmetica, risultato di una lenta
assimilazione di un vocabolario matematico reso
disponibile in Italia ancora nel XIV® secolo;

« Quelle di natura geometrica, che rappresentano
un avanzato sviluppo della tradizione geometrica
gotica, dal momento che esse sono articolate in
sequenze grafico-costruttive progressive, orienta-
te alle nuove tipologie strutturali Rinascimentali
e formulate utilizzando piu sofisticati strumenti
del linguaggio matematico.

Entrambe comunque si configurano come formu-
lazioni teoriche di problemi strutturali, cui si richiede
un carattere di generalita e di sufficienza, che risulta
essere non analizzato né giustificato.

L’unica regola che Rodrigo propone (Prima Rego-
la Geometrica), fortemente radicata nella tradizione
geometrica gotica e sopravvissuta, anche se non
giustificata, attraverso i secoli nella pratica di cantie-
re, ¢ la regola del dimensionamento del piedritto, che
propone un rapporto 1:4 fra spessore del piedritto e
luce dell’arco.

Tale regola & stata spesso attribuita a Frangois
Derand, che nel 1643 la incluse nel suo trattato di
stereotomia; essa, anche se elegante ed apparente-
mente molto adattabile, rappresenta un arrestato svi-
luppo del pensiero geometrico strutturale tardo goti-
co, dal momento che ignora sia lo spessore dell’arco
sia I’altezza del piedritto. Integrazioni a tale regola
sono state fornite infatti dallo stesso Rodrigo che,
nella sua Terza Formula Geometrica, tiene in qual-

Figura 1
La Prima e la Terza Formula Geometrica di Rodiigo Gil de
Hontaflon
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che modo in considerazione le suddette variabili,
suggerendo un sofisticato, anche se inesatto, anda-
mento iperbolico per lo spessore del piedritto all’au-
mentare della sua altezza. Viollet Le Due considera
la regola di Padre Derand come la pill antica e radi-
cata nella pratica costruttiva, ma impone un’altezza
limite del piedritto per una corretta applicabilita de-
Ita formula.

Il problema generale dell’equilibrio e della stabi-
lita di un portale, costituito di conci lapidei, sara ana-
lizzato in codesto lavoro, adottando il modello mec-
canico di sistema rigido soggetto a vincoli unilaterali
ed attrito; la condizione limite che separa I’equilibrio
dal collasso verra individuata come funzione di cias-
cuno dei parametri geometrici caratterizzanti la strut-
tura.

11 valore critico di tali parametri consentira di rivi-
sitare la Prima Formula Geometrica di Rodrigo, nota
come regola di Padre Derand, e di quantificare il co-
rrispondente coefficiente di sicurezza; sara inoltre
analizzato, in relazione a tale regola che non definis-
ce né lo spessore dell’arco né 1'altezza del piedritto,
il limite superiore suggerito da Viollet Le Due per
I’altezza del piedritto.

ANALISI LIMITE E STABILITA’DEL PORTALE LAPIDEO

Si consideri il portale lapideo di fig. 2, modellato
come sistema di conci rigidi soggetti a vincoli unila-
terali sulle facce di contatto, e caratterizzato da attri-
to sufficiente ad impedire shittamenti relativi fra con-
ci contigui.

Si indichi con 8¢ lo spostamento generalizzato,
che corrisponde alla formazione del meccanismo ca-
ratterizzato da cinque cerniere alternate, rispettiva-
mente, all’estradosso e all’intradosso; tali cerniere
sono simmetricamente collocate alla chiave e alle
imposte del portale, e al generico giunto di rottura
dell’arco, individuato dall’angolo a considerato va-
riabile con continuita da 0° a 90°. Con un’ottica
orientata alla ricerca della condizione di collasso, si
considera soltanto il meccanismo a cinque cerniere,
dal momento che il meccanismo di collasso & caratte-
rizzato dal numero minimo di cerniere.

Si indichi con Q il vettore generalizzato, le cui
componenti rappresentano i pesi dei quattro conci in
cut il portale resta suddiviso dal meccanismo consi-
derato. Sia 8¢ sia Q ovviamente dipendono dai valori
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dei parametri geometrici caratterizzanti il portale e
dal meccanismo considerato, ¢ ciog da:

« il valore dell’angolo del giunto di rottura «;
» il raggio di intradosso dell’arco 1

+ lo spessore dell’arco s;

+ lo spessore del piedritto /.

+  [altezza del piedritto 4.

Figura 2

Schema dei portale lapideo ¢ meccanismo a quattro conci

Condizione necessaria e sufficiente per I’equilibrio
del sistema. in relazione al meccanismo considerato.
& che il lavoro virtuale 8L delle torze attive soddisfi
la disuguaglianza:

SL =Q xdq<0 ()

La condizione di collasso & raggiunta quando esis-
le un meccanismo 8¢’ # ), per cui il lavoro virtuale
SL risutti nullo; tale meccanismo ¢ unico. esso € il
meccanismo di collasso.

Fissata la geometria del sistema, e a partire da una
configurazione di equilibrio stabile, la ricerca della
condizione di collasso puo cssere effettuata dimi-
nuendo un unico e generico parametro geometrico p,
in accordo al seguente teorema (Sinopoli. Corradi,
Foce. 1998):

Teorema del Linute Inferiore: Per p > p'/, siu DL
[insieme di meccanismi 8¢ # 0 che soddisfano la
(1}. Diminuendo p, si indichi con HL ['insieme dei
valori di p, per cui la (1) € soddisfutta ¥ 8q € D, La

A. Sinopoli

condizione di collusso come funzione di p corrispon-
de u:

ax e lll,

(6L = Q x 5q] Yoq €D, 2)

La soluzione della (2) identifica I'unico meccanismo
og'’ # 0, per cui il massimo lavoro & nullo 8L™ = (),
cosicché 'equilibrio ancora esiste; dq"’ e il meccanis-
mao di collasso, associato ad un valore critico p*” del
parametro p e ad un particolare valore ¢’ dell’angolo
del giunto di rottura. Per tutti gli altri meccanismi, il
massimo lavoro € strettamente negativo (g™ < 0).

In accordo alla formulazione esposta. la condizio-
ne di collasso del portale lapideo sara individuata
come funzione dello spessore dei piedritto. conside-
rato come parametro di crisi. in relazione a valori di-
versi, ma costanti, del raggio di tntradosso r. dello
spessore dell’arco s ¢ dell’altezza del piedritto A.
Sara inoltre analizzato il caso corrispondente al valo-
re limite di 4. suggerito da Violiet Le Duc per I'ap-
plicabilita della regola di Padre Derand.

IL COLLASSO COME FUNZIONE DELLO SPESSORE DEL
PIIEDRMO

Fissata la luce dell’arco, e ctoe il raggio di intradosso
r, poiché I’equilibrio e la stabilita del portale dipen-
dono dallo spessore s dell’arco, dall’altezza /1 e dallo
spessore / del piedritto, ia ricerca della condizione di
collasso corrispondente al Teorema del Limite Infe-
riore (2) ¢ stata perseguita fissando alcuni valori di r3
per ciascuno di essi, si sono considerati diversi valori
di i1, variando 1 alla ricerca dello spessore critico 1 |
corrispondente alla condizione di collasso. T valori
assunti per lo spessore dell’arco sono ovviamente su-
periori allo spessore critico corrispondente alla con-
dizione di collasso dell’arco semicircolare in assenza
di piedritti (s> 0./14r); per ognuno di tali spessori, si
sono considerati cinque diversi valori per le altezze
del piedritto, corrispondenti rispettivamente a:

s h,=h, =r\3/2altezza del piedritto proposta da
Padre Derand nel suo schema grafico;

. h_,: r:
o h=2h,=r3
s h=20

e h. = 3r, altezza limite proposta da Violiet Le
Duc.
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Per ognuno dei casi considerati, ¢ stato determina-  lle Tabelle I a. I b, 1 ce 1d, da cui si pud notare
to in accordo alla (2) il valore dello spessore critico  che, in ogni caso, il valore di a, dipende soltanto da-
del piedritto /cr ed il corrispondente valore / _del 1o spessore dell’arco s, e non dalle caratteristiche del
giunto di rottura. | risultati ottenuti sono illustrati ne-  piedritto /2 ¢ /.

S =0.15r hy= hpe, =1 N3/2 Ly = 0.28043 r a,=57.1°
hy=r Iy =0.29341 r a,=57.1°
hs=2 hpe, = r N3 L, = 0.33788 r a,,=57.1°
hy=2r l=0.34774 r Cer=37.1°
hs = 3r 1,=037115r o,=57.1°

Tab. la. Spessori critici del piedritto per s = 0./5r

§=02r By=hpe, = r N3/2 L,=027514r a,=59.6°
hy=r I, = 029088 r a.,=59.6°
hs=2 hpe, =1 N3 l,=0.34743 r Ar=59.6°
hy=2r I, = 0.36049 r a,=59.6°
hs = 3r L, =039217r a.,=59.6°

Tab. 1b. Spessori critici del piedritto per s = 0.2r.

S=0.15r hi= hpe, = r N3/2 L, =~ 0.28043r a,=57.1°
hy=r Iy = 0.29341 r a.,=57.1°

hs=2 hper =1 N3 L, =0.33788 r a,=57.1°

hy=2r Ly =0.34774 r a.,=57.1°

hs = 3r l»=037115r o, =57.1°
Tab. lc. Spessori critici del piedritto per s = 0.3r.

S=04r hy= Rpe = r N3/2 lep=0 Portale sempre stabile
hy=r l,=0 Portale sempre stabile
h3=2hpe, =13 L,=0 Portale sempre stabile
hy=2r l,=0 Portale sempre stabile
hs = 3r l,=0 Portale sempre stabile

Tab. 1d. Spessori critici del piedritto per s = 0.15r.
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Come si pud notare, la stabilita del portale aumenta
all’aumentare dello spessore dell’arco, tanto che nei
casi della Tab. Id il sistema ¢ sempre stabile; la stabi-
lita din-anuisce, invece, all’aumentare dell’altezza
dei piedritto e, conispondentemente, il collasso av-
viene per valori maggiori dello spessore critico del
piedritto 1”,

COEFFICIENTE GEOMETRICO DI SICUREZZA E
CONCLUSIONI

Individuati i valori dello spessore critico del piedritto,
in relazione a diversi valori degli altri parametri geo-
metrici del portale, siamo ora in grado di rianalizzare
sia la regola di Padre Derand, sia il limite imposto da
Viollet Le Duc per I’altezza del piedritto: 1 =3r.

Per valutare la correttezza di tali criteri e per quan-
tificare la stabilita conseguente per la struttura, si de-
finisca come coefficiente di sicurezza C_ in relazione
allo spessore del piedritto, il rapporto fra un valore
assegnato di tale spessore e quello critico, corrispon-
dente alla condizione di collasso: C = I/l .

Fissato lo spessore dell’arco s, definito anche come
k=R/r, e cio¢ come rapporto fra raggio di estradosso e
raggio di intradosso dell’arco, sono stati calcolati i
valori dei coefficienti di sicurezza, corrispondenti ad
un’altezza prefissala del piedritto, come funzione del
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suo spessore [. Al variare dell’altezza del piedritto
sono state ottenute diverse curve, rappresentate in
fig. 3, per il caso corrispondente a s =/.15.

Per un prefissato valore dell’altezza h, tutte le cur-
ve hanno andamento lineare, evidenziando una pro-
porzionalita diretta fra coefficiente di sicurezza e
spessore del piedritto. In fig. 3, lo spessore del pie-
dritto corrispondente alla regola di Padre Derand
(1=0.5r) ¢ stato evidenziato con una linea verticale.
La linea orizzontale, invece, corrispondente a Cs=/
consente di evidenziare per ogni valore dell’altezza
dei piedritto h il corrispondente spessore critico /.

Come si pud notare da fig. 3, la regola di Padre
Derand garantisce per le altezze considerate una buo-
na stabilita per il portale, dal momento che il coeffi-
ciente di sicurezza varia tra 1.347 a 1.783: il valore
piu basso ¢ ottenuto per 1’altezza limite proposta da
Viollet Le Duc: i =3r.

Andamenti simili si possono notare nelle flgs. 4 e
5, ottenute rispettivamente per s=/.2 ¢ s=/.3. Pud
essere interessante notare che la variazione del coef-
ficiente di sicurezza non ha andamento monotono
rispetto all’altezza /1 del piedritto, all’aumentare de-
llo spessore dell’arco.

Tale circostanza pud essere evidenziata osservan-
do i valori di C_ corrispondenti alla regola di Padre
Derand (/=0.5r), al variare di s. In particolare, men-
tre per bassi valori di 4 il coefficiente di sicurezza,

Cs/lI\ k=Rir=115 }'lDemnd
! §=0.15r
7%+ i
_ h=2h(d
1 e
347

347 / h=3r
1

,40§f< -

' |
i i
“ 0.157 0.3r 0.5r

Figura 3
Coefficiente di sicurezza per s =1.15.

Derand
Cs k=Rir=12 H
§=02r !
1.817 2 h=h(der)
1719 h=r
| h=2h(der)
{Zgég - h=2r
1275 / h=3r

S

— !G —_—— -
I
|
|
i

>

0.2r 0.4r 0.5r spessore piedritto

Figura 4
Coefficiente di sicurezza per per s=/.2.
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/N Derand
C,| k=mr=13 Fl
| §=03r
: P h=2h(der)
! d h=2r

1458 — / h=3r
1385 ——
123

T S U

| 03r 0.5¢

0.6r  spessore piedritto

Figura 5
Coefficiente di sicurezza pers = /.3

all’aumentare di s, aumenta tendendo all’infinito
(1 ,=0), per piu alti valori (ad esempio: h=3r) il coef-
ficiente di sicurezza diminuisce.
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