
' 

t \, 

'1 

44 

VII CONGRESO NACIONAL DE INGENIBRIA MECANICA Año VI Vol. m 

CAMPO TENSIONAL EN El ENTORNO DE UNA FISURA. DETERMINACION DE 

K¡ Y K11 USANDO TECNICAS FOTOELASTICAS 

RESUMEN: 

Rivas .. C., Picón, R.; Paris, f.; Lara, E. 

E. T. S. lngenier03 Industriales de Sevilla. 
Avda. Reina Mercedes s/n. 41 O 12 Sevilla. 

Tras intrcducir la forma general ool campo Cil tensiones An 
un boroo oo grieta se hace una exposición ootallada oo los 
métcms para medir K¡ y K¡¡, resaltanoo sus ventajas e 
inconvenientes. Por su generalldOO, se ha implementaoo un 
métooo que OOS8rrolla en serie las funciones oo tensión. La 
intrcducción oo las medi08S fotoelásticas (que puaren ser oo 
campo lejano) conduca a un sistema sobreretermlnaoo no 
lineal oo ecuoclones, que es resuelto por un métooo oo 
Neewton-Raphson y mínimos cuadrcms. Sobre una 
aplicociOn experimental se comentan las carocterlstlcas oo 
este métooo. 

l.- 1 NTROOUCCION 

El campo oo tensiones en el boroo oo una grieta viene 
carocterl200l por tres parámetros oonomin~ Foctores oo 
Intensificación oo Tensiones ( FIT), que reflejan el peso oo 
les distribuciones singulares oo tensiones que aparecen en el 
boroo oo la grieta. Estas distribuciones son siempre oo la 
misma forma , varlanoo sólo el valor oo los FIT . que engloben 
por tanto el efecto oo la longitud oo la grieta, oo las 
dimensiones ool sólioo. oo la forma oo aplicación oo las cargas 
externes Y ool valor oo éstas. Estos parametros son 
esenciales en el anélisis oo estructuras flsur~ mediante la 
Mec8nica Cilla Froctura Elástica Lineal (ver, por ejemplo, 
/1 /). 

En este trabajo vamos a hacer una revisión oo los 

first of a11, the general form of the crocl<-tip stress 
field is intrcduced. Then, a ootailed review of K¡-K¡¡ methcds 
is presentad, showing thelr features. A stress-functions 
series expansion method has been Implementad, due to its 
generality. Experimental far-fleld isochromatic polnts are 
usoo to f1t the series expanslon coefflclents and the 
overooterm lnlstlc non-linear 9:lUation system ls sol ved with 
a Newton-Rapshon least-SQuares method. Finally the 
features of thls methoo are dlscussoo uslng an experimental 
app lication. 

métcms fotoeiásUcos més comúnmente empl~ para 
ootermlnar los FIT, ciMnoonos a los que aparecen en el caso 
plano, K¡ y K¡¡. Aunque en un caso ~neral ambos foctores 
estén presentes, los primeros trabajos se ~rrollaron sólo 
para estimar Kt, asoclldl al maoo simétrico oo ooformoclón 
oo la grieta. Por ello, tras Introducir brevemente el campo 
tenslonal en el entorno oo una fisura, se hace un breve 
resumen histórico oo algunos métcms ut1Hzm para medir 
K¡. Muchos oo estos puaoon ser generllllzm obtenlen00s8 
métcms capaces oo medir K¡ y K¡¡; estos últimos, objeto oo 
este trabajo, serén pues los que posteriormente 
comentaremos con ootalle. Finalmente, se incluyen algunas 
ap llcaclones numér IC8S. 



2.- CAMPO TENSIONAL EN EL ENTORNO DE UNA FISURA. 

La solución re un problema elástico plano puere ~r 
.ó re oos funciones de variable como le¡ a 

expr~ en func1 n 
~ún (12/). 

,. = Re (2~' - Íf - ,.) 
V~)( 

Oyy = Re (2~· + Zf + ... ) 

Oxy., lm ( Zf + 'f) 

(1) 

oonoo Re. lm. oonotan la parte real e imeqinaria oo una 

función oo la variable compleja z-= x • ly. 

. 1 caso simétrico y antisimétrico es 
Para anal1zar os 

c:anveniente realizar los siguientes cambios. 

y 

2~· = z,- n 

•. = -~(Z' - T'J') + l1 
2 1 

z ( 'Z' ') ... = i z,, + 2 1 11 - '( 

(3) 

con lo Que obtenemos las soluciones 
!(simétrico) y ll(antisimétrico) 

O~x = ReZ¡- yimZ¡' + ylmT'J'- 2ReT'J 

01 = ReZ1 + ylmZ¡' - ylmT'J' 
y y 

0
1 = - yReZ1' + yRen' + lmT'J 
xy 
o~~~= 21mZn + yReZ'n- y\my' +Rey 

d.' - - yReZ'n + ylm•( +Rey 
YY-

c~y = ReZ11 - ylmZ'n- yRey' 

(4) 

(5) 

La superposición oo los campos 1 Y 11 da el campo total re 

tensiones. 

Las condiciones para los problemas slmétrl~ ; 
antisimétrico. oofinloos sobre una grleta centrtm en Y • 

1 x1 ~ a. son : 

caso simétrico Oxy=O eny=O 
( 6) 

Oyy"'O eny=O,\x\<a 

caso antlstmétrtco oyy =O en Y= 0 

(7) 
oxv =0 en y = O .1 xl < a 

Estas condiciones se traducen. a la vista oo ( 4) Y (S) en 

( 8) 
lmT'J =O en y= O caso simétrico ( 9) 
Re z1= o eny=O.Ixl<a 

( 1 0) 
Re y =O en y= O caso antisimétrico 
Re Z11 "O eny .. o.lxl<a ( 11) 

Un t1po re función Que satlsf~ les ecs. ( 9) '1 ( 1 \) Y se 

comporta bien en el Infinito es 

Z¡ = G; (Z2 _ a2fll2, 1=1,11 (12) 

sienekl G1 Y G11 
cumplan 

funciones suficientemente suaves Que 

en Y= O ( 13) 

rel extremo rerecno oo la grieta, para 
En el entorno valores 

1 1 o las funciones Gi tenoorán a unos 
~~:ta;~, ~or como han sioo oofinldas (ec. ( 13)), luecJl18S 

z i serán oo la forma. 

K¡ 1=111 ( 14) 
Z¡ = J2n(z-a) ' ' 

. Y tenreron o valores constantes, por como 
Asím1smo, T'J Y · 

han siekl oofinidaS en ( 8) Y ( 1 o). Hacienoo 

46 

211 = Oox 

y"\ Yo 
( \5) 

Y sustitwenoo ( 14) Y ( 15) en (4) ~(S) obtenemos al 

campo singular oo tensiones ( z-a • re 18) 

·~ 
calculamos 18 tensl 

A partir 00 estas tensiones 

tangenc1al máxima 'tm, cuyo valor es conocioo en una franja 
isocromática (ver, por e¡emplo, /3/) 

sienoo N el orden de franja, A el f~tor de franja y e el 
espesor de fa ploca. Sustituyenoo ( 16) en ( 1 7) obtenemos 

f(K,,K 11 ,00x) --
2
1 

( (1(1 sin8+2K 11 cose)2+(K11 sine)2J 
nr 

20ox 9 
+-=Sin-

2
[ K1 sln8(1+2COS8)+1(11 (1+2COS~8)J 12nr 

2 2 
+<1ox - (2'tm) , O (18) 

Daoo que K¡, K11 y o0x son constantes, la ec.( 18) 

representa la ecu~ión de una isocromática de orden N, 
próxima al borde oo la grieta, que es oonde tiene validez el 
campo singular( 16). 

3.- METODOS PARA MEDIR K¡ 

Refirienoonos a métcms K¡, fueron Post y Wells /4/, 
/S/, los primeros en usar fa fotrelasticidal para medir K¡. 
En sus trabajos, el terminoo0x (verec.( 18), con K11 •0) 

fue ignoraoo. frwin /6/ apuntó que en las zonas útiles de 
medida dicho término debía ser incluioo y propuso una forma 

de calcular K¡ y o0x midienoo rm y 9m en el punto més 

alej/Xb ool origen oo una isocromática. El métcóJ oo lrwin 
/6/ tiene unas cotas angulares fuera oo las cuales no puaoo 
ser utllizaoo. Para minimizar el error en la proximidad oo 
dichas cotas. Brooley y Kobayashi 171 usaron valores oo 00s 
isocromáticas y Schroedl y Sm ith 181 midieron en 9 :: 902 y 

usaron aslm lsmo valores oo oos lsocromllticas. Ether1():J3 y 
Dally /9/ revisan estos tres métcms a indican que dan 
errores menores del S ~ si 732<9m< 1392 y rm /a < 0'03 , 
Slenoo "a" la semilongitud de la grieta Debioo a los 
Problemas Inherentes a medir en distancias tan cerca oo la 
~eta, OOnde aparecen diversas no lineali~. Theocaris y 

utos 11 O/ proponen extrapolar medidas en puntos lejanos 
8 Puntos cercanos, mediante curvas teóricas. En otr8 linea 
~h 1 

an use;x, 005errollos en serie pera ampliar al campo de 
;edlde. Asl, Schroedl, Me Gowan y Smith 1!1/ y Smith 

121 ajustaron sus medides a un desarrollo en potencias de r 
l» 't rn en a = 902 , calculanoo los coeficientes por mfnimos 

~~. mientras que Et11eri():J3 y Dally 1131 y 1141 
1. r ~leron términos adicionales (aparte ool singular) en 
ov une Ión 00 t enslón z,. Generallzanoo esta i~ aparecieron 
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trabajos (1 15/,/ 16/,1171,/ 18/) oonde Z¡ y 
desarrollaoos en serie oo potencias. Por último, 
mencionemos los métcms de extrapolación ( 1 191 .1201) 

basatls en extrapolar al ori(Jln alguna función ce 't y r que m 
se comporte linealmente en un entorno de ~uel. 

4.- METODOS PARA MEDIR K¡ y K11 

Históricamente, fueron Smith y Smith /20/ los 
primeros en aplicar la fotoelasticióOO para medir K¡ y K11 . 

La ec. ( 18) fue utiliz008, pero ignoranoo el término o0x 

(2tnl=-
2

1 
{(K¡Sin9+2K11cos9)2 +(K11s1n9)2] ( 19) 

nr 

Siguienoo el métcóJ oo lrwin /6/ , las medides fueron 
realíz0085 en rm. em (flg. 1). La ecuación Que da dicho 
punto es 

(20) 

Flg. r.- Punto oo medida en el métoo:J oo lrwin 

Sustituyenoo ( 19) en (20) obtenemos 

( 
K11 )

2 
4( K11 ) 1 - -- - cot29m-- ,. O 

K¡ 3 K¡ 3 
(21) 

oo la que puo oospejarse K¡¡/K¡ sabloo em. 
Posteriormente la ec.( 19) permite obtener K¡ y Klf . Al 

aplicar el métoo:J se encontró un8 sensible lnnuencl8 ool 
término o0x, no lncluloo, por lo que los autores proponen 

calcular K¡ y K11 oo varias isocromáticas y efectuar une 
extrapolación. A la vist8 oo sus resultldls cabe cecir que la 
extrapolación ce un conjunto de puntes dispuestos sobre una 
curva es de du<Xlsa fiabilidad. 

Obvi8mente, las ecs. ( 19) y (20) sólo son válidas en 
zonas muy próximas 81 boroo oo la gr1et8, oonoo el término 
1 /r en 18 ec. ( 18) es mucho mayor que los demás. Un8 

form8 de estimar el valor de 't en d1che zon8 fue m 



deSarrollada por GOOutos y Theocarls /22/; en su métcd:l se 

efectuan oos medidaS de ~m en puntos lejanos al bOrde de la 

grieta y estos valores son extrapolaóJS a una zona muy 
cercana al borde de grieta. usanoo como fórmulas de 
extrapoleción la solución teórica al problema de una grieta 
inclinada en un plano Infinito. De esa forma se estiman los 

valores de ~m en oos puntos muy cercanos al boroo ce 
grieta; introoucienooestos valores en la ec.( 19), ¡unto con 
las coorrenooas r, e de los puntos cercanos, pu9!Jln 
obtenerse expresiones explicitas de K¡ y K¡¡. Obviamente las 
fórmulas de lnterpoleción sólo serian va11daS para el 
problema de la ploca infinita pero los autores arguyen que 
también serán aproximadamente vállaas para otros casos. El 
mavor Inconveniente del métcd:l es. precisamente. la 
\mpcslb1líá00 de evaluar la precisión de las curvas de 
lnterpoleción en el caso de que tratemos con un problema 

real . de dimensiones f1nitas. 

como demostramos en el apartaoo 2, el campo tenslonal 

en el entorno de la fisura Incluye el término Oox· A 

contlnueción comentaremos una ser ie de métcd:lS que hecen 

uso de la ec. ( 18). 

Sanford y Oally 123/ propusieron diversos métcó:lS 

para a¡ustar la ec.( 18) a los valores experimentales de ~m . 

En primer lugar, proponen aplicar la ec.( 18) an a = 1t 

ó en a • -1t, según oonde corten las franjas a la linea de la 
grieta. Hecienoo oos medidaS sobre esa linee se obtienen oos 
ecuaciones de las que K¡¡ y o0x pu9!Jln ser obtenioos 
expllcitamente. A partir de ellos. K¡ se obtiene también de 
forma explicita. de la ec. ( 18) partlcularizooa en a ,. 90~. 
tomanoo un punto sobre dicho eje. se sncuentran 
considerables problemas oobloo a la gran inclineclón oo las 
franjas en su contecto con la grieta y la altereclón oo aquellas 

por efectos oo borde. 

En segunoo luger. proponen una generaltzoción del . 
métcd:l de lrwln. tomanoo medidaS en oos isocromátlcas y 
pertlcularlzanoo en ellas la ec.( 20); la tercera ecueclón se 
obtiene partlcu larlzanoo la ec. ( 18) en uno oo los oos puntos 
anteriores. El sistema resultante se resuelve por Newton -

Rephson. 

Otra generalizoclón del MétoOO oo lrwln fue propuesta 
por Smith y Oloosebllc.an /24/. que usaron la ec.( 18) escrita 

en la forma 
.2 1 1 ""m• e;; A (9,K1• K11) + T2Jtr 8(6,K1,K11 .c:Ycx) + C(c:7cx) 

(22) 

Derlvanoo en rm, a m se obtiene 

Una forma de satisfacer la ec.( 23) es anular por 
separ<m los términos que multiplican a 1/rm y \1 \f'ffn; es 

deCir 

aA \ - a =O aa m 

(24), (25) 

De la ec. (24) se obtiene la ec.( 2l ). Para estimar un 
valor medio oo A ( a m, K¡, K¡¡) los autores proponen 
particularizar la ec.( 22) en una serie de puntos ( r mj, Nj), 
obtenienoose un sistema soor9!Jltermin<m en las incaJnitas 
A, e y C. Dicho sistema se resuelve por mínimos cuedraOOs. 
Una vez calcul<m A tenemos una ecueclón del tipo 

Que, junto con la ec.( 21) permite obtener K¡ y Kt ¡. 

Volvienoo al trabajo /23/, los autores recomiendan 
finalmente un mét<XXl sooredeterminoo:l, en el que la función 
f ( ec. ( 18)) es 9'1'alu008 en S puntos, cooa uno con un valor 
óa r , a, N. ASi obtenemos el sistema óa ecu~iones no 

lineales 

S: 1 , S (27) 

DichO sistema se resuelve por el métcd:l de Newton - Raphson 

comointd:l con el de mínimos cuedraOOs. 
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Los autores Indican Que :a convergencia es rápide. pero 
no mencionan nooa acerca oo la senslbiliáOO ool mét()Jl 
respecto a la solución inicial. Hav pocos estudios numériCOS 
óa este métoOO en la literatura . Smlth y Ol&:lSSbil<an ( /24/) 
remarcan Que "los valores iniciales han de ser 
cui~ente 9SC(X}IOOS, pues en caso de que no see asi 
puede haber considerables problemas con 1a convergencia. o 
incluso si esta se proouce puede hacerlo a unos valores 

falsos". 

OetermineD:lS conjuntos de valores de K¡, K11, <'ox 

pueden ser elimlneD:lS observenoo la rel~lón que tiene con 
estos parametros el campo de isocromáticas. como hicieron 
Dally y sanford (12S/), rapresentanoo gráficamente el 
campo de isocromáttcas pera distintos conjuntos de valores 

de K¡, Kf1, Oox. 

Al . Igual que comentamos al hablar de los 'tc005 
medir K¡, también para medir K me para 
algunos métc005 1 Y K¡¡ • se han introoucloo 

basaíls en la iooa de extrapoloción a las 
prox1m100ll5 de la 1 • gr eta, de alguna función de~ Vr 
se comporte linealmente en dlch m Y r que 
primer lugar a Sm lth 

1261 
a zona. Mencionemos en 

que puso la ec. ( 18) en la forma 

1in- f 1 A(9, K K 1 V 8rtr 1• ~~~8(9, K,, Kll, aox>t- e (Cfox) (28) 

~rrollando a cont\nuoción ~ vr . vr m r en serie de potencias de 

r Y reteniendo sólo los térm¡·n l. os meales 

Midlenoo sobe el ángulo 9 . de . . m una ISOCromátlca cercana 

representamos ~ vr . m frente a vr y extrapolamos al 

origen, en el cual la ordenada vale Al V8ñ 
releción entre K¡ y K l . ~ · lo Que da una 
va'l

1 

. .._ 11· a otra relecJOn es la ec ( 21 ) 
ua cuanoo r-.0. . ' 

Phang Y Ruiz 1 19/ · . decir partJculamaron la ec.( 19) ( 
, Oox no fue ten too en cuenta ) para 9 =90~ Y a = Q2 es 

'tm (9 = 902) = _1_ 9 2 /2nr-...¡ K¡ + Ku 

t¡ñ(9 = 02) = _2_ K 
/2nr 11 (30) 

La represent~ión de ~ (a = 90~ 
frente a 

11 
vr: m ) Y ~m (9 = O~) 

136 OOs ecuac. r Y la estimación de la pendiente de estas rectas 
lenes de las que K¡ Y K¡¡ pueden ser obtenioos. 

Por último mencionemos ~ intrOOI.Ijeron . a Smtth Y Olooseblkan 1241 

~ (30) partfcul:l:cxXl cuOOr'~tico basaíl en el uso (E~~ 
para un angula fijo, 9 = 90 

~ .._!_A(A 1 8ttr ,, K1, K¡~+ B ( 'J 2nr 9o' K, • KuPox) ..C (~) (31) 

Oerlvenoo res ~z Pacto a 1 1 V r obtenemos 
~ 1 1 
«11.¡ - A( 1 r) 4n Jr &o. K,, 9+-?::--8(9 K K .¡a o• 1• 11 Oox) (32) 

R . 
epresentanoo 't 2 m frente o 11\fr calculamos lo 

pendiente oo esa curva ( por m 
cuooráttca por mfnfmos cu::ctón directa o a)ustanoo una 
frente a 1/ vr ; la pendiente y 1:.) y la representamos 
proporcionales a A Y B U oo ~n~ en el or~gen son 
tienen ya suficientes ec~ocio:~ pa:caanl gul Jos diferentes se cu ar K¡, K¡ 1 y Oox· 

El mayor inconveniente de los métc005 de 
es que es necesario excluir de 1 extrapolación 
~uellos puntos fuera de la r 1ó os datos experimentales 
singular, loque implica un.~. n oom1nooa por el término 
dejar m JUICIO sub¡etwo y, ooemás puede 

uy pocos puntos útiles para el ajuste de la t, rae a. 

Tc005 los métc005 descrtt denominarse "de os hasta ahora podrían 
campo cercano" pues hecs 

singular d<m por las ( 1 ) ~ uso del campo 
estos métc005 r""· ecs. 6 . El mayor Inconveniente de 

wlca en la zona útil de ed'""' no pOO!lmos medir m lua. Por un laoo, 
muy cerca de 1 borde de gr · t 

solución tensional está pertur 1e a, pues la 
de rectores (ver por e e b~ en esa zona por una serie 
del roolo de curv~tura ~n :~~o, ~O/) como son la influencia 
de tensiones en esa zona ( 1 or de grieta, el alto grooiente 
de espesor) 1 o que conll9'1'a fuertes variaciones 

• a existencia de . triaxialt~ del campo de ten . una zo~~ plast\ca, la 
superficie y deform .. sJones ( tenston piana en la 

Theocaris Y Gdou:~~~ 0/plana en. el csntro) • etc ... 
h b · r~m 1endan que 
a Jtuales condiciones de t . • en las 

medidas sean hechas raba¡ o de un laboratorio las 
en una zona definida por r /a > o· os.' 

Por otro ltm no nos pllil 
grieta pues el cam'po singular mos alejar mucho del bor~ de 
valideZ se proouce de ter(E valideZ; esta pérdida de 
cuanoo existe un borde li~na arma particularmente rápida 
grieta re en las proximidades (El borde de 

Para eliminar estos proble 
generalizaron el méteó) de Sa tes ~Attron Y L~rde 1271 
en su propio métcxXl n ord Y Dally /23/ besanoosa 

para medir K¡ /1 7/ E 
desarrollaron en series de pot . · stos autores enc1as las funciones z z 
Tl , tomenoo y = 0 1 Y 11 Y 

N-1 1 

z, (Z) = ~ ( n - ~ r ~ 2n-112 

P-1 

. n<z> = 2: cP zP 
p.O 

N-1 1 

Z¡ (Z) = 2: (m - ..!.)- B zm-t/2 2 m , 
m-0 

(33), (34), (35) 

513 puede comprobar que los 
cumplen las condiciones de t des8rrollos anteriores 
una grieta. usanoo 

1 
~n orno en el extremo derecho de 

( 5), sumenoo éstas as ecs. 33) - ( 35) en las ecs. ( 4) Y 
Y sust1tuyenoo en la ec ( 1 7) bt ( 2't )2 · o enemos 

m en función de los coeficientes A n• Bm Y Cp. 



Deflnienoo una función 

' 2 2 )2 (2tri • o (36) 
f<An.Bm.CP,r,8)•{~x-~) ~<~Y-

. S puntos isocromáticos 
Y particulanzanoola en tl eaeterminaoo de 
(S>N+M+P=T), obtenemos un sistema sor 
S ecuaciones no lineales con T 1nro;¡n1tas. 

s = 1 , S (37) 

. t ma se resuelve iterativamente por el métoOO 
Este s1s e ..,. ~ Este 

mínimos cuaurw-o"- ' 
de Newton-Rphason Y cabe esperar que 

. muy general, pero 
planteam1ento es del MétoOO de Sanford y Dally 
presente algunos problemas . neralÍzación de este. 
1231 . pues puede verse como una ge 

S.- APL1CACION NU~1ERICA 

i ealizaoos en el Tenienoo en cuenta los comentar os r . el 
OOc:tdió implementar en el ordenaoor 

aparttm anterior· se . es el de resarrollos 
métoOO más general de los ooscntos. que 
en serie de Cottron Y L¡q~rde 1271· 

una serie de puntos 
Primeramente se generaron 1 prescritos de 

. . . teóricos. usanoo unos va ores 
¡socromatlCOS ( 33)-( 35) Posteriormente se 
A B y e en las ecs. · 1 n. m . P teó . cos y se t ntentó encontrar a 
introdujeron estos puntos i~l a comprobar que existen 

'ó acta lo que sirv o par soluc1 n ex · . 'd (cuyo valor coincide 
distintos mínimos relatwos del resl uo 'de ooas como las 
con el módulo oo las funciones fs, consl r 00500 

actor) a los que puede llegarse 
componentes de un v 'P 10 demás el ajuste mejoraba 
distintos puntos de par.tl~. o~asta llega~ a un residuo cero 

~;:~~ú:::r~ :c:~~~~::es igual al usaOO para generar 

1os puntos teóricos. 

A continuación se pasó a un experimento :eal, ~r~~~ 
como se indica la placa de la Fig. 2. oo dimens10;~5~~ El 
mm .. b= 48'7 mm., L= 117'5 mm. Y espesor . 

factor 

Fig. 2.- Dimensiones de la placa. 

1 monocromótica oo sodio es 
de franja ool material para ~z ltcOOa una fuerza total 
0'995 Kg/mm. cuanoo hablaátaptcas es como se muestra en 

2 K el campo oo isocrom . . . 
F =21 g, . Se rocedió a una ampllllClOn de 
la Fig. 3, que es un negatwo. P . 

•t·cas (NAMtiVO) Fig. 3. Campo de isocroma 1 . "'4" 

dicha ampliación se efectuaron las 
unos SO aumentos Y so~re edidllS oo campo lejano, en la 
medidllS. Sólo se reallzaron m oo 352 {según se 

0'4 sobre una zona angular * -
zona r /a > ·Y ) t 800 sobre las lineas aproximOOas _ 
recomienda en 128/ cen r )de las 

c008 laoo) que une los puntos <em, rm 
(una a es de franja utillzaoos van de 6 a 9. 
;socromilticas. Los óroon 1 ~ 44 procuranOOse · 
Se saron primero 33 puntos Y u , 

u ed'""" cerce de la linea central de las zonas 
tomar las m h."'" , 
ooscritas más arriba, oonoo los rooios son maximos. 

edet inaoo no lineal -diJ'O el sistema sobr erm como ya se • ,.,., de Newton -
{ 37) se resuelve por el Mét~.UJ 

de las ecs. , . Se realizó un problema en 
Raphson Y mlmmos cuoor~- encontró 
lenguaje Baste que implementa~a ~t~ :::~a~n algunas 
que el residuo ( ml)1ulo del vec or s t de las variables 

i dicanoo que el lncremen o 
iteraciones, n 1 t' os Para evitar este 

asaba por uno o más mlnimos re a w . . del 
p . . ocedió a sucesivas evaluaciones 

. mal funcionamiento se pr 0058 como 
. . del incremento total, toman 
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residuo en partlclones étoOO asegura la 
punto siguiente el de menor residuo. Este m 1 tivo Y su 

a un mlnimo re a 
convergencia, al menos Newt _ Raphson indica 
comparación con un métoOO puro de , o~o de iteraciones 
que este último emplea siempre un n:a Tabla 1) Igual o 
(que fue entre 5 Y 15 para los casos iba . en algunos 
mll'y'Or que la variante propuesta más arr • diez 
casos dicha variante necesitó un número de Iteraciones 

veces menor que las emple008S por el métcd> clásico. Los 
resultaoos obtenioos con nuestro métcd> se muestran en la 
Tabla 1, comparanoolos con los indie<ms en / 29/. que se han 

TABLA ! . valores de Kl~l según na de puntos y t!rmjnos 

~a TERM 3 6 9 12 15 18 
~a PUNT EXACTOS 

33 4'2,5' '- 5'9,37 5'9,37 p-2,3'4 , 0,2'9 f7'3.2'8 

44 s·a.n 6'0,3'9 
5'6,3'1 

6' 1,4'0 ~·2.3'9 , 2,4'0 6'2.4'6 

oonominooa "exactos" en la Tabla 1, aunque cabe matizar que 
la seguridOO oo dicha estimación es inoofinida, según se indica 
en dicha referencia. 

Como primer ootalle, resalta la mala solución con tres 
términos oo los desarrollos; ello es debioo a que tres 
términos reprooucen el campo singular y este no se ooapta a 
los datos en campo lejano que aquí se han manejtn:J. Por otra 
parte, examinanoo los resultcms obtenioos con 33 puntos se 
observa una estabilización oo aquellos para 6 y 9 coeficientes 
mientras que a partir oo ahí los resultm empiezan a 
variar. Ello es oobioo a que los puntos oo medida contienen. 
obviamente, errores aleatorios. Cuanoo el número oo 
términos es pequei'los el al9Jritmo oo mlnimos cu~éXXJs da 
una función f QUe "pasa·· entre los puntos oo una forma suave; 
a medida que se aumenta el número 00 términos el procaso oo 
mfnimos cuooraoos va tenienoo menos peso y la función va 
acercanOOse a los puntos oo medida. En el límlte, cuanOO el 
número oo términos es Igual al de puntos la función pasa por 
tcms los puntos y tcms los residuos valen cero, pero la 
función obtenida tiene muchos máximos y mínimos para 
OO!Iptarse a los errores 00 medida; su comportamiento carca 
áll borde de la grieta resulta asi completamente alter<m, lo 
QUe conduc& & valores falsos de K¡ y K¡¡. Esto se ve 
corroborooo por los resultm obteniOOs usenoo 44 puntos, 
QUe son aproximcdemente estebles desde 6 a 15 coeficientes. 
Los errores, sin ember9J, son mayores en el C8SO de 44 
PUntos aunque esto oobe ser matizaoo con la indefinición de la 
fiab111d00 de la solución exacta. 

Pera estlmor la sensibll ided oo la solución ante 
Vcrieciones de la estimeción inicial se tomaron los cesos 00 6 
términos, con 33 y 44 puntos y se lntrooujeron como 
ast1meclones In iciales una serie de parejas de valores K¡ y 

K¡¡ QUe diferían oo la exocta en porcentajes desde 1 O al 
2So~ . contemplanOOS6 los casos en que ambos se 
SObreestimen, ambos se subestimen O uno se subestime y 
otro se SObreestlme; el resto de los coeficientes se hizo caro. 
En t()))s los casos analiZéXXJs se prooujo la convergencia al 
mismo Punto mostrlrll en la tab la 1 sienoo 8 el número 
fll~ • imo á! iteraciones empl&m. 

6.- CONCLUSIONES 

A la vista oo la revisión realizooa oo los métcms 
fotoelástlcos para medir K¡ y K¡¡, el métcd> aparentemente 
más potente, por su generalidOO, es el basaD en los 
desarrollos en serie el! las funciones de tensión. La 
expresión del parémetro fotoelástico 'tm, particularizooa en 
una serie oo puntos isocromaticos (que pueóln ser lejanos, 
obvianoo esí los problemas de la medidas en campo cercano) 
permite obtener un sistema sobreóltermtn~XXJ no lineal oo 
ecu~iones. La existencia de múltiples soluciones de este 
sistema hace que el métCXXI clasico-oo Newton - Raphson no 
pueda tratar lo ooecuadamente, por lo que se ha propuesto una 
variante Que subdivide ~ incremento oo las variables en 
particiones, BSCI)Jienoo como punto siguiente ~uel en que el 
residuo se8 mínimo; dicha variante ha funcion~XXJ en tcms los 
casos chequeai:ls, igual o mejor. en cuanto a convergencia, 
que el métcd> clásico. 

La experiencia numérica muestre que pul!()ln obtenerse 
estim~lones aceptables el! Kt y Kn con mediciones en campo 
lejano, pero que es precisa una OOecuación entre el número 
de coeficientes el! la serie y el número oo puntos el! medida, 
no sienoo recomendable acercar el primero al segunoo. En 
tCXXI caso una solución aceptable puede obtenerse oo la zona oo 
estab111~tón áe los resultéXXJs respecto al número de 
términos. La sensibili~ de la solución respecto a los 
errores de la solución inicial parece ser pequena, 
obtenienOOse resultm aceptables par estimaciones Iniciales 
erronees en hasta un 250 1 de Kt y K11, con el resto de los 
coeficientes OOsconOOIOOs nu Jos. 

Por último, mencionemos que la 005estabili~ión de la 
solución con al oumento del número oo términos oobe ser 
estudillil més en profundi<bj, con el fin de evitar, o el menos 
Intentar palior. este Inconveniente ool métCXXI. Asimismo, la 
relación óptima nll de térm1nos-nsz de puntos, y ia 
proporción lejanos-cercanos de 6stos, r~1eren posteriores 
estudios numéricos. 
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l ~esumen.- En el presente . l re aciOnar el estado tensional aruc~ o se expone un método 
matenal sometido a fatiga. y el numero de ciclos de vida d~: 

. ~1 método consiste en asumir tensiOn, se comporta a fatiaa c¡ue_el material, para un nivel d 
Wetbull. y ajustar los ará o stgutendo una distribución e 
resultados de ensayos reJizadme~os desconocidos utilizando !de os ~on probetas de d. h . os IC o matenal 

1 . En el artículo aparece la 1. . • . 
anunado de vidrio-poliester. ap IcaciOn de dicho método a un 

coJ~~~RTAMIENTO A FATIGA DE MATERIALES 

rnás La caracterización a faú a d . mate ~ompleja que en un i~ótr e un matenal compuesto es mucho 
m1cr~~{c~ ~an cantidad de vari~biesd~~: ~; he\erogeneidad del 
consiguen r~fo .. Los estudios realizados h=~t= clomponanuento 
tcnsio . actonar claramente e . momento no 
tensio:s mtc~omecánicas, y sees~:scomp_onarmento con las 
l;¡ vida e~·n;edios macromecánicos y un ~a Siempre en niveles 
para un . IC os de las probetas. Se as tanuen~o estadísúco de 
Weibull mvel de_ tensión S=F/A d d ume 9ue la VIda de la probeta 

'con la Siguiente función dea d~ se_baJUS~a a una distribución 
IStn UCIOn: 

· F <xl .. m [ . ( x¡ ~ ) a ] 
donde ll es 1 · 

Q es el ~ YI~a en ciclos 
~ es el p=etro de forma 

etro de escala 

Esto nos . 
lensión y b permue ensayar be llivcl de o t_ener el número de c¡rlo Jas ~ diferentes niveles de 
3 nivele~nJtón i. Se recomiend e os e ~tda X;i a la probeta j del 
~iendo ~dtensión Y más ~eun: s~n~ de ~nsayos con más de 

al ensay~más que el factor a de of etas ~ara cada nivel. 
o y no del nivel de tensión ooodrma epende_ s~lo del • • emos escnb1r: 

. ~- In this papera m thod h ~~gstically the fatigue behav~or of as been proposed to predict 
erent levels of load. composue laminae under 

This method use Weibull S .. 
of load effects in fatigue behavio~.usucs to quanúfity specimen leve! 

1?. order to adapt the unknow are uuhced. n parameters e'<perimental data 

. An experimental mc!uded. test program using glass-polyester is 

¡ .. z ...... m 

111 u 

L L La Yij 
i•t j•l 

= O • F(a) -a ID.Il 

don~e Yij • Xii/ ~¡­

medi;!teanterior _sistema de m+ 1 incó it a in un algonuno de Newton-Rap~ as puede resolverse 
crementar a Y haciendo n tomando como variable 

Clk + 1 .. at . .f.útl 
F'(a) 

donde K = número de . . Iteractón. 




