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Resumen.=- La existencia de interferencias geométricas entre sélidos deformables que entran
en contacto es incorporada a la formulacién del problema en ecuaciones integrales. Las in-
terferencias existentes son as! tratadas como cargas equivalentes. El Método de los Elemen-
tos de Contorno es utilizado para la resolucidn numérica del problema.

1. INTRODUCCION

El Método de los Elementos de Contorno cons
tituye una excelente herramienta para tratar
problemas de contacto entre sblidos deformables
en presencia o no de friccién |1l, |2|, |3|.
La aplicacién de técnicas computacionales per-
mite reducir el tiempo de cédlculo |4|. lo que
constituye un punto de gran importancia al tra-
tarse de un problema no lineal gue debe ser tra
tado incrementalmente. Este aspecto influye so-
bre todo en problemas no-hertzianos donde la
zona de contacto puede ser del orden de las di-
mensiones de los sb6lidos en contacto |5|.

Existen situaciones en la Ingenieria en que
varios sblidos son forzados a ocupar un espa-
cio que es inferior en alguna/s dimensién/es
a las gue ocuparia todo el conjunto sin que se
produjeran deformacicnes. Aparecen, de esta for
ma, interferencias entre los contornos en los
sélidos en contacto. Esta situacidén abarca pro-
blemas genéricamente conocidos como zunchado
y ajuste con apriete.

La simulacién de estos problemas podria
efectuarse suponiendo desplazamientos en zonas
alejadas de las de interferencia hasta que las
dimensiones del conjunto correspondan con las
finales admitidas. Esto transformaria el proble
ma de las interferencias en un caso genérico
srateds =2n las referencias arteriores, si bien
asto s=b6lo podria hacerse curndo se conociera
el proceso de ajusts o para gometrias muy sen-
cillas.
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En este trabajo se va a poner de manifiesto
siguiendo las directrices de Okamoto |6| y Fre-
driksson |7|, que las interferencias pueden ser
incorporadas a la formulacidédn del problema apa-
reciendo finalmente un término en el vector de
cargas que puede ser tratado en forma anéloga
a las solicitaciones exteriores,

Dado gue la existencia o no de friccidn no
afecta al tratamiento que se propone de las in-
terferencias, el planteamiento del problema se
va a hacer para el caso sin friccién debido a
que la formulacidén resulta mis reducida.

En el siguiente apartadc se describen las
modificaciones que han de tomarse en considera-
cién en toda la formulacidédn para la inclusiédn
de interferencias, Finalmente, en el apartado
3 se muestran dos ejemplos, uno de contacto con
forme y otro de superficie final desconocida,
para probar la viabilidad de la formulacibn pre
sentada.

2. FORMULACION CON EL M.E.C. DEL PROBLEMA DE
CONTACTO CON INTERFERENCIAS GEOMETRICAS

El problema genérico que se pretende abor-
dar est& representado en la Fig. 1.

La situacidén descrita en la Fig. 1 corres-
ponde a la geometrie original del problema, pre
tendiéndose encontrer la configuracidn deforma-
da y el estado tensional generado. Respecto a
la nomenclatura empleada anteriormente, |1] a
|5|, 851lo hay que especificar la variable §(M)
que representa la interferencia en dos puntos

M correspondientes de los contornos BDA Y QDB,



Fig. 1. Definicién del problema.

medida sobre un sistema locai establecido para
aquellos pares de puntos de los contornos de
ambos cuerpos, susceptibles de entrar en contac
to durante el procesc de carga, |5|. La direc-
cidn sobre la que se mide, direccién 1 en lo
que sigue, corrsesponde a la direccidén interme-
dia entre las normales en los puntos M a los

A B
contornos 9D y aD .
En puntos M que pertenecen a la zona de con

tacto se pueden plantear las siguientes relacio
nes de cardcter incremental.

Ba(M) + AuT(M) = §00) (1)
MA(H) - AtB(M) con At‘(u) <0 (2)
& 1 1
Aty(M) = 0 (3
B
Ato(M) = 0 (4)

Sblo la ecuacién (1), de compatibilidad de
desplazamientos normales a 3D se ve, obviamente
afectada por la existencia de una interferen-
cia. En funcién del valor absoluto de §(M), la
ecuacién (1) juega un papel diferente en el pro
ceso de resolucién del problema, como se verd
mis ade.iante.

La ecuacién integral, ecuacién de Somiglia-
na, que gobierna el comportamiento de ambos
cuerpos es:

K K K
€,y (%) uglx) + I Ty 40%y) ugly) ds(y)

anL

K K
+a£ Tij(X,Y} uj(y} ds(y)

= Jo Ub ey th(y) dsty) 4
1] ]
BDL

K K
+a£ Ugsxey) E50y) ds(y)

(5)

para:
K= AB
X,Y @ 3D
K K
BDL + BDc = 3D

representando BDE la zona del contorno de K

exenta de contacto.

La ecuacidn (5) escrita para los cuerpos
A y B junto a las condiciones (1) a (4) define
completamente el problema. Sin embargo,
de proceder a explicitar estas ecuaciones
preciso ver el sentido de (1), antes aludidd,
segin el valor de §.

- §(M) = 0 implica gue el par de puntos M
pertenece a la zona de contacto y la ecua
cién (1) tiene que ser utilizada en la
resolucién del siguiente incremento.

- §(M) > 0 implica gque el par de puntos M
no pertenece a la zona de contacto, por
tanto, no tiene sentido la utilizacién
de esta ecuacién (ni, por la misma razén
las ec. (2), (3) y (4)) en la resolucién
del siguiente incremento.

Sin embargoc, la ecuacién (1), si el par
de puntos M es susceptible de entrar en
contacto en el siguiente incremento, re-
presentard, para que no aparezcan interpe
netraciones, una limitacién al tamafio de
dicho incremento.

- §(M) < 0 implica que hay una interferen-
cia y el par de puntos M debe incluirse
inicialments en la zona de contacto. La
ecuacién (1) debe por tanto ser utilizada
en la resolucién del siguiente incremen-
to.

A continuacién escribimos dos ecuaciones
integrales (5) para los dominios A Yy B, bien
entendido que §, segin se ha explicado sblo to-
mard valores negativos o nulos,

w *p A
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A Tij 3 D 1l 1 30 12 2
aDL c c
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donde *, implica simbdlicamente la inclusién

del término libre.

Efectuando una aproximacidén de pequefio so-

porte de las variables Au e At sobre BDK, las
ecuaciones (6) y (7) conducen a un sistema de
ecuaciones lineales. En este caso se ha utiliza
do una aproximacién con elementos lineales dig=-
continuos pudiéndose encontrar detallada infor-
macién del uso de los mismos en ll-3|.

Esquemiticamente, el sistema de ecuaciones
que la aproximacién genera se puede representar
en la siguiente formas

antes .

A
AEL
B
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Donde, por ejemplo:

A
- AEL representa desplazamientos en puntos
del contorno del dominio A, situados
fuera de la zona de contacto.
A
- ﬁglc representa desplazamientos en la di-
reccién 1 en puntos en la zona de
contacto referidos al cuerpo A.
A
- Et representa integraciones de Tij 80—

bre la parte de BD: donde las ten-

siones son conocidas, desde todos

los nodos de A.

En el sistema de ecuaciones representado
por (8), las interferencias juegan el mismo pa-

pel que las acciones exteriores (EEE, Eﬁ:). Por

consiguiente, el procesc incremental gque debe
ser aplicado para la resolucién de (8), no se
ve afactado por la presencia de las mismas, si
bien la carga que deriva de ellas debe ser apli
cada en primer lugar para que las acciones ex-
ternas (si existieran) puedan actuar sobre un
sistema fisicamente compatible. Una informacién
detallada sobre el proceso incremental puede
encontrarse en |l| ¥ |3|.

La aplicacién de la fuerza que deriva de
las interferencias aes funcién del tipoc de con-
tacto que se vaya a producir. Si el contacto
es conforme, es decir el tamafic final de la zo-
na de contacto ne depende de la carga aplicada
(en este caso de la interferencia existente),
toda la carga se aplica de una vez. En el caso
de contacto no conforme se supone como zona de
contacto inicial la afectada por las interferen
cias, variandose esta zona en funcién de la so-
lucién obtenida, hasta alcanzar una solucién
compatible. Asi, se aumentard la zona de contac
to si aparecen interpenetraciones en puntos fue
ra de la zona de contacto y se disminuird dicha
zona si aparecen tracciones en puntos que ini-
cialmente se han supuesto en ella por existir
interferencias en ellos.

A continuacién se presentin dos aplicacio-
nes pertenecientes a los casos gendricos de
contacto conforme y no conforme antes enuncia-
dos.
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3. EJEMPLOS

3.1. Ajuste con apriete entre dominios rectangu
lares -

La Fig. 2 representa las dimensiones y pro-
pledades de ambos dominios. Las dimensiones del
B no se encuentran especificadas por cuanto se
va a hacer un estudio para comprobar la influen-
cia de h2 y L2 en relacién a h1 Y Ll' con obie-

to de chequear la influencia que el tamafio re-
lativo de los dominios tiene en la distribucién
de tensiones. También, y a tal efecto, se consi
derard la posibilidad de que las aristas supe:
rior o inferior del conjunto estén apoyadas o
empotradas.

EA = EB = 4000 Nw/mm2
v e WP = 0,35
h1 = 20 mm., Ll = 80 mm., § = 0.1 mm.
Tr
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Fig. 2. Definicién del problema.

La existencia de simetria respecto al eje
y, implica que s6lo es necesario discretizar
la mitad del dominio total, habiendose utiliza-
do 8 elementos para modelar la semilongitud de
contacto. Los nodos se han situado de los extre
mos a una distancia igual a un cuarto de la lon
gitud del elemento.

Puesto que se asume la hipdtesis de peque-
flos desplazamientos (el valor de § respecto a
las dimensiones de ambos dominios asi lo garan-
tiza), no tiene influencia sobre la solucién
final el que la geometria de los sblidos repro-
duzca o no las interferencias. Los resultados
gue se muestran estin obtenidos sobre discreti-
zaciones que no la recogen.

La Fig. 3 muestra la eveolucién de la compre
sién a lo largo de la semilongitud de c¢ontacto.
Las aristas superior (A.S8) e inferior (A.I) han
sido consideradas empotradas (E) 6 apoyadas
(A).

Por tratarse de casos sin rozamiento y con-
tacto conforme, todos los resultados se obtie-
nen en un sblo incremento de carga.

Como era evidente esperar, el nivel de las
compresiones disminuye al aumentar hz (casos

¢,d,e) mientras que »l uso de rodillos lleva
a distribuciones mAs uniformes (casos b y c).
También la existencia de esquinas provoca un
cambio cualitativo en la forma de trabajo del
conjunto, tendiendo a funcionar como punzén y
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Fig. 3. Evolucién de las tensiones normales
en la semilongitud de contacto.

apareciendo picos importantes de tensién en el
entorno de la esquina. Esto se aprecia en la
Fig. 4 donde szL1 = 2 y se hace variar hthl

y en la Fig. 5 donde hthl = 2 y se hace variar
LZ/LI' En ambos casos, las aristas superior e

inferior permanecen empotradas.
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Fig. 4. Influencia de h2/h1 en la tensidén
normal,

La presencia de la esquina no es sin embar-
go, por si sola, responsable del pico de tensio
nes. Asi, en el caso a de la Fig. 4 la flexibi-
lidad del elemento sobre el que actua el punzén
hace que las maximas tensiones de compresién
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Fig. 5. Influencia de LZ/Ll en la tensidn
normal.

aparezcan en el centro de la zona de contacto.

La Fig. 6 recoge la distribucién de tensio-
nes normales y tangenciales para el caso de gue
exista friccién, habiéndose considerado un mode
lo de Coulomb con yu = 0.2.

SEMILONGITUD DE CONTACTO 2,

Fig. 6. Tensiones normales y tangenciales a
lo largo de la semilongitud de con-
tacto.

En este caso, al desconocer el tamafio de
las zonas de adhesidn y deslizamiento el proble
ma puede resolverse con un incremento, pero des
pués de haber realizado ensayos con diferentas
particiones hasta obtener una en que los resul-
tados sean coherentes con la particién propues-
ta. La particién correcta incluye en este caso
tres pares de contacto en deslizamiento y el
resto en adhesién.

Finalmente, la Fig. 7 incluye deslizamien-

tos relativos en la zona de contacto con y sin
friccidn.
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Fig. 7. Deslizamientos relativos en la zona
de contacto.

3.2. Interferencia entre dominios circulares

La Fig. 8 representa dos semicircules con
una zona de interferencia esquemiAticamente re-
presentada por el valor de interferencia méxima
y el semidngulo q.

g = 2B = 4000 Nw/nn®

A B
v =V = 0,35

R =10 mm., § = 0.00998 mm.
max
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Fig. 8. Definicién del problema.
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Al igual que en el ejemplo anterior la dis-
cretizacién puede hacerse sin considerar las
interferencias. En este caso la zona de inter-
ferencias (la mitad pues hay simetria respecto
al eje vertical) se ha modelado con 10 elemen-
tos, el empotramiento con 4 y la zona de la cir
cunferencia libre de contacto con l4. De esta
forma el problema global tiene 112 grados de
libertad.

A diferencia del ejemplo anterior § no es
constante a lo largo de la zona de interferen-
cias geométricas. A efectos del proceso incre-
mental esto no tisne ninguna trascendencia, pe-
ro 8{ el hecho de que el contacto no sea confor
me, es decir no se conozca la zona de contacto
final correspondiente a la configuracidén defor-
mada en equilibrio. El procedimiento consiste
en suponer inicialmente toda la zona afectada
por las interferencias come zona de contacto
y modificar esta en funcidén de los resultados
obtenidos. Como era de esperar, con esta supo-
sicién aparecen tracciones en el extremo, lo
que indica que la zona de contacto debe ser me-
nor. La zona en que aparecian tracciones se si-
tua fuera de la nueva zona de contacto (las in-
terferencias geométricas de esta zona ya no jue
gan ningGn papel), y se vuelve a resolver, ac-
tuando asi hasta que se obtenga una solucidn
compatible (desaparicién de tracciones en la
zona de contacto, sin interferencias en la zona
sin contacto)., La tabla 1 recoge el proceso se-
guido (4 pruebas) hasta obtener la definitiva.

Tabla 1.~ Resumen de las pruebas realizadas
hasta encontrar una situacidn com-

patible.
Zona de contacto Zona donde aparecen
ensayada tracciones (¥)
a 0,775 a
0.725 a 0.625 a
0.575 a 0.575 a
0.525 a 0.525 a
0.475 g =

La solucidén compatible incluye en la zona
final de contacto solamente la mitad de la zona
afectada por las interferencias.

La Fig. 9 representa la evolucién de las
tensiones normales en la zona de contacto final
(puntos) frente a la solucién de Hertz para esa
zona de contacto (linea continua). La buena
coincidencia entre los resultados avala, dado
que se trata por el tamafio de la zona de con-
tacto de un casc hertziano, la solucidédn dada
a la existencia de interferencias.

(*) Por zona donde aparecen tracciones debe
interpretarse el &ngulo a partir del cual
dichas tracciones aparecen, Cuando el va-
lor de esta columna sea igual a la prece-
dente, eso implica que s6lo aparecen trac
ciones en el idltimo nodo de la zona de
contacto.
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Fig. 9. Evolucién de la presién de contacto.
4., CONCLUSIONES

Se ha presentado una formulacién de proble-
mas de contacto con el Método de los Elementos
de Contorne que incluye la presencia de inter-
ferencias geométricas entre los dominios que en
tran en contacto. Su efecto es considerado como
una carga eguivalente, siendo su tratamiento
andlogo al de las cargas exteriores, por lo que
el procedimiento incremental general puede ser
aplicado también sin ninguna modificacién cuan-
do existen interferencias.

En el caso de ajuste con apriete de domi-
nios rectangulares se han obtenido reglas acer-
ca de la influencia de la geometria y las condi
ciones de apoyo en las tensiones de contacto.
Las tensiones midximas se alcanzan en el centro
salve que haya esqguinas (se produzcan punzona-
mientos) y no sea pequefia la rigidez del elemen
to sobre el que se punzona respecto a la del
punzdn, en cuyo caso aparecerian picos de ten-
sién en la esquina.
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