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Abstract

The goal of this Bachelor thesis is to study some specifical geometric properties, which
are related to the convexity and smoothness of Banach spaces. More precisely we will go over
the definitions of strict convexity, uniform convexity, smoothness and uniform smoothness. We
will study some duality relationships between strict convexity and smoothness, namely that
the strict convexity (smoothness) of the dual norm implies the smoothness (strict convexity) of
the norm. We show an example proving that the converse of this duality results do not hold.
However, we will prove that there is a complete duality relationship between uniform convexity
and uniform smoothness through Lindenstrauss’ formula.

With regard to renorming theory, it will be also showed that every separable space can
be renormed in order to be strictly convex. We will go also over Enflo’s Theorem: a space
is superreflexive if and only if it admits an uniform convex renorming. In the last chapter we
improve the above results. In fact, almost all renormings of a separable space are strictly convex
and almost all renomings of a superreflexive space are uniformly convex.



Introduccion

El objetivo de este trabajo es el estudio y la comprension de los conceptos geométricos
de convexidad y suavidad aplicados a los espacios normados, la relacién entre ellas y los posibles
renormamientos que tienen dichas propiedades.

Con este fin, introducimos en el capitulo de preliminares el uso de filtros, una forma
méas general de tratar la proximidad en espacios topolégicos que la empleada en cursos iniciales
de topologia, que suele ser por sucesiones. Entre otras cuestiones, se expone la definicion y
caracterizacion de ultrafiltro, asi como la convergencia de filtros, el limite de una funcién con
respecto a un filtro y otros resultados de compacidad, espacios Hausdorff, etc. que generalizan lo
estudiado en cursos anteriores. Asimismo, se incluye la definicién y algunos resultados sobre el
espacio de Banach generado por el producto de espacios de Banach dotados con una determinada
norma.

En el capitulo 1, se define el concepto de convexidad estricta de un espacio de Banach
y se presenta un par de caracterizaciones, asi como se muestran varios ejemplos de espacios
estrictamente convexos (¢, L,, p > 1) y espacios no estrictamente convexos (co, ¢1).

Igualmente se da una definicién de suavidad y se prueba que ambas propiedades (con-
vexidad estricta y suavidad) son en cierto modo duales, es decir, que dado un espacio normado
(X, ]| -], si el espacio dual tiene una propiedad, (X, || - ||) tiene la otra. Esto supone que si un
espacio X es reflexivo, X es estrictamente convexo o suave si y solo si X* es suave o estricta-
mente convexo y reciprocamente. Sin embargo, existen espacios no reflexivos en los que esta
total equivalencia no se alcanza, lo que se demuestra con un contraejemplo, incluido al final del
capitulo: el espacio ¢; con la norma ||| - ||| = (|| - |7 + || - 3)5, donde || - || es la norma de ¢; y
|| - [|2 la euclidea.

En el segundo capitulo, se define en primer lugar la convexidad uniforme, de la que se da
una caracterizacién y se demuestra que esta propiedad implica que es el espacio sea reflexivo. De
igual manera se define el médulo de suavidad de un espacio normado, a partir del cual se da una
definicion de suavidad uniforme y se prueba que la suavidad uniforme implica suavidad y que
la convexidad uniforme (suavidad uniforme) de un espacio y la suavidad uniforme (convexidad
uniforme) de su espacio dual son son propiedades equivalentes, lo que supone una mejora con
respecto a los resultados obtenidos para convexidad estricta y suavidad no uniforme.

En el capitulo tercero, se define el concepto de convexidad uniforme en cada direccion
(UCED), de la que se muestra un teorema con varias caracterizaciones. Se prueba igualmente
que dicho tipo de convexidad implica convexidad estricta y que un espacio tiene un renorma-
miento con una norma equivalente UCED si existe una aplicacién inyectiva, lineal y continua
de dicho espacio en un espacio que sea UCED.

En el cuarto capitulo, se introduce el concepto de representabilidad finita, ultrapotencias
de un espacio de Banach y el de superpropiedad. En primer lugar, se da la definicién de repre-
sentabilidad finita y se demuestra que dicha propiedad preserva la convexidad uniforme. Por el
contrario, si un espacio de Banach es reflexivo y existe otro finitamente representable en él, este
no tiene por qué ser reflexivo. Esto se muestra en un contraejemplo, tomando F = (HneNle))Q
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que es reflexivo y comprobando que el espacio no reflexivo ¢; es finitamente representable en
él.

En segundo lugar se realiza una construccién de una amplia coleccién de espacios de
Banach finitamente representables en un espacio de Banach determinado F, que no es otra que
la dada por las ultrapotencias E = EN /U, donde U es ultrafiltro de N. Se demuestra entonces
que E es un espacio de Banach, que es finitamente representable en E y que E contiene un
subespacio isométrico a E. Se muestra ademds que si F es infinito dimensional, entonces E no
es separable, con lo que queda claro que el tamano dimensional de un espacio con respecto a
otro no es relevante para que este sea finitamente representable en el otro o no.

A continuacién, se da una definicién de superpropiedad en un espacio de Banach F y
una caracterizaciéon de la misma: que todas las ultrapotencias EY/U con U ultrafiltro de un
conjunto arbitrario I satisfagan dicha propiedad. Se dan ademas algunos ejemplos de superpro-
piedades. Al final del capitulo se enuncia el teorema de Enflo-Pisier, que nos permite establecer
la equivalencia entre convexidad uniforme y superreflexividad sobre un espacio de Banach.

En el ultimo capitulo, se define los conceptos de espacio de Baire, conjuntos raro, de
primera categoria y residual. Asimismo, dado un espacio de Banach (X, || -||) se definen la apli-
cacién || - || + || - || entre dos espacios métricos: el espacio (P, ¢) de normas equivalentes a || - ||
sobre X y el espacio (P*, 0*) de normas duales equivalentes a || - ||* sobre X*. Dicha aplicacién
es un homeomorfismo, pero nunca isomorfismo si X no es reflexivo. Se define también la con-
vexidad uniforme local, que nos ayudara en la demostracion de dos resultados que afirman la
existencia de un conjunto vacio o residual de renormamientos estrictamente convexos, localmen-
te uniformemente convexos o uniformemente convexos en (P, 9); y la existencia de un conjunto
vacio o residual de renormamientos en (P, p) cuya norma dual sea estrictamente convexa, lo-
calmente uniformemente convexa o uniformemente convexa, en cada caso. Como consecuencia
de estos dos teoremas se obtiene un tercero, que afirma la existencia de una norma en (P, )
localmente uniformemente convexa cuya norma dual también lo sea, dada la existencia de dos
normas en (P, ) tales que una sea localmente uniformemente convexa y que la norma dual de
la otra también lo sea. De forma equivalente se prueba para convexidad estricta o uniforme.

Se obtienen igualmente dos corolarios, conclusion de esta memoria: Que si X o su predual
es superreflexivo, el conjunto de normas estrictamente convexas en (P, o) es residual y que si
X es superreflexivo, el conjunto de normas uniformemente convexas y uniformemente suaves es
residual en (P, o).




Preliminares

0.1. Filtros en espacios topoldgicos

Al trabajar uno con topologias no metrizables, es necesario generalizar el concepto de
sucesiones convergentes lo que puede hacerse mediante filtros.

Definicién 0.1. Si I es un conjunto, una coleccién F de subconjuntos de I es llamado filtro si
se verifica:

(a) Si X € F, X C Y, entonces Y € F.

(b) Dados X,Y € F, entonces X NY € F.

(c) I € F.

(d)

Ejemplo 0.1. Definimos el siguiente conjunto:
F={XCN:|N\ X| <oo}

Veamos que se trata de un filtro, conocido generalmente como filtro de Fréchet.
En efecto, si X € F, X C Y, entonces N\ Y C N\ X que es finito, por lo que Y € F. Si
X, Y € F,N\(XNY)=N\XNN\Y, que es finito al ser unién de finitos. Asimismo, ), N € F.

Definicién 0.2. Se dice que F es un filtro més fino que F' si F' C F.

Observacion 0.1. La relacion ’ser mas fino que’ es claramente una relacién de orden sobre el
conjunto de filtros generados a partir de un conjunto I, al ser la inclusién una relacién de orden.

Definicién 0.3. Sea B una coleccién de subconjuntos de X tales que:
(a) VB]_,BQ € B, Bl N BQ e B.
(b) B#0,0 ¢ B.

B se denomina entonces base de un filtro. El filtro F que genera B es el siguiente:
F={Xel:3AeB,AC X}

Asi como sobre filtros se puede establecer una relaciéon de orden sobre los filtros, también
se puede establecer una relacion de equivalencia entre bases.

Definicién 0.4. Dos bases de filtros se dicen equivalentes si generan el mismo filtro.

Teorema 0.1. By, By son equivalentes si y solo si Fy es mds fino que Fo y Fo C F1 siendo F;
el filtro generado por la base B;, 1 = 1,2.

Definicién 0.5. Denominamos como ultrafiltro aquel filtro, para cual no existe otro filtro que
sea mas fino que él, es decir, que lo contenga estrictamente.
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Observacion 0.2. Sigue del lema de Zorn que cada filtro esta contenido en un ultrafiltro.

Definicién 0.6. Se denomina a un ultrafiltro ¢ fijo si todos los conjuntos F' € U tienen al
menos un elemento en comun. En el caso contrario, se denomina a U ultrafiltro libre.

Teorema 0.2. Un filtro es un ultrafiltro si y solo si AU B € F implica que o bien A € F o
BeF.

Demostracién. En efecto, supongamos que existe F ultrafiltro, A ¢ F, B¢ Fy que AUB €
F. Sea
G={Ze€X:AUZec F}

Es trivial ver que G es un filtro més fino que F. En particular () ¢ G sigue de que A ¢ F.
Pero como B € Gy B ¢ F, G es distinto de F. Esto contradice la hipdtesis de que F sea un
ultrafiltro.
Reciprocamente supongamos por reduccion al absurdo que AU B € F implica que A € F o
B € F. Sea G un filtro més fino que F y sea Z € G. Entonces X\ Z ¢ Gy X\ Z ¢ F. Como
X =7ZU(X\Z) e F, debemos tener que Z € F, es decir, G = F.

O
Indicamos un par de resultados que nos seran de utilidad en el capitulo 1.

Proposicién 0.1. Si un filtro estd incluido en un unico ultrafiltro, entonces él mismo es un
ultrafiltro.

Demostracién. Sea F un filtro que no es ultrafiltro. Entonces 3A tal que A ¢ Fy X\ A ¢ F.
Considérese entonces:

Glz{FﬂAiFEF}
Gy={FN(X\A):FeF)

Es facil probar que ambos conjuntos son las bases de dos filtros F7, F» ambos mas finos que F.
Sean Uy, Uy dos ultrafiltros conteniendo a F; y Fa, respectivamente. Se tiene que son ultrafiltros
distintos pues A € Uy, (X \ A) € U y ningtn filtro puede contener a A, X \ A, ya que entonces
también contendria a AN (X \ A) = @.

O

Ejemplo 0.2. El filtro de Frechet no es ultrafiltro, ya que no contiene ni el conjunto de los
pares ni el de los impares, cada uno complementario del otro, ya que ninguno de ellos es finito.

Corolario 0.1. FExisten dos ultrafiltros libres sobre N.

Demostracion. Como el filtro de Fréchet no es ultrafiltro, existen por la proposicién 0.1. dos
ultrafiltros distintos Uy, Us, con F C Uy, Us,. Dichos ultrafiltros deben ser libres, ya que si fueran
fijos (per F D mGeuk G # @ para k = 1,2, lo cual es falso, al ser el filtro de Frechet libre.

O

Introducimos ahora un ejemplo til para definir la convergencia de un filtro.

Ejemplo 0.3. Sea (E,T) un espacio topoldgico. Entonces,
FVy ={X €T :me X}

es el filtro de los entornos de zy. En efecto, O # FV,,, vo € E C FV,, y la interseccién de dos
conjuntos esta en FV,, pues ambos conjuntos contienen a xy. Si X C Y y 2y € X, entonces

Y C FV,,.
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Definicién 0.7. Sea (E,T) espacio topoldgico. Se dice que F converge hacia xg € F si F es
mas fino que FV,,, es decir, para cada V' entorno de xy, 3X € F con X C V.

La convergencia también se puede trasladar al concepto de base de filtro.

Definicién 0.8. Decimos que una base B de filtro converge hacia x si el filtro generado por B
converge hacia x.

A partir de esta definicién se pueden generalizar otros conceptos y proposiciones ya
definidos y probados para topologias definidas por sucesiones convergentes. A continuacién
generalizaremos algunos de los resultados més generales que ya han sido vistos en cursos intro-
ductorios de topologia.

Definicién 0.9. Dado un espacio métrico E, F es un filtro de Cauchy si Ve > 0, 3X € F tal
que diam(X) <e.

Definicién 0.10. Se dice que xy es un punto de acumulacién de F si xy es un punto de
acumulacion para todos los elementos X € F.

Proposicion 0.2. Un punto x € X, espacio topologico pertenece a la adherencia de un conjunto
A si y solo si existe un filtro base en A que converja hacia x.

Demostracién. Sea z € A, entonces los conjuntos U N A, donde U es entorno de z, forman
una base de filtro en A que converge hacia x. Reciprocamente, si existe un filtro base en A que

converja hacia x, entonces cada entorno de = debe intersecar a A.
O

Proposiciéon 0.3. Um espacio topolégico es Hausdorff si y solo si cada filtro converge como
mdzximo hacia un unico limite.

Demostracion. Si X es Hausdorff y existe un filtro F que converge a dos puntos distintos
x # y, debe contener a dos entornos distintos disjuntos de x e y, respectivamente y esto
contradice la definicién de filtro.
Reciprocamente si X no es Hausdorff, entonces existen dos puntos distintos x, y tales que cada
entorno U de x intersecta cada entorno V' de y. En este caso, los conjuntos U NV forman una
base de filtro que converge hacia x e .

O

Proposicién 0.4. Sea E un conjunto compacto en un espacio topolégico (X,T). Entonces se
tiene:

(a) Todo filtro tiene como minimo un punto de acumulacion.

(b) Cada ultrafiltro es convergente.

(c) Cada filtro de Cauchy converge.

Por tltimo indicamos el limite de una funcién con respecto a un filtro.

Definicién 0.11. Sea X un conjunto, Y un espacio topoldgico, f: X — Y, F un filtro en X.
Decimos que f converge hacia y, cuando F converge hacia x si la base del filtro f(F) converge
hacia y.

Esta definicién nos permite dar una caracterizacién de continuidad de una funcién.

Proposicién 0.5. Sean (X,7T),(Y,S) dos espacios topoldgicos. La aplicacion f: X — Y una
funcion continua en x € X si y solo si para cada base de filtro B que converja hacia x, la base

de filtro f(B) converge hacia f(z) € Y.
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Demostracién. Sea B una base de filtro que converge hacia x y supongamos que f es continua
en ¥ € X. Si W es un entorno de f(z), f~'(W) es un entorno de z y contiene por tanto un
conjunto A € B. Por tanto, f(A) C f(W) y f(B) converge hacia f(x).

Reciprocamente, si para cada base de filtro B que converge hacia z, el filtro f(B) converge hacia
f(z), por lo que f(B(x)) converge hacia f(x) donde B(z) es el filtro de entornos de z. Cada
entorno W de f(z) contiene un subconjunto f(V') donde V' es un entorno de z, es decir, f es
continua en x.

0

0.2. Producto de espacios de Banach

A continuacién definimos y damos algunos resultados conocidos sobre espacios de Banach
y su producto que nos serdn de gran utilidad en el cuarto capitulo.

Definicién 0.12. Sea (E,) ey una sucesion de espacios de Banach con p € [1, +00). Definimos
la suma ¢, de espacios (E,)n € N de Banach como:

1
(anlEn)p = {(xn)neN € 1By (Z HﬁnH%n); < +OO}

n>1

Observacién 0.3. La suma /), es un espacio de Banach. En efecto, si tomamos una sucesiéon
de Cauchy (z,), y un € > 0 cualquiera, existe ny € N tal que Vn, m > nq,

1
[2n = @mllp = (lzallz, + l2mlE,)» <e
con lo cual la sucesion es convergente a 0.
Corolario 0.2. El espacio (Zg”))p es reflexivo, para todo p € [1,+00)

Demostracién. Basiandonos un resultado de [2] (p. 62), se tiene que dada una sucesién de
espacios de Banach (E,),, (Il,>1E,);=1,>1E}),. Como cada espacio 65”) es de dimension

finita y por tanto, isomorfo a R", se tiene que el dual de E(ln) es Eg) y viceversa. Asi:

(i V)% = (anlggn)*); = (169 = (s ),

p




Capitulo 1

Convexidad y suavidad estricta

1.1. Convexidad estricta

Definicién 1.1. Sea (X, || - ||) un espacio de Banach. Decimos que E es entonces estrictamente
convexo si para todo par de vectores z, y no alineados ||z + y|| < ||z|| + ||y]|-

Ejemplo 1.1. Utilizando la siguiente proposicion y la convexidad de la funcién ¢ — t¥ es facil
deducir que los espacios £, L, son estrictamente convexos para todo p € (1,00).

Los espacios ¢y y [; no son estrictamente convexos. En efecto, tomando los vectores
r=-ejtey, y=e1—e3y T =€,y = e en cada caso, se alcanza la igualdad ||z||+||y|| = ||[x+y]|-

Proposicién 1.1. Sea E un espacio de Banach. E es estrictamente convexo sii Vx, y € F,
x # y se verifica una de las dos siguientes propiedades:

o) ||zl = Iyl =1 = ||| <1

b)¥p € (1,00) = [[52” < 5(ll=[” + [ly[I")

Demostracion. a) Sea E estrictamente convexo. Entonces se tiene por definicién que [ 32]| < 1
si x e y no estan alineados. Si x e y estdn alineados y tienen norma 1 , entonces x = —y, y la
desigualdad es obvia. Reciprocamente, supongamos que existen dos vectores no alineados z, y
tales que

Iz +yll = ll=ll + [yl

Supongamos que ||z|| < ||y|| = 1. Definimos las funciones ¢; : R — R con i = 1, 2,
dadas por ¢1(t) = ||tz + yl|, ¢2(t) = t||z| + ||y||. Entonces se tiene ¥Vt > 0 @1(t) < @a(t).
Tenemos que ¢1(0) = p2(0) y que p1(1) = pa(1). Como ¢ es convexo y s es lineal, se tiene
que ¢1(t) = @o(t) Vt > 0. Esto implica que Hﬁ +y|| = 2 y por tanto (a) no se verifica.

b) Sea E un espacio de Banach estrictamente convexo y z,y € E no colineales. Debido
a la convexidad de la funcién t — t? se tiene que || 52||P < (M)p < 3(Jlz|lP+ [ly[|P). Ahora,
escogemos z,y € E alineados, tales que y = tz. En tal caso, tenemos que || %2 |P = |22 ||P =
| L |P||z||P. Para ¢ > 0, se tiene que |1£1] < 1(1+¢[P) V¢ # 1, ya que p > 1 (recordemos que para
t > 0 la funcion ¢t — tP es derivable y tiene derivada positiva. Para ¢ < 0, basta considerar
que [P < [55EP. Reciprocamente, nos basta tomar distintos «,y € E con norma 1. Entonces
se tiene que:

r+y b

1
< 5(1p+1p) — HxTerH <1

2
y por la caracterizacién de (a) queda probado (b).
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Ejemplo 1.2. Probamos a continuacién la convexidad estricta de los espacios ¢,, L£,, con
p € (1,00). Para ¢, debido a la convexidad de la funcién ¢ — 7, se tiene que para cada par
de vectores distintos {zx}, {yr} C ¢, con p € (1, 00),

P 1 o0 o0 1
<3 (Z "+ |yk|p> < S laell” + el
k=1 k=1

ya que p > 1, por lo que Vp € (1,00) = [|[Z2[|? < 3(||z]|” + [|y|[") vy por la proposicién
anterior el espacio es estrictamente convexo. Para L, el razonamiento es analogo:

-

1.2. Suavidad

P o0

23

k=1

r+y
2

T+ Yk
2

r+y
2

r(w) +y(w)
2

Co < ([ lear o+ [ rds) < Jdiele + i)

Definicién 1.2. Sea E un espacio de Banach. Decimos que E es suave si Vx € E no nulo,
existe un unico funcional lineal f € E* con || f|| = 1 tal que f(z) = ||z||.

A continuacion introduciremos un par de resultados que relacionan los conceptos de
suavidad y convexidad estricta entre un espacio y su espacio dual.

Proposicién 1.2. Dado E un espacio de Banach, si E* es suave (estrictamente convezo),
entonces E es estrictamente convexo (suave).

Demostraciéon. Si E es un espacio no estrictamente convexo, existen dos puntos a y b distintos
tales que [|a|| = ||b]] = [|%E2|| = 1. Por tanto, el segmento que une los puntos a, b es disjunto con
la bola B(0,1). Por el teorema de Hahn-Banach (la versién geométrica), existe un hiperplano
disjunto de la bola unidad abierta que contiene al segmento [a, b]. Este hiperplano es de la forma
{z € E; f(x) = 1}, donde f € E* y | f|| = 1. Pero entonces a, b € E** son dos funcionales
lineales distintos en E* con norma f (es decir, T,(f) = Ty(f) = || f||, con T,, T, € E** funcionales
definidos a partir de la identificacién entre a,b € E'y T,,T}), y por tanto E* no es suave.

Suponiendo ahora que F es un espacio de Banach no suave, existen dos funcionales
f,g € E* con norma 1, tales que para cierto punto x # 0, se tiene que f(x) = g(z) = ||z,
luego %(m) = ||z||. Como ||f—J2“"|| < 1, se tiene que ||%|| =1, por lo que E* no es un espacio
estrictamente convexo.

O

Corolario 1.1. Sea E un espacio de Banach reflexivo. Entonces se tiene que E es estrictamente
convezo (suave) si y solo si E* es suave (estrictamente convexo).

En el siguiente ejemplo se introduce un espacio de Banach en el que se muestra que en
ausencia de reflexividad el reciproco de la proposiciéon 1,2 no es cierto.

Ejemplo 1.3. Consideraremos el espacio ¢, sobre el que definimos la siguiente norma, dada
la sucesion x = (z,)n,

s = \/lll} + llz]13 (1.1)

A continuacién probaremos que la norma es equivalente a la norma de ¢; y es estricta-
mente convexa. La equivalencia de la nueva norma se deduce del conocido resultado ||z||2 < ||z

lzlls < el = \/llzll? + ll2]13 < V2]l
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Por otra parte, la nueva norma es estrictamente convexa en ¢; debido a la identidad del
paralelogramo, que verifica la norma euclidea || - || en ¢y y por ello en /1, debido a la inclusién
de este tultimo en /5. En efecto, dados dos vectores no alineados x, y con norma 1, debemos
probar que:

Tty

1 (1.2)

2
I;y <1 (1.3)
o +yllZ < 4 (1.4)

Desarrollando ||z + y||? y aplicando la identidad del paralelogramo, tenemos que:

lz+ylls = llz +yllf + 2 + 3
= llz+ylli + 201l + lyl?) = = — wll3
<[l + 1l + 2zl llyll: + 2(l2 (12 + lyl12)

va que ||z—y|3 > 0, al no ser vectores alineados Sabiendo que ||z||3+||=||3 = 1y |ly|l3+|yll5 = 1,
para que se verifique (1,3) queda por probar que:

2> |lzllz + llyllz + 20zl llyll
=1—l2lf + 1 = llyll + 2l /Iyl

lo cual se verifica ya que la siguiente desigualdad es siempre cierta.

0= —(ll=lls = llylh)*

En el siguiente paso, trataremos ¢, con la norma dual || - ||* de la norma anteriormente
definida sobre ¢y, || - ||.. Esta norma es equivalente a || - ||o. No daremos una férmula explicita
para la norma dual pero necesitaremos conocer su valor en ciertos vectores de /... Probaremos
que la sucesién constante y = (yx)ren, con y, = 1 verifica que ||y||* = 1.

En efecto sea la sucesion (y)geny € oo v fy 1 61 — R:

Yoal <Y |ul = llzlh < llzlle = 3/l + 23 (1.5)
k=1 k=1

A continuacién tomaremos el vector ™ con las primeras n componentes iguales a ———.
Vn2+n

|fy(@)| =

Es facil comprobar que ||z™||. = 1. Por otra parte, haciendo tender n a infinito, tenemos que

lim |22 = lim ——— =0
n—00 n—oo N° +n

2
lim [2"|? = lim —— =1
n—00 n—oo N° +n

Asi se obtiene que para el vector 2", lim,en | f,(2™)| = limpen ||2"||« ¥ la norma dual |Jy||* =
sup{ 120 . 5 e ¢\ {0}} = 1.

l[]l«

Ahora dada una sucesion z = (z)ren tal que ||z]|* = 1, 2 = (2k)ren, tomando Vn € N la
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(sgn(zl) sgn(z2)

L ...) con las primeras n tuplas igua-

misma sucesion ligeramente modificada " =

]
;

sgn(zk)

les a ===+ obtenemos:

= [L@")] < N2l = ll="]l =1 (1.6)

Z|Zk| =

Sea U un ultrafiltro libre en N. Definimos en /., un funcional lineal &, dado por:

§ RET

k=1

z = (Zn)nEN L }Ll/er?{ Zn

Vamos a deducir a partir de los resultados anteriores

[&ull =1 (1.7)

Sea ||z]|* = 1. Considérese el ultrafiltro libre U sobre los naturales. Queremos probar
que ||&|| = 1. En primer lugar, demostremos que &,z < 1, Vz € £, con norma 1. Veremos que
basta probar entonces que para cualquier € > 0 el conjunto de elementos |2*| > 1 + € es finito.
Sea ¢ : N — N una reordenacién cualquiera y = (2#®). Si |2(z)| > 1 para algin z = (z*)
con ||z|| = 1 obtenemos:

1< Z pek)zt sza:“" (k)
keN keN
lo cual no puede ser, ya que ||(z# ®)|| = ||(z*)|| = 1. Si el conjunto de elementos |z;| > 1 + ¢

fuera infinito, podemos elegir una biyeccién ¢; : N — N que induzca una reordenacion del
vector z en el vector (z“”l(k)), de tal forma que para cada n existiria una reordenacién en la que
las primeras n coordenadas son mayores que 1+ €. Esto entra en contradiccion con lo expuesto
en el paso anterior, ya que entonces:

(14+¢€)n
n2+nZ|z|_m—>1+e

Veamos que lo anterior implica ||, (2)|| < 1 para cada ultrafiltro U libre, esto es, para cada
ultrafiltro que verifique (), F' = @.Para ello, recordemos la convergencia para filtros aplicada
a los naturales.

Sea X un espacio normado, F un filtro de N. Decimos que una sucesiéon z,, converge a
r € X siVe>0dF € Ftal que Vn € F

|z, — || <€
En nuestro caso sabemos que

Ve > 0,3kg € N : |z, — 1| < e,Vk > ky (1.8)

Tomando cualquier ultrafiltro libre U existe F' € U con min,cpn > ko sa partir del cual
se obtiene una subsucesion (z,, )n,cr que verifica la expresién anterior. La existencia de dicho
conjunto F' € U se deduce de las propiedades del ultrafiltro libre. En efecto, si no existiera tal F',

VFGU,E”Q<]€02[()EF (19)
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y U seria un ultrafiltro trivial, lo cual es una contradiccién.
Basta ahora por tanto solo probar que existe un z € /., con el que se alcanza la igualdad en la
siguiente acotacion:
zl=|limz| <1
2] = Nim 2] <

Para ello basta tomar el vector z = (1, 1,...), que como se ha probado anteriormente, satisface
que |z[| = 1.

Por ultimo, gracias al corolario 0,1 la existencia de dos ultrafiltros libres distintos U; y
Uz en N. En ese caso &y y &y son dos funcionales distintos con norma 1 tales que &4 (y) =
&ur(y) = 1, con y = (1,1,...) € s y por la definicién (1,2.), el espacio E no es suave. Por
tanto queda probado asi la existencia de espacios no reflexivos en los que el reciproco de la
proposicion 1,2 no se verifica.




Capitulo 2

Convexidad y suavidad uniforme

En el capitulo anterior, hemos definido la convexidad estricta de un espacio de Banach
E de la siguiente forma Vz,y € E,x # y, |lz|| = |ly|| = 1 se tiene que || £¥|| < 1. Sin embargo,
en ningtin momento dicha definicién implica que la diferencia 1 — ||*32|| debe tener una cota
inferior. Es por ello que introducimos el concepto de convexidad uniforme.

Definicién 2.1. Decimos que un espacio de Banach E es uniformemente convexo si Ve > 0,
30 > 0 tal que Vz,y € E, con ||z| = |ly|| =1

olze = [ <1 -

Denominamos a §(e) = {1 —[|=2}; ||lz]| = ||yl = 1, ||z — y|| > €} como el médulo de convexidad
de E.

A partir de la definicion queda claro que F es unifomemente convexo si y solo si Ve >
0,0(¢) > 0. También se deduce de la definicién que 6(0) = 0 y que si € < €, entonces
(5(61) < (5(62).

Introducimos a continuacién una caracterizacion homogénea de convexidad uniforme en
la que relajamos la condicién ||z|| = ||y|| = 1 por ||z||, |ly]| < 1:

Proposicién 2.1. Seap € (1,+00). E es uniformemente convezo si y solo siVe > 0, 3d,(e) > 0
tal que Vx,y € E, se cumple que:

p

el ol < Llle =9l > € = 252" < =, [0l + 1) 22

Por consiguiente, E es uniformemente convezxa si y solo st Vx,y € K

ey s (el N L o
1520 < (1= ay (i) | el + i) (2.3)

Antes de comenzar con la prueba, introducimos dos lemas auxiliares.

Lema 2.1. Sean z,y dos puntos distintos con norma 1 en un espacio E uniformemente convezo.
Sea € = ||z — yl||. Entonces Vt € [0, 1]

AL H < # +H(1 = 5()) = % — () (2.4)

18
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Demostracién. Sea z la iterseccién entre x,y y la semirrecta (0, %ty) Entonces A > 1y
w € [0, 1] tales que

T +ty
2

z=pr+ (1 - p)

Z=A

r+y
2

Luego,

T +ty Tty

= px+ (1 —p)

Por tanto,

1—p A
Py
2 2

T4y

de lo que se deduce que A = l%t y = %i Pero como z = px + (1 — p) =2

141 144 1+t 1+t 1+1

ol < 1+ (1= Tt ) (1= 80 = T 4 Ty (= 0D = 1= 2H8(e)

Por consiguiente:

T+ ty 1 1+1 2t , 1+t ,
= =——|1——=9 =—— -1
S el = (1 2hae) = - e
y el lema queda probado.
O
14+t
Lema 2.2. La funcion ¢ : R — R, ¢1(t) = ;((12+Z:) es estrictamente mondtona creciente
2

Vt € [0,1] y alcanza su mdzimo dentro de ese intervalo en t =1

Demostracion. Basta con calcular la derivada de ¢.

O
Demostracién. Consideremos de nuevo la prueba de la proposicion (2,1). Sea p € (1,+00).
Como el resultado (2,3) es homogéneo, podemos suponer que |[z|| = 1, |ly|] < 1. Tomamos
g = it = |yl conlo que t € [0,1]. Supongamos también que [z —y| > € y fijamos
¢ = ||z — g||. Aplicando el lema (2,1) a x, 7 resulta que:
T +ty 1+t
< —to(¢
RARTFEL NG
y por tanto
ey
< =y
s(llzllP + llylI) s(1+17)

Pueden ocurrir dos casos:
(1) Que ¢ < §, lo que implica que ||z — || < § y entonces se tiene:
€

€
l—t=ly—dgll>lly—zll-llz -7 >e— ===
ly =gl > ly =zl = ||z =gl > € b
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y por tanto, t <1 — 3.

Usando que

(5
t) <
o0 < T
y aplicando el lema (2,2), obtenemos:

(1—3)

p(t) < :
s(L+ (1= 5)P)
1 _ €y
1—ot)>1- 1-9

Si € > £, entonces §(¢') > (%) v

(44— t6(5))

M+ v

p(t) <
Denotaremos a partir de ahora ¢ := d(5). El méximo de 1 se alcanza cuando t*~' =1 —20 y
su valor es:

[3(1—20)71 — (1 - 26)77 5"

P((1—20)7T) L1+ (1—20)7)

IN

En ambos casos se obtiene que:

, -9 BOH[I-28(9)]7T) — (1 -20(5)718(5))
d,(€) > min{l — (1+(1_§)p),1 %[14_(1_25(%))#]

N |+

El calculo directo ofrece la ventajosa posibilidad de comparar el comportamiento de §(e)

y 0,(€) cuando € — 0. El primer término en el minimo es entonces igual a plp—b)e

= < y el segundo a
pd(5). Si admitimos que para cada espacio de Banach d(e) < Ce®, obtenemos que d,(€) > ¢,0(€)
con ¢, una constante que solo depende de p.

Consideramos a continuaciéon la posibilidad de que existan propiedades especificas de
espacios uniformemente convexos que permanezcan invariantes por isomorfismo. Una respuesta
inicial viene dada por la siguiente proposicion, cuya prueba no incluimos por lo avanzado de los
resultados que se requieren para su resolucién, que superan los conocimientos correspondientes

a cursos de grado de Analisis Funcional:
Proposicion 2.2. Un espacio de Banach uniformemente convexo es siempre reflexivo.

Ejemplo 2.1. Si p € (1,+00), los espacios £,(£2, .4, ) son uniformemente convexos, siendo g
cualquier medida sobre (£2,.4). No incluimos la demostracién de este resultado por lo técnico
de la misma. Puede encontrarse en las paginas 198-203 de [4].

A continuacién introducimos el concepto de suavidad uniforme en un espacio de Banach.

Definicién 2.2. Sea E espacio de Banach. Pongamos, para 7 > 0 que:

1
pe(r) = supi5(le +yll +llz = yl) = L llell = 1, lyll < 7} (2.5)

La funcién pg(7) se llama moédulo de suavidad de E. Diremos que E es uniformemente suave
si pET(T) — 0 cuando 7 — 0.
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A fin de exponer mejor el concepto de modulo de suavidad de F y su relacion con la defi-
nicion de suavidad que exponemos en el capitulo anterior,introducimos la siguiente proposicién.

Proposicion 2.3. Si un espacio E es uniformemente suave, entonces E es también suave.

Demostracién. Si F no es suave, existen dos funcionales f, g con norma 1, tales que f(z) =
g(x) = ||z||. Tomando ||y|| = 1 tal que f(y) # g(y) y 7 € (0, 1], tenemos la siguiente acotacién
del médulo de suavidad:

Sl + ol + lle = 7yl) =12 2 (F(+79) + gl — 7)) — 1
> 2 (@) + () + g(x) — 7o(y)) ~ 1
> %(f(y) —g(y)) #0

Por lo que pg(7)/7 - 0y E no es uniformemente suave.

Proposicién 2.4. Sea E un espacio de Banach. Entonces se tiene:
a) E es uniformemente convexo si y solo si E* es uniformemente suave.
b) E es uniformemente suave si y solo si E* es uniformemente convezo.

Demostracion. Nos basta con probar las siguientes implicaciones:
1) E es uniformemente convexo implica que E* es uniformemente suave.
2) E es uniformemente suave = E* es uniformemente convexo.

En efecto tanto 1) por la proposicién (2,2) como 2) implican que E es reflexivo. Por
tanto, se pueden obtener las otras implicaciones aplicando 1) y 2) a E* y E** = E, en lugar de
aplicarselas a 'y a E*.

La implicacién 1) se deduce del siguiente lema también conocido como dualidad de Lindens-
trauss.

Lema 2.3. Para todo espacio de Banach E, Y1 > 0:

pi(1) = sup (E - 53(6)) (2.6)

0<e<2 \ 2

Demostracion. Probemos en primer lugar, que Ve > 0y V7 > 0

TE

op(€) + pE*(T) > bl (2.7)
Sean z,y € E, con [z = [ly]| = 1, |lz — yl| > € y sean los funcionales f,g € E*, con
17 = llgll = 1y tales que f(z +y) = |lz +yllg(x —y) = [lv —yl|, cuya existencia queda

asegurada por el teorema de Hahn-Banach. Entonces:

20p-(7) > |f + 79|l + If — 79l =2
> (f+719)(x) + (f —79)(y) — 2
> flr+y)+7g(xr —y) -2
> ||z +y| + 7€ -2
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que es
2 — |z 4yl > 7e = 2pp-(7)

de la cual se deduce (2,7).

Pero (2,7) implica que V7 > 0:

pr-(r) > sup (e —bu(e))

0<e<2

Ahora sean f,g € E*, con ||f|| = 1, ||lg]] = 7. Sea n > 0. Podemos encontrar z,y € E con
2]l = [lyll = 1 tales que:

(f+9)() > [f+gll—n
(f=9@) =f—gll—n

Por tanto, tenemos que

If+gll +If —gll < f(x) + g(x) + f(y) — g(y) +2n
< flr+y) +g(x—y)+2n
<llz+yll +7llz —yll + 27

Fijemos € = ||z — y||. Entonces || 532[ <1 —0dg(e), y

If+gll +1f —gll £2—26p(e) +Te+2n
§2+2(§—5E(e)) + 21

Por consiguiente, tenemos que:

TE
1+ gll+1f = gl <242 sup (5= dp(e)) + 2

0<e<2 \ 2

de lo que se deduce que:
TE
p-(r) < sup (5= du(e))

0<e<2

y asi la formula queda establecida. Observemos que no se requiere ninguna hipdtesis sobre E o
E*.

Demostramos a continuacién que E* es uniformemente suave, cuando E es uniforme-
mente convexo. Para ello debemos probar que si dg(€) > 0, Ve > 0, entonces ”E*T(T) — 0, cuando
7 — 0.

Por el lema, tenemos que

pr+(T) — sup (E B 5E*(€))

T 0<e<2
El segundo miembro es una funcién mondtona creciente que depende de la variable 7 > 0.
Supongamos que lim,_,q 22" = ¢ > 0. Para una sucesién 7 — 0, sea ¢, tal que:

T

o 5E* (67—)

T

>

oo
YRS
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Entonces
& _a_ Op(er)
2 2 T
y por ello €, > a y la sucesiéon no puede tender a 0. Pero
dp+(€;) = 0,si 7 — 0, y E no es uniformemente convexo.
Observemos que la implicacion inversa también deriva del lema de una forma maés obvia:
si Jep > 0 tal que d(¢y) = 0, entonces @ > ,V7 y E* no es uniformemente suave.
Para el apartado 2) basta aplicar la segunda férmula de dualidad y aplicar el mismo razona-
miento a E* en lugar de a E:

>0

Ter

2 % > 6+ (€;), lo que supone que

pp(r) < sup (T~ bp:() (28)

0<e<2

O




Capitulo 3

Renormamiento estrictamente convexo
de un espacio separable

Si el concepto de convexidad uniforme esta basado en la condicién geométrica de que
para dos elementos distintos de la bola unidad su punto medio estd incluido en el interior de esta,
consideraremos en este capitulo una generalizacién de este concepto cuya idea geométrica seria
que todas las cuerdas paralelas a una direccién dada y cuya longitud esta acotada inferiormente,
su punto medio esta en el interior de dicha bola. Dicha propiedad es la convexidad uniforme en
cada direccion, més conocida por su acrénimo en inglés (UCED). Este concepto fue introducido
por primera vez por A. L. Garkovi con el objetivo de caracterizar espacios lineales normados.

Definicién 3.1. Se dice que un espacio lineal normado X es UCED si y solo si Vz € X \ {0}
Ve > 0 30 > 0 tal que si

a) ||zl = llyll =1

b)x—y= Az

o) [%4] >1-9

entonces |A| < e.

Teorema 3.1. Cada uno de los siguientes es una condicion necesaria y suficiente para que un
espacio X normado y lineal sea UCED.
(I) Dadas dos sucesiones {x,}, {yn}
(a) x|l = llynll = 1, para todo n
(b) Ty — Yn = apz, Vn
(¢) |z + ynll — 2
se tiene que o, — 0
(II) Si existen sucesiones {x,}, {yn} tales que:
(@) laull < 1, llgnll < 1, Y.
(B) 2y —yn — 2
() 120 + ynll — 2
entonces z = 0.
(I1I-p) Para todo elemento z € X \ {0} no existe ninguna sucesion acotada {x,} en X tal que

27 (|l + 217 + llzall?) = 1225 + 2] — 0

(p puede ser cualquier nimero real mayor que 2).
(IV)Para cada z € X \ {0}, existe un nimero positivo A tal que si ||z]], || + z|]| < 1

z
—l<1=-A
Hx+2H

24



CAPITULO 3. RENORMAMIENTO ESTRICTAMENTE CONVEXO DE UN ESPACIO
SEPARABLE 25

Demostracién. Supongamos que X es UCED y que x,,, y,, z satisfacen las condiciones (a)—(c)
de la primera caracterizacién. Si n es lo suficientemente grande, como ||3(x, + y,)|| — 1, para
cualquier § > 0 se tiene que ||%(a:n +yn)|| <1 —46 y por tanto se obtiene que para cualquier e,
la| < €, luego o, — 0. Por lo que (I) queda implicado por la UCED.

(I=1II)Supongamos por reduccién al absurdo que se satisface (I) y que tanto {x,}, {y.}
como z verifican (), (8), (v) pero z # 0. Para cada n, sea 0, el menor de 1y ||z, — z|| 7%

Sean &, = 0,x,, N, = O,(x, — z). Entonces 6,, € (0,1] y se deduce de (a) y (8) que
0, — 1, ya que lim,, o0 ||z, — 2|71 = lim,, 00 ||yn]|~* > 1. Por tanto, tanto ||&,|| = 0, ||z,|| como
17|l = 0n||xn — 2|| son menores que 1, ¥n € N.

gn — N = an
lim [[&, + 7| = 2
n—o00

Sea para cada n,

Up = &n + Q2

Un = Mn — an

donde «y,, 3, son nimeros no negativos tales que:

[unll = [Jvall =1 (3.1)
Entonces
n - Sn 2
|| 2] 1 2]]
17 — vn| 2
0< 3, = < (3.3)
2] [EA
Up — U = (On + ap + Bn)z (3.4)

y donde liminf,, (0, + a, + 5,) > 1

Up + Vp = & + N + (&n + Bn)z (3'5)
= 0pxy + O0p(z, — 2) + (0, — Bn)z (3.6)
=Zp + Yn + (n — Bn)(Tn — Yn) (3.7)
+ [(971 - 1) Tn + (enmn - enz - yn) + (an - Bn) (Z — Tn + yn)] (38)
Sian > By ||z + yall > 2 — A por (v) entonces
120 4 Yn + (o = Br) (@ = yn) | = [| (1 + i = Br) (T + Yn) — 2 (atn — Bn) Ynl| (3.9)
>14+a,—06,)2—A)—2(a, — Bn) (3.10)
=2 A(1+an—B) (3.11)

Como la expresién en (3.8) tiende a 0, sigue de (3.9), (3.10) y de una desigualdad similar para
el caso a,, < 3, que
lim ||u, + v, || = 2 (3.12)
n—oo

Tenemos entonces una contradiccién pues (3.1)-(3.4) y (3.12) implican que el espacio no cumple
la propiedad (I), ya que liminf(6,, + o, + 3,) > 1

(IT)=-(I11—p) Introducimos previamente un lema auxiliar para la prueba de dicha implicacion:
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Lema 3.1. Sean a,b,p tres numeros reales tales que a < b < 0 y p > 2. Entonces se cumple
que:
2071 (a? 4+ P) > (a — b)P + (a + b)? (3.13)

Demostracién. Es claro que para a = b se alcanza la igualdad en (3.13). Definamos ahora la
funcién dada por f(a) = 2°~H(a? 4+ b°) — [(a — b)? + (a+b)P]. Veamos que f’(a) > 0. Si dividimos
entre pa?~! y sustituimos e = £, tenemos que f'(a) = 2" "'pa?~t — p[(a — b)P "t + (a+b)P ] > 0
sii:

gl@)=2""—[1—e) "+ (1+e" ] >0

Como g es decreciente, ya que ¢'(¢) = (p—1)[(1 —€)P2 — (1 +¢€)P72] <0 Ve € (0,1) y g(1) = 0,
se tiene por tanto que f’(a) > 0y que la desigualdad se tiene para todo a > b > 0.
O

Si (III—p)no se satisface hay un elemento z no nulo y una sucesién acotada {x,} tal que:
227 (an + 2|7 + |2nll?) = [[220 + 2]|P — 0 (3.14)

Como z # 0, la sucesién ||z, || no puede tender a 0 y no hay pérdida de generalidad al suponer
que ||z,|| — 1, ya que se puede tomar una subsucesién cuya norma converja a un numero
positivo.

Sigue del lema auxiliar que si:

277 (|l + 2l + 2allP) = 1220 + 2017 = 27 (l2n + 2017 + 2all) = (J2n + 20 + [l2a]))”
> ([lzn + 2l = [lzal[)”

entonces ||z, + z|| — ||z.]| = 0y ||z, + z|| = 1. Sigue de (3.13) por tanto que |2z, + z|| = 2. Si
En = T2, My = %, entonces z y las sucesiones {, }, {n,} satisfacen () — () tal que z = 0.

llznll?

(IlT-p = IV) Sigue de (III-p) que para cada elemento no nulo z, 3IA > 0 tal que A € (0,3) y

227 (|| + 2||P + ||z||P) — ||22 + 2| > 2PpA

stz < 1.
Si|lz]| <1y |l + 2| <1, se tiene que

|22 + z||P < 2P — 2PpA

entonces |z + || < (1 —pA)% <1-A.

Para completar la prueba del teorema 1, necesitamos probar que (IV) implica que el
espacio es UCED. Supongamos que z # 0y € > 0. Usemos (IV) para obtener el nimero
positivo A tal que

Hﬁ—i—%ez <1-A

élN <1
1€ +ez]| <1

Sean z,y tales que ||z||, ||lyll = 1, z — y = Az. Si || > ¢, sea & = —sign\x.
Entonces [|¢]| = 1y [I€ + [Alzl] = [ly] = 1, por lo que:

6 +e2ll = [[(1 = 1D +151€ + A=) < 1.
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y I€ + 3ez]| <1 — A. Por lo tanto,

1
[zt 9] = [~
1
=H§+§|>\|Z
Al 1 Al —¢
< = A
< oy 6 55 oyl

AA=4) =«
2|1A| — € 2|\ — €
_2=A)A[—e
2\ —«

Esto y A > 0 implican que [|3(z +y)|| <1 — 1A, y podemos tomar el § de la definicién como
1
SA.

U
Si X es UCED, entonces X es estrictamente convexo. El reciproco no es cierto. Por ejemplo, el
espacio C([0,1]) de todas las funciones reales continuas en el intervalo unidad con la norma:

11 =sup (0 + ([ 1 \f(t)|2dt)§

es estrictamente convexo, pero no es UCED como podemos probar en [§].

Indicamos ahora un teorema que nos permite abordar la principal cuestion que nos ocupa
en este capitulo. Que todo espacio separable pueden renormarse para que sean UCED y por
tanto estrictamente convexo.

Teorema 3.2. Un espacio normado lineal X es isomorfo a un espacio que es UCED si B*
contiene un conjunto numerable total sobre B.

Demostracién. Seguimos la demostracion dada en [12]. Veamos que un espacio X puede ser
renormado en un espacio UCED si existe una inyeccién lineal continua 7" entre X y un espacio
UCED que denominaremos Y.

Para ello definamos una nueva norma equivalente como:

1
zlll = (lll* + 1T2]*)2

Probamos primero que ambas normas son equivalentes, puesto que 71" es continua y por tanto
|Tx|| < ||T|||z|| para cada vector z. Entonces,

1
[l < (lll® + |1 T2)%)z = [zl < @+ (ITD]]

Empleamos ahora el apartado (/11 — 2) del teorema 1 de caracterizacién de espacios
UCED, suponiendo que existe un z # 0 y una sucesién acotada {z,} en X para la cual:

2(/[[an + 211" + llzal[[*) = 11220 + 2[[]* — 0 (3.15)
Veamos que que {T'z,} es una sucesién acotada en Y tal que:

2(| Tz + Tz|? + | Tzn||?) — 12T 2, + T2|)> — 0 (3.16)
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En efecto, si existiera una subsucesién (T'z,, )i divergente, entonces:

fm = [(|[ng + 212+ [T ng + T2)2)2 + (2 |* + [ T2, |2)2
koo || Ty, |

2 2\1
a2 2l + 12T, + T2} =1
lo cual es una contradiccién puesto que el limite deberfa tender a 0, segtin (3.14).

Por (3.15) y la caracterizacién 111 — p dada en el teorema 3.1, resulta que Y no es UCED.
En vista del resultado anterior es suficiente probar, en cada caso, que existe una apli-
cacion continua lineal e inyectiva de B en un espacio de Hilbert. Definimos para ello Tx =
{fi(x)/2%}, donde {f;} es una familia total de vectores normalizados en B.
En efecto, si x € B:

IT]ls < (Z f22k ) (Z ”f’“!zﬂx”2> — ||| <Z Qikf <%|Ix\|

con lo que obtenemos que T estd bien definida y es continua. Veamos ahora su linealidad. Sean
o,feRyuxyeB,

fk(I)OéHBy} _ {Oéfk(ﬂf) +6fk(y)} _ a{fk( )}+5{fk( y)

T(ax+py) = { o oF ok

} = oTz+LTy

T es también un operador inyectivo, ya que si Tx = Ty =— {f’;—(,f)} = {f’;—(ky)}, luego

{w = O}, por lo que por ser el sistema total, z = y.
O

Corolario 3.1. Todo espacio X normado lineal que sea separable o cuyo predual sea separable
es isomorfo a un espacio que es UCED.

Demostracién. Sea X el espacio separable predual de un espacio normado lineal X'. Sea D
numerable y denso en X y consideremos la aplicacién ¢ : X — X" tal que para todo f € X',
o(x)(f) = f(x). Veamos que ¢(D) es un conjunto total sobre X’. Sabemos que para cada
f e X'\ {0}, 3z € D tal que f(z) # 0. Para todo z € X, 3(z,)neny € D que converge hacia
x. Por tanto si Vf € X', f(z) = lim,en f(x,) = 0. Por tanto existe n tal que f(z,) # 0, luego
(D) es conjunto total sobre X. Como (D) es numerable al ser D numerable y ¢ inyectiva,
podemos aplicar el teorema 3.2 y X’ se puede renormar en un espacio UCED.

Si Y = X' fuera el espacio separable, también contiene un conjunto total numerable.
Para demostrarlo nos basaremos en la prueba de [5]. Sea un conjunto numerable denso {d,,} de
B={x € X :|z|| =1} y escojamos d], € Y’ con d,,(d,,) = 1 para cada n, cuya existencia queda
asegurada por el teorema de Hahn-Banach. Supongamos ahora por reduccién al absurdo que
{d],} no es total sobre Y. Entonces existe y € Y\ {0} tal que d/,(y) # 0, para todo n. Entonces
como {d,} es denso sobre B y los funcionales {d/ } tienen norma 1, se tiene que:

L= |d,(y —dn)| < lly — dull <€ (3.17)

con lo que tomando € < 1, tenemos una contradiccién y queda probado que {d/,} es un conjunto
total sobre B y obviamente numerable, por lo que, gracias al teorema 3.2, se tiene que Y puede

ser renormado en un espacio UCED.
O
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Corolario 3.2. Todo espacio separable B puede ser renormado para que con la nueva norma
sea estrictamente convexo, ya que todo espacio separable B puede ser renormado con una norma

UCED.

Aunque el corolario es vélido para todo espacio separable, y para algunos, como £,
que no es separable pero es dual del espacio separable /1, no se verifica para cualquier espacio
normado.

En efecto, basdndonos en un resultado de [3], (pp.225-226), que no probaremos por lo
complejo de la demostracion, mostramos el siguiente contrajemplo.

Proposicién 3.1. Sea || - || una norma equivalente sobre lo, \ ¢y . Entonces || - || no es una
norma estrictamente convezxa.




Capitulo 4

Representabilidad finita y
ultrapotencias de espacios de Banach

4.1. Representabilidad finita

Definicién 4.1. Sean E, F' dos espacios de Banach. Diremos que F’ es finitamente representable
en E (F fr. E) si Ve > 0, para cada subespacio F!' C F con dimensién finita m < oo, existe
un subespacio de dimensién finita E' en E con m = dim F! = dim £' y un isomorfismo
T : F' — B! que verifica:
—1
ITIT [ <1+¢ (4.1)

Observacién 4.1. Una condicién equivalente a (4.1) es la existencia de un isomorfismo 7" :
F!' — E' tal que Vnp > 0
(L =n)lz] < 1Tz < (L +n)ll=]

para todo x € F'. En efecto, en tal caso ||T||||T7| < %7; y F es finitamente representable en
E.

Observacion 4.2. Es claro que tanto E, como cada subespacio de E es finitamente representa-
ble en E. Asimismo, es facil comprobar que la relacion finitamente representable es transitiva.
En efecto si G, F, E son tres espacios de Banach tales que G f.r. F'y F' fr. E/; dado un subes-
pacio F'! de dimensién finita de F existe E' C E, subespacio de la misma dimensién que F! y
un isomorfismo Tr g : F' — E' tal que V4§ > 0,

ITr el Trpll < 1+46
Anélogamente existe un subespacio G! de G y un isomorfismo Tg r : G' — F* tal que V§ > 0:
1TerllTerl <1+0

por lo que tomando € = §? 4+ 2§ y definiendo el isomorfismo T 5 : G* — E* dado por T p =
Ta ro T g, se tiene:

1762l Te sl < 1 Ter I Tepll TorllTrpl < 1+0%+20 =1+

y G es finitamente representable en E.

Ejemplo 4.1. Sea E = (anlfgn))Q (ver definicién en preliminares). Entonces ¢; es finitamente
representable en F.
En efecto, sea € > 0y F* C ¢ espacio de dimensién m < co. Sea fi, ..., f» una base algebraica

30
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de F', con || fi||1,7 = 1, ...,m. Como todas las normas son equivalentes en espacios de dimensién
finita, la norma inducida en F* por la norma usual de ¢; es equivalente a la norma [|> " | a; f;].
Entonces existe una constante 6 > 0 tal que para toda sucesién ay, ..., a,:

m m
0 Z |a;| < Z a; f;
i1 i1

Elegimos f/ € ¢; Vi € {1,...,m} con un nmero finito de componentes no nulas, tal que || f; —
flli < a, con « satisfaciendo que

1

1+ 5
- <l+e
5
Entonces obtenemos que
m m

<

1

Zaifi

=1

Z@vz(fz‘ — i)

+aZ|ai| (1+%) (4.2)

1

=(-%)

y asimismo
m

Zaifi

=1

m
Z a; f]
i=1

1
que junto resulta

Z@ifi/

i=1

(1—%) §(1+%)

1

m m
Z a; fi Z a; fi
i=1 i=1

Esto conduce a que el operador U : F' — span{fi, ..., f..} dado por Uf; = f/,Vi=1,...,m,
cumpla que:

<
1

1

(0%
Ul <1+ =
I <1+

1
U7 < —
)

Sea uy, el indice del dltimo término no nulo de f;, k = 1,..,m y n = méx; <<, ng. Entonces
span{fi,..., f1.} es isométrico a un subespacio de 6&”), que es un subespacio de E. Por tanto, U
compuesto con estas inclusiones, es el isomorfismo buscado.

El uso de la norma /5 para la definicién de E no reviste importancia alguna, ya que con cualquier
norma sobre el producto anlﬁgn) habriamos obtenido el mismo resultado. Pero con la norma
{5 o con una norma ¢, (1 < p < 00), E es un espacio reflexivo lo que nos permite afirmar que
la reflexividad no es una propiedad que se transmite a través de la representabilidad finita.

Proposicion 4.1. Si E es uniformemente convexo y F es finitamente representable en F,
entonces F' es uniformemente convezo.

Demostracién. Sean z,y € F con ||z|| = ||yl = 1, ||z — y|| > €. Para cada n > 0, sea E' un
espacio de dimensién 2 y T : span{z,y} — E' un isomorfismo con ||T|| < 1+, |[T7!| < 1.
Pongamos 2/ = T'x, y = T'y. Entonces

2l < 1+n

Iyl <1+n
l2" =y | = 1Tz =) = llz —yll = €
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Como FE es un espacio uniformemente convexo, tenemos que:

H%(linﬂin)"gl_%(liﬂ
<00 140 (1%5)

Al final para cada n > 0 obtenemos que
€
<(1+ 1—-0 4.3
< (1-0 (1)) (4.3

y asi queda probado que F' es uniformemente convexo y que

€ €
or(e) > lim o (—— ) = o5 ()
F()_THO E<1+77> ="P\2
(El limite previo no es necesariamente igual a dg(¢), ya que dg no tiene por qué ser continuo.

Sin embargo, como () es creciente, resulta que el limite previo es mayor que dg <1+La) para
todo a > 0, en particular para a = 1.

o bien )

x4y

x/‘f‘yl
2

r+vy <
5 =

O

Mostraremos a continuacién un método general para producir espacios de Banach fini-
tamente representables en un espacio de Banach E dado. En dicha construccion sera clave el
concepto de ultrapotencia, que introduciremos en la misma.

Sea U un ultrafiltro no trivial sobre N, es decir, un ultrafiltro que no sea el conjunto de todos
los subconjuntos de N que contienen a un determinado natural k.
Consideremos el producto EY y el subespacio F C EY formado por las sucesiones acotadas de
dicho espacio:

F={2 € EV:% = (2,)nen,sup ||z, < 0o}

neN

En este subespacio, la aplicacién p : F — R dada por p(z) = limy, ||z, || define una seminorma.
(Si el ultrafiltro fuera trivial (z,,)nen — ||k, ||).En efecto, dado un escalar «, tal que p(ax) =
limy, ||ax,|| = |of imy, ||z,]| = |o||[p(Z)||, por lo que la homogeneidad absoluta queda probada.
Veamos que la subaditividad queda probada ya que Vz,y € F:

P(E +5) = 100 [f2 + | < Vin | + 10 | = p(2) + p(5)

El limite existe pues todo ultrafiltro en un conjunto compacto es convergente y las sucesiones
|lznll, [|yn|| estén contenidas en un compacto sobre R al ser acotadas.
Denominamos como N al kernel de la seminorma:

N={zecE" z= (xn)neN,Hbr[n ||z, || = 0} (4.4)
Definimos el cociente F/N como EN/U o simplemente E. En dicho cociente, la aplicacién

q: EN/U — R, dada por ¢(&) = limy ||, || es una norma, con (z,,)nen un elemento de la clase
Z. Veamos que se verifican las tres propiedades de la norma:
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Como ¢(%) = p(Z), si T es un elemento de la clase z, la subaditividad y la homogeneidad de ¢
quedan probadas al haber sido ya demostradas para p. Por definicién de cociente, recordemos
que si (2 )nen ¥ (2, )nen son dos representantes de una clase & € E, entonces limy, ||z, — 2/, ||=0,
luego limy, ||z, || = limy ||, |-

Si E es de dimensién finita, las bolas cerradas son compactas y para toda sucesién acotada en
E, (z,), existe el limite limy x,, en E para la norma anteriormente definida. Si = = limy, z,,
entonces ||z|| = limy ||z,|| y E es isométrico a E: no se obtiene nada més con este proceso si £
es de dimension finita.

Proposicién 4.2. E es un espacio de Banach.

Demostracién. Sea (f(™n),cy una sucesiéon de Cauchy en E. Para demostrar la convergencia
de la misma, basta probar que existe una subsucesion convergente. Por lo tanto, supongamos

que [|f0) — fO=V 5 < 77, Vn € N. Sean:

u® = FO
u® = & _
um = ) _ pn=1)

entonces f = > i u?, lu™||z < 5%, ¥n > 1y queremos probar que la serie > oo ul™ es

convergente en E.
(n)

Para cada n > 1, elijamos un representante (u, ' )xen de u™ (esto es, un elemento de la clase
(n)

. )ien €s un representante cualquiera

(m) _ ,(n ™ _

i U i

u™). Esto puede hacerse con Hu;")H < 5. En efecto, si (v
de u™ | tenemos que limy, ||vl(n)|| < 5= por lo que elegimos u ) si ||’Ul(n)|| <smyu
en caso contrario.

Definimos u; = » 77, ul?

7

00 1
- j=1 27
u; € E. Sea u la clase de (u;);en en E. Veamos que Y, u™ converge a u. En efecto Vi €

que converge normalmente pues ), Hugj )H => < 00, luego

N,vn > 1.
O _ | < 0| < O« L
Sl < | 0 ) < 3 < o
j=1 j=n+l1 j2n+l1
Pero (Z?Zl u@), por lo que:
~ 0) 1
Zu —u §2—n (4.5)
=1

con lo que se prueba la convergencia.

Proposicién 4.3. E contiene un subespacio isométrico a E.

Demostracién. Para cada x € E sea la sucesién constante (x,),en dada por z, =z, Vn € N
y & la clase de equivalencia de dicha sucesién. Entonces la aplicacién ¢ : E — E dada por
©(x) = & es una isometria ya que ||z|| = limy ||z, || = ||Z]]

O

Proposicién 4.4. E es finitamente representable en E.
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Demostracién. Sea E' un espacio de dimensién finita de £y ¢ > 0. En E! elegimos una base
algebraica (z, ..., (™), (m = dim (E)!) con ||z Mg =...=|z2™]z = 1. Como E! es finito
dimensional, 36 > 0 tal que Vaq,as, - - - ,a,, escalares se tlene.

0> agl <D a2 < ayl (4.6)
7j=1 j=1 D Jj=1

Como la esfera unidad de ¢;™ es compacta, para cada 1 > 0, puede ser recubierta por

un numero finito, digamos L, de bolas de radio 7. Por tanto, para todo n > 0 existe una n-red en

. , . . . l 1
esta esfera unidad, esto es, un nimero finito L de sucesiones finitas (ag), e ,aﬁ,})lzl,,,,7 L, tales

que >0, |a§l)| = 1 para cada [ = 1,..., L y tal que cada sucesién aj, ..., a,, con 37", |a;| = 1
estd a distancia como maximo de n a uno de los (ay))lgjgm, paral =1,..., L. Elegiremos n > 0

0+3n(1+n)
tal que m

en la n-red.
Sea (z; U )) un representante de z) para cada j = 1, ..., m. Tenemos entonces, por definicién de

Eparacadal=1,.., L:
Sapa) - |3
j=1 j=1

Por tanto, podemos encontrar un indice 7 para el cual VI =1, ..., L:

l j l .
S0 - [S5a0s0)
j=1 j=1

< 1+ €. Podemos suponer asimismo que la base candnica de fgm) esta incluida

lim
7

<n

En particular, como hemos supuesto que la base candnica de EY”) estd incluida en la n-red:
I=) Il < 1= 1, m

Si (@;)j=1,.,m €s una sucesién con ) 7" |a;| = 1, como se tiene que para algin [ € {1,..., L},

Z;n:l la; — a§l)| < 1, obtenemos que:

m

Z ajZ(J)

J=1

m

3 a0

=1

<U+Z|ag—a [E +Z|ag—a 1211z

<?7+?7(1+n)+n<3?7(1+n)

E E

ya que sumando y restando || > 7, j 20 ||E \A DI z(j)||E, tenemos por la desigualdad
triangular inversa que:
m

. 0o N o
Zajzi(g) — Zag»)zi(g) Z(aj —ag.))zi(g)
=

B J=1 E j=1

m
E a; —a D )
=1

IN

m
o
<> a; — a1z
j=1
m

S a0 - iagozm
j=1

i=1 i

IN

< ZMJ — a |1Vl

es]!

m

DT [ ) IINC P
j=1

Jj=1 E

esil
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Como )7, |a;| = 1, la expresion anterior puede reescribirse con ayuda de (4.6) como:

3n(1
<n(+n)

i ajZ(J)
j=1

luego

n(1 n(1
(-5 [ Gl
E

Estas desigualdades implican que el operador T : E' — span{z } dado por Tz(V) =

i 0T 7,0

501)7 oy T2m) = Zi(o ™) es un isomorfismo con:
7 <14 2D
0
1
HT || < 1 3n(1+n)
5

O

Asi obtenemos una clase muy importante de espacios de Banach finitamente represen-

tables en E. Esto es una clase ya que se puede considerar cualquier ultrafiltro en N, aunque

nuestra notacién E no lo demuestra. Para la conclusién final solo necesitaremos este tipo de

ultrapotencias, pero se puede definir asimismo ultrapotencias de forma méas general %I donde

U es un ultrafiltro en el conjunto I. Con esta definicion mas general se puede probar que cada
espacio F' finitamente representable en E es un subespacio de una ultrapotencia F.

Proposicién 4.5. Si E es un espacio de dimension infinita, la ultrapotencia EN/U no es
separable.

Demostraciéon. Antes de comenzar la prueba introducimos un resultado auxiliar.

Lema 4.1. Sea E un espacio normado de dimension infinita. Se puede encontrar en E una
sucesion (T, )nen tal que Vn € N

[al] = 1
dist(xpy1, span(zy, ..., x,)) > 1

La 4ltima condicion implica por supuesto que ||x, — Ty| > 1 Vn,m € N distintos.

Demostracién. Supongamos que x1, ..., z,, ha sido construido. Sea F,, = span(z1, ..., x,) y sea
a€E, aé¢F,. SeaG = span(a, 1, ...,x,). Entonces F,, es un hiperplano de G y asi existe un
funcional f,, con norma 1, definido en G,, tal que f, =0 en F,.

Sea ahora z,41 tal que ||z,41|| =1y fu(zni1) = 1. La existencia de dicho punto queda
asegurada por la compacidad de la bola unidad G,,. Entonces, para cada sucesién de escalares

A1,y ..., Qp:
Tn4+1 — E a;T;

=1

>fn Tn+1 — Zaxz -
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lo que significa que dist(z,41, span(xy,...,x,)) > 1y el lema queda probada.
O

Sea por tanto (z,)neny una sucesion en E con ||z,| = 1, ||z, — xn| = 1 si n # m,
Vn,m € N.
Consideramos una familia no numerable F de subsucesiones de (x,,)nen tal que dos elementos
distintos en JFy tengan solo un ntumero finito de términos en comun. Entonces, si y1,y2 € Fo
con Y1 = (Tp, Jren; Y2 = (T Jrens |91 — v2ll g = iy [[25, — 2o [[r = 1. Veamos a continuacién
que JFy es no numerable.
En efecto, supongamos que Fy es numerable. Entonces podemos escribir en una lista todas las
subsucesiones (¥, )nen que tienen un nimero finito de términos en comuin.

Y1 = (y1,1a3/1,27y1,37 )
Y2 = (y271, Y2,2,Y2,3, )
Ys = (y3,1, Y3,2, Y33, )

Yn = (Yn.1s Yn2s Yn.3s ---)
Dicha lista es infinita, puesto que si consideramos la sublista de (y,)n,en de todas las

subsucesiones que no tienen ningin término en comun, vemos claramente por construccién que
es infinita:

21 = (71,73, T, ...
Z9 = ($2,I4,$7> )
<3 ($5,5U8, )

24 = (g, ...)

Sin embargo, la sucesién () = (yk, Jken €s una subsucesioén de (z,)nen que comparte un
nimero de elementos finito con los otros elementos de la lista de subsucesiones que tiene un
nimero finito de términos en comn pero que no se encuentra en la misma, por lo que tenemos
una contradiccién y F no se puede numerar.

Como F no es numerable se deduce que E no es separable.

4.2. Superpropiedades de los espacios de Banach

Definicién 4.2. Sea (P) una propiedad definida para espacios de Banach. Decimos que el
espacio de Banach F tiene la propiedad super(P) si cada espacio de Banach finitamente repre-
sentable en E tiene la propiedad (P).

Observacién 4.3. Si E es un espacio con la propiedad super(P), como E es finitamente
representable en si mismo, F tiene la propiedad (P).
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Corolario 4.1. E tiene super(P) si y solo si todas sus ultrapotencias E* /U tienen la propiedad

(P).

Demostracién. Si E tiene super-(P) , toda ultrapotencia verifica (P) porque es finitamente
representable en E. Reciprocamente todo espacio finitamente representable en E es subespacio

de una ultrapotencia de E y, por tanto, verifica (P).
]

Ejemplo 4.2. Un espacio de Banach FE sera superreflexivo si cada espacio de Banach F' es
finitamente representable en E es reflexivo.
Por tanto, un espacio superreflexivo es reflexivo, aunque el reciproco no sea cierto, como se

prueba con el espacio <Hn>1€§n)>
= 2
Ejemplo 4.3. Otra superpropiedad seria la no representabilidad finita de ¢, en E. Esta es una
superpropiedad debido a la transitividad de la representabilidad finita.
Se denomina a esta superpropiedad como B-convexidad y puede ser definida sobre cualquier

espacio ademas de £, pero es especialmente interesante el analisis sobre dicho espacio. Obvia-
mente superreflexividad implica B-convexidad, porque ¢; no es reflexivo.

Como ultimo resultado de esta secciéon mostramos el siguiente corolario.

Corolario 4.2. Sean (P1), (P2) dos propiedades tales que:
super(P1) = (P2) = (P1)
Entonces son equivalentes super(Py) y super(Ps)

Demostracién. En primer lugar, super(Py) = super(P;), puesto que (Pz) = (Py).
Por otra parte si super(P;) = (P2), entonces super(super(P1)) = s.uper(Ps)

O
Como aplicacién de estas definiciones, indicamos que la proposicion 4.1 del parrafo anterior
implica que la superconvexidad uniforme y convexidad uniforme son equivalentes. Como un
espacio uniformemente convexo es reflexivo, obtenemos que dicho espacio es también superre-
flexivo.

4.3. Teorema de Enflo-Pisier
Por tultimo indicamos un teorema que asegura el renormamiento de un espacio superre-
flexivo con una norma estrictamente convexa.

Teorema 4.1. Sea E un espacio de Banach superreflexivo. Entonces, existe p > 2,C > 0 y una
norma equivalente en E uniformemente convexa y con mddulo de convexidad 0(¢) que cumple:

d(e) > CeP Ve >0 (4.7)
Como consecuencia del teorema anterior se puede deducir el siguiente corolario.

Corolario 4.3. Un espacio de Banach puede tener un renormamaiento uniformemente convexo
sty solo si es superreflexivo.

Demostracion. Por la proposicién 4.1 y el corolario 4.2, se tiene que si un espacio uniforme-
mente convexo es superreflexivo. El reciproco se obtiene del teorema anterior.

O




Capitulo 5

Normas estrictamente convexas y
residualidad

Introducimos a continuacién una serie de definiciones preliminares a los resultados que
mostramos en este ultimo capitulo, que nos permitiran llegar a las conclusiones finales del
trabajo.

Definicién 5.1. Sea T un espacio topoldgico. Decimos que dicho espacio es de Baire si la unién
numerable de abiertos densos en T' es también densa en T

Definicién 5.2. Sea T un espacio topolégicoy S C T

(a) Se denomina a A como conjunto raro o denso en ninguna parte, si int(A) = 0.

(b) Se dice que B es un conjunto de primera categoria si es una unién numerable de
conjuntos densos en ninguna parte.

(c) S es residual si es el complementario de un conjunto de primera categoria.

Observaciéon 5.1. Una definiciéon equivalente de conjunto residual S es la siguiente: S es
residual si contiene un subconjunto Gy que sea denso en 7.

En efecto, si G es un conjunto G5 denso en S, el complementario es F,, es decir una
union numerable de cerrados. El reciproco se obtiene por el teorema de categorias de Baire, que
afirma que el interior de un conjunto de primera categoria es vacio. Veamos que si S es residual,
entonces su residual es union de conjuntos densos en ninguna y por tanto esta contenido en un
conjunto Fj.

Definicién 5.3. Sea (X, | -||) un espacio de Banach. Designamos con (@, ¢) al espacio métrico
completo de todas las seminormas continuas sobre (X, || - ||) con la distancia inducida por la
norma ¢ dada por, o(f,g) = sup{|f(z) — g(z)| : * € By}, con B; la bola unidad cerrada, para
cada par de seminormas f,g € Q).

Llamamos (P, p) al espacio métrico de todas las normas equivalentes en (X, || - [|).
Si(X* |- |I*) es el dual de (X, || -]), (P*, 0%) es el espacio métrico de todas las normas duales
equivalentes con || - [|*.

Observacion 5.2. (@, p) es un espacio métrico completo, ya que al ser toda sucesién de Cauchy,
uniformemente de Cauchy, esta converge uniformemente. Es facil ver también que el limite de
una sucesion de seminormas si existe, es siempre otra seminorma.

Como es completo, también es de Baire. Dado que P es abierto en (Q, g), (P, 0) es igualmente
de Baire. Veamos que P es abierto en (Q, o).

Sea p € P. Existe al ser p equivalente con la norma ||-||, un m > 0 tal que Vz € X, p(x) > m||z|].

38
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Sea ¢ € P norma distinta de p. Entonces, existe 6 > 0 tal que Vz € S(z,1) |p(x) — q(z)| > § =
d]|z||. Luego

q(x) = p(x) = ollz|| = mllz]| —dllz|| = (m —d)|x]| >0
Tomando 6 < m se tiene que g(z) = 0 si y solo si = 0, luego q es una norma y P es por tanto
abierto.

Observacion 5.3. Existe un homeomorfismo ¢ : (P, o) — (P*, ¢*) tal que si p es una norma
en Py p* € P* es su dual, entonces ¢(p) = p*. La demostracién de la existencia de dicho
homeomorfismo puede encontrarse en [7].

Sin embargo, si (X, || - ||) es un espacio de Banach no reflexivo, este admite una norma
equivalente, con la cual X no es isométrico a un espacio dual, resultado probado en [4] y [11].
Por tanto, si (X, || - ||) es un espacio de Banach, existe un homeomorfismo entre (P, varrho) y

(P*, 0%), pero este nunca es un isomorfismo.

En los teoremas y en sus respectivas demostraciones designaremos a la convexidad es-
tricta, a la convexidad localmente uniforme y a la convexidad uniformemente convexa en cada
direccion como SC, LUC, UC respectivamente.

Teorema 5.1. Sea (X, |-|) un espacio de Banach. Entonces el conjunto R de todas las normas
SC equivalentes sobre (X, |-|) es vacio o residual en (P, p). Se obtiene una afirmacion andloga
para normas UC o LUC.

En el caso de normas uniformemente convezas, R es Gs en (P, ) o vacio.

Demostracién. Supongamos que R # (). Para u € P, j, k € N, definimos

W (y) + -

G(u,j) =int {v S

1
< —Q,Vy € Bl}
J J

Gy, = (G (u,j):j > k,u e P}

Es claro que para cada k € N, Gy, es abierto en (P, p). Veamos que Gy, es también denso en (P, o).
Para ello, tomemos z € P. Entonces (22 + 2—2)% € G(z,j) CGj,Vj eENy o((z* + TJ—?)%, z) =0
si j — oo. Por tanto, como (P, o) es un espacio de Baire la interseccién de abiertos es densa y
asi, [ G es G5 y denso en (P, p). Por tanto, basta ver que |Gy C R.

Para probar esto, sea s € (|Gy y sean x,z; € X con |z;],|z| < 1 tales que lim(2s?(z;) +
2s%(z) — s*(z + x;)) = 0. Veamos que lim |z; — x| = 0. Como s € G} tenemos que para cada
k € N existe ji, > k 'y sp € P tales que |si(y) + % — 3 (y)| < Jii para todo y € Bj. Por la
convexidad de s? se tiene que para cada i,k € N:

1
%

; (2r2(z;) + 2r%(z) — r¥(z + 2;)) < 2 (sﬁ + T—2) (z;) +2 (si + T—Z) (z) — (si + ﬁ) (z + ;)

Jk Jk Jk

8
< = + 28 (z;) + 287 (x) — $° (2 + 2)
vy

Entonces, para cada k € N:

1
— lim sup(2r?(z;) + 2r(z) — r*(x; + 1)) < é

5 + lim sup(2s?(z;) + 25%(x) — s%(2; + 7))
Jk Ji

Por lo supuesto sobre z,x; y s, tenemos que limsup(2s®(z;) + 2s%(z) — s*(x; + x)) = 0 y por
tanto g

lim sup(2r?(z;) + 2r*(x) — r?(z; + ) < -
Jk

<

| oo
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para cada k € N.
Entonces por convexidad de r?, im(2r%(z;) + 2r%(z) — r*(x; + z)) = 0 y por la convexidad
localmente uniforme de 7, lim |x; — z| = 0.

Para probar que el conjunto R de todas las normas UC equivalentes en X es un conjunto
Gs en X, basta observar que para n € N, el conjunto

1
G, = {7‘ € P inf {2r2(x) +2r(y) = (@t y) s 2l Jyl < L Jo -yl > 5} g 0}

es abierto en (P, p) y [1Gn = R. Como ademds R es denso o vacio en (P, p) (sir € Ry z € P,

entonces (r? + z%)3 € R) este argumento provee una prueba del teorema con norma UC.
U

Teorema 5.2. Sea (X, |-|) un espacio de Banach. Entonces si T es el conjunto de todas las
normas equivalentes en X cuyas normas duales en X* son LUC es o bien vacio o residual en
el espacio métrico (P, o). Se obtiene igualmente un resultado andlogo para normas SC o UC.
En el caso de normas uniformemente convezas, T es Gs en (P, ).

Demostracion. La prueba del teorema 5.2 puede ser realizada de forma andloga a la del teo-
rema 5.1 realizando el mismo razonamiento en el espacio (P*, p*) y empleando posteriormente
el homeomorfismo entre (P o) y (P*, ¢0*) senalado en la observacién 5.2.
O
Como consecuencia inmediata de los dos teoremas anteriores se tiene este resultado
obtenido por vez primera en [1].

Teorema 5.3. Sea (X, |-|) un espacio de Banach. Supongamos que existe una norma equivalente
|-]1 en X que es LUC y otra norma equivalente en X cuya norma dual es LUC. Entonces existe
una norma equivalente | - |3 en X que es LUC y cuya norma dual | - |5 en X* es LUC.

Como conclusién podemos enunciar los siguientes corolarios sobre cierto tipo de espacios.

Corolario 5.1. Sea (X, || - ||) un espacio normado, lineal separable. Entonces el conjunto de
normas SC equivalentes a || - || es residual en el espacio métrico (P, o).

Demostraciéon. Se tiene por el corolario 3.2 y el teorema 5.1.
O

Corolario 5.2. Si (X, | -||) es superreflexivo, entonces el conjunto de normas equivalentes a
| - || que sean uniformemente converas y uniformemente suaves es residual en (P, o).

Demostracién. Por el teorema de Enflo, se tiene que si (X, || - ||) es superreflexivo, entonces
existe un renormamiento con una norma UC, equivalente a || - ||. Veamos que ademds, (X*, |- ||)
es superreflexivo. En efecto, teniendo en cuenta el corolario 4.1, si para todo ultrafiltro U las
ultrapotencias X" /U son reflexivas entonces (X, || - ||) es superreflexivo. Se tiene por el teorema
2.3 de [10], que (X'/U)* = (X*)'/U, para todo ultrafiltro U. Luego (X*,|| - ||*) es también
superreflexivo, por lo que existe un renormamiento UC de (X*, ||-||*) con una norma equivalente
all- I

Como todas las normas en (P*, o*) son duales de (P, ) , se tiene por el teorema 5.2 que el
conjunto de normas con norma dual UC es residual en (P, p).

Dado que existe un renormamiento UC en (P, g), por el teorema de Enflo, tenemos que por el
teorema 5.1 el conjunto de normas UC es residual en (P, o).

Emplearemos ahora un lema auxiliar sobre conjuntos residuales:
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Lema 5.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y D1, Dy C X dos conjuntos residuales. Entonces
DN Dy es también residual.

Demostracién. En efecto, sean C; = X \ D; conjunto de primera categoria, es decir existe una
coleccién numerable de conjuntos raros { K} }en, con la clausura de int(K}) vacia parai = 1,2,
leN.

La intersecciéon Dy N Dy = X \ (C; N Cy). Tenemos por tanto que:

GK}mGKf = D K/ NK?
1=1 j=1

=1

y como int(K} NK?) = int(K}) Nint(K7) = 0, el complementario de Dy N Dy es unién

numerable de conjuntos densos en ninguna parte, es decir, que es de primera categoria y por
tanto Dy N Dy es residual.

O

Al ser residual la interseccion de dos conjuntos residuales, y ser un espacio uniforme-

mente suave si y solo si su norma dual es uniformemente convexa, se tiene que el conjunto de

renormamientos con normas UC y US en (X, | - ||), es residual en (P, o).
U
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