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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo estamos interesados en propiedades geométricas de espacios homogé-
neos de grupos unitarios. Estos espacios homogéneos, construidos a partir de elementos de
la teoria de operadores, son variedades de dimensién infinita donde definimos una métrica
de Finsler natural. Principalmente, estudiaremos aspectos concernientes a la geometria
métrica de estos espacios homogéneos, como la existencia y unicidad de curvas minimales
o propiedades de la distancia rectificable, y en menor medida, estudiaremos aspectos dife-
renciales, como la presencia de una estructura reductiva.

En variedades Riemannianas o de Finsler de dimension finita, o méas atn, en espa-
cios métricos de longitud localmente compactos, el Teorema de Hopf-Rinow relaciona la
existencia de curvas de longitud minimal con la completitud en la distancia rectificable.
Dado que este teorema no es valido en variedades de dimensién infinita, resulta necesario
desarrollar técnicas ad-hoc en cada ejemplo para hallar curvas minimales o analizar la
completitud. En particular, en los espacios homogéneos tratados aqui, este tipo de cues-
tiones métricas generan diversos problemas, interesantes por si mismos en la teoria de
operadores y que permiten observar como funciona o falla la teoria finito dimensional de
variedades.

Estudiaremos dos tipos de espacios homogéneos. El primero, dentro de un marco ge-
neral, donde la métrica de Finsler estd inducida por la traza finita de un algebra, y el
segundo es un ejemplo concreto acerca de isometrias parciales, donde la métrica proviene
de la norma de ideales de Banach.

1.1. EIl Teorema de Hopf-Rinow

En la teoria métrica de variedades Riemannianas de dimensién finita el Teorema de
Hopf-Rinow, establecido por primera vez en 1931 (ver [HR3I]), afirma condiciones sufi-
cientes para la existencia de geodésicas minimales. Sea X una variedad Riemanniana con
una métrica (, ). Dada v : [0,1] — & una curva C! en X, medimos su longitud como

1
L) = [ 05w a

1
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Podemos definir una distancia intrinseca de la variedad, asociada a la longitud de curvas,
como es usual: dados z,y € X,

d(zx,y) = inf{ L(v) : v es una curva C' en X uniendo z e y }

Esta distancia es conocida como distancia rectificable o Riemanniana. Por otro lado, se
dice que X es geodésicamente completa si el intervalo maximo de definicién de cualquier
geodésica en X es todo R. En general, la completitud de X como espacio métrico con
la distancia rectificable implica que sea geodésicamente completo. En dimensiéon finita se
puede probar la otra implicacién (versiéon extraida de [La93]).

Teorema (Hopf-Rinow). Sea X' una variedad Riemanniana conexa de dimension finita.
Entonces son equivalentes:

1. X es geodésicamente completa.
2. X es un espacio métrico completo con la distancia d .

Mas atn, si cualquiera de los enunciados anteriores se cumple, entonces todo par de puntos
en X pueden ser unidos por una geodésica minimal.

Este resultado puede extenderse a variedades de Finsler de dimensién finita (ver [DaG9],
[BCSOQ] ). Brevemente, podemos decir que una variedad de Finsler es una variedad dotada
de una métrica I’ que eventualmente no proviene de un producto interno. En una variedad
de Finsler, pueden darse definiciones analogas de longitudes de curvas y distancia recti-
ficable. Aunque en general esta distancia rectificable no es realmente una distancia. Una
métrica de Finsler no es una funcién absolutamente homogénea, si no homogénea para
escalares positivos, entonces la distancia rectificable asociada dr puede no ser simétrica,
o sea puede ocurrir dp(z,y) # dp(y, z). Esto da lugar a la nociones de completitud de X
como ‘espacio métrico’ hacia adelante y X como variedad geodésicamente completa hacia
adelante. Nuevamente, si la dimensién de X es finita, ambas nociones son equivalentes e
implican la existencia de geodésicas minimales uniendo cualquier par de puntos dados.

Por ultimo, podemos abandonar completamente todo indicio de geometria diferencial,
para enunciar una extensiéon del Teorema de Hopf-Rinow dada por Cohn-Vossen en [Co30]
para espacios métricos. Sea X un espacio métrico con una distancia d. Dada una curva
continua v : [0,1] — X, definimos su longitud como

donde tomamos el supremo con respecto particiones finitas 0 = tg < t; < ... <tx =1 de
[0, 1]. Definimos entonces la siguiente distancia: dados z,y € X,

d¢(x,y) = inf{ ¢(y) : = es una curva continua en X uniendo z e y }.

Decimos que X es un espacio de longitud si d = dy. Por ejemplo, las variedades Riemannia-
nas son espacios de longitud con la distancia rectificable. Referimos al lector al libro de
M. Gromov [Gr&]] para la siguiente versién del teorema.
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Teorema (Hopf-Rinow extendido). Si (X,d) es un espacio de longitud completo y
localmente compacto, entonces

1. Las bolas cerradas son compactas, o equivalentemente, cada dominio acotado y cerra-
do es compacto.

2. Cada par de puntos puede ser unido por una geodésica minimal.

Una observacién importante es que todos los resultados poseen una hipdtesis comun,
dada de manera explicita o implicita en la dimensién de la variedad, a saber: compacidad
local de la bola.

En el caso que nos interesa en este trabajo, cuando las variedades son de dimensién
infinita, la situaciéon cambia. En variedades de Hilbert-Riemann de dimension infinita, es
decir, variedades modeladas sobre espacios de Hilbert, el Teorema de Hopf-Rinow deja de
valer. Méas precisamente, hay ejemplos de variedades de Hilbert-Riemann completas donde
existen dos puntos que no pueden ser unidos por una geodésica minimal [Gro69), [Mc68],
0 més ain, por una geodésica [ALTH]. Sin embargo, es interesante mencionar que todo par
de puntos dentro de un entorno normal en una variedad de Hilbert-Riemann puede ser
unido por una geodésica minimal (ver [Mc6H]).

1.2. Precedentes en geometria de operadores

Existen numerosos precedentes en el area geometria de operadores que abarca tan-
to aspectos diferenciales como métricos de variedades de dimensién infinita definidas a
partir de nociones provenientes de algebras de operadores. Estas variedades se presen-
tan generalmente como espacios homogéneos. Es decir, basicamente son orbitas de grupos
de Lie-Banach. Por ejemplo, como grupo de Lie-Banach pueden considerarse grupos in-
versibles o unitarios de dlgebras, y estudiarse las correspondientes orbitas de operadores,
representaciones, funcionales, etc. En esta seccion mencionamos brevemente algunos au-
tores y articulos, sin pretender dar una lista exhaustiva de las referencias en el area.

Entre los primeros precedentes se encuentran los trabajos [PRS87a], [CPRI(] y [CPRI34]
de G. Corach, H. Porta y L. Recht acerca de la geometria diferencial de idempotentes
en algebras de Banach y C*-dlgebras. Entre otros autores, pertenecientes a la misma
escuela, podemos citar a E. Andruchow, M. Argerami, A. Maestripieri, D. Stojanoff y
A. Varela, que han estudiado la estructura de espacios homogéneos reductivos en érbitas
de: operadores autoadjuntos [CPRI3D], operadores positivos [CM04], medidas espectrales
[ARS92], esperanzas condicionales [AS94], [ArS99] y estados [AV9d], [AV(2]. En especial,
resulta interesante observar como la estructura geométrica permite clasificar distintos tipos
de algebras cuando en [ACSOH] se trata con 6rbitas de representaciones y en [ArSOI] con
orbitas de esperanzas condicionales. Para un enfoque distinto, reflejado en autores como
D. Beltita, J. Galé y T. Ratiu que trabajaron con estructuras simpléticas y Kéhlerianas
en espacios homogéneos relacionados con la teoria de operadores, referimos al lector a

los articulos [BROD], [Ga06], [BRO7a]l y [BGO7. Ademds, un estudio sistemédtico de la

geometria de espacios homogéneos de Banach se encuentra en el reciente libro [BeQf] y en
el libro de H. Upmeier [Up87].

En nuestro trabajo estamos principalmente interesados en problemas métricos en es-
pacios homogéneos de grupos unitarios. Los notables trabajos [DMR04] y [DMRO3] de
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C. Duréan, L. Mata-Lorenzo y L. Recht son los primeros en esta direccién estudiando el
problema de hallar curvas minimales en espacio homogéneos en la categoria de C*-dlge-
bras. Es interesante destacar las técnicas exclusivamente métricas utilizadas, dejando de
lado tensores y ecuaciones diferenciales que a veces oscurecen la geometria.

Describamos brevemente el contexto de estos trabajos. Sea A una C*-algebra unital y B
una C*-subdlgebra. Bajo ciertas condiciones, el cociente entre los grupos unitarios de cada
algebra O = U4 /Up es un espacio homogéneo. Una métrica de Finsler natural proviene de
identificar el espacio tangente en x € O con el cociente entre las dlgebras de Lie de cada
grupo unitario. El dlgebra de Lie de U 4 (resp. Up) son los operadores antihermitianos Agp
(resp. Bup) de A (resp. B), y en consecuencia, (TO), = Aun/Ban. Luego la métrica de
Finsler estd dada por || X ||, := inf{ |z —y| : y € Ban }, siendo X € (TO), y z € Agp un
representante cualquiera de la clase de X. Con respecto a curvas minimales, existen dos
tipos de problemas:

= Problema de valores iniciales: Dado X € (T'O),, hallar una curva ¢ en O tal
que 6(0) = z, 6(0) = X y sea minimal en un intervalo de tiempo suficientemente
pequeno.

= Problema de extremos fijos: Dados dos puntos en O hallar una curva minimal
uniendo tales puntos.

Estos problemas son equivalentes en variedades de dimensién finita. En [DMRO4] se ob-
tiene una destacable caracterizacién de los operadores que realizan la norma cociente en
Aan/Ban. Cuando A y B son dlgebras de von Neumann, se prueba que la norma cociente
se realiza, entonces utilizando la caracterizacién mencionada se resuelve el problema de
valores iniciales. Esto pone de manifiesto la estrecha relacion entre problemas de curvas
minimales y problemas de mejor aproximacion en espacios de Banach. Por otro lado, en
[DMRO3] se resuelve el problema de extremos fijos para dlgebras de von Neumann con
grupo unitario compacto en la topologia fuerte de operadores.

Sin embargo, como los mismos autores mencionan, la hipétesis de compacidad en la
topologia fuerte resulta demasiado restrictiva. Esto trajo aparejado la bisqueda de nuevas
técnicas y el estudio de diversos ejemplos para intentar entender el problema de extremos
fijos. Una de las principales ideas se encuentra en [AR08]: Ante la ausencia de compacidad
local de la bola buscar un argumento de convexidad local. M&s precisamente, cuando A
es una C*-dlgebra finita con una traza 7, I' : [0, 1] — U4 una curva suave, si medimos su
longitud como

1
L,(T) = /0 IR0 d.

siendo ||z||, = 7(|z[’)"/? la norma p de A y = € A. Luego hay una distancia rectificable
asociada d, definida de la manera habitual. Entonces, para p par, probaron la convexidad
local de la funcién

fp(s) = dp(u, B(s))", s €[0,1],
donde ((t) = e¥*, 2 € Ag, v u € Uy. El radio de convexidad estd dado por la condicién

que u, 3(0) y B3(1) estan a distancia en norma de operadores menor que v/2 — v/2/2. Es
necesario mencionar que las curvas 3(t) = €', z € Aup, ||2|| < 7 son minimales en Uy
cuando se mide con la norma de operadores (C*-dlgebra cualquiera) o con las normas p > 2
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(C*-élgebra finita, ver [An05 y [AR0O6]). Es decir, son geodésicas en el sentido métrico de
M. Gromov en [Gr&1].

Este resultado permite en [An08] probar un resultado de minimalidad local de curvas de
isometrias parciales con espacio inicial fijo en un algebra de von Neumann finita cuando se
mide con la norma 2. Mas aun, la prueba de la convexidad local de la distancia rectificable
puede extenderse a los llamados grupos unitarios cldsicos. Si U(H) es el grupo unitario de
un espacio de Hilbert H y B,(H) la clase p de Schatten, los grupos unitarios cldsicos son:

Uy(H) = {ucU(H) : u—1€By(H)}, p>1.

Recientemente, E. Andruchow, G. Larotonda y L. Recht [ALRQ9] resolvieron el problema
de valores iniciales en espacios homogéneos de la forma O = Uy(H)/G, siendo G un
subgrupo de Lie-Banach de U,(H). Si g es el dlgebra de Lie de G, la métrica de Finsler en
este caso estd inducida por las normas p dadas por la traza semifinita usual de B(H), es
decir: || X ||,z == f{||z—y|l, : y € g}, siendo X € (TO), y z € B,(H)qn un representante
cualquiera de la clase de X. Las técnicas utilizadas, ademas de la convexidad mencionada,
incluyen una innovadora manera de levantar curvas de O a U,(H) isométricamente. Entre
otros resultados, también se demuestra que O es completo con la distancia rectificable
inducida.

Otro precedente importante para nuestro trabajo es el articulo [AL09 donde se estu-
dian espacios homogéneos del grupo unitario Fredholm. Este grupo consiste en unitarios
que son perturbaciones de la identidad por operadores compactos. En particular, se re-
suelve el problema de valores iniciales para la 6rbita unitaria (Fredholm) de: operadores
autoadjuntos de rango finito, proyecciones de rango infinito y nilpotentes.

Un ejemplo donde el problema de extremos fijos puede ser resuelto es la 6rbita unitaria
de una proyeccién (ortogonal) en una C*-dlgebra (ver [PR8TD]). Si A es una C*-dlgebra,
p una proyeccién, entonces tal rbita consiste en {upu* : u € Uy }. En este caso, la
norma de operadores y la norma cociente coinciden en los espacios tangentes. En [ARQE]
se demuestra que el problema de extremos fijos puede resolverse cuando A es un &lgebra
de von Neumann finita y se mide con las normas p > 2.

Otro espacio homogéneo interesante surge de considerar la 6rbita con unitarios en
Us(H) de una proyeccién de rango infinito:

Gro . (p) = {upu* : u € Us(H)}.

Esta 6rbita coincide con la componente conexa de la Grassmanniana de Sato (o Grass-
manniana restringida) que contiene a p. En [PS86], [BROTH] y las referencias alli dadas
pueden hallarse multiples aplicaciones de la Grassmanniana de Sato en fisica, sistemas
de ecuaciones, sistemas dindmicos, etc. En el trabajo [ALO§ se muestra que todo par de
proyecciones pg,p1 € Grl..(p) pueden unirse por una curva minimal, y que tal curva es
tinica si ||po — p1]| < 1. Ademds, G2, (p) es un espacio métrico completo con la distan-
cia rectificable inducida. Otro hecho curioso acerca de este ejemplo es que existen curvas
minimales de longitud arbitrariamente grande.

La geometria métrica de isometrias parciales es uno de los ejemplos a entender después

las proyecciones. En [ARVQT se estudia la siguiente érbita de una isometria v:

{w :weld(H)}
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Nuevamente, en este caso la métrica de Finsler cociente inducida por la norma de ope-
radores y la misma norma de operadores coinciden. El problema de valores iniciales pudo
resolverse para cualquier isometria v. Mientras que el problema de extremos fijos sélo pudo
resolverse en algunos casos particulares, en especial cuando v posee rango finito.

En general, si buscamos que las érbitas coincidan con las componentes conexas del
conjunto Z de isometrias parciales caracterizadas en [HMG3] por las dimensiones del nticleo,
rango y corango, debemos considerar mover también el espacio inicial de cada isometria, o
sea la accion serda U(H) xU(H) XL — I, (u, w)-v = uvw*, donde u,w € U(H) y v € Z. En
cuanto a la geometria métrica de este conjunto, en el articulo [ACQOT] se estudia cuando
las isometrias parciales son de rango finito midiendo con la norma de Hilbert-Schmidt.
Por otro lado, existen diversos articulos acerca de la topologia y geometria de isometrias
parciales con la norma espectral, referimos al lector por ejemplo a [AC04], [ACMOY y

[RMS02).

1.3. Principales resultados obtenidos en este trabajo

Los resultados originales expuestos en este trabajo estdn basados en los articulos
[ACLOY, [Chog], [Cho9al y [Cho9. Los primeros dos articulos son acerca de geometria
métrica en espacios homogéneos del grupo unitario de un algebra de von Neumann finita. El
desarrollo de estos articulos se encuentra en las Secciones [y [} Los dos tltimos articulos,
tratados en las Secciones [0y [f] se refieren a la geometria de érbitas de isometrias parciales
con grupos unitarios clasicos asociados a ideales de Banach. A continuacién damos una
sintesis de los principales resultados obtenidos.

Espacios homogéneos del grupo unitario de un algebra finita

Sea, M una &algebra de von Neumann finita con una traza 7 fiel y normal. Estudiare-
mos geometria métrica de espacios homogéneos suaves O del grupo unitario Uy de M.
Brevemente, esto significa que hay una accién transitiva suave de Unq sobre O, denotada
por u - x, donde u € Upq, © € O, y que si fijamos cualquier x € O, entonces O = Up /Gy,
siendo G, el grupo de isotropia en x. Algunos ejemplos concretos de estos espacios ho-
mogéneos, que discutiremos en detalle mas adelante, son 6rbitas unitarias de: operadores
normales, estados, medidas espectrales, isometrias parciales y esperanzas condicionales.

Las normas p inducidas por la traza, ||a|, = 7(la[?)/?, p > 1, a € M, pueden ser
utilizadas para medir longitudes de curvas suaves en el grupo unitario Uys de M. En
efecto, el espacio tangente en u € Upy, se identifica con uM,y, siendo Mg, el conjunto
de operadores antihermitianos de M. Entonces, si I' : [0,1] — U es una curva suave,
podemos medir su longitud por

1
L) = [ IRl ar
En particular, nos interesa la distancia rectificable asociada dada por
dp(u,v) = inf{ L,(T") : v es una curva suave en Uy, uniendo u y v },

con la cual U, es un espacio métrico. En O podemos definir una métrica de Finsler cociente
del siguiente modo. Sean g, el algebra de Lie del grupo de isotropia en x y X € (TO), un
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vector tangente, entonces

1 Xlzp :=mf{[|z = yllp: ¥ € ga},

donde z € M, es un representante de la clase de X, ya que podemos identificar al
espacio tangente en x como (T0), = M,/g:. En particular, esto induce una forma de
medir curvas suaves 7y en O, dada por

1
Lop(y) = /0 14l .

y una distancia rectificable asociada: Dados x,y € O,
dop(z,y) =inf{ Lo ,(7) : v es una curva suave en O uniendo z e y }.

Por otro lado, si identificamos a O con un cociente de grupos, a partir del espacio métrico
completo (Un, dp) podemos definir una distancia cociente en O (pseudodistancia si G no
es dj, -cerrado). Nuestro primer resultado, dice que esta distancia y la distancia rectificable
coinciden en O. En particular, como consecuencia de un hecho general de grupos métricos,
obtenemos que (O, dp ;) es un espacio métrico completo.

Teorema I. Sean x € O, u,v € Upnq, y

dy(u - x,v - ) = inf{ dp(uwy, vws) : w; € Gy }.
Entonces, si p > 1, se cumple dp = dop. En particular, si G, es un subgrupo cerrado
de Upq en la norma p, entonces (O,dp,p) es un espacio métrico completo, y la topologia
inducida coincide con la topologia cociente O = (Uny,dp)/Gy.

Cuando 1 < p < oo, para cada z € My, la norma cociente se realiza. Aunque el operador
optimo puede no estar acotado, es decir, pertenecer a la clausura del algebra de Lie en
norma p. M&s precisamente, tenemos que existe yg € g, tal que

12 = ollp < llz = yllp,

para todo y € g,. Entonces, se puede probar que la correspondencia z — Q,(z) := z — yo
que envia a cada z a un mejor aproximante en norma p es monovaluada y continua. Nos
referiremos a esta funcién, que depende de p, como la proyeccién métrica, debido a que
posee varias propiedades de una proyeccién (aunque en general no es lineal si p # 2).
Notemos que un operador z tiene norma p minimal si y sélo si Q,(z) = 0.

El problema de hallar curvas minimales en O se encuentra estrechamente vincula-
do con propiedades de la proyeccién métrica. Intuitivamente, resulta natural mirar a ni-
vel infinitesimal, cudl es la direccién de menor norma para obtener una curva minimal.
En consecuencia, para hallar curvas minimales, fijamos hipdtesis sobre ). En especial,
suponemos que el mejor aproximante es un operador acotado, y mas ain, que la proyec-
cién @ es uniformemente acotada en la norma usual de operadores. Si denotamos por ||. ||
a la norma de operadores en M, esto significa que existe una constante Ko j, cumpliendo
1Qp(2)|| < Kopllz|| para todo z € Mgy,

Por tltimo, observemos que en la definicién de la métrica cociente p, podemos cambiar
la norma p por la norma de operadores en M, dando lugar a la norma cociente infinito.
La notacién para la longitud de una curva v medida con esta métrica serd Lo oo(7).
Utilizaremos esto para dar una condicién local sobre las curvas con las que comparamos
a nuestras candidatas a curvas minimales.
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Teorema II. Sea p un nimero par positivo y x € O. Sea Ko, una constante tal que
1Qp(W)|| < Kopllyll para todo y € Map. Si 2z € Map, ||z < § y Qp(2) = 0, entonces la
cuTva
5(t) =€ -z, t€0,1],
posee longitud mds corta que cualquier otra curva suave v C O uniendo x con e*-x siempre
que Lo o (7) < €, donde
V2 -1

" Co(l+ Koy)

y Co es una constante dada por la estructura diferenciable.
Mads ain, la curva § es unica en el sentido que si v C O es otra curva uniendo T con
e* - x de longitud ||z||, tal que Lo oo () < €, entonces y(t) = e** - z.

e=¢(0,p)

Es un hecho general de la teoria de espacios homogéneos que para cada x € O, existe un
suplemento cerrado F, C Mg, tal que My, = g, & F,. Ademas, la aplicacion exponencial
en z € O, dada por F, — O, z — €7z resulta un difeomorfismo local en el origen. Como
consecuencia, cuando r es suficientemente pequeno y la proyeccién @, es uniformemente
acotada, si consideramos el conjunto

Up={e" P g 2eFp |z <7}

los exponentes z — Q,(2) tienen norma de operadores pequeiia y son direcciones minimales
con la norma p (i.e. Qp(z — Qp(2)) = 0). No obstante, observemos que U}, puede no ser
un abierto en O.

Teorema III. Sean p un nimero par positivo y x € O. Sea Ko, una constante tal que
1Qp(2)|| < Kopllz|| para todo z € Mgy. Para cada x1 € Ul existe z € Mgy, tal que
e-x=ux1, Qp(z) =0y la curva

5(t)=e€"” -z, te|0,1],

es de longitud mds corta en la métrica cociente p que cualquier otra curva suave a trozos
v untendo x con x1 contenida en Up,.
Mads aiin, la curva § es inica en el sentido que si vy C U, es alguna otra curva suave

uniendo x a x1 de longitud ||z||, entonces y(t) = e'* - x.

La hipétesis clave para la prueba de los dos teoremas anteriores de minimalidad de curvas
es que la proyeccién métrica sea uniformemente acotada. Més adelante, veremos varios
ejemplos donde esto se cumple. En particular, cuando O es el espacio Ung/Ups, siendo N
una subdlgebra del centro de M. El Teorema III merece un comentario mas, notemos que
la minimalidad de curvas se obtiene cuando se compara con curvas ‘non-wandering’ , como
suelen denominarse en la literatura, es decir, curvas que no salen de U, .

En el caso p = 2 los resultados anteriores pueden mejorarse. La proyeccién métrica
es lineal, en consecuencia alcanza con suponer solamente que el mejor aproximante es un
operador acotado. Esta hipdtesis es equivalente a la 7-ortogonalidad de g, con F, en la
descomposicién My, = g P F. En tal caso O posee una estructura diferencial extra, y lo
llamaremos espacio homogéneo reductivo ortogonal. Ademads, la conexion de Levi-Civita
puede calcularse y las curvas minimales son ahora geodésicas. La definicién de U, es la
misma, teniendo en cuenta que cuando p = 2, resulta ser un abierto de O porque F, es el
conjunto de los operadores minimales.
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Teorema IV. Sea O un espacio homogéneo reductivo ortogonal. Dado x1 € Uj,, existe
una unica geodésica en Uy, dada por §(t) = €' -z, z € Fy, que es de longitud minimal
entre todas las curvas suaves dentro de U/, uniendo los puntos x y x1.

Observemos que el resultado anterior acerca de la minimalidad local de geodésicas no
puede deducirse de la teoria de variedades de Hilbert-Riemann porque O no posee espacios
tangentes completos.

Variedades de Stiefel

Sean H un espacio de Hilbert separable de dimensién infinita, B(H) el espacio de
operadores acotados actuando en H, U(H) el grupo de operadores unitarios e J un ideal
de Banach separable en B(H). Consideremos los grupos de Lie-Banach clasicos definidos
por

Us(H) ={ueld(H) :u—1€T}

Sea 7 el conjunto de isometrias parciales en B(H). Podemos definir dos acciones sobre Z.
La primera, sélo moviendo el espacio final de cada isometria, dada por Us(H) x T — Z,
u-v =uv, donde u € Us(H) y v € Z. Fijada v € Z, denominamos a su 6rbita la J-variedad
de Stiefel asociada a v, y utilizamos la siguiente notacién:

S3(v) :=={wv : uelz(H) }.

La segunda accién, moviendo los espacios iniciales y finales de cada isometria, estda dada
por Us(H) xUs(H) X Z, (u,w) -v = uwvw™*, donde u, w € U3(H) y v € Z. Las érbitas de esta
accion determinan la variedad de Stiefel generalizada asociada a v que indicaremos por

Sty(v) = {uwvw” : u,w € Us(H) }.

Mediante un simple calculo puede mostrarse que ambas érbitas estdn contenidas en el
espacio de Banach afin v + J. En consecuencia, hay una topologia relativa en las érbitas
inducida por la métrica (v, v1) — [|vo —v1||3. Ademads, las érbitas St3(v) son exactamente
las componentes conexas de (v + J) N Z. Estudiaremos la geometria métrica y diferencial
de estas variedades de Stiefel. En general, los resultados que enunciamos en este resumen
seran para Sty(v). Todos poseen una versién correspondiente para Sy(v), muchas veces
deducible del caso mas general o mas sencilla de probar directamente, que mostraremos
mas adelante con detalle.

El primer resultado es una caracterizacion espacial de las érbitas. En el caso de la
accién de un sélo lado, mostramos que una isometria parcial vg € Sy(v) si y sélo si
v—19 € Jy ker(v) = ker(vg). Para una caracterizacién similar en St3(v), es necesario
utilizar el concepto de indice de Fredholm de un par de proyecciones ortogonales. Dadas
dos proyecciones ortogonales p, ¢ tales que el operador gp : p(H) — ¢(H) es de Fredholm,
el indice del par de proyecciones (p, q) es el indice de tal operador y se denota por j(p, q).

Teorema V. Sean v, vy isometrias parciales. Son equivalentes:
1. Ezisten u,w € Us(H) tales que uvw* = vy.

2. v—v €Ty jvv,vjv) =0.
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3. v—wv €Ty jlvv*,vv]) = 0.

Utilizaremos el Teorema V frecuentemente. Por ejemplo, permite caracterizar las com-
ponentes conexas de (v + J) NZ y mostrar de manera breve que St3(v) es un espacio
métrico completo con la distancia rectificable que daremos. El préximo resultado resume
las propiedades diferenciales de la variedad de Stiefel generalizada.

Teorema VI. Sea v € B(H) una isometria parcial. Entonces St3(v) es una subvariedad
analitica real de v+ T y la funcion

Ty * Z/{j(H) X UJ(H) - Stﬁ?(v)’ Wv((wv u)) = uow”,

es una sumersion analitica real. Mds ain, St3(v) es un espacio homogéneo reductivo del

grupo Us(H) x Us(H).

En las variedades de Stiefel podemos dar una métrica cociente inducida por la norma || . ||5
del ideal J. Notemos que como 7,, es una sumersién para vy € St3(v), luego el espacio
tangente (17'St5(v)),, en vo estd dado por

(T'St3(v))vy = {zv0 —v0Y : T,y € Tan },

donde J,p, es el dlgebra de Lie de Us(H) que consiste en los operadores antihermitianos de
J. El grupo de isotropia en vy € St3(v) de la accién dada es

Gy, = { (u,w) € Us(H) x Us(H) : uvg = vow }.
El 4lgebra de Lie de G, es
v, = { (a,b) € Tap, X Tap : avy = vob }.
Utilizando la norma de Banach cociente de (J,p, X Jar)/8y se puede definir una métrica de
Finsler en Sty(v): Dado zvg — voy € (T'St3(v))wg,
llzvo — voyllv, = f{ |[(z +a,y +b)|| : (a,b) € gy, }

Aqui la norma del par es |[(z + a,y + b)|| = @( ||z + a||5, ||y + b||3), siendo ® cualquier
norma simétrica. Es sencillo ver que esta métrica es invariante para la accién. Entonces
definimos la distancia rectificable asociada:

1
(v, v1) = if{ / 19(8) 10 dt = 7 C Sta(v) uniendo 7(0) = vo y (1) = vy },
0

donde las curvas «y consideradas son suaves a trozos.

Por otro lado, en el grupo unitario Uy(H) x Us(H) utilizamos la métrica de Finsler dada
por [[(z,y)ll = ([, [lyll3), donde (2,y) € urTan X ugJan = (TUz(H) X Us(H))) (uy,uz)-
Medimos la longitud de una curva suave a trozos I'(t) = (I'y(¢),T'2(t)), t € [0,1], como

1
La(0) = [ (E1 ) dr
0
Entonces el grupo Uz(H) x Uz(H) tiene una distancia rectificable definida por
dj((Ug, wo), (ul,wl)) = fnf{ Lg(l“) ' C Uj(H)XZ/{j(H), F(O) = (UO, wo), F(l) = (ul,wl) }

El siguiente resultado muestra como la técnica utilizada en dlgebras finitas también fun-
ciona en este espacio homogéneo. Ademds, da otra prueba del hecho que (St5(v),d) sea
un espacio métrico completo.



Capitulo 1. Introduccién 11

Teorema VII. Sean v una isometria parcial, ug, wo, ui, w1 € Us(H), y

dy(upvwy , upvwy) = inf{ ds( (uo, wo), (wiu, wiw)) : (u,w) € Gy }.

Entonces dy = d, donde d es la distancia rectificable en Sty(v). En particular, (St5(v), d)
es un espacio métrico completo y d metriza la topologia cociente.

Los siguientes son algunos resultados acerca de curvas minimales en la K(H)-variedad
de Stiefel generalizada asociada a v, siendo K(H) el ideal de los operadores compactos.
Denotaremos por St.(v) a tal variedad de Stiefel que es un espacio homogéneo del producto
cartesiano del grupo unitario Fredholm

Us(H) = {u € UH) : u—1€ K(H) Y.

El primer resultado parcial se refiere al problema de valores iniciales. Nos restringimos
al caso en que v tiene rango finito para poder asegurar la existencia de operadores que
realicen la norma cociente.

Teorema VIIIL. Sea v una isometria parcial con rango finito. Dados vy € St.(v) y un
vector tangente xvg — voy € (T'Stc(v))y, tales que ||xvy — voyll, < 7/2, existen zi,zo
compactos antihermitianos tales que la curva 6(t) = e*lve™t*2 que satisface §(0) = vy y
5(0) = 2wy — voy tiene longitud minimal hasta |t| < 1.

Cabe destacar que el problema de valores iniciales puede ser resuelto en S.(v), la corres-
pondiente variedad de Stiefel con la accién a un sélo lado, sin condiciones sobre el rango
de v.

Ahora denotemos por U.(H) al grupo unitario Fredholm. Consideremos la érbita O,
de una proyeccién ortogonal p € B(H), es decir

Op ={upu* : vel.(H)}.

La funcion
0 :St(v) — Op x Oy, p(uvw®) = (upu*, wqw*),

reduce longitudes si en el producto de orbitas de proyecciones se toma la métrica del
ambiente. En consecuencia, dado que las curvas minimales en orbitas de proyecciones son
conocidas, podemos hallar algunas curvas minimales en St.(v).

Teorema IX. Sean vy € Ste(v) y x,y € K(H)an tales que ||(z,y)|| < 7/2. Supongamos
que x es codiagonal con respecto a py = vovy e y es codiagonal con respecto a gy = vivg.
Entonces la curva 6(t) = e®vge ™ tiene longitud minimal entre de todas las curvas suaves

en Stc(v) uniendo los mismos puntos.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1. Operadores lineales sobre espacios de Hilbert

Comenzamos la seccién de preliminares dando brevemente algunas definiciones, resul-
tados y notaciones acerca de operadores sobre espacios de Hilbert. Si bien el contenido de
esta seccion es material estandar de cualquier libro de analisis funcional, hemos elegido
como referencias los libros [Con90] y [RSSQ.

Los espacios de Hilbert serdn anotados usualmente con las letras H y K. En gene-
ral, trataremos con espacios de Hilbert complejos, y en caso de ser reales lo aclararemos
explicitamente. El producto interno en un espacio de Hilbert H lo denotamos por (, ),
siendo lineal en la primera coordenada y lineal conjugado en la segunda. La norma inducida
la anotamos como ||| = (¢,€)Y2, ¢ € H. En algunas ocasiones, cuando sea necesario que
el espacio de Hilbert sea separable, lo diremos explicitamente.

Sean H, K dos espacios de Hilbert, un operador lineal x : H — K se dice acotado si
existe una constante M > 0 tal que

[zl < Mg, V¢ e™H. (2.1)

Un operador lineal es acotado si y sélo si es continuo. El infimo del conjunto formado por
las constantes que satisfacen es la norma del operador lineal z, y se denota por ||z||.
Tal norma se conoce como norma de operadores o norma espectral de x. Es sencillo
mostrar que la norma puede calcularse alternativamente como

[zl = sup [lag]l = sup [{z&mn)].
l¢ll=1 I €ll=lnll=1

Utilizaremos las letras griegas &, 7, (, etc. para los vectores en H, mientras que las letras
x,Y, z,a,b,u, v, w,p estardn reservadas para operadores lineales (acotados o no). Conti-
nuado con la notacién, escribiremos R(z) para indicar el rango de un operador z y ker(x)
para referirnos al ntcleo de =x.

Los operadores lineales acotados de H en K son un espacio de Banach que denotaremos
por B(H,K). Cuando H = K simplemente escribiremos B(H). Observemos que B(H)
resulta una algebra normada completa con la composicién de operadores como producto.

Ademads, se cumple
lzyll < llzllllyll, x,y € B(H).

13
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Para cada z € B(H), existe un tnico z* € B(H) tal que

(&, m) = (&, 2™n), VEneM.

El operador lineal z* se denomina adjunto de x. La operacién de tomar el adjunto de un
operador, conocida como adjuntar, satisface

(z+y) =2"+y* (Aax)" =Xz* (py)*=y*2", (") =ux
La norma de operadores cumple la siguiente relacién fundamental (identidad C*):
lz*z|| = |lz|*, =€ B(H).

En consecuencia, puede mostrarse que ||z|| = ||z*|| para todo = € B(H). Si denotamos por
1 al operador identidad en H y A al operador A1 , el espectro o(z) de x € B(H), es el
siguiente conjunto:

o(z) ={A € C : z— X esno inversible }.

El espectro de un operador acotado resulta un subconjunto no vacio y compacto de C.
Dado un subespacio cerrado & de H, hay una tinica proyeccién ortogonal ps sobre
S a lo largo de S* (el ortogonal de S) que cumple ps = ps = p?g. Reciprocamente, un

operador p tal que p = p* = p? es una proyeccién ortogonal sobre R(p). En general,
emplearemos el término proyeccién para referirnos a una proyeccién ortogonal, puesto que
no trataremos con otro tipo de proyecciones.

Un operador z se dice autoadjunto si x = z* y antihermitiano si x = —z*. Los
conjuntos de los operadores autoadjuntos y antihermitianos en H los denotaremos respec-
tivamente por B(H)sq ¥ B(H)an. Ambos son espacios de Banach reales. A veces resulta
util el hecho que todo operador x € B(H) pueda ser escrito como suma tnica de dos
operadores,

x = Re(z) +ilm(x),

donde Re(x) = (z + 2*)/2 € B(H)sq es la parte real de z e Im(x) = (z — 2*)/2 € B(H)sa
es la parte imaginaria de z.

Los operadores autoadjuntos y antihermitianos forman parte de una clase de opera-
dores méas amplia conocida como operadores normales. Un operador x es normal si zx* =
z*x. Muchas cuestiones acerca de operadores normales pueden ser resueltas gracias al
teorema espectral para operadores normales. Brevemente, este teorema afirma que dado
x € B(H) un operador normal con espectro o(z), existe una funcién F — e(F) de la o-
algebra de los conjuntos medibles Borel en el conjunto de proyecciones en H que cumplen:
(a) e(o(z)) = 1; (b) si F = U2 F, y F, N F,, = 0 si n # m, entonces (e(F,)), es una
sucesion de proyecciones ortogonales dos a dos disjuntas (i.e. e(Fy)e(Fy,) = 0 si n # m)
y R(e(F)) = @52 R(e(F,)); y (c) para todo &,n € H, si e¢,, es la medida compleja finita
en o(x) definida por eg,(F) = (e(F)&,n), entonces (z€,n) = [ Adeg,(N). Estos hechos,
suelen abreviarse diciendo que e( . ) es una medida espectral definida sobre o(z) tal que
z = [ Ade(N).

El teorema espectral permite dar una definicién del operador f(x), siendo f una funcién
medible Borel en o(z) acotada esencialmente. Mds precisamente, queda definido mediante
la ecuacién

(F(@)e,m) = / F\deen(N), Ve e H.
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Maés ain, la funciéon L>(o(x)) — B(H), f — f(z) es un morfismo isométrico de dlgebras
tal que f(z)* = f(z) denominado célculo funcional Boreliano. En particular, se cumple
que e(F) = xp(x), siendo xr la funcién caracteristica de F.

Otra clase de operadores normales, relevantes en este trabajo, son los operadores uni-
tarios. Un operador u es unitario si u*u = wu® = 1. El conjunto de los operadores
unitarios U(H) es un grupo con el producto de operadores. Observemos que dado x anti-
hermitiano, el operador u = e* puede definirse por calculo funcional, y resulta unitario. A
su vez, con la ayuda del calculo funcional Boreliano, dado cualquier unitario u es posible
hallar un logaritmo, es decir, un x antihermitiano tal que e* = u. Mds atn, si elegimos la
rama principal del logaritmo podemos tomar = cumpliendo ||z| < 7.

Un operador z se dice positivo si (z€, &) > 0, para todo £ € H. Esto equivale a que se
cumpla z = z* y o(x) C [0, 00). Los operadores positivos son un cono que induce un orden
en B(H)sq si definimos: @ < y si y sblo si y — x es positivo. En particular, escribiremos
x > 0 para indicar que x es positivo. Cuando x > 0, existe un tnico y > 0, denominado
la rafz cuadrada de z, tal que = = y2. La raiz cuadrada consiste en el operador y = f(z),
donde f(t) = t'/2, y lo denotaremos por z'/2.

Una isometria entre dos espacios de Hilbert H y K, es un operador lineal acotado
v : H — K que satisface ||v€]| = ||£|| para todo & € H. Dado v € B(H) decimos que es una
isometria parcial si la restriccién de v al subespacio ker(v)® es una isometria. Puede
mostrarse que los siguientes enunciados son equivalentes: (a) v es una isometria parcial,
(b) vv*v = v, (¢) v*v es una proyeccién ortogonal, (d) vv* es una proyeccién ortogonal,
(e) v* es una isometria parcial, (f) v*vv* = v*. En cualquier caso, v*v es la proyeccién
ortogonal sobre ker(v): conocida como proyeccién inicial y vv* es la proyeccién orto-
gonal sobre R(v) conocida como proyeccién final. Los espacios que resultan el rango de
tales proyecciones se denominan espacio inicial y espacio final respectivamente.

Otro resultado bésico es la descomposicién polar de un operador: Dado = € B(H),
entonces hay una tunica descomposicién * = uy determinada por ser u una isometria
parcial, y > 0 y ker(z) = ker(y) = ker(u). El operador y > 0, dado por y = (z*z)"/2,
conocido como médulo de = y denotado por |z|.

Dados H, K dos espacios de Hilbert, un operador acotado z : H — K es de Fredholm
si dim ker(z) < oo, dimker(z*) < co y R(z) es cerrado. En tal caso, esta definido el indice
del operador como el siguiente niimero entero i(x) = dimker(z) — dim ker(z*).

Mencionaremos ahora algunos hechos acerca de operadores no acotados. Un opera-
dor (posiblemente no acotado) es una funcién lineal x : Dom(z) — H, donde Dom(x) es
un subespacio de H no necesariamente cerrado denominado dominio de x. Dados x, y dos
operadores, la suma x+y es el operador con dominio Dom(z)NDom/(y) y la multiplicacién
xy es un operador con dominio y~!(Dom(z)). El operador x se dice cerrado si su grafico
es cerrado, i.e. Gr(z) = { (&, z§) : £ € Dom(z) } es un subespacio cerrado de H & H.

Para un operador a densamente definido (i.e. Dom(z) = H), el adjunto z* estd defi-
nido univocamente como el operador con dominio

es

Dom(z*) ={ne€H : AM > 0 cumpliendo | (z&,n) | < M||&]||, V€ € Dom(a) },

que satisface (x€,n) = ({,x*n), para £ € Dom(x) y n € Dom(x*).

Un operador y es una extensién de un operador z si Gr(z) C Gr(y), o sea, si
Dom(zx) C Dom(y) y x€ = y& para todo & € Dom(z). En tal caso, anotaremos = C y. La
ecuaciéon x = y se interpreta como x C y e y C z. Un operador z se dice clausurable si
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existe un operador cerrado y tal que x C y. Un operador clausurable z siempre admite
una extensiéon minimal T caracterizada por Gr(T) = Gr(z).

Es un hecho conocido que si = es un operador densamente definido, entonces Gr(z*) =
{(—z£,€) : € € Dom(x)}*+ en H @ H. Una consecuencia de esto es que un operador
x densamente definido es clausurable si y sélo z* es densamente definido, y en tal caso
T = x*.

La nocién de espectro de un operador se extiende naturalmente a operadores no
acotados. Un A € C estd en el espectro o(z) de un operador x si x — A no posee inversa
acotada, es decir, no existe y € B(H) tal que y(x —\) = 1 en Dom(z) y (x — Ny =1
en H. Un operador x se dice autoadjunto si x es densamente definido y * = z*. Un
operador es positivo si (z€,£) > 0 para todo { € Dom(z). En particular, se cumple
que si x es positivo y autoadjunto, entonces o(x) C [0,00). Los operadores autoadjuntos
son operadores normales. Un operador x es normal si es cerrado, densamente definido y
*x = xx*. El teorema espectral puede formularse para operadores normales: Existe una
medida espectral e( . ) definida sobre () tal que £ € Dom(z) siy sélo si [|A\[?dege < oo,
en tal caso (z€,n) = [ Ade¢ ,, para todo n € ‘H. Esto da lugar, como en el caso acotado,
a un calculo funcional x — f(x), para funciones esencialmente acotadas sobre C.

Por 1ltimo, nos interesa agregar que el teorema espectral para operadores no acotados
provee una forma de definir la exponencial de un operador antihermitiano x no acotado
(i.e. © densamente definido y x = —z*). En efecto, e” queda definido mediante el célculo
funcional resultando un operador acotado, y mas atn, unitario.

2.2. Ideales de Banach

Dado H un espacio de Hilbert, consideremos primero ideales bilateros del anillo B(H)
en el sentido algebraico de la definicién. Como consecuencia de la descomposicién polar
un ideal bildtero de B(H) es invariante por la adjuncién. Los operadores compactos
K(H) sobre en H, i.e. los operadores tales que la imagen de la bola unitaria de H es un
conjunto compacto de H, resultan un ideal bildtero en B(H). Por otro lado, los operadores
de rango finito, denotados por Ko(H), son otro ideal bildtero de B(H). Un resultado de J.
Calkin [Cal4d] afirma que todo ideal bildtero de B(H) contiene a Ko(H) y estd contenido
en C(H).

Los operadores compactos poseen diversas propiedades que utilizaremos. Mencionamos
algunas de ellas:

1. Un operador x es compacto si y sélo si existe (x,), sucesiéon en Ko(H) tal que
& — all — 0.

2. x es compacto si y sélo si z* es compacto.

3. Dado = € K(H), el espectro o(x) es numerable con cero como el tnico punto limite
posible. Si A € o(x), A # 0, entonces A es un autovalor de = con multiplicidad finita.

4. Si z es compacto y normal con espectro o(x) = {0, A1, A2, ...}, A\ # 0, el teorema
espectral toma la forma
o
T = Z AnDn,
n=1
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siendo pn, = x¢,1(z), n > 1, y la convergencia de la serie en norma de operadores.

Dado z € K(H), los valores singulares de z son los autovalores de |z|. Enumeraremos los
valores singulares de z de manera decreciente como p1(x), u2(x), etc.. Puede probarse la
siguiente caracterizacién geométrica de los valores singulares, donde se interpreta al valor
singular n + 1-ésimo como la distancia a los operadores de rango menor o igual a n, o sea

(@) = min{ | — yl| : y € BH), dim(R(y)) <n},

para n > 0. En particular, ||z| = p1(x).

Un ideal de Banach es un ideal bildtero J de B(H) dotado con una norma ||. |3
cumpliendo:
» J es un espacio de Banach con la norma || . ||5.

=zl < flzlls = llz*]l5, z € 7.
= llazblls < llallllzll5]lbll, a,b € B(H) y x € 3.

A continuacién mostramos una manera de construir ideales de Banach. Sea ¢ el espacio
vectorial de todas las sucesiones reales (&, ), tales que &, # 0 sélo para una cantidad finita
de valores de n. Una funcién gauge simétrica es una norma ® : ¢ — R que ademads
satisface las siguientes condiciones:

= ©((1,0,0,...)) = 1.

= O((&n)n) = @((|€nl)n ), donde (&,)n € ¢
= O((§n)n) = P((§r(n))n ), donde (§,)n € ¢y m: N — N es biyectiva.

Veremos que cada funcién gauge simétrica ® induce dos ideales de Banach Jg y 3((1? ). En
efecto, primero extendemos el dominio de ® a sucesiones reales acotadas (&), definiendo

tI)( (fn)n) = sup@(ﬁl,fg,...,§n,0,0,...) € [0,00].

n>1

Ahora, dado x € K(H), sea
[zlle := ®((pn(2))n) € [0,00].

Entonces, definimos
Jp :={z e LH) : ||z|lo < o0},

ng) — m\\ ||<1>’

. ~(0 .
es decir, JEI,) es la clausura con respecto a || . || de los operadores de rango finito. Tenemos

que || .||¢ es una norma tal que Jg y ’Jg) ) son ideales de Banach (ver [GKGQ).

Un ideal de Banach J es separable si y sélo si J = 3((1? ) para alguna funcién gauge

simétrica ® que satisface
lim (f’n—i-l? §n+27 .. ) = 07

n—oo



18 Capitulo 2. Preliminares

para toda sucesion (&), tal que ®( (&), ) < co. Ademds, en tal caso, se cumple que Jg y
3&? ) coinciden. Como ejemplos clédsicos de ideales de Banach separables podemos dar los

siguientes:

a. Elideal KC(H) de los operadores compactos. La funcién gauge simétrica asociada estd da-
da por
P((&n)n ) = méx|&nl,  (&n)n € &
n>1

Cuando H es separable, puede mostrarse que IC(H) es el unico ideal bilatero cerrado de

B(H).

b. Para p > 1, la funcién gauge simétrica

By((Ea)n) = (Y 1eal?)?, (Ean € e
n=1

da lugar a las clases p de Schatten, que denotaremos por B,(H). Es decir, un operador
x € Bp(H) si su norma p es finita, i.e.

lzllp = (3 pnl2)?)? < cc.
n=1

Cuando p = 1 los elementos de B (H) se conocen como operadores traza. En particular,
si x € Bi(H), estd bien definida y es finita la traza T'r(.), que extiende a la traza usual

de matrices y estda dada por
[ee]

Tr(x) = Z <x£na§n> )
n=1
donde (&), es una base ortonormal de H. El valor de Tr(x) no depende de la base
ortonormal elegida. Cuando p = 2, los elementos de B2(H) se llaman operadores de
Hilbert-Schmidt, y forman un espacio de Hilbert con la norma 2. El producto interno
esta dado por
<37,y> :TT(:L’y*), z,y € Bz(H).

En general, la norma p puede calcularse como |||, = Tr(|z[P)'/P, siendo = € B,(H).

c. Dados p, g € (0, 00), el correspondiente ideal de Lorentz se define como los operadores
x € K(H) tales que

o0

1
aw = ( Z Iz Mn(ﬂf)p)l/p < 0.

n=1M 1

2

En particular, cuando p = ¢, recuperamos la clase p de Schatten.

2.3. Algebras de von Neumann finitas

Un algebra de Banach A es un espacio de Banach dotado de una multiplicacién tal
que ||zy| < ||z|/||y|| para todo x,y € A. Una involucién * : A — A se define como una
aplicacién que satisface

(@+y)" =a"+y", (A2)"=ra", ()" =y"z", (@) =u
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Una C*-algebra A es un algebra de Banach con una involucién que cumple
lz* x|l = ||z, @ e A

Para evitar ciertos detalles técnicos prescindibles para nuestros objetivos supondremos
que las C*-dlgebras son unitales (i.e. 1 € A). El espacio de las funciones continuas C(2)
sobre un espacio compacto §2 es una C*-dlgebra conmutativa con la suma, producto y
conjugacién compleja de funciones usuales. Por otro lado, puede probarse que toda C*-
algebra conmutativa es de la forma C() para algin  compacto. Otro ejemplo de C*-
algebra (no conmutativa) es el algebra B(H) de los operadores acotados sobre un espacio
de Hilbert H.

En una C*-élgebra A podemos definir elementos autoadjuntos, antihermitianos, nor-
males, unitarios, proyecciones, etc. de la misma manera que en la Seccién [2.1] para ope-
radores acotados. Denotaremos por Ag, (resp. Aun) al espacio de los elementos autoad-
juntos (resp. antihermitianos) de .A. Ademds, la nocién de espectro también tiene sentido,
y en consecuencia la definicion de elementos positivos.

El conjunto de las funciones lineales continuas sobre un algebra de Banach A lo de-
notaremos por B(A). Dadas dos C*-dlgebras A, B, un *-morfismo ¢ : A — B es una
funcién lineal y multiplicativa que cumple ¥ (z*) = ¢ (x)* para todo = € A. En particular,
los *-morfismos resultan continuos. Un *-morfismo se denomina x-automorfismo si es
un isomorfismo de un algebra en si misma. Mientras que una representaciéon de una
C*-dlgebra A en un espacio de Hilbert H es un *-morfismo de A en B(H).

Un funcional lineal ¢ en una C*-algebra A se dice positivo si ¢(z) > 0 para todo
x>0y fiel si p(z) =0y x> 0 implican z = 0. Los funcionales positivos resultan conti-
nuos, y ademds cumplen que ¢(1) = ||¢||. Dado un funcional positivo ¢ la construccién de
Gelfand-Naimark-Segal (GNS) afirma que existen un espacio de Hilbert H, un vector
¢ € H y una representacién m : A — B(H) tales que

1. 7(A)¢ =H.

2. p(z) = (r(x)£, &), ze€A

Un estado es un funcional lineal de norma uno. Puede mostrarse que los estados resultan
positivos, y que siempre hay abundantes estados en una C*-dlgebra. Esto permite, uti-
lizando la construccién GNS, demostrar que toda C*-algebra se puede identificar con una
C*-dlgebra concreta contenida en B(H). La prueba de estos resultados y otros ejemplos
més interesantes, pueden encontrarse en [Dav9d].

Existen diversas topologias importantes en B(H) méas débiles que la dada por la nor-
ma de operadores. Este tipo de topologias resultan ttiles para relacionar propiedades
algebraicas y analiticas de C*-dlgebras concretas.

» La topologia fuerte de operadores (SOT) consiste en intersecciones finitas de
conjuntos de la forma

{yeBMH) : [z -yl <1},

donde =z € B(H) y £ € H. Entonces, una red (z;); converge SOT a un operador
x € B(H) siy sblo si lim ||(z; — x)&|| = 0 para todo & € H.
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» La topologia débil de operadores (WOT) consiste en intersecciones finitas de
conjuntos de la forma

{yeBMH) : [{((z—yn, | <1},

donde x € B(H) y &, € H. Entonces, una red (z;); converge WOT a un operador
x € B(H) siy sblo si lim ((z; — x)¢,n) = 0 para todo &,n € H.

En general, tenemos que la topologia de la norma es mas fuerte que la topologia SOT y
la topologia SOT es mas fuerte que la topologia WOT. Adaptando el teorema de Banach-
Alaoglu, puede demostrarse que la bola unitaria de B(H) es compacta en la topologia
WOT.

Una subélgebra unital M de B(H) autoadjunta (i.e. M* = M) y cerrada en la
topologia WOT se denomina un algebra de von Neumann. En particular, un algebra
de von Neumann es una C*-dlgebra. En el caso de dlgebras de von Neumann conmutativas,
puede mostrarse que son de la forma L*°(2), o sea funciones esencialmente acotadas en
algiin espacio de medida ).

Las dlgebras de von Neumann admiten una caracterizaciéon abstracta dada en [SaZl]
como aquellas C*-algebras que son el dual de un espacio de Banach. Dada M un &algebra
de von Neumann, un funcional lineal ¢ : M — C se dice normal si ¢ es continuo con la
topologia WOT (o equivalentemente SOT) en la bola unitaria de M. El espacio M, de
los funcionales normales estd contenido en el dual M* de M, y se identifica con el predual
de M, o sea (M,)* = M.

Dada A una C*-algebra (resp. dlgebra de von Neumann) cuando digamos que B es una
C*-subdlgebra (resp. subdlgebra de von Neumann) de A entenderemos que B C A
y B es una C*-algebra (resp. dlgebra de von Neumann). Dado S un subconjunto no vacio
de B(H), el conmutante de S es el conjunto

S'={zxeB(H): xy=yz,Vye S}

Tenemos que S’ es siempre un algebra WOT cerrada, y si S es autoadjunto entonces S’
es un algebra de von Neumann. Notemos que podemos tomar dos veces el conmutante de
un conjunto, es decir, considerar el conjunto S” = (S’)". El siguiente resultado, conocido
como teorema del doble conmutante de von Neumann, es verdaderamente profundo
porque da una caracterizacién de las algebras de von Neumann relacionando la estructura
algebraica con las topologias débiles previamente definidas. Dicho teorema establece que
dada M una subdlgebra de B(H) autoadjunta tal que 1 € M, entonces son equivalentes:

1. M es cerrada en la topologia SOT.
2. M es cerrada en la topologia WOT.
3. M=M".

El centro de un dlgebra de von Neumann M es el conjunto Z(M) = MNM'’. Un dlgebra
M se dice un factor si Z(M) = C. El interés de considerarar factores radica en que toda
algebra de von Neumann puede descomponerse en factores, y asi reducir el problema de
clasificacién de algebras al de clasificacién de factores.
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Un estado 7 en un algebra de von Neumann M tal que 7(xy) = 7(yz) para todo
z,y € M se conoce como una traza. Mas adelante, trabajaremos especialmente con el
siguiente tipo de algebras de von Neumann. Un élgebra de von Neumann M se dice
finita si existe una traza fiel y normal en M. Los factores finitos de dimensién infinita se
denominan factores de tipo II;.

Dos proyecciones p, g € M se dicen equivalentes si existe una isometria parcial v € M
tal que vv* = p y v*v = ¢q. En [DI69 se prueba que un dlgebra de von Neumann M es
finita si y sélo si toda proyeccién equivalente a 1 resulta igual a 1, o en otras palabras,
siv e My v*v =1, entonces v = 1. Otro hecho interesante, es que la traza es unica en
factores.

Veamos algunos ejemplos de algebras de von Neumann finitas. Los detalles de estos
ejemplos, y otros mds, pueden hallarse en [PoS8].

a. Sea u una medida de probabilidad en el intervalo [0, 1] y L?(]0,1]) el espacio de Hilbert
de todas las funciones medibles g con respecto a alguna o-algebra tales que fol lg|? dp < oo.
Consideremos el operador de multiplicacién My : L%([0,1]) — L*([0,1]), Ms(g9) = fg,
donde f € L*([0,1]). Entonces M = { My : f € L*>([0,1])} es un élgebra de von

Neumann finita que se identifica con L>([0, 1]). La traza estd dada por 7(f) = fol fdp.

b. Denotemos por M, (C) al dlgebra de matrices con entradas complejas. Dados los niimeros
naturales ny, na, ..., ng, entonces M = M, (C) & M,,(C)®...d® M,, (C) es un édlgebra de
von Neumann finita con la traza 7(z) = 1Tr(z), donde n = 3" n; y Tr es la traza usual
en M, (C). Con la misma traza, M, (C) resulta un factor.

c. Consideremos las inclusiones:

M3 (C) > Myn1 (C), ( : 0 )

Sea RY = U ;M- (C). Como las inclusiones son isometrias, hay una norma natural
en R": Dado z € R, existe ng tal que x € Mano(C), luego ||z|| := ||#[ln,- Claramente
tenemos que ||z*z| = ||z|>. Ahora definimos R’ = RO, donde la clausura es respecto
a la norma || .||. Entonces R’ es una C*-dlgebra conocida como dlgebra de Glimm o
4lgebra uniformemente hiperfinita. Hay una traza natural en R°: Dado x € Man, (C),
sea7(x) := n—loTr(:B), donde T'r es la traza usual en Mayn (C). Como 7(1) = 1y 7 es positiva,
entonces 7 es continua en R°, y por lo tanto se extiende de manera tinica a una traza en
R’ que seguiremos llamando 7.

Consideremos la construccién GNS para R’ y 7, es decir, tenemos un espacio de Hilbert
H, un vector £ € H y una representacién m : R' — B(H) cumpliendo 7(z) = (m(x)¢, &)
para todo x € R/. Como R’ es simple, la representacién m es una isometria, entonces
podemos identificar R y 7(R’). Sea R := @WOT, o sea la clausura en la topologia
débil de R’ en B(H). Por definicién resulta un dlgebra de von Neumann. La traza de
R’ se extiende a R, y puede escribirse como 7(x) = (z¢,&), para cada x € R. Se puede

demostrar que R es un factor II; conocido como el factor II; hiperfinito.

d. Sea G un grupo discreto, consideremos el espacio de Hilbert

CG)={&:G—C: ) [ <o}

ge G



22 Capitulo 2. Preliminares

con el producto interno (§,m) = > . &(9)n(g). Sea (§)g la base ortonormal de (@)
definida por
1 sig=h,

fg(h):{ 0 sig#h.

Para cada g € G, denotemos por A(g) a la representacién regular a izquierda de G sobre
(?(@), definida por A(g)(&n) = & Notemos que A(g) € B(?(G)), y es un operador
unitario para cada g € G. El dlgebra de von Neumann Lg generada por A(G), es decir
L = MG)”, se conoce como el dlgebra de von Neumann del grupo G. Existe una
traza (fiel) natural en Lg dada por 7(z) = (&, &), donde € L5 y e es el elemento
neutro de G. Por iltimo, mencionamos que L resulta un factor si es un grupo con clases
de conjugacién infinitas, i.e. si { ggog~! : g € G'} es un conjunto infinito para todo gy # e.

Para finalizar la seccién, introducimos un concepto més. Sea A una C*-algebra y B
una C*-subdlgebra de A. Una esperanza condicional F : A — B es una funcién lineal
tal que E? = E (proyeccién), E(yzz) = yE(z)z, x € A, y, z € B (morfismo de B-médulos)
y E(z) > 0siz > 0 (positiva). Un resultado de J. Tomiyama (ver [Si&]) afirma que F es
una esperanza condicional si y sélo si es una proyeccién de norma uno (i.e. ||E(z)|| < ||z]],
x € A). En el caso de un dlgebra de von Neumann finita M, dada A una subdlgebra
de von Neumann de M, no es dificil mostrar que existe una tnica esperanza condicional
E : M — N que preserva la traza 7 de M, es decir, satisface To E = 7.

2.4. Espacios L no conmutativos

La teorfa de integracién no conmutativa, iniciada con el articulo [Seb3] de I. Segal,
ha tenido multiples enfoques y extensiones como consecuencia del desarrollo de diversas
teorias en dlgebras de von Neumann. Una excelente referencia que desarrolla el tema es
[PX03]. En esta seccién, trataremos sélo con espacios LP no conmutativos asociados con
dlgebras de von Neumann finitas, siguiendo bésicamente el articulo [NeT4] y realizando las
simplificaciones pertinentes a nuestro caso.

Sea M un dlgebra de von Neumann finita con una traza 7 normal y fiel. Un operador
x se dice afiliado a M si zu = ux, para todo unitario u € M’. Por el teorema del doble
conmutante, un operador acotado x esta afiliado a M si y sélo si x € M. En particular,
si @ = [Ade()\) es autoadjunto y afiliado a M, entonces las proyecciones espectrales
e((—o0,A]) € M para todo A € R.

Denotemos por M al conjunto de los operadores densamente definidos, cerrados y
afiliados a M. Dados x,y € M, entonces & + y, xy y &* son operadores densamente
definidos y clausurables. Mds atin, se cumple que z*, z + y (suma fuerte) y 7y (producto
fuerte) son operadores en M. Asi, M se vuelve un &lgebra provista de una involucién
cuando consideramos las operaciones de adjuntar, suma fuerte y multiplicacién fuerte. Es
interesante observar que cuando M = L>°([0,1]), el dlgebra M consiste en las funciones
medibles (finitas en casi todo punto) en [0, 1].

Para 1 < p < o0, la norma p inducida por la traza 7 de M estd definida por

lzllp = r(j2P)'7P, e M.

Observemos que la norma p satisface que ||z|[, < ||z|| para todo € M. Dado un operador
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positivo x = fooo Ade(N) afiliado a M, podemos definir

(z) = sup T(/On)\de()\)> € [0, 00].

n

En particular, esto nos permite extender la definicién de || .||, a operadores en M. Para
1 < p < o0, el espacio LP no conmutativo asociado a M, se define como

LP(M):={zeM: |z, =1(z[")/? < 00 }.
Cuando p = oo, se define L>®(M) := M y ||. |l es la norma usual de operadores. Para
1 < p < oo, puede probarse que LP(M) es un espacio de Banach con la norma p que

satisface las propiedades esperadas tales como:

» Dado z € LP(M), existe una sucesién (z,), en M tal que || — x|, — 0. Es decir,
LP(M) es la completacién de M con la norma || . ||, .

= Dualidad: LP(M)* = LY(M) para p ' +¢ 1 =1, p > 1,y LY(M)* = M.

Desigualdad de Holder: ||zy|l1 < ||z|,llyllq, z € LP(M), y € LI(M).

» Cuando p = 2, L?(M) es un espacio de Hilbert con el producto interno dado por
<$,y> = T(xy*)7 T,y € Lz(M)

Como LP(M) esta contenido en M, tienen sentido los operadores autoadjuntos (resp.
antihermitianos) en LP(M) que denotaremos por LP(M)s, (resp. LP(M),p). Més atin,
LP(M)sq y LP(M),p, son espacios de Banach reales. Ademads, la nocién de operadores
positivos x > 0, siendo x € LP(M), tiene el significado usual de operadores positivos
eventualmente no acotados.

Por ltimo, damos una nocién que generaliza a los valores singulares de operadores
compactos. Para t > 0, el ¢-ésimo valor singular generalizado de un operador z € M
es

wi(z) := inf{ ||ze|| : e es una proyeccién en M tal que 7(1 —e) < t}.

Como z € M, puede mostrarse que lim, .o 7(e ((s,00))) = 0, siendo e(.) la medida
espectral de |z|, y asi la definicién de los valores singulares generalizados tiene sentido.
Es sencillo verificar que la funcién ¢ — pu¢(z) resulta no creciente y continua a derecha.
Ademés, un x € M cumple que z € LP(M) si y sélo si pu(x) € LP([0, 1]) para 1 < p < oo.
FEn tal caso, la norma p se calcula como

1
lally = [ o e, @ e L2(u)
0

Para un andlisis detallado de los valores singulares generalizados y diversos teoremas en
espacios LP no conmutativos que generalizan a los andlogos conmutativos referimos al

lector a [EKRG].
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2.5. Mejor aproximacién

Sea F un espacio de Banach con la norma || . ||. Dado S C E, consideremos la distancia
de S a un elemento x € F, i.e.

d(x,$) = mf{ o —y| : y€ S}.

En el caso especial de S un subespacio cerrado de E, notemos que d(x,S) es la norma
cociente de la clase de x en E/S. Cuando exista yo € S tal que d(x,S) = ||z —yo|, diremos
que yo es un mejor aproximante en S para z € F. La proyeccién métrica sobre S es
la funcién multivaluada Qg : E — 25 que asocia a cada z € E su conjunto de mejores
aproximantes (posiblemente vacio), es decir,

Qs(z) ={ye S :dx5)=llz—yl}

Evidentemente cuestiones relacionadas con la proyeccion métrica, por ejemplo la existencia
y unicidad de un mejor aproximante, dependen de la estructura especifica del espacio
de Banach subyacente. Sin embargo, referimos al lector a [SI70] para algunos resultados
generales.

A continuacién introducimos dos propiedades geométricas de la bola unitaria de un
espacio de Banach que implican propiedades adicionales sobre la proyecciéon métrica. Un
espacio de Banach E es uniformemente convexo si para cada € > 0, existe § = d(e) > 0
tal que si z,y € E, ||z|| = |lyll = 1, ||z — y|| > ¢, entonces

r+y

|<1-s

Por otro lado, la convexidad uniforme tiene una nocién dual asociada. El médulo de
suavidad se define como

p{ Lol =l
p 2

p(t) = 1wy e B, o = 1, [yl < t},

donde ¢ > 0. Un espacio de Banach es uniformemente suave si

1 P2
t—0 t

=0.

Puede probarse que E es uniformemente convexo si y solo si su dual £* es uniformemente
suave (ver [Bea8H]). Con respecto a la proyeccién métrica podemos afirmar:

1. Si F es uniformemente convexo, S C E convexo y cerrado, entonces para cada x € F
hay un tnico mejor aproximante Qg(z) € S (ver [Bea8H). Es decir, Qs : E — S es
una funcién monovaluada y univocamente determinada. En particular, cuando S es un
subespacio cerrado,

1@s(@)l| < [[@s(@) — || + ||zl <[]0 = =[] + [Jz[| = 2[|]

y ademas,

[z = Qs(x) =yl = [l — Qs (@)
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para todo y € S, por lo tanto Qg(z — Qg(x)) =0, o sea Qs o (1 —Qg) = 0. También para
cualquier A € R,

Qs(A\x) = AQg(x).
Si llamamos Qg = 1 — Qg, tenemos

S =0Q5'(0)=Im(Qs),  Q5'(0) = Im(Qs),

y ademds B B ) )
Qi=0Q, Q%=Qs, QsoQs=Qs0Qs=0,

lo cual muestra que Qg tiene algunas propiedas de las proyecciones lineales. Aunque en
general no es lineal, ain cuando S sea un subespacio cerrado. No obstante, es sencillo
verificar que se cumple

Qs(z+y)=Qs(x)+y, z€E,yes.

2. Si E es uniformemente convexo y uniformemente suave, S C E convexo cerrado, en-
tonces Qg : E — C' es continua (ver [L199]).

Por ejemplo, dado © un espacio de medida, los espacios de funciones LP({2) para 1l < p < oo
son uniformemente convexos y uniformemente suaves, mientras que L>(Q2) y L(2) no lo
son.

2.6. Variedades de Banach

En este trabajo trataremos con variedades de dimensién infinita modeladas sobre es-
pacios de Banach reales. Gran parte de las definiciones y resultados que daremos en esta
seccién tienen como referencia los libros [Lad3], [BeOf] y el trabajo [Ga0d].

La nocién de derivada de funciones entre espacios de Banach que utilizaremos es la
derivada de Fréchet. Con respecto a esta nocion, dada una funcién f : E — F entre
espacios de Banach reales diremos que f es de clase C*¥, C* o analitica real. Haremos uso
del término suave para indicar cualquiera de estos tipos de diferenciabilidad cuando no
sea necesario ser especifico.

Sea E un espacio de Banach real. Una variedad de Banach suave modelada sobre
FE es un espacio topolégico regular X dotado con una familia maximal de homeomorfismos
{¢i : Vi — o(V;) }ier que satisfacen:

» Para cadai € I, V; es un subconjunto abierto de X y ¢(V;) es un subconjunto abierto
de E.

X =V

el
» Sii,jelyVinV;#0, entonces la funcién de cambio de coordenadas
¢iod; " g (VinVy) — ¢i(VinV)

es suave. Notemos que tanto ¢;(V;NVj) como ¢;(V;NVj}) son abiertos del espacio de
Banach F.
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Dados V;, ¢; como en la definicién anterior, un par (V;, ¢;) se conoce como una carta
coordenada local.

No daremos la descripcién del espacio tangente (T'X), en x € X'. S6lo mencionaremos
que es un espacio de Banach isomorfo a F. En general denotaremos los vectores tangentes
por letras mayusculas X, Y, Z, etc. Observemos que si E es un espacio de Banach, entonces
es una variedad de Banach y el espacio tangente en cada z € FE se identifica con FE.

La definicién de funciones suaves entre variedades se realiza utilizando cartas locales
igual que en variedades de dimensién finita. Una funcion suave entre variedades con inversa
suave se denomina un difeomorfismo. Si f : XY — ) es una funcién entre variedades de
Banach, escribiremos

fea t (TX)e — (TY) p(a)

para indicar la diferencial en x € X. En particular, la diferencial de una curva vy : I — X
(I intervalo real) en t € I la denotaremos por (t).

Una clase importante para nosotros de funciones suaves es la siguiente. Una funcién
suave f: X — ) es una sumersion en x € X si satisface

» ker( fi,) es un subespacio complementado de (T'X),, i.e. existe F un subespacio
cerrado de (T'X), tal que ker( fuy ) ®F = (TX),.

» La diferencial fuy : (TX); — (TY) () es suryectiva.

Diremos que f es una sumersion si cumple estas condiciones para todo x € X.

Sea ) un subconjunto no vacio de una variedad X'. Diremos que ) es una subvariedad
suave de X si para cada y € ) existen una carta (V,¢) de X con y € V tal que ¢ es un
difeomorfismo de V' con un producto V; x V5, donde V; es un abierto en un subespacio
cerrado E; C E para i =1,2 tal que E = E1 @ Es, y se satisface

pYNV)=Vix{aa}

siendo xy € Fs. La funcién ¢ induce una biyeccién ¢1 : YNV — Vi. Asi, ) es una variedad
en si misma con cartas locales () NV, ¢1) obtenidas segtin la construccién anterior.
Recordemos dos construcciones béasicas en geometria diferencial. El fibrado tangente
TX de una variedad X consiste en la unién disjunta de todos los espacios tangentes, i.e.
TX = |],cx(TX); y el fibrado cotangente T*X es la unién disjunta de los duales de
todos los espacios tangentes, i.e. T*X = | |, . (T'X);. Es sencillo verificar que ambos son
variedades suaves, y ademds poseen estructura de fibrados vectoriales (ver [Ladd]).

2.6.1. Grupos de Lie-Banach

Un grupo de Lie-Banach (real) es un grupo topoldgico G que ademés es una variedad
de Banach tal que las funciones

GxG—G, (u,v)—uw, G— G u—u?,
son suaves. El espacio tangente (T'G). en la identidad e € G se denomina algebra de
Lie de G y lo denotaremos por g. Una vez conocida el algebra de Lie de un grupo de Lie-
Banach es posible calcular el espacio tangente en cualquier gy € G trasladando a izquierda
o derecha, es decir (T'G)gy, = go 9 = 9 go-
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Un subgrupo uniparamétrico de G consiste en una curva v : R — G que satisface
v(0) = ey (s +t) = y(s)v(t), para todo s,t € R. Para cada X € g, existe un dnico
subgrupo uniparamétrico suave vx de G tal que yx(0) = X. Esto permite la definicién de
la aplicacién exponencial dada por

expg g — G,  expg(X) =vx(1).

Puede mostrarse que la exponencial siempre es una funcién suave. En particular, estaremos
interesados en grupos de Lie-Banach que son grupos unitarios:

a. El grupo unitario U4 de una C*-algebra, i. e.
Ur={ueA: vu=uu"=1}

es un grupo de Lie-Banach con la topologia relativa inducida por norma. El dlgebra de Lie
de U 4 se identifica con Ay, €l conjunto de operadores antihermitianos de A. La aplicacién
exponencial esta dada por expy, : Aan, — U, expy N (x) = e*, que es la exponencial usual
de operadores.

b. Sea J un ideal de Banach. El conjunto de operadores unitarios que son perturbaciones
de la identidad por elementos en J, es decir

Us(H) ={ueceld(H) :u—1€T},

es un grupo de Lie-Banach con la topologia inducida por (u,v) — ||lu—v]|5, u,v € Us(H).
Podemos calcular el dlgebra de Lie que consiste en J,; := B(H)q., N J. La exponencial
estd dada por expy, (1) : Jan — Us(H), expy, () (x) = €®. Este tipo de grupos se conocen
como grupos de Lie-Banach clésicos en la literatura (ver [dIHT2] para J = B,(H)).

Sea G un grupo de Lie-Banach con algebra de Lie g. Un subgrupo H de G es un subgrupo
de Lie-Banach si satisface:

= H es un grupo de Lie-Banach cuya topologia es la heredada de G.

= Lainclusién i : H — G es suave y cumple que i, : h — g es un operador inyectivo
con rango cerrado.

» Existe F subespacio cerrado de g tal que i..(h) & F = g.

Por la segunda condicién identificaremos b con i, .(h). Asi, podemos pensar a h como una
subalgebra cerrada de g y a la diferencial 7, . como la inclusién h — g. Puede mostrarse que
un subgrupo de Lie-Banach H de un grupo de Lie-Banach G es una subvariedad cerrada.

Algunas veces, para probar que un subgrupo H es un subgrupo de Lie-Banach de un
grupo unitario U 4 de una C*-dlgebra A, nos serd 1til el siguiente concepto. Un subgrupo
algebraico de orden < n de U4 es un subgrupo H de U4 tal que

H={uely : plu,u*)=0,Vpe P},

donde P es un conjunto de funciones polinomiales continuas sobre A x A a valores vec-
toriales. Esto significa que para todo p € P existe un espacio de Banach real E, y una
funcién k-lineal

Yp:(AxA) x...x (AxA) — E,,
para k =0,1,...,n tal que p(a) = ¥n(a,...,a) + ...+ 11(a) + ¢y, para todo a € A x A.
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Teorema 2.6.1 (Teorema 4.18 en [BeQd]). Sea n un entero positivo, H un subgrupo
algebraico de U4 de orden < n, y

h:={acA:e"cHVtcR},

entonces h) es una subdlgebra cerrada de Ay, H es un grupo de Lie-Banach con la topologia
de la norma de A y by es el dlgebra de Lie de H.

En el articulo [HKTT puede encontrarse un anélisis detallado de subgrupos algebraicos.

2.6.2. Espacios homogéneos

Sean G un grupo de Lie-Banach y X una variedad suave. Una accién suave de G sobre
X es una funcién suave G x X — X, (g,x) — g-x, que satisface (g192) -z = g1 - (92 - x)
para gi,92 € Gy x € X. Dada un accién, la érbita de z € X, es O(z) ={g-z : g€ G }.
Anotaremos con 7, a la funcién suave dada por

T G— X, 7my(9) =9 2.

El subgrupo de G dado por G, = {g € G : m,(9) = x } es el grupo de isotropia en
x € X. Es sencillo verificar que O(z) y G/G, son conjuntos biyectivos para todo = € X.

Una accién se dice transitiva si para todos xg, x1 € X, existe g € G tal que g-xg = 7.
Es decir, la accion es transitiva cuando X es una orbita.

Sea G x X — X una accién suave transitiva. Diremos que X es un espacio ho-
mogéneo suave si existe © € X tal que m, sea una sumersién suave en e € G. No es
dificil demostrar que si m, es una sumersién en e € G para algiin z € X, entonces es una
sumersién en e para todo x € X.

Equivalentemente, los espacios homogéneos pueden presentarse como espacios cocientes
provistos con la topologia cociente. Es decir, si la érbita O(z) es un espacio homogéneo,
entonces el grupo de isotropia G, es un subgrupo de Lie-Banach de G y el espacio cociente
G /G, con su topologia es un espacio homogéneo difeomorfo a O(z). Reciprocamente, to-
do cociente de un grupo de Lie-Banach por un subgrupo de Lie-Banach, es un espacio
homogéneo con la topologia cociente (ver [BeQf]). Ademéds, cuando O es un espacio ho-
mogéneo, para cada x € O la funcién 7, : G — O resulta un fibrado principal (ver
definicién de [KNO@]).

La siguiente consecuencia del teorema de la funcién implicita en espacios de Banach
nos servird para probar que ciertas érbitas son espacios homogéneos y subvariedades.

Teorema 2.6.2 (Apéndice en [RaTTl). Sea G un grupo de Lie-Banach actuando suave-
mente en un espacio de Banach E. Para un xo € E fijo, se denota 7z, : G — E a la
funcion suave w4, (g) = g - xo. Si se cumplen:

1. g, es una funcion abierta, si se considera como funcion de G sobre la orbita O(z)
de xo (con la topologia relativa de E).

2. La diferencial (74, )xe : § — FE satisface que su nicleo y su rango son subespacios
To)*e
cerrados complementados.

Entonces la orbita O(xg) es una subvariedad suave de E y un espacio homogéneo suave
tal que (TO(x0))z = R((Tgy)xe) para todo x € O(xp).
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En general, si 7 : G — O es una funcién de un grupo de Lie-Banach GG en una 6rbita
O, diremos que 7 admite una seccién local en = € O si existe un abierto U con z € U y
una funcién o : U — G tal que (7 o 0)(z) = z para todo z € U. Es sencillo mostrar que
si m admite secciones locales continuas en todo punto entonces es abierta. En particular,
este hecho es util para verificar la condicién 1. del teorema anterior. Por otro lado, si O es
un espacio homogéneo puede probarse que las funciones 7, poseen secciones locales suaves
en todo punto (ver [Beld]).

Frecuentemente, los espacios homogéneos tratados aqui estaran dotados de una es-
tructura reductiva. Para definir este tipo de estructura, nos restringiremos a espacios
homogéneos de grupos unitarios porque son los que estudiaremos mas adelante, aunque es
posible dar una definicién para espacios homogéneos cualesquiera.

Sea B un algebra de Banach provista de una involucién. El grupo unitario Up se define
igual que cuando B es una C*-algebra. Supongamos que Up es un grupo de Lie-Banach con
la topologia de la norma de B. Es decir, estamos pensando en los dos ejemplos dados maés
arriba: el grupo unitario U4 de una C*-dlgebra A y los grupos unitarios clsicos Uz(H)
asociados a un ideal de Banach J. Denotemos por B,y al dlgebra de Lie de Ug, o sea los
elementos b € B tales que b* = —b.

Sea O un espacio homogéneo de Up. Diremos que O es un espacio homogéneo
reductivo si para todo u € Up existe un subespacio cerrado F, de B, que satisface:

= Existe V, subespacio cerrado de B, cumpliendo F,, ® V, = Bap.-
= v F,v* = F,, para todo v € Gy, siendo G, el grupo de isotropia en u € Ug.

= La distribuciéon u — F, es suave. Esto significa: Si p, : B,, — Fu es la proyeccién
sobre JF,, la funcién definida de Up en los operadores acotados sobre B, dada por
u — p, resulta suave.

La correspondencia u — F, define una conexién en O (ver [KNOG]). En consecuencia,
es posible introducir las nociones de levantamiento y desplazamiento horizontal, torsion,
curvatura, geodésicas, etc. Los espacios JF,, consisten en los vectores horizontales de By, v
los espacios V,, son los vectores verticales en B,,. Por lo tanto, V, puede pensarse como
el como el algebra de Lie del grupo G, si mz(u) = zg. De esta manera, la idea de una
conexién es levantar en m, : Uy — O los espacios tangentes en xg € O mediante un
isomorfismo a espacios horizontales que varian suavemente.

Un analisis detallado acerca de espacios homogéneos reductivos de dimension infinita
puede encontrarse en [MR92]. En particular, en dicho articulo se muestra como también se
puede definir una conexién a partir de una 1-forma equivariante x — s, : (TO), — Ban
donde s; es el inverso a derecha de (7;).e. De esta manera, los espacios horizontales se
obtienen como Fy, = $4.((TO)y.z), u € Up.

2.6.3. Variedades de Riemann y Finsler

Sea X una variedad de Banach. Una métrica Riemanniana consiste en una eleccién
suave de productos internos sobre los espacios tangentes de X que denotaremos

(o, ), (TX)y x (TX)y — R, zeX.
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Una variedad Riemanniana es una variedad provista de una métrica Riemanniana.
En particular, cuando la variedad esté modelada sobre un espacio de Hilbert (real) hay
una métrica Riemanniana natural obtenida por los isomorfismos de los tangentes con el
espacio de Hilbert. En tal caso diremos que es una variedad de Hilbert-Riemann. A
continuacién distinguiremos entre dos tipos de variedades Riemannianas.

En variedades Riemannianas de dimension finita el fibrado tangente se identifica con
el fibrado cotangente, y gracias a esto pueden probarse muchos resultados bésicos. En
variedades Riemannianas de dimensién infinita esta propiedad deja de valer dando lugar
al siguiente concepto desarrollado en [S07. Una variedad Riemanniana X se dice:

s Fuertemente Riemanniana si T'X es difeomorfo a T*X.
s Débilmente Riemanniana si TX no es difeomorfo a T*X.

El difeomorfismo debe estar dado por la funcion TX — T*X, (z,X) — (., X),, donde
reXyXe(TX),.

Si para n > 1 denotamos por CP" al espacio proyectivo complejo en C**1, un ejemplo
simple de variedad débilmente Riemanniana es

cp> = | J cpn,

n>1

conocido como el espacio proyectivo completo.

En general, en variedades fuertemente Riemannianas pueden reproducirse la mayoria
de los resultados de variedades Riemannianas de dimensién finita. Por otro lado, sélo las
variedades de Hilbert-Riemann pueden ser fuertemente Riemannianas, aunque no todas
lo son. Nuestro interés en presentar la clasificacion precedente se vera en la Seccién [4.4
donde trataremos con variedades débilmentes Riemannianas que son espacios homogéneos
del grupo unitario de un algebra de von Neumann finita. Mientras que en la Seccién [4.5
daremos varios ejemplos concretos.

Sin entrar en detalles, simplemente mencionemos que en una variedad Riemanniana es
posible definir una conexién distinguida: La conexién de Levi-Civita. Esta conexién es
la tinica conexién simétrica (torsién nula) y compatible con la métrica. Referimos al lector
al libro [Lad3] para estos hechos.

Una métrica de Finsler en una variedad de Banach X consiste en una eleccién
continua de normas en cada espacio tangente que denotaremos por

[l s (TX)e — R, 2= o

Una variedad de Finsler es una variedad de Banach con una métrica de Finsler. Observe-
mos que en variedades de dimensién finita es habitual requerir condiciones mas restrictivas
tales como homogeneidad positiva y convexidad de la métrica ([BCSQ0]). La definicién da-
da aqui es mas adecuada para los casos que trataremos donde no necesariamente haya
convexidad.



Capitulo 3

Espacios homogéneos en algebras
finitas

Sea M un algebra de von Neumann finita con una traza 7 fiel y normal. Denotemos
por Ung al grupo de operadores unitarios de M. A lo largo de este capitulo asumiremos
1 < p < o0, salvo aclaracion explicita. Consideramos los espacios LP no conmutativos de
M denotados por LP(M). Es decir, LP(M) es la completacién de M con la norma p dada
por

|zl = 7(|lz[")"/?, =€ M.
Sea O un conjunto donde Uy actia transitivamente. Ademés, supongamos que para cada
x € O, el subgrupo de isotropia G, = {u € Unq : u- = = x} es un subgrupo de Lie-Banach
de Upq con la topologia de la norma de operadores. En consecuencia, O puede ser dotado
de una estructura de variedad de manera tal que las funciones

Ty Um — O, mp(u) =u-x

sean una sumersién suave. Asi, O es un espacio homogéneo del grupo Uxs. Podemos
citar como ejemplos a las orbitas unitarias de un operador normal, un estado fiel, una
medida espectral, un x-morfismo, una esperanza condicional, una isometria parcial y ciertos
sistemas dindmicos de C*-algebras. Estos ejemplos, y otros mas, seran tratados con detalle
en el Capitulo

3.1. Meétricas cocientes

Introducimos la métrica de Finsler que utilizaremos en el espacio homogéneo O. La elec-
cién de esta métrica resulta bastante natural y posee numerosos precedentes en geometria
de operadores como mencionamos en la Seccién [I.2] Recordemos que los operadores anti-
hermitianos de M, indicados por My, son el dlgebra de Lie de Unq. Por otro lado, para
cada grupo de isotropia G, en x € O, denotamos por g, a su correspondiente algebra de
Lie.

Definicién 3.1.1. Dados z € O y X € (TO),, la métrica cociente p estd dada por

[ Xllep = f{llz =yl : y € g2},
donde z € Mgy, cumple (73)«(z) = X.

31
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En primer lugar, observemos que como m, es suryectiva la existencia de un operador z
cumpliendo lo requerido estd garantizada. Ademds, notemos que para cada x € O es la
norma cociente de z en LP(M ), /827, siendo LP(M),, los operadores antihermitianos de
LP(M) y g,* la clausura en norma p de g,. De hecho, dado que g, = ker(m )41, si 2 € Mgy
cumpliendo (7;).1(2) = X, entonces

[ Xlap = mE{ 2]l : 2 € Man, (72)(z) = X }.

En adelante, cuando no sea necesario, omitiremos el subindice p. Una de las principales
propiedades de esta métrica es que resulta invariante por la acciéon del grupo. En otras
palabras, si para cada u € Upq fijo consideramos los difeomorfismos

by: 0 — O, ly(x)=u-z, z€O,
entonces para x € O, X € (T'O), v u € Upq se cumple
H(KU)*:B(X)Hux = HXHx

Observacion 3.1.2. En los espacios LP(M) wvalen las desigualdades de Clarkson (ver
[Ko8J)): Paral<p<2yl/p+1/q=1, se escriben como

lla+bll§ + lla = blIZ < 2([lallh + [[b]l5)*,
Si 2 < p < o0, entonces
lla + BI[f + la = bl[5 < 277 (Ylalh + [[B]5)-

para cualquier a,b € LP(M). Como consecuencia, los espacios LP(M) y el espacio real de
los operadores antihermitianos LP(M ). son uniformemente convexos y uniformemente
suaves para 1 < p < oo. Luego, para cada conjunto convero cerrado S C LP(M)an, la
proyeccion métrica Qg p(x) : LP(M)qn, — S resulta una funcion continua (ver Seccion
que asigna a cada operador z € LP(M)an su mejor aproximante, i.e.

2 = Qsp(2)llp < llz —yllp, VyeS.
En especial, nos interesa cuando consideramos como conjunto convero cerrado a gz>.

Notaciéon 3.1.3. Fijado x € O, para simplificar la notacion, cuando esté claro por el
contexto, llamaremos G al grupo de isotropia en x y g a su correspondiente dlgebra de Lie.
Ademds, denotaremos por Q a la proyeccion métrica sobre gF, sin hacer referencia a su
dependencia de p.

Observacion 3.1.4. St denotamos
g =Q71(0) = {z € L (M)an : |I2llp < Iz = yllp para todo y € g},
entonces todo elemento z € LP(M )., se descompone de manera inica como
z=2- Q) +Q2),

donde z—Q(z) = (1-Q)(2) € g*r y Q(2) € g°. En particular, para 1 < p < oo, la métrica
cociente de O estd dada por

[ X1z == [z = Q(2)llp,

donde z € Mgy, es cualquier elemento tal que (7)1 (2) = X.
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Denotaremos por 1,0 a la completacién T,O relativa a la métrica p cociente. Entonces
(72)+1 se extiende naturalmente a ¥ : LP (M), — T,O", porque

1(72)e1(Yn) — (T2 )s1(2n)lle = |Yn — 2n — Q(yn — Zn)”p < yn — Zn”p

y asf podemos definir 7 (29) = lim, (7 )«1(2) sin importar la sucesién particular (z, )y
tal que z, — 29 € LP(M)gp.

Definicién 3.1.5. Dado X € T,0", un operador zy € LP(M)p se dice un levantado
minimal de X si 78(z0) = X y | X ||z = ||20]lp -

En la siguiente proposicién establecemos la existencia y unicidad de levantados minimales.

Proposiciéon 3.1.6. Sean 1l <p< oo,z € O y X € Tgc(’)j . Un elemento zy € LP(M)qp,
tal que 7 (20) = X es un levantado minimal para X si y sdlo si T(zg_ly) = 0 para todo

y € g. Para cualquier X € T,0" existe un tnico levantado minimal zy € g tal que
zollp = 1 X1l

Demostracion. Supongamos que zg sea un levantado minimal, y que para cada y € g
fijo, consideremos f(t) = ||z — ty|/b. Entonces f es una funcién suave con un minimo en
t = 0, i.e. f/(0) = 0. Un célculo sencillo nos muestra que f'(t) = —p7((20 — ty)? " 1y),
y asi T(zg_ly) = 0. Reciprocamente, supongamos que T(zg_ly) = 0 para todo y € gy
supongamos que yo € g tal que [|z0 — yollp < ||20]|p- Entonces la funcién f(t) = ||z0 — tyol/5
no tendria un minimo en ¢ = 0. Esto es una contradiccién, porque f es convexay f/(0) = 0.

La existencia de levantados minimales fue mostrada en la Observacién B.1.4]

Para probar la unicidad, si 7¥(21) = 7% (22) = X para 21,20 € LP(M),y,, entonces z1 —
29 € gP. Como 21 y 2z son levantados minimales, entonces ||z1 ||, < ||z1— (21 —22)lp = [|22]|p
y la desigualdad al revés también vale, por lo tanto ||z1]|, = ||22]|p = || X||z. Claramente
podemos asumir ||z1]|, = [|22||, = 1. Consideremos la siguiente funcién suave y convexa
dada por

g:8" = Rso, yr— |z —ylb.

Ahora ¢(0) = ||z1]|p = 1 es un minimo para g, y por otro lado estamos suponiendo que
g(z1 — 22) = ||22||b = 1 es otro minimo. Por lo tanto g debe ser constante en el segmento
zo + s(z1 — 2z2) € gP, para todo s € [0,1]. En particular, para s = 1/2,

1
1521+ 225 = llaa[lf = [zl =1,

de donde deducimos z1 = z3, puesto que LP(M) es uniformemente convexo. ]

3.2. Distancia rectificable

En esta seccién definimos de manera usual la distancia rectificable primero en el grupo
unitario Unq, y luego en el espacio homogéneo O. Anotaremos con L, al funcional de
longitud dado por las normas p definido sobre las curvas suaves a trozos en Uy, es decir

1
L,(T) = /0 IR0 d.
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donde T'(t) C Upq, t € [0,1]. Aqui suave significa C! relativo a la topologia uniforme de
M. Entonces definimos la distancia rectificable d;, en Uy como

dp(u,v) =mf{ L,(I') : T CUMm, [(0) =uy (1) =0},
donde las curvas I' consideradas son suaves a trozos.

Proposicion 3.2.1. Sea 1 < p < 0co. Sean u,v € Upq, entonces

2

s
1-
12

dp(u,v) < Jlu = vllp < dp(u, v).

En particular, el espacio métrico (Unm,d,) es completo.

Demostracion. Sean u,v € Upq. Dado € > 0, existe I' C Up tal que I'(0) = u, I'(1) = v
y Lp(T') < dp(u,v) + €. Por otro lado, si miramos a I' como una curva dentro del espacio
vectorial M, como el segmento que une u con v tiene longitud minimal entre todas las
curvas con los mismos puntos inicial y final, tenemos

1
= oll, < /0 IR0l dt < dy(u,v) + €

Dado que € es arbitrario, tenemos la primera desigualdad. Para demostrar la otra desi-
gualdad, utilizaremos la siguiente desigualdad elemental:

2 .
(1— %)p/%sv) <l — 1P, s € [~ 7.

Ademsds, notemos que podemos suponer u = 1 porque ambas métricas son invariantes
cuando se multiplica a izquierda o a derecha. Utilizando cédlculo funcional Boreliano, es
un hecho conocido que un unitario v posee un logaritmo en el algebra. Mas precisamente,
existe ¥ € Mg, ||z|| < 7 tal que € = u. Utilizando la desigualdad elemental de arriba,
como el calculo funcional Boreliano es positivo,

m° /2 iz
(1= SpPlap < e — 1P,

Como la traza es un funcional positivo, ahora es evidente la desigualdad

i 1/2
1= 35) " lellp < v = 1lp.

La curva I'(t) = €®, ¢ € [0,1], une 1 con v y tiene longitud ||z|,. Entonces,

2
™
=)l =1y,

1 < <(1-
dy(1,0) < Jlelly < (1= T

y nuestra afirmacién queda probada.

Es una consecuencia directa que (U, dp) es un espacio métrico completo: sea (uy,)y,
una sucesién de Cauchy para la distancia dp,, entonces es de Cauchy en LP(M). Por lo
tanto, converge a un elemento ug € LP(M). Como (uy)y estd uniformemente acotada en
norma de operadores, se sigue que ug € M, y claramente ug € Upy. ]
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Dada una curva v en O, diremos que una curva I' en Uy, es una curva levantada de
v, o simplemente una levantada, si I' - ¢ = . Notemos que la teoria general de espacios
homogéneos asegura la existencia de curvas levantadas suaves a trozos en Uy  de curvas
suaves en O debido que para cada = € O fijo, la sumersion

e UM — O, mz(u) =u - x,

posee secciones locales suaves.

A continuacién mostraremos que la definicién de la longitud de una curva en O con
la métrica cociente puede darse en términos de levantadas en Upq y no depende de la
levantada elegida.

Observacion 3.2.2. Sean x € O, G el grupo de isotropia en x y g el dlgebra de Lie.
Tomemos una curva v C O tal que v(0) = x. Sean T'; A dos levantadas de v € O, es decir
I''ax=A-x=~. Entoncesa =T*A € G y & € ag, o sea

A +TA =T*Az

para algin z € g. Como I'T’* = 1, tenemos [* = —T*I'T*, y st multiplicamos por A*I' a
derecha obtenemos . _
—I"T +T*"AN'T = Adr«paz = Z € g, (3.1)

donde Ad,, : M — M, Ad,(z) = uzu*, u € Upq. Como se cumple que
IT*T = QD) |l < IT*T + sl
para todo s = —T*T + T*AAT — Adp-AQ(A*A) podemos obtener
IT*T = QI T)||p < [IAA* = AQ(A*A)A™[, = [[A*A — Q(A*A) |-

Ademas, como la desigualdad al revés también vale, tenemos una definicion natural de
longitudes de curvas v € O.

Si v es una curva suave en O su longitud con la métrica cociente p (1 < p < 00) esta dada
por

1
Lop) = [ Wil
donde . _
[¥llyp = 17T = QD)
para cualquier levantada I' € Uy,. La distancia rectificable en O se define entonces como
dop(u-z,v-x) =mf{Lo,(y): vCO, y(0) =u-z,y(1) =v-x},
donde las curvas « consideradas son suaves a trozos.

Observacion 3.2.3. Todos los requisitos para que dp, sea efectivamente una distancia se
satisfacen trivialmente excepto uno. El punto clave es probar que do p(u-z,v-x) = 0 implica
u-x =v-x. Esto no puede ser resuelto como en geometria Riemanniana o Finsleriana
en dimension finita donde estd garantizada la existencia de entornos mnormales. En el
Corolario daremos una prueba de este hecho bajo una hipdtesis natural.
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3.3. Levantadas e-isométricas

Comenzamos esta seccién con una observacion elemental que nos ayudard a obtener
levantadas de curvas en O de longitud tan cercana como se quiera a la curva original.
Recordemos que estamos suponiendo 1 < p < oo.

Lema 3.3.1. Sean z € O y Q la proyeccion métrica de LP(M ),y sobre gP. Para cada
I':[0,1] — Unm curva suave a trozos y € > 0, existe una curva poligonal w : [0,1] — g

tal que ||we(t) + QT*(¢)I'(t)) ||, < €, para todo t € [0,1].

Demostracion. Sea a(t) = —Q(I*(t)I'(t)), t € [0,1]. Entonces, como I' es C' para la
topologia uniforme en M, luego I' y I'" son continuas para la norma p, por lo tanto la
curva « : [0,1] — LP(M) es continua pues @ es continua. Notemos que « tiene su imagen
contenida en g”. Entonces podemos encontrar una curva poligonal we C g como buscamos,

ya que g es denso en g, con el siguiente argumento: dividimos el intervalo [0, 1] en n partes
{I k}kzlmn suficientemente pequefias para obtener

la(t) — als)llp < €e/5=0

si s,t € Ij. La particién estd dada por 0 = t; < tg < --- <t, =1, y llamemos oy, = a(ty).
Sea {wy }k=1..n C g tal que ||o, —wgl|p, < I, y denotemos w,(t) a la poligonal en g uniendo
los dos puntos wy en el orden dado. Ahora, si t € I, tenemos

lwr, — wry1|lp
lwi — aullp + law — agsrllp + llks1 — Wi |lp
< 0+d0+0 =36,

leow = we®)lly <
<

y por lo tanto

let) —we@)ll, < Nalt) = arllp + llar — willp + lwr, — we(®) |l
< 5464+6=55=¢,

como queriamos demostrar. O

Observacion 3.3.2. Las pruebas de los siguientes enunciados son conocidas. Un argu-
mento se puede encontrar en los preliminares del articulo [DMEQ5.

1. La aplicacion exponencial expy,, : Man — Up resulta suryectiva.

2. La exponencial es un difeomorfismo entre los conjuntos

Mo D{zeMyp: |zl <7} = {u€lpn : |1 —ul| <2}

3. Mas ain,
ETPUYp, - {Z € Mah : HZH < ﬂ-} - Z/{Ma

es suryectiva.
Dados a,b € M, denotaremos por Ry, L, : M — M a los operadores de multiplicacion a

derecha y a izquierda respectivamente, mientras que ada = R, — L, : M — M denotara el
operador adjunto.
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Lema 3.3.3. Sean a,b € M. Entonces

1
(expuiy,)ealb) = / eI Mapet gy = ¢ F(ada)(b) = F(ada)(e®b),
0

donde F(z) = <L =3 (nj-n1)!' Ademads, la diferencial es invertible en a si y sdlo si

o(ad(a)) N {21{:71'2'2} =0 (k+#0), y entonces

(expun) s (w) = e~ “Flada) ™ (w).

a

En particular, si ||la]| < 7 entonces (expy,,)«a €s invertible. Si a € Map, la diferencial es
una contraccion, para todo p € [1, 0]

I(ezpuip)«a(®)llp < [blp-

Demostracién. Ver Lema 3.3 en [ALR0OJ]. O

En el préximo resultado recopilamos varios hechos utiles. Algunos son sencillos de probar,
mientras que otros son adaptaciones o mejoras de resultados en [ALR09].

Teorema 3.3.4. Se cumplen los siguientes hechos:

1. Sean k > 1 y w € M cumpliendo ||w|| < 5. Entonces T : M — M dado por
T=1+ %722 es invertible y | T < (1 — %)_1.

2. Sea g(r) = rsin(r) "' tal que g(0) = 1. Entonces g : [0,7) — R es positiva y creciente,
y de la expansion de Weierstrass del sin(z) se obtiene

o) =10~z

para todo z tal que |z| < 7. Sea F(z) = (e* — 1)z, w € M con ||w|| < §. Entonces

17 (adw) ™| < g(llwl])-

3. Seax € O yw C g una curva suave a trozos parametrizada en [0,1]. Dada la funcién
G(z) = 2711 — e7#), entonces existe una curva suave a trozos z : [0,1] — g con
2(0) =0 cumpliendo

G(adz)z = w.

Siu = e*, entonces u: [0,1] = G C Un satisface la ecuacion diferencial

uu” = w.
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Demostracion. 1. Como |ladw| < 2||w|| < =, el operador T es invertible y su inversa
puede calcularse utilizando la serie de Neumann (ver [RS80] p.191]).

2. La expansiéon de Weierstrass de F' esta dada por

F(z)=]] (”4;;2)

k>1

siendo la convergencia a F' uniforme sobre compactos. Entonces F'(ad w) es invertible pues
|lad(w)|| < 7, y su inversa es

-1
1 (ad (w))?
Por lo tanto, tenemos

w2\
IFadw) < T (1 §aly) = sl

k>1

debido al item anterior.

3. Asumamos primero que w es suave en todo el intervalo [0,1]. Sea Ry = max |w(t)]|,
teJ
donde J es un conjunto abierto que contiene al [0, 1] donde w es diferenciable. Tomemos

0 < R < 5. Entonces si x € g N B(0, R), el operador G(adz) es invertible, su inversa es
analitica y puede ser escrita en series de potencia de ad x. Por lo tanto,
Gladz)t:g—g
porque g es un algebra de Lie-Banach. M&s ain, como ¢ es creciente, tenemos
|G(adz) ™| < g(llz]]) < g(R).
Sea f:J x (B(0,R)Ng) — g dada por
ft,z) = G(adz) tw(t).
Entonces f es continua porque w y G~ son continuas, mas atin notemos que

IF(t,2)]l < [|Glad2) ™ flwll < g(R)Ro = L,

como consecuencia del item anterior. Ahora como H(adx) = G(adz)™! es analitica en la
bola |z|| < 5, obtenemos

[H(adz) — H(ady)|| < C(R)[adz — ady|| < 2C(R)||lz - yl|,
donde C'(R) es una cota para H' en |z| < R. Entonces,

1f(t2) = f(E,9)]| < 4C(R)Rollx — y|| = Kz =y
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Luego f satisface una condicion de Lipschitz uniformemente con respecto a ¢t € J, por lo
tanto por un teorema conocido de ecuaciones diferenciales ordinarias [La93 Proposicién
1.1 Capitulo IV], podemos afirmar que existe una solucién continua

2o : (—b,b) x B(0,R/4) — gN B(0, R),
de la ecuacién integral
A(t) = /Ot F(s,2(5)) ds, 2(0) = 0.
Aqui b es cualquier niimero real tal que

R sin(R)
4LK  320(R)R?’

0<b<

Notemos que zp es suave en realidad. Si derivamos ambos lados y multiplicamos por
F(ad z(t)) obtenemos la ecuacién enunciada. Hasta ahora, hemos probado que la ecuacién

G(adz)z = w,

posee una solucién local definida en un entorno del cero. Por medio de un argumento
estandar, se sigue que podemos encontrar una solucién suave a trozos definida en todo el
intervalo [0, 1]: Sean N € N tal que % <byt= % Entonces [tg, tg+1] parak =0,1,--- N
es una particién del [0, 1] tal que la ecuacién integral

A(t) = /tk“ F(5,2(5)) ds, 7(0) = 0, z(ti) = ze1(te), k> 1,

tk

tiene una solucién zj : [tg,tr+1] — 8. Luego la curva z#zo# - - #2zn, es decir la con-
catenacién de las curvas, es una curva suave a trozos solucién de la ecuacién definida en
[0,1]. Si w es suave a trozos en lugar de suave, podemos realizar un argumento similar en
cada uno de los intervalos donde w es suave, y usar la continuidad de w para establecer
condiciones de borde sobre z.

Si u(t) = e*® entonces

W(t) = (expun)ez( (2(1) = W F(ad 2(2))2(1)
por el Lema [3.3:3] Entonces,
wu* =e*F(adz)ze * = G(ad 2)2 = w.
O

Teorema 3.3.5. Sea v C O una curva suave definida en un intervalo que contiene [0, 1]
tal que v(0) = x. Entonces, para cada € > 0, v admite una levantada suave B, C Upq tal
que Ly(Be) < Lo p(7y) + €. Llamaremos a (e una levantada e-isométrica de .

Demostracion. Sea I' € Upq cualquier levantada suave a trozos de +, definida en un inter-
valo que contenga al [0, 1], y sea we : [0,1] — g una curva como en el Lema 3.3.1] Notemos
que como w, es una poligonal, luego es continua para la topologia uniforme de M. Por el
inciso 3 del Teorema [3.3.4] existe una curva suave a trozos u : [0,1] — G con u(0) = 1 que
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satisface wu* = we. Ahora consideremos (3, = I'u. Entonces (3, es claramente una levantada
de v tal que
Be =Tu+Tu=TT"T + we)u.

Por lo tanto,

1Belly = ITT +well, < 0T = QI D) |, + [QTT) + well,
De aqui podemos afirmar que Ly(8c) < Lo p(77) + €. O

Con el ultimo teorema demostrado ahora podemos probar un resultado clave acerca de
la distancia rectificable en O: Esta distancia puede ser calculada como el infimo de las
longitudes de curvas en U, uniendo las correspondientes fibras.

Corolario 3.3.6. Sean u,v € Upg y x € O. Entonces
dop(u-z,v-x) =mf{L,(T") : T CUm, I'(0)-2=uv-2 y I'(1)-z=v-2},
donde las curvas I' consideradas son suaves a trozos.

Demostracion. Alcanza con demostrar el enunciado para u = 1. Sean d = dp p(z,v - )
y D =mf{L,I') : I' CUM, T'(0) -2 =2y I'(1) -2 =v-x} SeaI' C Up tal que
I'0)-z=z,T'(1)-x =v-x. Entonces, si y =12 C O, tenemos v(0) =z, y(1) =v-x y
ademas

v plly = IT°T = QD) ||, < [[T*T(l, = ([Tl

luego d < Lo p(y) < Lp(T'). De esto se sigue que d < D. Por otro lado, sea v C O una
curva uniendo = con v - x tal que Lo ,(7) < d + €. Por el teorema anterior, existe una
levantada e-isométrica [, de v. Notemos que G.(0) -z =1z =2y (1) -z =~(1) =v-x.
Asi,

D < Ly(Be) < Lop(y) + e < d+ 2,

lo cual prueba la restante desigualdad. O

Corolario 3.3.7. Sea x € O = Up/G. Entonces do, define una distancia en O si G es
un subgrupo cerrado de Upnq en norma p.

Demostracion. Como mencionamos en la Observacién [3.2.3] s6lo nos queda mostrar que
dop(x,y) = 0 implica = y. Supongamos y = v - = para algin v € Unq y dop(x,y) = 0.
Entonces por el Corolario para cada € > 0 existe una I' C Upq tal que I'(0) = 1,
I'(1)-z = v-z, y ademads, segin nuestra suposicién, L,(I') < e. Como I'(1) € vG, entonces
dy(1,vG) < Ly(I') < e. Como € es arbitrario, tenemos que 1 € vG, o equivalentemente
v* € G. Por lo tanto, obtenemos que v € G, y asi y = . O

Observacién 3.3.8. Notemos que G (isotropia en x € O) es un subgrupo cerrado en
norma p si y solo si Gy (isotropia en y € O) lo es para cualquier y € O.

Observaciéon 3.3.9. Es interesante observar que cuando G es el grupo unitario de una
subdlgebra de von Neumann de M, entonces G es cerrado en norma p en Uny.
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3.4. Caracterizacion de la distancia rectificable

Los espacios homogéneos de la forma H/G, donde H es un grupo topolégico metrizable
y G un subgrupo de H, poseen una métrica distinguida natural. Dicha métrica consiste
en la métrica cociente inducida por la distancia entre clases de equivalencias hG, h € H.
En esta seccién utilizaremos el siguiente resultado (ver por ejemplo [Ta79 p.109)):

Lema 3.4.1. Sea H un grupo topolégico metrizable y G un subgrupo cerrado. Si d es una
distancia en H que induce la topologia de H, H es completo con esta distancia y d es
una métrica invariante por traslacion a derecha en G, i.e. d(xzg,yg) = d(x,y) para todo
x,y € H y g € G, entonces el espacio cociente a izquierda H/G = {zG : © € H} es un
espacio métrico completo con la distancia d dada por

d(zG,y@) = inf{ d(zh,yk) : h,k e G}.

Miés atin, la distancia d metriza la topologia cociente de grupos. Observamos ahora como
el Lema [3.4.0] se aplica a nuestra situacién. Tomamos H = Upq, G el grupo de isotropia
enz €Oy O=Uy/G.

Teorema 3.4.2. Sea u,v € Upnq y

dp(u-z,v- ) = inf{dy(uvwi,vws) : w; € G }.

Entonces, sip > 1, se cumple dp = dop. En particular, si G es un subgrupo cerrado de Upq
en la norma p, entonces (O,do ) es un espacio métrico completo, y la topologia inducida
coincide con la topologia cociente O ~ (Up, dp)/G.

Demostracion. Primero mostraremos que dp < dp . Por el Corolario para cada
e > 0, existe una curva I' C Upq que satisface I'(0) = uwq, I'(1) = vwy, w; € Gy
L,(T) <dop(u-z,v-x)+ e En consecuencia,

dp(u-z,v-2) < dp(uwr,vwy) < Lp(T') < dop(u-z,v-x)+e

Como ¢ es arbitrario, hemos probado una desigualdad. Por otro lado, dado € > 0, existe
w; € G, 1 =1,2 tal que dp(uwy, vwy) < dp(u-z,v-x)+¢€, y ademas existe I' C Unq tal que
I'0) = vwy, I'(1) = uws, y Ly(I') < dp(uwr, uws) + €. Entonces,

dop(u-z,v-2) < Lop(T-2) < Ly(T) < dp(uwy, vws) + € < dp(u -z, v - x) + 2,

lo que muestra que la otra desigualdad también se cumple. Por 1ltimo, segin vimos en
la Proposicién el espacio métrico (Un,dp) es completo, luego la completitud de
(O,dop) se deduce del Lema O

El espacio O es un espacio de longitud para p > 1, o en la terminologia introducida por
M. Gromov en [Gr&T], O es un space de longeur. Esto significa que la distancia do, (= dy
si p > 1) entre cualquier par de puntos en O coincide con el infimo de la longitud de las
curvas rectificables uniendo los puntos. La longitud rectificable de curvas v : [0,1] — O se
define como

k
bp(v) = sup Y dop(v(t:), Y(tis1)),
i=0
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donde tomamos el supremo con respecto particiones finitas 0 = tg < t; < ... <txy =1 de
[0,1]. La distancia rectificable dy, entre z,u -z € O es el infimo de las curvas v que unen
estos puntos, donde la longitud de una curva estd medida como expresamos mas arriba.
Resulta sencillo mostrar

d@’p > dap.

De hecho, si v posee como puntos finales x,y € O, alcanza con considerar la particién
trivial tg = 0,81 = 1. Asi £,(y) > dop(x,y), y tomando el infimo sobre todas las curvas
rectificables v obtenemos nuestra afirmacién. Es un hecho conocido que en dimension finita
ambas métricas coinciden. Como no encontramos referencias adecuadas, damos una breve
prueba independiente de la dimensién.

Proposicién 3.4.3. Si~y es una curva C1 en O, entonces Lo ,(v) > £y(7). Siz,u-z € O,
entonces dpp(x,u - ) = dop(x,u- ).

Demostracion. Sea 0 =ty < t; < ...<tp =1 una particién de [0, 1]. Entonces

k k
L(’Lp('Y) = Z LO,p(’Y‘[ti,tHl]) > Z dO,p(V(ti)v 'Y(ti—l-l))-
=0 i=0

k
Si tomamos una particion tal que £,(y) < > dop(v(ti),v(tiv1)) + €, nuestra primera
i=0

afirmacién queda demostrada. Ahora sean e >0 y I' : [0,1] — Uprp una curva suave
a trozos uniendo z,u - z tal que Ly(I") < dop(z,u - x) 4+ €. Entonces por la afirmacién
anterior,

dop(z,u-z) <U(T-2) < Lop(T-x) < Lp(T) < dop(z,u-x)+e.

Ast dy,(z,u-2) < dop(x,u-x), y como la otra desigualdad vale siempre, tenemos nuestra,
segunda afirmacion probada. O



Capitulo 4

Curvas minimales en algebras
finitas

En este capitulo estudiaremos curvas minimales en espacios homogéneos de grupos
unitarios de algebras de von Neumann finitas. Los principales resultados se basan en la
convexidad de la distancia rectificable en /x4 con la norma p y la existencia de levantadas e-
isométricas. Para las normas p, p par, obtenemos dos resultados generales: uno relacionado
con el problema de valores iniciales y el otro con el problema de extremos fijos. Luego,
presentamos ejemplos de espacios homogéneos donde se pueden aplicar. En el caso p = 2,
estamos en el contexto de variedades débilmente Riemannianas. Entonces la proyeccién
métrica es lineal, y en consecuencia se pueden mejorar los resultados anteriores y dar una
mayor cantidad de ejemplos.

4.1. Geometria del grupo unitario

En esta seccién utilizaremos y completaremos algunos resultados de [ARQO@] acerca de
la minimalidad de curvas en Uyy, y probaremos un resultado de convexidad local.
La siguiente proposicién comprende distintos resultados acerca de curvas minimales en
norma p en el grupo unitario de M.

Proposicion 4.1.1. Sea 2 < p < co. Se cumplen los siguientes hechos:

1. Sea w € Upg y © € Mgy con ||z|| < 7. Entonces la curva u(t) = uet®, t € [0,1] es
mds corta que cualquier otra curva suave en Upq uniendo los mismos puntos, cuando
medimos la longitud con el funcional L,. Mds ain, si ||z|| <7, la curva p es unica
con esta propiedad entre todas las curvas C? en Up.

2. Sean ug,u1 € Upq. Entonces existe una geodésica minimal uniendo tales puntos. Si
|uo — ur|| < 2, esta geodésica es inica entre todas las curvas C?.

3. El didmetro de Upnq es m para todas las normas p.

Demostracidén. 1. La minimalidad fue probada en [AR06 Teorema 5.4]. Probaremos ahora
que si ||z|| < 7, entonces u(t) = ue®, t € [0, 1], es la tnica curva minimal entre las curvas

43
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C?. Para la demostracién utilizaremos un argumento habitual usando la férmula de la
primera variacién del funcional F}, dado por

1
Fy(y) = /0 @ dt,

donde 7(t) € Upnm, t € [0,1].
Sea vs(t), t € [0,1], s € (—r,7) una variacién C? de la curva 7, es decir

1. vs(t) € Upn, para todo s, t.
2. La funcién (s,t) — vs(t) es C2.

3. 0(t) = (@)

Utilizaremos la férmula para
d

—F5(7s)|s=
ORI

obtenida en [ARD] en el contexto de una C*-dlgebra con traza. Al igual que en geometria

diferencial clasica, llamaremos férmula de la primera variacién a la expresion obtenida.
Sean

d d
Vs= =7y Ws = —1s.
Y ds |

Indicamos con mintdsculas a las siguientes traslaciones a izquierda
* *
vs =V Vs ¥y ws = s W

Notemos que Vi, W, € (TUp)~, mientras que vy, ws € Mgp. Entonces

s

(1?2 d

1
_ d
—F s) = p—1 s tl_/ p—1 R +.
b ds p(7s) = T(v8 ws) =0 OT(dt[S Jws)d

Supongamos que Y(t) € Unq es una curva C? minimal, y sea v,(t) una variacién con
extremos fijos v(0) y (1), i.e. 75(0) = v(0) y 7s(1) = (1) para todo s. Entonces,
d%Fp('Ys>|8=0 =0,y asi

1
_ _ d _
O:T(Ug 1w0)\§;(1)—/ T(wga(vg 1))dt.
0

La hipdtesis de los extremos fijos implica que el primer término se anula. Entonces,

/ o ) = 0
o, g -

para cualquier variacién 7y con extremos fijos. Llamemos Z(t) = %(Ugil) y A(t) = wo(t).

Luego, tanto A como Z son campos continuos en M. La férmula para la primera
variacion implica

/ 1 T(A(®)Z(t))dt = 0
0
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para todo campo continuo A en M,y tal que A(0) = A(1) = 0. Afirmamos que esta
condicién implica que Z(t) = 0 para todo t.

Primero notemos que la hipdtesis que el campo A se anule en t = 0 y t = 1 puede
quitarse: Sea f(t) una funcién real constantemente igual a 1 en el intervalo [r,1 — 7] y
tal que f(0) = f(1) =0, con 0 < f.(t) < 1 para todo t. Sea B(t) un campo continuo en
My, y consideremos A, (t) = f-(t)B(t). Entonces fol Ar(t)Z(t)dt =0, y en caso de r — 0,
fol B(t)Z(t)dt = 0. También es claro que la integral se anulard si A no es antihermitiano.
De hecho, vale si A es hermitiano, y para A general, es inmediato si descomponemos A
como suma de su parte hermitiana y antihermitiana.

Consideremos A(t) = —Z(t), entonces

1
0= /0 12(6)]13 dt,

lo cual implica Z(t) = 0. Asi tenemos que vg_l es constante, y como vg es antihermitiano,
vo(t) = 'y(t)*%v(t) es constante, i.e. y(t) = e!* para algin x € Mg,.
2. Es una consecuencia directa del primer inciso y la Observacién |3.3.2

3. Todo par de unitarios ug, u; puede ser unido por un curva de unitarios de longitud menor
o igual que 7. De hecho, existe z € M, tal que ||z|| < 7y €* = ufuy. Luego p(t) = upe™
tiene longitud minimal igual a ||z||, < ||z|| < 7. Entonces el didmetro es exactamente 7
porque los unitarios 1 y —1 pueden ser unidos por u(t) = e*™!, cuya longitud es 7. O

Hemos elegido la topologia uniforme en /x4 para derivar curvas. Otra eleccién posible, seria
derivar a una curva de unitarios con respecto a la topologia SOT, o lo que es lo mismo,
con respecto a la norma 2. Esto permitiria tener un conjunto de curvas més grandes
para comparar, en particular las exponenciales de la forma §(t) = e*, ¢t € [0,1], donde
z € LP(M),p es un operador eventualmente no acotado. En efecto, para tales operadores la
exponencial es un unitario de M porque son operadores afiliados a M, y en consecuencia,
el calculo funcional se queda en el algebra. Tales curvas son derivables en la topologia SOT
por el teorema de Stone. En la Proposicion mostramos que si el exponente de las
curvas es de norma espectral menor o igual que 7 las curvas son minimales, ahora veremos
que dicha condicién es necesaria.

Proposicién 4.1.2. Sea z € LP(M)g, tal que m < ||z]| < oco. Entonces la curva uni-
paramétrica del grupo unitario 6(t) = €%, t € [0,1], no es de longitud minimal uniendo
sus puntos si se mide con la norma p.

Demostracion. Consideremos la funcién medible Borel f : R — [—7, 7] dada por

tr2k+r 2k 3)m<t<—(2k+ 1)
ft) = t —r<t<m,
t—2k+1)m 2k + D) <t < (2k + 3)m,

donde k varia en el conjunto de los enteros. Entonces si utilizamos el calculo funcional
Boreliano de z = [ Ade(\) para obtener

< ef@g n>= /eif(’\) degy(N) = /ei’\ deg;(\) =< €&, m >
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Luego, tenemos e*/(?) = ¢¥*. Mis aiin, notemos que f(z) € My, con ||f(z)| < 7. Ahora
afirmamos que la curva 01 (t) = e"/(3) es més corta que la curva 6. En la Seccién [2.4| dimos
la definicién de valores singulares generalizados de un operador z € M. Haremos uso de
los siguientes hechos (ver [EKS6]):

» Como la funcién t — p(2) es no creciente, continua a la derecha y y satisface que
ltifon ue(z) = ||z||, luego existe € > 0 tal que u(z) > 7 para todo t € (0, ¢€).
» Es inmediato que p¢(f(2)) <m, ¢t >0, pues || f(2)| <.

= Notemos que |f(t)| < |t|, para todo t € R. Entonces, tenemos |f(2)| < |z|, lo cual
implica 1 (f(2)) < pue(2).

Luego,
1 € 1
Ly(61)" = IIf(Z)Hﬁ:/0 Mt(f(Z))pdtS/O ut(f(Z))pdt+/ iz (2)" dt
€ 1
< [ mtar s [ ey de= |zl = Lytop.
0 €
que prueba nuestra afirmacion. O

El préximo lema elemental se usard en la prueba de la Proposicién [£.1.5] Una demostracién
puede hallarse en [ALR09 Lema 3.4].

Lema 4.1.3. Sean C,e > 0, y f : (—e,1+¢) — R una funcidn no constante analitica
real tal que f'(s)? < Cf"(s) para todo s € [0,1]. Entonces f es estrictamente conveza en
(0,1).

Observacion 4.1.4. Sean a,b,c € My, y p par. Denotemos por Hy : Mgy X My — R
a la forma simétrica bilineal dada por

p—2
pY  T(aP"2 Fbake).
0

ya
2

Ha(b7 C) = (_1)

e
i

Si Qq es la forma cuadrdtica asociada a H,, entonces por [ARO8, Lema 4.1] y la ecuacidén
(3.1) en [MREOQ)):

1. Qa([b.a]) < 4f|al*Qa(b)-

2. Qa(b) = pllba 13 + 5 X4 nep s lla' (ab + ba)a™|I3.
En particular, H, es definida positiva.

El siguiente resultado de convexidad sera fundamental para el estudio de curvas minimales
en O. Est4 basado en un resultado anéalogo probado en [AR0O§], s6lo que la demostracién
es levemente distinta y permite obtener un radio de convexidad mayor.

Proposicion 4.1.5. Sean p un entero par positivo y u,v,w € Upnq tales que
lu =l <v2,  fw—v] <V2—|u—wv].

Sea B una curva minimal uniendo v con w en Upq. St u no pertenece a ninguna prolon-
gacion de 3, entonces la funcion f,(s) = d,(u, B(s))?, s € [0,1], es estrictamente conveza.
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Demostracion. Primero notemos que podemos suponer u = 1 porque multiplicar por uni-
tarios resulta isométrico. Observemos que |[v*w — 1| = ||v — w|| < v/2 < 2, asi es posible
calcular z = log(v*w) € Mgy, siendo log la rama principal del logaritmo (inversa de la
exponencial) segin la Observacién Sea [3(s) = ve®®, que es una curva corta uniendo
v con w en Upq ya que ||z|| < 7. Entonces,

11— ve|| < 1= vl + (11 = e < 1= wll + |1 = e[l = |1 = o] + [lv - w]| < V2,

lo cual implica que [ posee un logaritmo analitico, ws = log(8(s)) = log(ve®®), con

|ws|| < 5. Sea 7s(t) = €=, entonces v, es una curva corta uniendo 1 y ((s), de longitud
wsl, = dp(1, B(s)). Entonces, f,(s) = ws|h = 7((—w2)2) = (=1)27(wk), por lo tanto

s

fpls) = (=1)

ws) = 7st (w& ’U)S),

donde H,, es la forma bilineal introducida en la Observacién Como e“s = ve’?,
entonces e~ s (expy,, )ww, (Ws) = z por el Lema es decir,

1
z = / e Wi ets dt. (4.1)
0
De este modo tenemos (w2 1uwy) = 01 r(wh e s pets) dt = 7(zwh ™). Por lo tanto,
p—2
fg/;(S) = (_1)%]7 T<w§_2_kw5w§z) = Hy, (wSa Z)a
k=0

y nuevamente por la ecuacién (4.1)) de arriba, si escribimos d5(t) = e swzets | entonces

1
£(s) = /O Hy, (54(0), 84(1)) dt.

Supongamos que para este valor de s € [0,1], B2 := Qu,(ws) # 0, donde Q,, es la
forma cuadrética asociada a H,,,. Si Kg C M,y es el espacio nulo de H,,,, consideremos
el cociente M,/ K, dotado con el producto interno H,, (-, -). Un célculo elemental nos
muestra que d5(t) estd en la esfera de radio Ry de este pre-espacio de Hilbert, por lo tanto

Hy, (65(0),05(t)) = R? cos(as (1)),
donde a,(t) es el angulo entre d5(0) y 05(t). Luego, si lo pensamos en la esfera,
t o1
Raant) £ Lbilog) = [ Qb nwe™) d
0
t L . L o
= [ Qe = Qi ([0
Por el inciso 1. de la Observacién |4.1.4]

Ryaus(t) < t2]|ws|| Ry < Rer.
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Asi,
cos(as(t)) > cos(2t||ws||),

y si integramos con respecto a la variable ¢,

n(2]lws|)

" > 2 S€ — 2 )
f"(s) > R ] R2C >0, (4.2)

p

sen(2||ws|)

siendo C' =
2Jws]|

. Por otro lado, se cumple que

7Tp
Qu, (ws) = p(p — V|ws|h < p(p — D)|lws]|? < p(p — 1)277

y asi obtenemos

(b — V215 = H2, (warts) < Qu (1) Quu, (ws) < ZE D™ gy (43)

siempre que Rs; # 0. Observemos que la ecuacién (4.3) también se cumple si Ry = 0,
simplemente porque las dos derivadas se anulan. En efecto, por la desigualdad de Cauchy-
Schwarz para H,,,, tenemos

(p - 1)|f;(3)‘ = ’st (w&ws)‘ < RsQléus (ws) =0.

Para probar que f, es estrictamente convexa utilizando el Lema nos falta asegurar
que fp, no es constante. Si f;, es constante, afirmamos que R; = 0 para todo s € [0, 1]. De
otra manera, si existe sg € [0, 1] tal que Ry, # 0, entonces por la ecuacién obtenemos

»(5) > 0 en un entorno de so. Luego, f,(s) es estrictamente creciente en dicho entorno,

p
contradiciendo que f;, sea constante.
Cuando f, es constante notemos que fp(s) = f,(0) = ||log(v)||, para todo s € [0,1].
. ., . . 21
Maiés ain, por el inciso 2. de la observacién de arriba, Ry = 0 implica wZ z = 0y

un célculo elemental usando célculo funcional de operadores antihermitianos muestra que
wsz = 0. Si llamamos y = log(v), en particular tenemos que yz = 0. Como ws = log(e¥e*?),
luego obtenemos wys = y + sz por la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (ver [Be0f]).
Ahora como la norma p de M,y es estrictamente convexa, ws = y + sz no puede tener
norma constante excepto que y sea un multiplo de z, y en tal caso, u y 3 estarian alineados
contradiciendo la hipétesis. ]

4.2. Curvas minimales: Caso p par

Recordemos que cada espacio tangente no resulta completo con la norma inducida.
Estamos en presencia de variedades de Finsler de dimensién infinita donde no hay una
herramienta general para caracterizar curvas minimales. En esta seccién, probaremos al-
gunos resultados acerca de minimalidad de curvas con la métrica cociente en O para p par
bajo ciertas hipotesis sobre la proyeccién métrica.

Primero observemos que en el espacio tangente (T'0), puede definirse también una
norma cociente infinito, esto es

X1

200 = If{[|z =yl 1 y € ga}, (4.4)
donde z € My, es cualquier levantado de X € (T'O),, es decir (m,).1(z) = X.
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Observacion 4.2.1. La definicion del funcional longitud de curvas puede ser adaptada
para la métrica cociente infinito. Sea «y : [0,1] — Upnq una curva suave a trozos, y tomemos
I':[0,1] = Upn una levantada suave a trozos vy, entonces definimos

17 ®)lly(0),00 = W [T (OT(2) + 2]
El cdlculo en muestra que si A es cualquier otra levantada de vy, entonces
fnf [0 (OP(1) + 2] < AR + 51,
para todo s € g. Asi tenemos también una forma de medir longitudes de curvas en esta
métrica cociente, es decir, podemos calcular Lo .

Observacion 4.2.2. Para cada © € O, consideremos g, el dlgebra de Lie-Banach del
grupo de isotropia G5. Como O es un espacio homogéneo, m, resulta una sumersion, i.e.
existe un suplemento cerrado F, C Mgy, tal que

Mah:gx@fzy zeO.

Por otro lado, nuevamente por la estructura de espacio homogéneo de O es posible construir
una seccion suave sy : (TO)y — Fy, (Tz)s1 © 82 = id(70),, Sz © (7z)«1 = Pr,, donde la
ultima expresion denota la unica proyeccion acotada en Mgy, con rango F, y nicleo g,.
Entonces notemos que

[s2(V)II = l[s((me)s1 ()| = 1 P7, (2)|| = [P, (z = w)l| < [Pl ]|z =yl
para cualquier levantado z € Mgy, de V € (TO), y cualquier y € g,. Ast,
[se (V) < P2V 1]
La norma de Pr, no depende del punto x € O porque
1PF,..|l = [[Ady © Pr, o Ady+|| = || P, |,

donde Ad, : M — M, Ad,(z) = uzu*. Luego, hay una constante Co que depende sélo
de la estructura diferenciable tal que

[s2(V)I < CollV|
para cualquier x € O y cualquier V € (TO),.

Nuestro argumento para hallar curvas minimales consistird en comparar la longitud de
levantadas de curvas en O en el grupo unitario utilizando el resultado de convexidad y las
levantadas e-isométricas.

Definicion 4.2.3. Seanx € O y G el grupo de isotropia en x. Se dice que G es localmente
exponencial en Upn si existen eo,dp > 0 tales que si ||lu — 1] < e y u € G entonces
existe z € g cumpliendo ||z|| < dp y €* = u.

Si para cada uw € G existe un z € g tal que € = u, se dice que G es un subgrupo
exponencial de Up,.
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Observacion 4.2.4. La suposicion que G sea un subgrupo de Lie-Banach de Upnq en la
topologia de la norma es equivalente a que G sea localmente exponencial.

En esta seccién supondremos que G es un subgrupo exponencial de Uy . Es sencillo de-
mostrar que si esto se cumple para z € O, entonces vale para cualquier u-x € O, dado que
los subgrupos de isotropia G,., y G = G son conjugados por un automorfismo interior.
La propiedad supuesta, en particular implica que G es geodésicamente convexo: dados
v1,v2 € (G, entonces existe una curva corta de Unq, contenida en G que une vy y vs. Los
resultados en esta seccién pueden ser probados en subgrupos localmente exponenciales
utilizando un argumento local estdndar, pero preferimos asumir que G sea exponencial
para una mayor claridad en la exposicion.

Ahora supongamos que z e y se unen por una curva uniparamétrica y(t) = e* - z en
O, siendo z € My, un levantado minimal, o sea Q(z) = 0. A continuacién establecemos
un resultado parcial acerca de la minimalidad de « con la métrica cociente p en O.

Una de las hipétesis es que la proyeccién métrica @) envie operadores acotados en
operadores acotados. Mds atin, supondremos que () es uniformemente acotada. En la
siguiente seccién veremos ejemplos de espacios homogéneos O donde esto ocurra. Por
ultimo, mencionamos que en el Teorema hemos demostrado que podemos hallar
levantadas e-isométricas de curvas en O para p > 1. En el caso que ) sea uniformemente
acotada, el resultado se puede refinar para obtener levantadas isométricas.

Teorema 4.2.5. Sean p un nimero par positivo y x € O. Sea Ko, una constante tal que
QW) < Kopllyll para todo y € Map. Si z € Man, ||I2I| < § y Q(2) = 0, entonces la
cuTva

§(t)y=¢€" -z, tel0,1],

posee longitud mds corta que cualquier otra curva suave v C O uniendo x con e*-x siempre

que Lo () < €, donde
2-1
e=¢(0,p) = v2

- Co(l+ Koy)

y Co es una constante dada por la estructura diferenciable.
Mads aun, la curva § es unica en el sentido que si v C O es otra curva uniendo T con
e - x de longitud ||z||, tal que Lo oo() < €, entonces y(t) = e** - z.

Demostracion. Sea 7 una curva suave en O tal que v(0) = z y (1) = €* - . Supongamos
que Lo, () < €. Entonces como |[|z|| < § tenemos

le* —1]| <1< V2.

Por otro lado, si I es una levantada suave de v cumpliendo I'(0) = 1, utilizando la hip6tesis
que ) es uniformemente acotada podemos considerar la ecuacion diferencial en M dada
por

Gladz)i = —Q(I*T)

al igual que en el Teorema La ecuacién posee una tunica solucién z(t) € g tal que
z(0) = 0, y si u = e, entonces u : [0,1] — G C U satisface la ecuacién diferencial
au® = —Q(I'™*T"). Asi, en este caso

lall < Kop|Tl-
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Por lo tanto, si 8 = I'u, luego § es una levantada isométrica de v y ademas

1 ) 1 1 )
15(1) =1} < [T(1) = 1 + [Ju(1) — 1] S/O [T +/0 lall < (1 +Ko,p)/0 [T

Asi, si Cp es la constante tal que [|sy (V)| < Co||V|l, para todo y € O como en la
Observacion [4.2.2] entonces

1
181) — 1] < Co(1 + Ko,) / Il = Co(l + Kop)Los() < V21 < VZ— [l —1].
0

Sea w € My, cumpliendo ||w| < 7wy e“ = 3(1). Entonces podemos aplicar la Proposicién
Notemos que la curva p(t) = e* es una levantada isométrica de §. Sea v(t) = e*e¥
la curva geodésica Upq contenida en e*G (i.e. y € g) que conecta e con e, la cual
existe puesto que G es un subgrupo exponencial. Entonces la funcién f(s) = db(1,v(s)) es
estrictamente convexa. Notemos que f/(0) = (—1)?/27(zP~1y), y esta expresién se anula
debido la Proposicion ya que z es un levantamiento minimal. Entonces, la funcion
f tiene un minimo en s = 0,

Lyp(p)? = dp(1,v(0)) = f(0) < f(1) = dj(1,v(1)) = [[wl[f < Lp(B)".

Por lo tanto, obtenemos
Lop(0) = |zllp < Lp(B) = Lop(7)-

Ahora si Lo ,(77) = ||2]|p, es decir si v también es corta, entonces

F0) = [lzllp < f(1) = [wllp < Lp(B) = Lop(7) = lI2llp = f(0),

luego f(1) = f(0) implica z = w porque f es estrictamente convexa. En particular,
tenemos que (1) = e* y Ly(8) = Lp(p) = ||2|lp. Como ||z]| < 7/2 < 7, la curva p es la
Unica geodésica uniendo 1 con e* en Upy, y asi debemos tener § = p por la Proposicién
o en otras palabras, v = 4. O

Observacion 4.2.6. Mostremos un ejemplo de una proyeccion métrica que no es uni-
formemente acotada, o mds aun, no preserva operadores acotados. Las funciones a con-
tinuacion son todas a valores reales. Sea f € L?([0,1]) tal que || flla =11y f ¢ L°([0,1]).
Consideremos la siguiente dlgebra de Lie conmutativa:

g:= {he L=([0,1)) : (b, f) =0} =< f > 1 L=([0, 1]).
Entonces la proyeccion métrica en norma 2 estd dada por
Q:L*([0,1) — ", Qh)=h—(h]) /[

Claramente, por ser f no acotada, todas las funciones acotadas h son mapeadas a funciones
Q(h) no acotadas.
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Observacion 4.2.7. Fijemos v € O y sea F = F, el suplemento de g definido en la
Observacio’n. Si suponemos que Q preserva elementos acotados de M, i.e. Q(z) € M
si z € M, es interesante observar que la funcion

p=01-Qylr: F— g™

resulta una biyeccion. De hecho, Q(¢(f)) = Qo (1 — Q)(f) = 0 para cualquier f € F,
mostrando que @ tiene imagen contenida en g'v. Por otro lado, o(f1) = (f2) implica
fi—fo=Q(f1)—Q(f2) € gu, y asi f1 = fa si fi € F, lo que nos muestra que ¢ es inyectiva.
Por otro lado, si z € g7, z = zg+zp conzg € gyzp €F, tenemos 0 = Q(2) = 24+ Q(2y).
Si tomamos f = zy € F, entonces obtenemos ¢(f) = zf — Q(z5) = 25 + 24 = z, lo que
prueba que @ es suryectiva. La inversa estd dada por la proyeccion lineal sobre F, es decir

¢t = Prl, g — F.

Notemos que mientras ¢ es continua para la norma p, ¢~ es continua para la norma

uniforme, hecho que remarca la diferencia entre la estructura suave y la estructura métrica.

FE's interesante mencionar que si () es continua para la topologia uniforme de M,
entonces ¢ resulta un homeomorfismo. Mds ain, debe ser uniformemente acotada, porque
st no ezistiria una sucesion (Tp)n de elementos de M tales que ||z,|| =1 y ||Q(zy)] > n.
FEsto contradice que Q(0) =0, ya que

Tn
Qi) > 1

y la suposicion sobre la continuidad de Q implica Q(%>) — 0 en M.

Observacion 4.2.8. Si calculamos la diferencial en 0 € My, de la aplicacion exponencial
en x, o seq

mpoexpy,,  F — O, (mzoexp)(z)=¢e" -z

obtenemos

(mz 0 expyy )s0  F == (TO)z s (0 0 expyyy,)x0(2) = (m2)a1(2),

que es un isomorfismo. Luego por el teorema de la funcion inversa existe R > 0 tal que
en la bola Br(0) vale que

Tz 0 expy,, : Br(0) — (7, o exp)(Br(0))

es un difeomorfismo.

Supongamos que @ sea uniformemente acotada, es decir tenemos ||Q(z)|| < Kol ||
para todo z € My,.Consideremos el conjunto VI := o(Bg(0)), que es un abierto en g»
con la topologia relativa uniforme, puesto que p~' = Pr es continua. Entonces, si z € Vf,
tenemos z = @(y) para algun y € Br(0), por lo tanto

12l = lly = Q) < (1 + Kop)llyll < (1 + Kop)R.

Llamemos
Ug = (mz 0 expuM)(Vf) = {ew*Q(w) cxiw € F, ||lw|| < R}.

Notemos que no estd claro si Ug es un entorno abierto de x € O, aun cuando supongamos
Q es continua en la topologia uniforme.
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Ahora podemos enunciar nuestro resultado principal acerca de curvas minimales uniendo
dos puntos en O. Sean p un numero par positivo, x € O y supongamos que existe una
constante Ko, tal que ||Q(2)]| < Kopl|z| para cualquier z € M,y. Sea

}

9 ™

p— i Ri JR—
r = min{ 21+ Ko,)' 3

donde R estd dado por la observacién anterior, y € = €(O,p) como en el Teorema m
Sean V|, Ul C O los conjuntos definidos en la observacién anterior.

Teorema 4.2.9. Sean p un nimero par positivo y x € O. Sea Ko, una constante tal
que ||Q(2)|| < Kopllz|| para todo z € Mgp. Para cada x1 € Uy existe z € Mgy, tal que
e-x=uz1, Q(z) =0y la curva

5(t)y=¢€" -z, tel0,1],

es de longitud mds corta en la métrica cociente p que cualquier otra curva suave a trozos
v uniendo x con r1 contenida en Up,.
Mads aiin, la curva § es inica en el sentido que si vy C Uj, es alguna otra curva suave

uniendo x a x1 de longitud ||z||, entonces y(t) = e'* - z.

Demostracion. La existencia de tal operador z estd garantizada por la Observacion
Sea v C U} una curva suave a trozos, podemos suponer que 7 estd definida en el in-
tervalo [0, 1]. Consideremos la particién {[t;,t;+1]} de [0,1] en N partes iguales tales que

Lo ooVt t;,1]) < 7. Por el Teorema Ylito,t,) €8 més larga que la curva
61(t) = et -,

donde z; € V| es tal que e*' - x = v(t1). Ademas, por la Observacién tenemos
que ||z1]] < (14 Kpp)r. Ahora, si recordamos que a# denota la curva « seguida de 3,
entonces

L0,oo (01771 42]) = L0,00(01) + L0 0o (Vi1 ,12]) < 21l +7 < (1 4+ Ko p)2r < e.

Sea z3 € V] tal que e* - & = v(t2). Entonces por el Teorema la curva do(t) = e?*2 - z
es mas corta que 7 #7‘[&7@}’ asi (51#7|[t271} es mas corta que . Iterando podemos deducir
dn(t) = €N -z une z con y dentro de Uf, y es més corta que 7. Como |zy|| < r, debe
suceder que zy = z.

La unicidad se obtiene observando que si en cada paso la longitud de 7 es igual a || 2|,
esta restriccién tiene longitud ||z, , y por el teorema anterior debe coincidir con ¢;. [

4.3. Ejemplos de proyecciones métricas uniformemente aco-
tadas

En esta seccién damos ejemplos de espacios homogéneos donde se aplican los Teo-
remas y El paso fundamental es demostrar que la proyeccién métrica @) es
uniformemente acotada. Hasta ahora no sabemos si esto es un hecho general, ni siquiera
en el caso en que () proyecte sobre los elementos antihermitianos de una subdlgebra de
von Neumann. En consecuencia, presentamos pruebas ad-hoc para cada ejemplo.
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4.3.1. Algebras de Lie de dimension finita

El ejemplo més inmediato resulta de considerar aquellos casos donde el dlgebra de Lie
g es un espacio de dimensién finita. Entonces la completacién en norma p de g es igual
a g. Asi se vuelve trivial que la proyeccién @ : LP(M),, — g = g preserva elementos
acotados.

Lema 4.3.1. Sea 1 < p < oo y g un dlgebra de Lie de dimension finita. Entonces la
proyeccion ) es continua. En particular, es uniformemente acotada.

Demostracion. Como g es un espacio vectorial real de dimensién finita, todas las normas
son equivalentes. Entonces existe una constante ¢, > 0 tal que ¢, ||z]| < ||z|l, < ||,
para todo z € g. Ahora, dado € > 0, existe §(x,€,p) tal que ||z — y||, < ¢ implica
|Q(z) — Q(y)||p < € debido a la continuidad de @ en norma p. Por lo tanto, si ||z —y| < 4,

entonces ||z —yll, <dy

1Q(z) = QI < ¢, Q) — Qy)llp < e 'e

Luego, el argumento dado en la Observacién [£.2.7] muestra que () es uniformemente aco-
tada. O

A continuacién describimos un ejemplo donde esto sucede. Sea vg € M una isometria
parcial de corango finito. Consideremos el conjunto

Ty, ={veEM: vgug=v"v},

de isometrias parciales en M con proyeccién inicial p = vjvg. Hay una accién transitiva de
Up sobre Z,,, dada por u-v = uv, u € Upnq, v € Z,,. El conjunto Z,,, es una subvariedad C'*°
de M en la topologia de la norma y un espacio homogéneo de Upq. El grupo de isotropia
de v € 7, con la accién dada es

{uelpm : uww=n}.
Luego, el algebra de Lie es
go={x €My, : zv=0}.

Notemos que zv = 0 equivale a xvv* = 0. Entonces, si miramos los elementos de g, como
matrices de 2 x 2 en términos de la proyeccién vv*, tienen la forma

(02)

donde z es un operador de rango finito, porque actida en el complemento ortogonal del
rango de v. Este ejemplo estd estudiado en detalle en [An0§ sin la hipdtesis sobre el
corango de v, y se prueba un resultado de minimalidad de curvas con la norma 2. Por
dltimo, como los unitarios en el grupo de isotropia pueden ser descriptos como

(10
““\oa)

siendo d unitario, el grupo resulta exponencial. Entonces los Teoremas y 2.9 se

pueden aplicar, y las curvas
5(t) = v

con exponente z minimal son cortas minimales.
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4.3.2. Subalgebras del centro

En este ejemplo consideraremos una subalgebra N' C Z(M), donde Z(M) es el centro
de M. Para probar que @) preserva elementos acotados necesitaremos el siguiente lema.

Lema 4.3.2. Sea p > 2 un entero par. Sean z,y € LP(M) cumpliendo x > 0, y = y* y
xy = yx. Entonces

lz =y llp < llz = yllp

donde y =y —y~ es la descomposicion de Jordan.

Demostracion. Denotemos por e a la proyeccion espectral de y correspondiente al intervalo
[0, 00]. Primero notemos el siguiente hecho,

(x—yTP1—e) = fj ( b )xk<—y+>p—k<1 —e)=a"(1-e).
k
k=0

Andlogamente podemos probar (z —y)Pe = (z—y")Pey (x—y)P(1—e) = (x+y )P(1—e).
Entonces tenemos

lz = y™lp = 7((x —y")’e) + 7((z —y")P(1 —e))
=7((x —y")Pe) + 7(a"(1 - ¢))
<t(@—y")e)+r((@+y )'(1—e) (4.5)
=7((z—y")e) +7((x —y)P(L—e)) =z —yll},

donde en la desigualdad (4.5) utilizamos que la funcién ¢ +— t” es monétona de operadores
cuando los operadores en cuestiéon conmutan. ]

Observacion 4.3.3. La desigualdad anterior no es cierta para p > 2 si quitamos la
hipdtesis que x ey conmuten. Por ejemplo, si p = 4, consideremos las siguientes matrices

(21 (100 O
1 3) YT o0 -1 )
Los autovalores de © — y™ son A\ = 3,00990002 y Xo = —98,00990002. Asi, tenemos

lz — yt ||} = 92274175. Por otro lado, x — y posee como autovalores py = 4,009802979 y
po = —98,00980298. Entonces, tenemos ||z — y||3 = 92273986.

Hasta ahora hemos utilizado la proyeccién métrica () sobre la parte antihermitiana de
LP(M). Si seguimos llamando @ : LP(M) — LP(N) a la proyeccién métrica sobre todo
los espacios LP no conmutativos, resulta que extiende a nuestra anterior proyeccion métrica
porque Q(z*) = Q(x)*. Aplicando el lema anterior a x € M positivo y Q(z) € LP(N)sq
obtenemos

Iz = Q) lp < llz — Q@)llp-

Por lo tanto, por la unicidad de Q(z) se sigue que Q(z) = Q(z)™*. En particular, obtenemos
que la proyeccién @) envia operadores positivos de LP(M) en operadores positivos de

LP(N).
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Corolario 4.3.4. Si N C Z(M), entonces para p par la proyeccion Q envia operadores
acotados en operadores acotados. Mas ain, Q) resulta uniformemente acotada:

Q)| < 3||z|| para todo z € Mgp,.

Demostracion. Sea x € M un operador positivo. Notemos que ||z|| —Q(x) = Q(||z||—x) >
0, entonces 0 < Q(z) < ||z, es decir, Q(x) es acotado. Sea x € M,,, entonces existe un
numero real ¢ > 0 tal que x + ¢ es positivo. Como Q(z)+c = Q(x+c¢) es acotado, tenemos
que Q(z) es acotado, y ademds si © € My, entonces

Q@) = Q@+ [zl — lzIDIl = Q@ + llzl)) — =/l < [|Q + [[=[[)]| + [l]]
<l [l + =]l < 3[=]]-
Reemplazando = por iz obtenemos el resultado para z € Mg,. O

Por lo tanto, los teoremas de minimalidad de curvas se aplican al espacio homogéneo
O =Upn /Uy, donde N C Z(M). Terminamos este ejemplo con dos observaciones.

Observaciéon 4.3.5. En el caso que el dlgebra de Lie consista en los operadores antiher-
mitianos de una subdlgebra de von Neumann de M tenemos la cota Cp < 2. Esto se debe
a que Pr coincide con I — E, siendo E la tnica esperanza condicional normal sobre N
que preserva la traza.

Observacion 4.3.6. Sea U C O como en el Teorema. Si O es el espacio homogéneo
obtenido como Un /Uy, y N C Z(M), entonces U,y es un entorno abierto de x en O. De
hecho,

Up ={e"CW .z weF |lu|<rt={e" z:weF, |w|<r}

y el dltimo conjunto es claramente abierto en O por nuestra eleccion de r.

4.3.3. Algebra diagonal en M ® M,

Denotemos por My al dlgebra de matrices de 2 x 2. Definimos una traza finita 7 sobre
M ® My por

1
%(( R >) = 7(z11 + 722), ( i ) € M® M.

91 T99 2 T21 22

Es sencillo ver que LP(M ® My, 7) = LP(M) & Ms.
Tomamos la subalgebra N de matrices de operadores diagonales, o sea

N:{<x11 0 ):mn,xngM}.

0 o

En este ejemplo podemos calcular explicitamente la proyeccién métrica Q). Esto es una
consecuencia de la siguiente desigualdad.

Lema 4.3.7. Sea p > 2 un numero entero par y b € M. Entonces,

e o)l =10 2)

)

p

para todo a,d € Mgyy,.
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Demostracion. Sea p = 2k, k > 1. Por la Proposicién la desigualdad enunciada es
equivalente a la condicién de ortogonalidad

(g 6) (60 )=

para todo a,d € M,;,. Notemos que es facil calcular las potencias de una matriz co-
diagonal. Para k > 1, tenemos

(B85 ) ()b ™)

Entonces, obtenemos

ﬂ( z? 8 >2k_1< 0 2 >): T(< (b*b)2?’f—1>b* (bb*)ijk_l)b )< 0 2 )) -

Por lo tanto, nuestro lema queda probado. O

Ahora es inmediato probar que Q : (LP(M) ® Ma)ap — LP(N)qp estd dada por

Q( T T2z )y ( *u 0
T21 T22 0 @2
En particular, ) preserva elementos acotados y es uniformemente acotada. Més ain, es
continua con la topologia uniforme de M.

Como un ejemplo concreto, podemos considerar la proyeccién en M ® My dada por

10 L1 o .
e= ( 0 0 ) Denotemos O, a su orbita unitaria, es decir

O = {ueu” :u € Upmam, }-

Este ejemplo fue estudiado en detalle en [ARQOG]. Alli se prueba que O, es un espacio
homogéneo de Upnz s, , €l grupo unitario de M ® M,. Ademas, se muestra que el problema
de valores iniciales puede ser resuelto y que todo par de puntos puede unirse con una curva
minimal. A pesar que nuestros resultados de minimalidad de curvas sean més restrictivos
en este ejemplo particular, mostraremos brevemente como pueden aplicarse los resultados
obtenidos.

El grupo de isotropia en e de la accién natural de Upgnr, estd dado por

Ge ={u € Upmem, : ve=-cu}

Su dlgebra de Lie es
ge ={x € (M Ma)ap : xezex}z{( 8 2) sa,d € Mgy}

Entonces los resultados anteriores acerca de la proyeccion métrica () son validos aqui, y
por lo tanto se pueden aplicar nuestros teoremas de minimalidad de curvas en O, .
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4.3.4. Subalgebra diagonal especial en M & M,
Consideremos la siguiente subalgebra de M ® Ms dada por

Nz{(gé 2)::56/\/1}.

Denotemos por F a la tinica esperanza condicional sobre N que preserva la traza (con
respecto a la traza 7), es decir

EM® My N, E(<a:11 $12)):1<x11+m22 0 )

T21 T22 2 0 T11 + T22

Denotamos por E, a la extension de esta esperanza a los correspondientes espacios L” no
conmutativos.

Lema 4.3.8. Sea

X:{(Z ba> ta,be M},

Si A, B € X, entonces AB? € X.

a=(n L) om0 L)

Demostracion. Sean

Entonces
B2 _ d e d e &+ de—ed
e —d e —d ) \ed—de d?+e?
Como
9 a b d®>+ e de—ed
AB™ = <b —a)(ed—de d> +e?
_ ad? + ae? + bed — bde ade — aed + be? + bd?
o bd? + be? — aed + ade bde — bed — ad? — ae? )’
por lo tanto AB? € X como querfamos probar. ]

Lema 4.3.9. Sea p un entero par positivo. Entonces:

H<(a_bc)/2 <c—ba>/2) ,FH(Z l;)*(g 2)

para todo d € M.

p

Demostracion. Notemos que

<(abc)/2 <c—ba>/2):(g lc)>+<(aoc)/2 <—agc>/2>-

Entonces, la desigualdad del lema es equivalente a

(O L) (5=
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para todo d € M. Es suficiente que lo probemos para d > 0 puesto que luego se extiende
claramente para todo d. Para p = 2 la desigualdad vale porque

A e ) >>

(< dB/Z d?/z )( (a —bc)/2 o )( d/? d10/2 >)

= L@ (a— d ) 7 e - >d1/2>> 0.

x= (0 ) =

con X como en el lema anterior. Por lo tanto, por el Lema X3=XX%2c X, yla
condicién de ortogonalidad en norma p vale para p = 2 ya que

Rl

Por otro lado,

%(X3< d 0 >) 2( FAY2(XP) 11 dY2) 4+ r(d2(XP)99d"/2) ) = 0

0 d
y X3 € X implica (X3)1; = —(X3)9s. Las demds potencias pueden ser tratadas de manera
similar, por ejemplo X° = X3X?% € X. O

Si £ indica el siguiente subespacio real de Mj, ® My dado por

L= {<a i) ta,byce My}

y LP la respectiva completacion en norma p. Entonces, utilizando el lema anterior, es
sencillo ver que E: L — N y E, : £LP — LP(N) para p par, son contractivas.
Un argumento similar podemos aplicar en el subespacio

D= {<0 8>:b6/\/l},

usando el Lema Si p es par o p = oo, entonces Q7 = L), asi el mejor aproximante
puede ser obtenido via la esperanza condicional en £. En particular, Q) es uniformemente
acotada en £. Un argumento andlogo muestra que @) es uniformemente acotada en D.

Por el momento no estd claro para nosotros si () es uniformemente acotada en todo
M ® Ms.

4.4. Espacios homogéneos reductivos ortogonales

En el caso que p = 2 se puede un saber un poco més acerca del espacio homogéneo O.
Estamos en el contexto de variedades débilmente Riemannianas porque en general los es-
pacios tangentes no son completos. Las condiciones impuestas sobre la proyeccién métrica,
que nos permitian probar resultados de minimalidad de curvas, pueden ser relajadas en
este caso por resultar una proyeccién ortogonal en el espacio de Hilbert real L?(M)q. En
particular, si la proyeccién métrica preserva acotados el espacio homogéneo O posee una
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estructura diferencial més rica, conocida como espacio homogéneo reductivo. Daremos un
resultado acerca de la minimalidad de geodésicas de la conexién de Levi-Civita que se
deduce de los teoremas anteriores. Otra cuestion interesante del caso p = 2, es la cantidad
de ejemplos que surgen de manera mas natural que en el caso general.

Como en las secciones precedentes, Uy actda transitivamente sobre el espacio ho-
mogéneo O que posee la estructura diferencial del cociente Up/G, para cualquier z € O.
El espacio homogéneo es reductivo cuando los suplementos { 7, : « € O} de la Obser-
vacién [£.2.2) son una distribucién suave cumpliendo

fx D gz = Mah;
y son invariantes por la accion interior del grupo de isotropia G, es decir
uFou* =F,, z€0,ueG,.
Trataremos con la siguiente clase especial de espacios homogéneos reductivos de Un,.

Definicion 4.4.1. Un espacio homogéneo reductivo O es ortogonal si para cada x € O
los suplementos F, son T-ortogonales con g .

Observacién 4.4.2. Sean x € O y Py : L*(M)an — 822 la proyeccion ortogonal en el
espacio de Hilbert real L2(M)ap con rango gz 2. Dado X € (TO), y z un levantado de X
resulta inmediato que la norma

[Xlle2 = if{[lz —yll2 : y € ga }

se realiza en el operador z — Py(z) que es T-ortogonal a z. Entonces la proyeccion métrica
Qg, 2 coincide con Py, siendo en particular lineal.

Notacién 4.4.3. Utilizaremos la notacion P, para la proyeccion métrica sobre gz2, para
remarcar las virtudes del caso p = 2. Cuando no sea necesario cambiar el punto x € O,
stmplemente escribiremos P.

Observacion 4.4.4. Es sencillo verificar que si O es ortogonal, entonces para cada x € O
la proyeccion
Py Mgy — 972

satisface Py(Map) C gq.

Mds aun, la reciproca es cierta en el siguiente sentido: si la proyeccion P, preserva
operadores acotados para algin x € O (luego para todos), entonces Fy = (I — Py)(gz),
define una distribucion suave de suplementos cerrados en norma uniforme de g, que son
invariantes por la accion interior de G,. De hecho, la distribucion es suave porque

P, = Ad(u) o Py o Ad(u™),

donde Ad(u) : M — M, Ad(u)(x) = uzu®. Para mostrar que cada F, es cerrado en
norma, sea (Yn)n una sucesion en F, tal que ||y, — y|| — 0, entonces

(I = Pe)(y) = ynll2 < ly = ¥nll2 < lly — ynll — 0.



Capitulo 4. Curvas minimales en dlgebras finitas 61

Entonces, (I — Py)(y) = limy, =y, asi obtenemos y € F,. Por otro lado, la invariancia
de los suplementos se verifica automdticamente. Tenemos

Fre={yeMy, : 7(yx) =0, Vx € g, }.
Es fdcil ver que u*gu = g, para todo u € G,. Luego, obtenemos para y € F,., x € g,
T((uyu®)z) = 7(y(u*zu)) = 0.
Ast, tenemos uyu* € F,, y nuestra afirmacion queda probada.

En la Observacion se definieron los isomorfismos s, : (T'0), — F, que satisfacen
(m2)sx108; = id(10), Y 52°(7z)«1 = Pr,, donde Pg, es la tinica proyeccién acotada en Mg,
con rango JF, y nucleo g.. En particular, cuando O es ortogonal, la proyeccién ortogonal
P, resulta una extensién de I — Pr, a todo L%(M)ap,.

Observacion 4.4.5. Cuando O es un espacio homogéneo reductivo hay una métrica Rie-
manniana natural inducida por los isomorfismos s, x € O. Dados X,Y € (TO),, el
producto interno en cada tangente es

(X,Y), = 7(s2(Y) s2(X)).

En particular,

[ Xlz = [ls2(X)]l2-
Cuando O es ortogonal, si z es un levantado de X, tenemos
[ Xle = llse(X)ll2 = [I(s2 0 (72)s1) (2)]l2 = |2 = Pe(2)]l2 = [ X|l2»

ast la métrica dada por la estructura reductiva coincide con la métrica cociente de la norma
2. En particular, queda claro que la métrica cociente es Riemanniana cuando p = 2.

Damos a continuacién la definicién de la conexién reductiva V* introducida en [MR92].
Supongamos que X,Y son campos tangentes en O, entonces el campo V’}’(Y enz € O
esta caracterizado por la siguiente ecuacién:

SI(V];(Y) = X(Y) + [52(Y), s2(X)],

donde X (Y') indica la derivada de Y a lo largo de X. Por otro lado, introducimos como
en [MR92 la conexidn clasificante como:

s2(VXY) = (82 0 (7)) (X(Y)) = (I = Po)(X(Y)).

Cuando O es ortogonal podemos probar que la media entre V¥ y V¢ es la conexién de
Levi-Civita de la métrica cociente en norma 2 y calcular sus geodésicas.

Proposicion 4.4.6. Sea O un espacio homogéneo reductivo ortogonal. Entonces la cone-
zion de Levi-Civita de la métrica cociente estd dada por

1
V= i(v’f + VO).

Mds atin, y(t) = e**+(X) .2 es la unica geodésica con velocidad X € (TO), tal que v(0) = .
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Demostracion. Es sencillo probar que la conexién reductiva V¥ es compatible con la métri-
ca porque como vimos en la Observacién la métrica cociente coincide con la métrica
inducida por la estructura reductiva. Para probar que V¢ es compatible, consideramos
X(t), Y(t) dos campos tangentes a lo largo de una curva a(t) en O. Como O es ortogonal,
I — P, es una proyeccién ortogonal en LQ(M)ah que extiende a s, o (m;).1. Entonces,

<Ddcj(7y>a =T7(5(Y)* (I = Pa)(3a(X)) = 7(5a(Y)"54(X)).

Podemos tratar andlogamente al término <X , %%. Entonces,

d d *
SXY)a) = 2 (7(5a(Y) 5a(X))

= 7{3n(¥)" (X)) + 7(5a(¥) 50 X))
(52) (),

Luego V¢ es compatible. En [MR92] se prueba que la conexién V¢ tiene las mismas
geodésicas que V¥, pero torsién opuesta. Entonces V = %(Vk + V¢) es la conexién de
Levi-Civita. Las geodésicas de la conexién reductiva, y por lo tanto las de nuestra conexién
de Levi-Civita, se calculan en [MR92]. O

FEl siguiente paso es comparar longitudes de curvas con sus levantadas e-isométricas. Sin
embargo, en el caso p = 2, dada una curva v en O, existe una levantada isométrica. Més
precisamente, si y(t), t € [0, 1], es una curva suave en O tal que v(0) = x, entonces su
levantada horizontal es una curva I' en Uy, caracterizada por ser la tinica solucién de

la ecuacién diferencial: )
I'= S’Y (7)F7
4.

{ T(0) = 1. (4.6)

Entonces es facil mostrar que Lo(I') = Lo 2(7). De hecho, esto se deduce de las igualdades
1911y = lIs5(%)]l2 = [IT*T||2 = ||T[|2 e integrando ambos términos.

Por otro lado, necesitamos comparar longitudes en la norma cociente infinito (ecuacién
(4.4), para poder estimar en norma uniforme la distancia de las levantadas en el grupo
unitario Upq y aplicar el resultado de convexidad de la distancia rectificable. Como ya
hemos mencionado mas arriba, cuando O es ortogonal, la proyeccién P restringida a M
da un idempotente con rango g que resulta continuo en norma uniforme porque g es cerrado
y complementado en la topologia uniforme. Asi, como es lineal, podemos afirmar que la
proyeccién métrica P resulta uniformemente acotada. Llamaremos Ko 2 = || P| = || Py.z|l,
notando que este valor no depende de la eleccién de wu.

Lema 4.4.7. Sean v una curva suave a trozos en O yI' su levantada horizontal. Entonces,
Loo(T') < (14 Ko 2) Lo (7)-
Demostracion. Fijemos x € O. Para z € F tal que (73)«1(2) = X e y € g, tenemos

Izl = [I(T = P)(2) || < (1 + Koz)llz + yll-
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Entonces,
Izl < (1 + Kop)ll(72)+1(2) |00 -
Luego,
s (X[l < (1 + Ko2)[[(7e )1 (s2(X)) 2,00 = M| X |l200 -

Usando esta desigualdad, y el hecho que K2 sea independiente del punto, finalmente

obtenemos
/rr )l = /Hs () | d

/ 820 G(®) 1t < (1 + Koz) / 5.0 = (1 + Ko2)Loso(7).

Observacién 4.4.8. Como mostramos en la Observacion [[-.2.8 existe R > 0 tal que
7z oexpy,, : Br(0) C F — (my o exp)(Bgr(0)) C O

sea un difeomorfismo. Comparando con la Observacion[f-2.7, la funcidn ¢ es la identidad
por serp =2, y asi llamamos U = (mzoexpy,, ) (Br(0)). Notemos que para cada x1 € Ug,
existe una unica geodésica dada por (1, o expuM)(tz) = e - & uniendo x con x1 dentro de
UO, donde z satisface €* - x = x7.

Observacién 4.4.9. Ahora consideremos la siguiente funcion
F:Fog—Upm, F((z,x))=e¢e%".
Diferenciando obtenemos
Fi0,0) : Mah — Man, Fyop)(z,7) =2+,
que es un isomorfismo. Entonces eziste un entorno V de (0,0) y un € > 0 tal que
F:V — B(1)NUpm,

es un difeomorfismo. Mds ain, podemos elegir V- C B, (0) X B, (0) para €1, €3 tan pequenos
como quisiéramos st ajustamos el e. En el resto de esta seccion pediremos que €, €, cumplan:

V2-1
1. e< T+Kos"

2. g <min{R, 3 }.

Lema 4.4.10. Sea v una curva suave en O tal que v(0) =2 y Lo, (7) < €/(1+ Ko 2).
Sea I' su levantada horizontal. Entonces existe z € F cumpliendo:

1. T'(1) = e*eY, donde y € g.
2. z € Br(0) C F es unico tal que €* - x = y(1).

3. fle* =1l < V2 y IT(1) = 1] < V2 = [le* — 1]I.
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Demostracion. 1. Recordemos que do, es la distancia rectificable en Uy con la métrica de
Finsler dada por la norma uniforme, entonces utilizando el Lema [£.4.7] obtenemos

1 =TM)[ < doo(1,1'(1)) < Loo(T") < (1+ Ko 2) L0, 00(7) <€

Por la Observacién existe un unico (z,y) € F @ g, tal que ||z]| < €1, ||yl < e2 ¥
efe? =T'(1).

2. Notemos que €* -z = e®e¥ -z =I'(1) - = = (1). Méas ain, es Unico porque ||z|]| < € < R
y m, 0 exp es inyectiva en la bola de radio R.

3. En el primer inciso probamos que ||1 —I'(1)|| < € < /2. Un célculo sencillo muestra
le* = 1| = v/2 = 2 cos(]|2])

Por otro lado, nuestra elecciéon de e; implica

IT(1) = 1] + [|e* —1]| < e+ /2 —2cos(][z]]) < V2—1+1/2—-V3 < V2.
O

El préoximo lema es el anédlogo del Teorema Notemos, que a diferencia del caso general
donde el levantando minimal estaba dado, ahora la hipétesis sobre la longitud de la curva
en norma cociente infinito asegura la existencia de un levantado.

Lema 4.4.11. Sea O un espacio homogéneo reductivo ortogonal. Sea v una curva suave
a trozos en O tal que ¥(0) = x y Loo(y) < €/(1 + Kpz2). Entonces existe una tinica
geodésica 6(t) = e'* - x cumpliendo §(1) = v(1) y Lo 2(8) < Lo2(7).

Demostracidn. Como sabemos que Lo oo(7) < €/(1+ Ko,2), entonces por el Lema [£.4.10]
existe z € F, ||z]| < § tal que e -z = ~(1). Luego, la curva 6(t) = €'* - x es una geodésica
en O por la Proposicién

Observemos que la constante Cp de la Observaciénpuede tomarse como 1+ Ko o
porque Co = |Pr|| = ||[I — P|| < 1+ Kp,. Luego, si volvemos al Teorema se cumple

la hipotesis
V2 -1

L <e/(1+ K, < —5 =¢(0,2),
0:00(1) < ¢/(1+ Ko2) < (7 ooz =€(0,)
y por lo tanto ¢ es minimal uniendo sus puntos. Por tltimo, la unicidad es una consecuencia
del inciso 2. en el Lema E4.10 O

Llamaremos una poligonal geodésica a una curva suave a trozos continua que consiste
en tramos de geodésicas consecutivos. Una consecuencia inmediata del resultado anterior
es la siguiente.

Corolario. Sea O un espacio homogéneo reductivo ortogonal y vy una curva suave a trozos
en O. Entonces existe una poligonal geodésica v tal que v(0) = v(0), v(1) =v(1) y

Loa2(v) < Loz (7).
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Demostracion. Claramente podemos suponer que v es suave. Consideremos la particién
0=t <t1 <..<t,=1talque LoV, b)) < €/(1+ Koz2). Usamos el Lema
para encontrar geodésicas J; con los mismos puntos finales que los tramos 'y\[ti ,tis] Dara
1=0,...,n—1 cumpliendo

Lo2(0i) < Lo2(Vit; t;1])-

Por lo tanto la curva v obtenida de pegar las distintas geodésicas J; es una poligonal
geodésica mas corta que . O

El siguiente es el principal resultado de esta seccién. Muestra como el Teorema puede
mejorarse en el caso p = 2 para obtener un abierto en O donde hay curvas minimales.
Tomaremos r = min{ R, ¢/2(1 + Ko 2)*}.

Teorema 4.4.12. Sean O un espacio homogéneo reductivo ortogonal y x € O. Dado
1 € Up, existe una unica geodésica contenida en Ul que tiene longitud minimal entre
todas las curvas suaves a trozos contenidas en U, uniendo x con x1.

Demostracién. Es una consecuencia inmediata del Lema y el Teorema [£.2.9] Note-
mos que g2 = F y asf U, = 7, 0 expy,,(Br(0)) es un abierto de O por la eleccién de
r<R. ]

Observacion 4.4.13. Nuestra eleccion de v > 0 funciona para cualquier © € O. Para
mostrar esto observemos que r depende sélo de R, Koo y €.

1. R es independiente del punto porque la accion es isométrica.
2. La independencia de Ko fue mostrada antes del Lema[{.4.7]

3. Si consideramos la funcion F“ : Fyp ® gue — Un, es fdcil verificar que cumple
F* = F o Ad(u). Entonces, usando que Ad(u) es un isomorfismo isométrico obten-
emos que I es un difeomorfismo local si y solo si F' lo es.

4.5. Ejemplos de espacios homogéneos reductivos ortogo-
nales

En esta seccién damos varios ejemplos de espacios homogéneos reductivos ortogonales.
En estos ejemplos, el paso fundamental para asegurar que el Teorema se puede
aplicar, consiste en probar la condicién de ortogonalidad. Frecuentemente nos encon-
traremos con la siguiente situacion: G es un grupo de Lie-Banach con la topologia de
la norma de operadores, y buscamos probar que es un subgrupo de Lie-Banach de U
para darle estructura suave al cociente O = Up¢/G. Como hemos mencionado en la Sec-
cién solo tenemos que mostrar que el algebra de Lie g es complementada en Mgp,.
Por otro lado, para obtener la minimalidad de las geodésicas, debemos probar la condi-
cion de ortogonalidad. Entonces podemos obtener ambas propiedades si chequeamos que
la proyeccion

P L2(M)ah - 52

satisface P(M,p) C g. Méds atin, como notamos en la Observacién esto nos provee
de suplementos invariantes bajo la accion interior de G, y por lo tanto, de una estructura
reductiva en O.
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4.5.1. Algebras de Lie que son antihermitianos de una subalgebra

Aqui presentamos varios ejemplos que poseen en comun la siguiente caracteristica: el
algebra de Lie g del subgrupo G consiste en los operadores antihermitianos de una subalge-
bra de von Neumann AN de M. En este caso resulta inmediato que P preserva operadores
acotados. En efecto, existe una tnica esperanza condicional E : M — N normal e in-
variante para la traza. Dicha esperanza cumple E(M,,) = Ny, = g. Luego, tomamos P
como la extensién de E|xq,, a todo L?*(M)ap , y por lo tanto, preserva operadores acota-
dos. En consecuencia, si Uxs es el grupo unitario de A/, entonces resulta un subgrupo de
Lie-Banach de Uy con la topologia inducida por la norma espectral.

Orbita unitaria de un estado. El primer ejemplo trata de la 6rbita unitaria de un
estado. Sea Sy el conjunto de estados normales fieles de M. Consideremos la accién

Um X Spm — Sm, u-p=@oAd(u™), u € Up, ¢ € Snm.
Para ¢ € Sp, denotemos por U, a la érbita unitaria de ¢, esto es
Uy ={poAd(u™) : u €U }.
El algebra de Lie
gp = {z € Man : p(zy) = p(yz), Vy e M},

consiste en los operadores antihermitianos del centralizador de ¢, que es una subdlgebra
de von Neumann de M. Entonces, como observamos més arriba, la proyeccién ortogonal
sobre g, preserva acotados, y asi el cociente Unq/G,, posee estructura de variedad suave.
Luego dotamos a U, con la estructura de variedad tal que la biyeccién [u] — ¢ o Ad(u*)
sea un difeomorfismo para obtener un espacio homogéneo reductivo ortogonal. Podemos
concluir que las curvas §(t) = ¢ o Ad(e”**u*) poseen longitud minimal entre todas las
curvas en un entorno de ¢ o Ad(u*) que comienzan en este estado.

Orbita unitaria de un operador normal. Sea ¢ un operador normal de M. Podemos
estudiar la orbita unitaria de a, esto es el conjunto

U(a) = {uau® : uelpm }.
El grupo de isotropia en a de la accién natural de Un, estda dado por
Go={ueclm : ua=au}.

Como en el ejemplo anterior, el dlgebra de Lie del grupo de isotropia son los operadores
antihermitianos de una subélgebra de von Neumann

9o ={2 €My, : za=ax, } ={a} N My,.

Asi U(a) =2 Upn/Gq es un espacio homogéneo reductivo ortogonal, y las geodésicas dadas
por 6(t) = e'?ae™'* son minimales localmente.
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Orbita unitaria de una medida espectral. Sea ¥ una o-algebra de algin conjunto.
Sea e : ¥ — M una medida espectral cuyos valores son proyecciones autoadjuntas en
M. La 6rbita unitaria de e es

U(e) = {ue(.)u™ : uelp}.
El grupo de isotropia esta dado por
Ge={u€elp : ue(F)=e(F)u, VF € X }.
El algebra de Lie de este grupo es
ge ={v €My : zve(F)=¢e(F)z, VF € X},

que consiste en operadores antihermitianos de una subélgebra de von Neumann. Entonces
podemos aplicar el Teorema para mostrar que en el espacio homogéneo reductivo
ortogonal U(e) = Up /G, las geodésicas 6(t) = e'?e(. )e™t* son minimales localmente.

Orbita unitaria de un *-morfismo Consideremos ¥ M — M un x-morfismo, i.e. ¥
es lineal, multiplicativo y ¥ (z)* = ¢ (2*) para todo x € M. Nuevamente estudiaremos la
orbita unitaria de v, es decir

U) = {up(Ju* 5w Ung .
La isotropia en 1 bajo la accién natural de Up, es

Gy ={uecUy : wp(y) =P(y)u, Yy e M}.

El algebra de Lie consiste en una subdlgebra de von Neumann dada por el conmutante de
1(M). Luego, el cociente U(1)) = Uprq/Gy es un espacio homogéneo reductivo ortogonal
donde el Teorema 4.4.12) se aplica.

4.5.2. Isometrias parciales

Este ejemplo es acerca de isometrias parciales en M. El conjunto de isometrias parciales
de M es
Z={veM: v*'v es una proyeccion }.

Podemos dar una accién del grupo unitario Upyg x Upy de M x M sobre Z moviendo los
espacios iniciales y finales de cada isometria. Esta accién estd dada por

Upm xUM) X T — I, (u,w)-v=uvw".

La accidn es localmente transitiva, si dos isometrias estdn mas cerca que 1/2 en la norma
de operadores, entonces son conjugadas por un par de unitarios. En [ACMO0F] se prueba
que cada componente conexa, que por la transitividad local coinciden con las érbitas, es
un espacio homogéneo de Upg X Upq y una subvariedad C'°° de M. Por lo tanto, debido a la
Observacién [£:4.4] para tener una estructura reductiva sélo debemos probar la condicién
de ortogonalidad.
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Fijemos v € Z, estudiaremos su 6rbita O(v). El grupo de isotropia en v es
Gy = { (u,w) € Upg X Upq : uv = vw }.

Notemos que si (u, w) € Gy, entonces u conmuta con la proyeccion final vv* y w conmuta
con la proyeccion inicial v*v. Podemos calcular el algebra de Lie de este grupo

QUZ{(fE,y) E-A/lahx/\/lah : xv:vy}

0 * 0 . ..
={ ( ( 1‘81 o > , < v 581111 o >) : x11, T2 , Yoo antihermitianos },

donde la descomposiciéon matricial es respecto a vv* en la primera coordenada y respecto
a v*v en la segunda coordenada. Notemos que en este caso el algebra de Lie no son
operadores antihermitianos de una subdlgebra de von Neumann. De hecho, el conjunto de
los pares (z,y) tales que zv = vy no es cerrado cuando adjuntamos. En un algebra finita,
las 6rbitas tienen la siguiente propiedad particular.

Afirmacion: Sea M un élgebra de von Neumann finita, entonces O(v) = O(v*v). En
particular, hay una proyeccién en cada érbita.

Para probar nuestra afirmacién, consideremos el conjunto de isometrias parciales con es-
pacio inicial fijo. En otras palabras, si p es una proyecciéon, miramos el conjunto

I, ={veM: :v'v=p}

Primero demostremos que {up : u € Ung } = Z,. Una inclusién es trivial, para la otra
tomemos v € I, y sea ¢ = vv*, que es una proyeccién equivalente con p. Como M es
finita, existe u € Upnq tal que uqu® = p. Notemos que 1 — p + uv es unitario, y luego,
w = u*(1 — p) + v también es unitario. Asi, obtenemos wp = vp = v.

Nuestra tltima afirmacién se sigue facilmente. Como v € Ty, = {uv*v : u € Upm },
luego existe u € Upq tal que v = u(v*v) = u(v*v)l. Por lo tanto, tenemos O(v) = O(v*v).
Como corolario de la afirmacién anterior, alcanza con estudiar el grupo de isotropia de la
proyeccién p. En este caso, la expresién del algbra de Lie se reduce a

_ i 0 zin 0 _ : o
gp =1 ( < 0 > , ( 0y ) ) : T11,T22,Y22 antihermitianos },

donde las descomposiciones matriciales son ambas respecto a p. Entonces definimos la
siguiente proyeccién real acotada sobre g, por

P3MahXMah_>9pa

(< 11 9612> ( Y11 y12>)’_>(<5511;7411 0 ) <znﬂ2Lyn 0 >)
—xiy ®22 )\ —¥Yla Y22 0 2 )’ 0 Y22

Observemos que el nicleo de esta proyeccién es

ker(P) = { ( < _22 0(1)2 ) , < __11{2 d(l)Q ) ) © w, c12, di2 antihermitianos }.

Usando la traza 7 de M, podemos definir una traza finita en M x M mediante

() = 10

. zyeM.
2 Y
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Esto da un producto interno en M x M tal que ker(P) es ortogonal a g,. De hecho, para
(x,y) € gp, (c,d) € ker(P), tenemos

27((z ) (e )) = —r(we) — 7(yd)
(5 2)(5 %)
(5 ) (8 )

= 0 (e N=o

Debido a la ortogonalidad de ker(P) con su rango, P se extiende a la proyeccién real
ortogonal sobre g, 2. Asf, obtenemos que O(v) = O(v*v) es un espacio homogéneo reductivo
ortogonal. Luego las geodésicas 6(t) = e*luvw*e*2 poseen longitud minimal entre todas
las curvas contenidas en un entorno de uwvw®.

4.5.3. Esperanzas condicionales

Sea N un dlgebra de von Neumann de M y E : M — N la tinica esperanza condi-
cional que preserva la traza. Nuestro siguiente ejemplo es acerca de la 6rbita unitaria de
FE. Para un estudio detallado de la propiedes geométricas de este ejemplo en un contexto
més general que algebras finitas referimos al lector a los articulos [ArS99] y [ArSQOI].

Definimos una accién de Upq sobre el algebra B(M) de operadores acotados sobre M
mediante

Upm X B(M) — B(M), u-T = Ad(u)oT o Ad(u™).
Consideremos la dérbita unitaria de E con esta acciéon
UE)={u-E : ue M}.
El grupo de isotropia en F usualmente se denomina el normalizador de F,
Ng ={u€lUnm : E(uyu®) = uE(y)u*, y € M}.

Mostraremos ahora que N es un subgrupo algebraico de Upq de orden < 2 (en el sentido
de [BeQfl, [HKTA) del grupo de Lie-Banach Uy. Para cada y € M definimos las siguientes
funciones bilineales

Py : (M x M) x (M x M) — M, y((a,b),(a’,b)) = E(aybt’) — aE(y)Y'.
Entonces basta con tomar los polinomios
py((aa b)) = 7/’1/((@, b)a (CL, b)) = E(ayb) - a’E(y)b

En [ArSQOI] se prueba que para cualquier esperanza condicional fiel y normal, su érbita
unitaria es un espacio homogéneo reductivo de Upq. En nuestro caso, donde el algebra
es finita, probaremos la condicién de ortogonalidad restringiéndonos a la tinica esperanza
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condiconal E que preserva la traza. Los argumentos utilizados estan adaptados a este caso
més sencillo de la Proposicién 4.5 en [ArSOI].
El algebra de Lie de N es el nticleo de la diferencial del fibrado

g : Uy — UE), mp(u)=u-E.
En [ArSOI] se observa que
ge = ker((7g)a) = (N + Mg) N Map,
donde Mg es la subdlgebra de von Neumann de M dada por
g={rxeN'NM : E(xy) = E(yx), Vye M}.

Llamemos F' : M — Mg a la tnica esperanza condicional que cumple 7 0 F' = 7. Si
Z(M) es el centro de M, notemos que E(Mpg) = Z(N). Entonces tenemos una esperanza
condicional F o F : M — Z(N) cumpliendo 7o (E o F) = 7o F = 7. Luego existen tres
proyecciones ortogonales e, f, g in L? (M, 7), respectivamente asociadas con E, F', Eo F
tales que ef = g. Asi, obtenemos ef = fe. Si ahora llamamos

A=FE+F—FEF,

es una proyeccién sobre Mg +N satisfaciendo A(M,p,) € Mgy, Entonces A|pq,, proyecta
sobre (Mg +N) N M,p = gg vy se extiende a la proyeccién ortogonal

Alpmy, : L (M)an — 857,

ah *

porque e conmuta con f. Por lo tanto, podemos aplicar el Teorema [4.4.12

4.5.4. (C*-sistemas dinamicos

En la mayoria de los ejemplos anteriores utilizamos el hecho que M era un algebra
de von Neumann finita para garantizar la existencia de esperanzas condicionales, y luego
probar la condicién de ortogonalidad. Sin embargo, si volvemos sobre la prueba del Teore-
ma[£.4.12) podemos observar que podria haberse demostrado en el contexto de C*-dlgebras
con traza finita. En esta seccién damos un posible ejemplo relacionado con C*-sistemas
dindmicos.

Sea A una C*-dlgebra con una traza fiel 7y (A, G, «) un C*-sistema dindmico. Esto
significa que G es un grupo localmente compacto y « es un morfismo continuo de G en
el grupo Aut(A) de *-automorfismos de A con la topologia de la convergencia puntual.
Supongamos que G es compacto y « es invariante por la traza, es decir, se cumple

T(au(z)) = 7(z)
para todo t € Gy x € A. Consideremos la C*-subdlgebra de A dada por
={zreAdA: aqzr)=2VteG}.

Denotemos por i a la medida de Haar a izquierda normalizada sobre G, podemos definir

_E:A__»AG,zuxy:/QagmdM@)
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Es evidente que E es una proyeccién de norma uno, y por lo tanto una esperanza condi-
cional. Ademas, F preserva la traza

r(E(x)) = /G (o)) du(t) = /G () du(t) = ().

Entonces, el algebra de Lie del grupo unitario U 4¢ que se identifica con .Afh es cerrada y
complementada. Asi, U 4¢ es un subgrupo de Lie-Banach de U4, entonces podemos con-
siderar el espacio homogéneo U4 /U qc. Mas ain, este es un espacio homogéneo reductivo
porque E es invariante para la traza.
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Capitulo 5

Variedades de Stiefel

Sea H un espacio de Hilbert separable de dimensién infinita y B(H) el espacio de

operadores acotados sobre H. Como en los capitulos anteriores denotaremos por || . || a la
norma de operadores, y ademas usaremos la misma notaciéon para la norma de vectores
en H. En este capitulo, J serd un ideal de Banach separable dotado de una norma || . ||5.

Denotamos por U(H) al grupo unitario en H, y Usz(H) al grupo de unitarios que son
perturbaciones de la identidad por un operador J, es decir

Us(H) ={ueld(H) :u—-1€T}.

Es un grupo de Lie-Banach real con la topologia dada por la métrica (uj,uz) — [Jug —uz||3

(ver [BeQd]). El dlgebra de Lie de U5(H) estd dada por
Jah={a€T:a" =—-a}.

Recordemos que la variedad de Stiefel (ortogonal) denotada por St(n,k) en C" (k < n),
consiste en
St(n, k) = { k-uplas ortonormales de vectores en C" }.

Un elemento (vy,...,v;) € St(n,k) se identifica con la isometria parcial que envia los
primeros k elementos de la base candnica de C" a los elementos de esta k-upla. A conti-
nuacién buscamos extender esta nocién a un espacio de Hilbert de dimensién infinita
donde las isometrias parciales pueden tener rango y corango de dimension infinita, aunque
tomando sdlo isometrias parciales compatibles con una isometria parcial fija v y el ideal
J. Entonces definimos la siguiente 6rbita:

S3(v) :={wv : uels(H)},

que denominaremos J-variedad de Stiefel asociada a v. Es evidente que es una érbita
de la accién a izquierda de Us(H) sobre el conjunto de isometrias parciales Z dada por
Us(H) X T — T, (u,v) — uwv. Més atin, podemos mover también el espacio inicial, entonces
es natural considerar

Sty(v) = {uwvw” : u,w € Us(H) },

que llamaremos J-variedad de Stiefel generalizada asociada a v. La correspondiente
accién a izquierda de Uz(H) x Us(H) sobre Z estd dada por Us(H) x Us(H) x T — I,

73
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(u,w,v) — wvw*. Notemos que cada variedad de Stiefel estd contenida en el espacio
de Banach afin v + J, entonces hay definida una topologia obvia inducida por la métri-
ca (v, v2) — |lv1 — v2|5. En este capitulo buscaremos entender algunos aspectos de la
geometria de S5(v) y Sty(v) cuando v es una isometria parcial de rango y corango even-
tualmente de dimensién infinita.

5.1. Caracterizacion espacial

FEn esta seccién daremos una descripcién alternativa de las variedades de Stiefel. Recor-
demos primero la nocién de indice de un par Fredholm de proyecciones ortogonales
(ver por ejemplo [SVZg], [ASS94]). Sean p, q dos proyecciones ortogonales en H con rangos
R(p), R(q) respectivamente. El par (p,q) es Fredholm si gp : R(p) — R(q) es Fredholm.
El indice de este operador es el indice del par (p,q) y lo indicaremos por j(p, q).

Necesitaremos tres lemas para la caracterizacion de las variedades de Stiefel. El primero
lema fue establecido por §. Stratila y D. Voiculescu en [SV7§] cuando J es el ideal de los
operadores de Hilbert-Schmidt. Mds tarde, A. Carey lo generalizé en [Ca87] para cualquier
ideal de Banach separable.

Lema 5.1.1. (Carey) Sean p,q proyecciones ortogonales. Entonces p—q € J y j(p,q) =0
equivale a upu* = q para algin u € Us(H).

El siguiente resultado fue probado en [ST01].

Lema 5.1.2. (Serban-Turcu) Sean H, K espacios de Hilbert separables de dimension in-
finita. Sean Hgy, H1 subespacios de dimension infinita de H y p; la proyeccion ortogonal
sobre cada H; (i =1, 2). Los siguientes enunciados son equivalentes:

» Existen dos isometrias parciales vy, vo en B(IC,H) con rangos Hi y Ha respectiva-
mente tales que v1 — v9 es compacto.

= p1 — pa es compacto y j(p1,p2) = 0.

El siguiente resultado puede interpretarse como un resultado de factorizacién para las
isometrias en la J-variedad de Stiefel asociada a v.

Lema 5.1.3. Sean J un ideal de Banach separable y v, vy isometrias parciales. Entonces
son equivalentes:

1. Eziste u € U3(H) tal que uv = vy.
2. v—wg €T y ker(v) = ker(vp).
Demostracion. 1 = 2. Sea u € U3(H) tal que uv = vg. Entonces tenemos,
v—vg=v—uwv=(1—uvel.

Por otro lado, es inmediato que ker(vg) = ker(uv) = ker(v), y asi hemos probado la
implicacion mas directa.
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2 = 1. Sea vy una isometria parcial cumpliendo v—wvy € J y ker(v) = ker(vp). Supongamos
primero que dimR(v) = co. Como tenemos R(v*) = ker(v)* = ker(vg)* entonces

ug == vov* : R(v) — R(uvp)

define una isometria suryectiva. Entonces dim R(vy) = oo, y v,vg € B(ker(v)*,H) son
isometrias tales que v —vg es compacto. Luego podemos aplicar el Lema[5.1.2] para obtener
J(vv*, vovg) = 0. Como (1—vv*)—(1—wov§) € Ty 0 = j(vv*, vovg) = —j(1—vv*, 1 —vpvf),
por el Lema existe u; € Us(H) cumpliendo u1 (1 — vv*)uj = 1 — voug. Notemos que
up envia R(v)’ sobre R(vg)t, asf la restriccién

uy : R(v)t — R(v)*

es una isometria suryectiva. Entonces, si definimos u := ug®u1, resulta un unitario en H tal
que uv = vg. Ademds, (u—1)vv* = vov* —vv* € Ty (u—1)(1—vv*) = (v —1)(1—vv*) € T,
as{ podemos concluir que u € Us(H).

Supongamos ahora que dim R(v) < oo. Como antes definimos una isometria de R(v) sobre
R(vp), y obtenemos dim R(vg) < oo. Asf, dim R(v)* N R(vg)* = dim(R(v) + R(vg))* = 0.
Sean {7; : j € N} una base ortonormal de R(v)t N R(vo)t y {&; : j € N} una base
ortonormal de H donde los primeros n vectores formen una base de ker(v)*. Sean

_ Ve, 1<5< 3 1< ji<n,
Ufg:{ 'gja _.j_’I’L, UOgj:{v9§]’ _.‘]_TL
77]—7747 .7 > n? Tl]—n, j >n.
Asi 0, Uy son isometrias tal que Uy — ¥ es compacto, luego por la primera parte de la prueba
obtenemos Uy = uv para algun u € Us(H). Finalmente, es facil verificar que vy = uv. O

El proximo resultado nos da una idea de cuanto pueden cambiar el espacio inicial y final
de una isometria parcial en St3(v) para continuar estando en esta érbita.

Teorema 5.1.4. Sean J un ideal de Banach separable y v,vg isometrias parciales. En-
tonces son equivalentes:

1. Existen u,w € U3(H) tales que uvvw* = vy.

~

2. v—v9 €Ty jv*v,vvg) = 0.
3. v—vy €Ty jlvv*,vvf) = 0.
Demostracion. 1 = 2. Sean u, w € Us(H) tales que uvw* = vy. Entonces notemos,
v—1vy=0v—uw =—(u—1vw* —v(w* —1) €7J.

Por otro lado, como vjvg = (uvw*)*(wvw*) = wv*vw*, entonces por el Lema tenemos
que j(v*v,vivg) = 0.

2 = 1. Como suponemos que v —vg € J, entonces v* — v € J. Si multiplicamos la primera
ecuacién por v*, obtenemos v*v —v*vy € J, y si multiplicamos la segunda por vy nos queda
v*ug — vyvo € J. Entonces, si sumamos estas dos tltimas, resulta que v*v — vgvg € J.
Ademas, también estamos suponiendo que j(v*v, vivg) = 0. Entonces, nuevamente por el

Lema tenemos

w(v*v)w* = vy,



76 Capitulo 5. Variedades de Stiefel

para algin w € Uz(H). En particular, notemos que (vow)*(vow) = v'v y v — vow =
v — vy + vo(w — 1) € J. Luego, vow y v son dos isometrias parciales cumpliendo las
hipotesis del Lema Por lo tanto, exite u € U5(H) tal que uv = vow, o de otra
manera, uvw* = vy, como queriamos demostrar.

1 & 3. Se deduce inmediatamente de la equivalencia demostrada anteriormente si reem-
plazamos v por v*. O

Observacion 5.1.5. Notemos que dadas dos isometrias parciales tal que su diferencia
estd en un ideal J, si sus proyecciones iniciales poseen indice igual a cero, entonces también
sus proyecciones finales poseen indice igual a cero. Una afirmacion similar es valida cuando
reemplazamos proyecciones finales por iniciales y viceversa.

FEsto no es cierto para isometrias parciales arbitrarias. Por ejemplo, si v =1 y vy es
el shift unilateral, entonces j(v*v,vivg) = 0, pero j(vv*,vovg) = 1.

Corolario 5.1.6. Sean J un ideal de Banach separable, T el conjunto de las isometrias
parciales y v € T fija. Entonces:

(v+3)NZT = U{vo e(w+I)NT : j(wv,vgv) =k},
keZ

donde los conjuntos de la derecha son sus componentes conexas. Ademds, siempre hay
numerables componentes no vacias.

Demostracion. Llamemos C,, a la componente conexa de vg € (v+J)NZ. Sean k € Z y
v1 € (v+TJ)NZT tales que j(v*v,vjv) = k. Entonces, como (vivg,v*v) y (v*v,viv) son
pares de Fredholm, por la férmula del indice de proyecciones probada en [ASS94], podemos
afirmar:
J(vgvo, vivi) = j(vguo, v*v) + j(v v, viv1) = =k + k = 0.

Por otro lado, como también v —vg € Ty v —v1 € J, tenemos vy — v; € J. Entonces por
el Teorema obtenemos que existen u, w € Uz(H) cumpliendo uvpw* = v;. Como los
grupos Uz(H) son conexos por arcos podemos concluir que v1 € Cy,.

Para probar la otra inclusién, consideremos P el conjunto de proyecciones ortogonales
en B(H). Dada un proyeccién p € B(H), las componentes conexas de (p + J) NP estdn
caracterizadas en [Ca83] como

U{roeP :ip.po) =k}
ke

Entonces si usamos que la funcién
p:(v+I)NT — (p+I)NP, ¢(z)=az"z,

es continua, resulta sencillo probar la inclusiéon buscada.
La afirmacién respecto a la cantidad numerable de conjuntos no vacios se desprende
de la férmula para un par de proyecciones (p, q) Fredholm dada por

j(p, @) = dim(R(p) Nker(q)) — dim(R(q) Nker(p)).

En efecto, como ker(v*v) @ R(v*v) = H, entonces, alguno de los dos subespacios ker(v*v)
o R(v*v) posee dimensién infinita. Luego, se pueden construir isometrias aprovechando
esto. O
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Observacién 5.1.7. La prueba anterior también muestra que la componente conexa de
vo € (v+3J) NI coincide con la drbita Sty(vy).

5.2. Estructura de espacio homogéneo reductivo

En esta seccién probamos que St5(v) es una subvariedad analitica real de v +J y un
espacio homogéneo reductivo de Uz(H) x Us(H). Resultados andlogos son vélidos para
S3(v) y el grupo Us(H), siendo en este caso las pruebas més sencillas.

Primero probamos que la accién de Uz(H) x Uz(H) sobre Sty(v) admite secciones
locales continuas.

Lema 5.2.1. La funcion
Tyt Uz(H) x Uz(H) — Stz(v) Cv+73,  m((w,u)) = uvw™,
posee secciones locales continuas. En particular, es un fibrado localmente trivial.

Demostracion. Sea vy € St(v) tal que ||vg — v||5 < 1. La idea para hallar unitarios que
dependan continuamente de vy estd adaptada de [ACMOQ3]. Recordemos que || .| denota
la norma usual de operadores. Llamemos p = vv*, pg = vovj, asi tenemos:

[P = ppoll = [lvv™ — vo vevgl| < [[v™(1 — vovg)|
= [[(v" = vg)(1 = vovg) | < [lv" =g < [lvo —vfl5 < 1.
Luego,
P — ppop|l < llp — ppoll < 1.

Entonces obtenemos que ppop es invertible en R(p). Tomando las inversas en R(p), si
denominamos s = po(ppop) /% = po|pop| ", notemos que

—1/2 _

s*s = (ppop) ™ 2po(ppop) 1 = (ppop)~"/*(ppop) (Ppop) /2

El siguiente paso es probar que ss* = pg. Primero chequeamos que pop = s|pop| es en
realidad la descomposicién polar, probando las siguientes condiciones:

i) slpop| = polpop|~pop| = pop-
ii) Claramente R(p) = R(ppop) C R(ppo) C R(p), i.e. R(p) = R(ppo). Asi,

ker(s) = ker(p) = R(p)" = R(ppo)" = ker(pop).

Como s es la isometria parcial dada por la descomposicién polar, su espacio final coincide
con R(pop) = R(pp) (estd igualdad se puede probar como en 2. cambiando los roles de py
y p). Luego, tenemos ss* = py.

Por el mismo argumento de arriba,

I(1 = p) = (L =p)(A = po)ll = l[po — ppoll < 1.

Entonces existe una isometria parcial s : ker(p) — ker(pg) que implementa la equivalen-
cia entre 1 — p y 1 — po. Si definimos t = s + &', luego satisface t € U(H) y tvv*t* = voug.
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Anélogamente, podemos construir w € U(H) cumpliendo wv*vw* = v§vy.
Observemos que las isometrias tvw* y vy poseen los mismos espacios iniciales y finales.
Entonces, tomando r = vg(tvw*)* 4+ 1 — vgugj, claramente tenemos r € U(H). Més ain,

rtvw” = vo(tvw™)* (tvw™) 4+ (1 — vovg)tvw™ = vovjve = Vg -

Finalmente, si tomamos u = rt € U(H), y satisface uvw* = vy.
Afirmacion: u,w € Uz(H).

Para mostrar esto, recordemos que vg — v € J. Entonces pg — p € J. Luego,

Ipopl” — p = ppop — p = p(po — p)p € J. (5.1)
Como |ppp| y p conmutan, podemos escribir

popl? = p = (pop| + p)(|pop| — p)-

Més aun, |pop| + p es invertible en R(p), entonces por la igualdad obtenemos

[popl = p = (Ipop| + ) (lpop|* —p) € 3.
En particular, esto implica

pop| ™" = p = |pop| ' (p — popl) € J.
Luego,
s —p = polpopl ' = p = (po — p)lpop| " + p(lpop| " = p) € 3.

Andlogamente podemos mostrar que s’ — (1 — p) € J. Entonces,

t—1=(s—p)+(s—(1—-p))€eT.

Por un argumento similar tenemos que w € Us(H). Asi, si tenemos en cuenta que llamamos
r = vo(tvw*)* + 1 — vyvg, obtenemos

r—1=vy(tvw*)* — vovy
=vo(w — 1)v*t* + vev* (t* — 1) + vo(v* —vj) € J.

Por lo tanto, u = rt € Us(H).

Afirmacion: La funcién
{vo € St3(v) : |lvo—v|l3 <1} Cv+T— Us(H) x Us(H), vo+ (u(vo), w(vy))

es continua.

Para demostrar la afirmacién escribiremos a la funcién anterior como composicién de
funciones continuas. Primero, consideremos la siguiente funcion:

Sty(v) — p+pIp, vy — vovyp.

Es claramente continua. Observemos que debido a ser Cp + pJp un algebra de Banach con
una involucién, multiplicar y tomar inversas son funciones continuas, entonces

p+p3p — p+pIp, vougp > vovdp [vovip |
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es continua. Luego, si llamamos
s: Sty(v) — p+pIp,  s(vo) = vovgp lvovgp| Y,
resulta una funcién continua. Andlogomente, podemos probar que
S Sta(v) — 1 —p+ (1= p)3(1—p),  (v9) = (1= voug)(1 — p)I(1 — voe)(1 = p) |,
define una funcién continua. Sumando estas funciones, obtenemos que
t: Sty(v) — Us(H),  t(vo) = s(vo) + 5'(vo)

es una funciéon continua. Por otro lado, como w estd construido de forma andloga a ¢,
tenemos que vy — w(vg) es continua. Entonces, la siguiente funcién, que bésicamente
consite en multiplicar y adjuntar,

r: Sty(v) — Us(H),  r(vo) = vo(t(vo)vw(vo)*)* + 1 — vv7,
es continua. Por lo tanto, podemos concluir que vy — (r(vg)t(vo), wvp)) es continua. [

El mismo resultado puede ser probado para S3(v).

Corolario 5.2.2. La funcion
Ty Uz(H) — S3(v) Cv+7T,  my(u) =uv,
posee secciones locales continuas. En particular, es un fibrado localmente trivial.

Notemos que el grupo de isotropia en vy € St5(v) de la accién de Us(H) x Us(H) sobre
Sty(v) estda dado por

Gy = { (u,w) € Us(H) x Us(H) : uvg = vow }.
El 4lgebra de Lie es
Gvy = { (:an) € Jan X Jan * 2V = ’on}-

Recordemos que una estructura reductiva para St5(v) es una distribucién suave de espacios
horizontales { Fy,, : vo € St3(v)} que son suplementos para las algebras de Lie de las
isotropias: Fyy @ gvy, = Jan X Jan. Cada F,,, debe ser invariante bajo la accién interior de
Gy, Ahora estamos en condiciones de enunciar el principal resultado de esta seccion.

Teorema 5.2.3. Sea v € B(H) una isometria parcial. Entonces St3(v) es una subvariedad
analitica real de v+ T y la funcion

7y Us(H) X Us(H) — St3(v), m(w,u)) = uvw®,

es una sumersion analitica real. Mds aun, St3(v) es un espacio homogéneo reductivo del
grupo Us(H) x Us(H).
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Demostracion. Sélo debemos aplicar el Lema con G =Us(H) xUz(H), X =v+Ty
xo = v. Notemos que 7, es abierta por el Lema La diferencial de m, en 1 estd dada
por

Op = (Ty)s1 : Jah X Tap — T, Op(x,y) = xv — 0Y.

El ntcleo de esta funcién es el dlgebra de Lie de la isotropia en v que puede ser expresado
como

z11 O v*r1iv 0 ~
= , 1 T11, T22, €J . 5.2
gv {(( 0 >W* < 0 . )v*y) 115 222, Y11 € Jan } (5.2)

Aqui los subindices vv* y v*v indican que la descomposicién matricial es con respecto a
estas proyecciones. Un complemento cerrado para g, es

_ Tl T2 0 v . ~ ~
Fu = {( < _fb 0 ) ) s ( —Z/TQ 0 > ) ) P X11 € Jgh, T12, Y12 € J}. (5.3)
VU vTU

El argumento dado en [ACQO5| para mostrar que el rango es cerrado no depende de la di-
mensién del rango de v. Lo repetimos brevemente a continuacién. Consideremos la funcién

lineal real:
KU:j—>ij7 ]CU:(IC17IC2)7

1
Ki(a) = Evv*av* - Zva*vv* + (1 — vv™)av™ —va™(1 — vv*),
1 * * 1 * * * * * *
Ka(a) =—qva v—}—Zv va*v —v*a(l —v*v) + (I —v*v)a*v.

Entonces puede probarse que 6, o IC,, 0, = d,. Luego §, 0 I, es un idempotente en J, cuyo
rango es cerrado e igual a d,. Como la accion es real analitica tenemos que St3(v) es una
subvariedad analitica real de v + J y 7, es una sumersion analitica real.

Por lo tanto, St3(v) es es un espacio homogéneo de Uz(H) x Us(H). La estructura
reductiva estd dada por {F,, : vi € Stz(v)} como en (5.3). Un célculo directo uti-
lizando las representaciones matriciales de arriba muestra que estos suplementos cumplen
Ad(u, w)(Fy) = Fy, para todo (u,w) € Gy, O

Ahora consideramos el caso S5(v). Observemos que el grupo de isotropia en vy de la accién
de Us(H) sobre S3(v) estd dado por

Gy ={ueUs(H) : uwvg =19 }.

El algebra de Lie es
o ={x €T : zvg =0}

Corolario 5.2.4. Sea v € B(H) una isometria parcial. Entonces S3(v) es una subvariedad
analitica real de v+ 3T y la funcion

Tyt Us(H) — S3(v),  my(u) = uv,

es una sumersion analitica real. Mds ain, S3(v) es un espacio homogéneo reductivo de
Us(H).

Demostracion. Se prueba aplicando el Lema con G =Us(H), X =v+Tyxg=.
Es un corolario de la demostracién del Teorema [5.2.3] O
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5.3. Completitud como espacios métricos

En esta seccién probamos que Sti(v) y Sz(v) son espacios métricos completos con
la distancia rectificable dada por la métrica del ambiente y la métrica cociente. Primero
consideraremos Sty(v). Teniendo en cuenta que m,, es una sumersion, el espacio tangente
de St5(v) en vy es

(TSt3(v) )y, ={xv0 — 0y : T,y € Tap }.
A continuacién describiremos dos métricas que resultan invariantes para la accién de
Us(H) x Us(H) sobre Stz(v). Dado zvg — voy € (TSt3(v) )y, definimos la métrica de
Finsler del ambiente por
Fy(zvg — voy) = ||zve — voyl| 5.

Por otro lado, podemos construir una métrica de Finsler cociente natural. Fijada una
funcién gauge simétrica ® en R?, y dado xvg — vy € (TSt5(v) )y, definimos la métrica
de Finsler cociente por

Fy(zvo —voy) == inf{ ®( ||z +all5, [y +bll7) : avo = vob, a,b € Typ, }.

De hecho, en cada espacio tangente, resulta ser la norma cociente de (Jan X Japn)/Gu,-
Ahora mostraremos que ambas métricas son equivalentes con cotas que no dependen de
v, del ideal J y de la funcién simétrica ®.

Proposicién 5.3.1. Sea zvg — voy € (I'St3(v))y,. Entonces:
1
1 Fy(zvg — voy) < Fa(zvg — voy) < 2 Fy(avg — voy).

Demostracion. Notemos que como ambas métricas son invariantees para la acciéon podemos
suponer v = vg. Usaremos la siguiente desigualdad elemental (ver [GKGQ]): Para toda
funcién gauge simétrica ® y (z,y) € R? tenemos

méx{ |z|, [y[} < @(z,y) < |z + |y|. (5.4)
Para probar la primera desigualdad, observemos que para todo (a,b) € g, obtenemos
Fy(zvo —voy) < (|[z +all5, |ly +bll5) < 2 méx{ ||z +al|5, |ly + bll5 }. (5.5)

En particular, podemos elegir

. ( —x11—2vy11v* 0 > e < —U*xlév—yu 0 ) |
0 —T929 0 —Y22

donde las descomposiciones matriciales son respecto a las mismas proyecciones que en

F2). Luego,

11 —vY110"
— 2 12
|z +all5 < s 0 )

J

<[ (" )L %)
—x, 0 )], 0 0 )|,

_ HLSAIL 0 n 0 xz9v
—xiv 0 5 0 0 5

=2||zv — vylls.
3

<9 z11v —vy1r 0 <9 110 — VY11 VY12
- —x]v 0 5 —]ov 0
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Un argumento similar muestra que ||y + bl|3 < 2[[zv — vy||5. Por lo tanto, por (5.5)
obtenemos

1
1 Fy(zvg — voy) < Fy(zvg — voy).
Para probar la otra desigualdad, fijemos € > 0 y tomemos (a,b) € g, tal que

O(llz +alls, lly +blly) < Fy(zv —vy) + e

Entonces por (.4) tenemos

Fo(zv —vy) = [Jzv —vylls = [[(z + a)v —v(y + b)[|5
<z +alls + lly +blls < 22([lz +alls, [y + bll5)
< 2 Fy(zv —vy) + 2e.

Por lo tanto, podemos concluir
Fo(zv —vy) < 2 Fy(xv —vy),
v la proposicién queda demostrada. ]

Observacion 5.3.2. Cuando consideramos los operadores de Hilbert-Schimidt Bo(H) y la
funcién simétrica es la norma euclidea en R? tenemos que

F,(zvg — voy) = \@Fq(a:vo —VoY)- (5.6)

En este caso, la norma cociente puede ser explicitamente calculada como mostramos a
continuacion. Definamos la proyeccion real acotada sobre g, por

Py, : Ba(H)an % Ba(H)ah — Gy »

P (< T11 a?12> < Y11 y12>):(<””“+§y“”* 0 ) (”‘r“;ﬂ’“ 0 >)
AN\ iy w2 )T\ —yly w22 0 T9 )’ 0 Yo

Es facil ver que P, es la proyeccion ortogonal sobre gy, si uno considera en Ba(H) % B2 (H)
el producto interno inducido

((a1,b1), (az,b2)) = Tr(araz) + Tr(biby),
donde T'r denota a la traza usual. Luego, la expresion de la norma cociente se reduce a

Fy(zvo —voy) = || (1 = Poy) ((7,9)) [|2

donde || . ||2 es la norma de Hilbert-Schmidt en Ba(H) x B2(H) dada por el producto interior
de mds arriba. Ahora la igualdad enunciada en (@) resulta de un cdlculo directo.

Medimos la longitud de una curva suave a trozos y(t) en St3(v) definida en 0 < ¢ <1 por

Luego, la distancia rectificable estd dada por

dq(v1,v2) = Inf{ Ly(7y) : 7y es una curva suave a trozos uniendo~(0) = vy cony(1) = vy }.
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Observacion 5.3.3. Como estamos en una variedad de Finsler de dimension infinita,
deberiamos probar que do(.,.) es una métrica en Sty(v). El unico hecho no trivial es
chequear que dg(v1,v2) = 0 implica vi = va. Sea v una curva suave en Sty(v) uniendo
v1 Y V9, entonces como la recta es la curva de menor longitud en todo espacio vectorial
normado,

1
[vr — v2ll5 s/o F,(3(t)) dt.

Luego, obtenemos
[v1 — vall5 < da(v1,v2), (5.7)

que claramente prueba nuestra afirmacion.

Sea p € B('H) una proyeccién ortogonal y J cualquier ideal de Banach, llamaremos la J-
Grassmanniana G7(p)y correspondiente a la polarizacion H = R(p) @ R(p)* a la érbita
dada por

Gr(p)y = {upu” : uelUs(H)}.

Cuando p posee rango y corango de dimension infinita e J es el ideal de los operadores de
Hilbert-Schmidt esta érbita coincide con la componente conexa de la Grassmanniana

de Sato que contiene a p (ver [ALQOS], [BROTH|, [PSSE]).

Por el Lema tenemos que ¢ € Gr(p)y siy s6losi p—q € Ty j(p,q) = 0. Ahora
necesitamos mostrar que Gr(p)5 es cerrada con la norma del ideal.

Lema 5.3.4. Sea p € B(H) una proyeccién ortogonal. Sea (py)n una sucesion en Gr(p)sy
tal que lim ||p, — polls = 0. Entonces py € Gr(p)s.
n—oo

Demostracion. Es inmediato que pg es una proyeccion ortogonal cumpliendo p — pg € J.
Sélo debemos probar que j(pg,p) = 0. Fijemos n > 1 cumpliendo ||py — pn|l5 < 1. Como
J(pn,p) = 0, si utilizamos la férmula para el indice probada en [ASS94], obtenemos

3(po,p) = §(Po, Pn) + § (P, ) = §(P0, Pn).

El hecho que j(po, prn) # 0 es equivalente con dim(ker(pg) N R(py)) # dim(ker(p,) N R(po)).
Supongamos que dim(ker(pg) N R(p,)) > dim(ker(p,) N R(po)), en particular existe & €
ker(po) N R(pn), ||€]l = 1. Luego, tenemos una contradiccién porque

L= [[g]] = I(po = pu)&ll < llpo = pall < llpo = palls < 1.

El mismo argumento sirve para el caso dim(ker(pg) N R(p,,)) < dim(ker(p,) N R(pp)). O

Utilizando la caracterizacién espacial de St3(v) dada en la Seccién probaremos breve-
mente que es un espacio métrico completo con la distancia rectificable.

Teorema 5.3.5. St3(v) es un espacio métrico completo con la distancia rectificable d .

Demostracion. Sea (vy), una sucesiéon de Cauchy en Sty(v) para la métrica d,. Por la
desigualdad (B.7), (vn)n>1 es también de Cauchy para la norma |[|.[|5. Como J es un
espacio de Banach, existe vg € v + J tal que [lv, — vg|l3 — 0. Utilizando el Lema [5.3.4]
obtenemos que vy € St3(v).
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En el Lema probamos que my,, : Us(H) x Uz(H) — Sty(v) posee seciones lo-
cales continuas. Por lo tanto, para n > 1 suficientemente grande existen wuy,, w, € Us(H)
cumpliendo v, = unyvowy, ||u, — 1|3 — 0y ||w, — 1||37 — 0. Como Uz(H) es un grupo
de Lie-Banach, la funcién exponencial es un difeomorfismo local (prueba como en la Ob-
servacion , entonces existen x,,y, € Jq tales que v, = e*rvpe V", ||zn|lz — 0y
lynll5 — 0. Tomando las curvas v, (t) = e®mvge~ " concluimos que

da(vn,v0) < La(vn) < l|2nlls + [[ynlls — 0,

y el teorema queda demostrado. O

En S;5(v) podemos probar el mismo resultado. Como la funcién m,, : Uz(H) — S5(v) es
una sumersion, el espacio tangente de Sz(v) en vy estd dado por

(TS3(v) )yy ={xv0 : ® € Typ }-
La métrica de Finsler cociente en Sy(v) se reduce a la siguiente expresién:
llzvol|lw, = Inf{ ||z + allz : avo =0, a € Tap, }.
Corolario 5.3.6. S3(v) es un espacio métrico completo con la distancia d.

Demostracion. Es suficiente mostrar que Sy(v) es dg-cerrado en Stz(v). Més aun, pro-
baremos que S3(v) es ||.||5-cerado en St;(v). Sea (vy,), una sucesién en Sz(v) tal que
||l —vol|37 — 0, donde vy € St5(v). Basta con probar que ker(vg) = ker(v). Sea £ € ker(vy),
Il€|l = 1. Para todo n > 1,

[ongll = 1l (vn — v0)€ll < [[vn — voll < [lvn = voll5 — 0.
Como vy, € S3(v), existe u,, € Us(H) cumpliendo v, = u,v. Entonces,
[0€]] = [lupvngll = [longl,

lo que implica
[v€]] = lim [jong]| = 0.
n—oo

Para probar la otra inclusién sea £ € ker(v) = ker(v,), ||£|| = 1. Observemos que
[vog |l < [[(vo = vn )&l < llvo — vall < [lvo = vnlls — 0,
entonces tenemos £ € ker(vg), y la prueba estd completa. ]

Notemos que hay una distancia rectificable d inducida por la métrica de Finsler cociente
F, cuando medimos la longitud las curvas suaves a trozos y(t) en Sty(v) por

1
Liy) = /0 Fy(4(8)) dt.

El siguiente resultado es inmediato de la Proposicion

Corolario 5.3.7. S5(v) y Sty(v) son espacios métricos completos con la distancia recti-
ficable d.
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5.4. Caracterizacion de la distancia rectificable

En esta seccién damos una caracterizacion de la distancia rectificable en St3(v) como la
distancia cociente de grupos. Dotamos a U5(H) con la métrica de Finsler del ambiente, es
decir, ||(z, )| = ®([l2]l3, [yll2) para (2,y) € w3an x uzTan = (TUs(H) X Us(H))) s -
Aqui nuevamente ® es una norma simétrica en R2.

Medimos la longitud de una curva suave I'(t) = (T'1(¢),T'2(t)), t € [0,1], como

1
La(0) = [ (o))
Esto induce una distancia rectificable en Us(H) x U5(H) dada por
d3((uo, wo), (ur, wr)) = inf{ Ly(T') : T C Us(H)xUz(H), T'(0) = (uo, wo), T'(1) = (ur,w1) }.

El siguiente resultado prueba que la distancia rectificable en St5(v) puede ser aproxi-
mada levantando curvas al grupo Us(H) x Us(H). Esta prueba estd adaptada de [ALQO9]
con la diferencia que utilizamos cualquier norma de Banach y no asumimos que la norma
cociente se realice.

Lema 5.4.1. Sean vy, v; € St5(v). Entonces
d(Uo,Ul) == inf{ L;(F) :I'C Uj(H) X Z/{j(H), WUO(F(O)) = o, FUO(F(l)) =1 },
donde las curvas T' consideradas son continuas y C' a trozos.

Demostracion. Consideremos I una curva C1 en Us(H) xUs(H) cumpliendo 7, (T'(0)) = wvo
y T (I'(1)) = v1. Observemos que como la funcién

oo : Us(H) X Uz(H) — St5(v), 7y, ((u, w)) = uvpw™,

es una sumersion analitica real siempre hay de estas curvas. Ahora notemos que la funcién
anterior reduce la longitud de curvas con las métricas previamente definidas en cada va-
riedad. Como la accién es isométrica, basta con chequear que la diferencial en la identidad

vt Jah X Tan — (TStJ(U))voa 51)0((1'73/)) = Tvy — VoY-

es contractiva. Aunque esto resulta inmediato de la definicién de la métrica cociente en
St3(v). Por lo tanto, tenemos d(vg,v1) < L(my, (I')) < L3(T).

Para terminar la prueba, debemos probar que dada « en Sty(v) podemos aproximar
L(~y) con longitudes de curvas en Uy(H) xUz(H) uniendo las fibras de v y v1. Fijemos € > 0.
Sea 0 =ty < t; <...<t, =1 una particiéon uniforme de [0,1] (At; =t; —t,—1 = 1/n) tal
que se cumpla:

L |15(s) = 4(s")|l3 < €/4 si s, ' estan en el mismo intervalo que [t;—1, t;].

2. | L(7) — S0 1At e At | < €/2.
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Por otro lado, para cada i = 0,...,n — 1, existen z;, y; € Jap tales que 0y, (75, vi)) =

&) y @iy | < 17 E) |y + €/2-
Consideremos la siguiente curva I' en Uz(H) x Us(H):

(elo etyo) t€[0,t1)
F(t) B (e(t7t1)$16t1x07 e(t*tl)yl etlyo) t e [tl, t2)

(e(t—tn—1)xn—1 L e(tz—t1)5616t1960’ e(t_tn—l)yn—l o e(tz—tl)yl etlyo) t e [tnfh 1]

Entonces I' es continua, suave a trozos, I'(0) = (1,1) y

n—1 n—1
Ly(T) = > [l(i, y) 1AL <Y A (E) () Ati + €/2 < L(7) + €.
1=0 =0

Afirmamos ahora que m,, (I'(1)) esta cerca de vg. Para ser mds claros en la prueba, denote-
mos a(t) = my, (€0, et%0) — y(t), entonces a(0) = 0, y usando el teorema del valor medio
en espacios de Banach,

[0 (€770, €1%0) — y(t1) |5 = [la(t1) — a(0)]|5 < ||c(s1) |5 At1,

para algun s; € [0,¢1]. Explicitamente,

1700 (€270, €1¥0) — y(t1) |5 < [le*™duq (0, y0))e™ ¥ — F(s1) I3 At

Notemos que dy,((x0,%0)) = ¥(0), y ademés

S1T0 2

€104 (0)e™1 — Y (s1) |3 < |04 (0)e™ ¥ = 4(0) |5 + [[7(0) = F(s1)ll5

El segundo sumando estd acotado por €/4. El primer sumando puede ser acotado del
siguiente modo:

e*1705(0)e ™% — 4(0) 15 = [| (€% — 1)3(0) — F(0)(e ¥ — 1)]|3
< [5(0)ll3ll(em%0 — 1,90 — 1)]| < MAH

donde M := méxte[o’u ”"y(t)Hj AASI’7
o (€170, €71%0) — (1) [5 < (MAt + €/4) Aty

A continuacién necesitamos estimar ||, ( (et2=1)#1eho o(t2=t)y1chvo) ) — (1) 5 que es
menor o igual que

”e(trtl)wletlxovoe*twoe*(trn)yl _ e(trtl)wl,y(tl)e*(trtl)yl 5+
etz Ty (g )em (20— 5 (8) |5
El primer sumando puede ser acotado por

etz 071 (et 2006190 — (1)) g = et 0uge 0 — (1) 3

< (MAtl + 6/4)At1.
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La segunda diferencia puede ser tratada andlogamente a la primera diferencia mas arriba,
le®2=t 7y (ty)e =270 — (1) |5 < (M Aty + €/4) Aty = (M/n + €/4) /n.
Por lo tanto obtenemos
170 (T(t2) ) = v(t2)ll3 < 2(M/n + e/4) /n.
Entonces por induccién tenemos
1700 (D(tn—1)) — v1lls < M/n+ /4 < /2,

si elegimos n lo suficientemente grande. La prueba puede completarse utilizando que
tiene secciones locales continuas, entonces podemos unir I'(¢,—1) con la fibra de v; con
una curva de longitud arbitrariamente pequena. O

Observacién 5.4.2. La funcion exponencial exp : Jop — Us(H), expy,)(2) = €* es
suryectiva. Mds ain, tenemos que

expyy ) ({2 € Jan ¢ |2l S 7 }) = Us(H).

Incluimos brevemente un argumento para probar tal afirmacion. Sea u € Us(H), entonces
utilizando cdlculo funcional Boreliano es posible hallar x = x* tal que ||z| < 7 y € = u.
Cualquier ideal bildtero estd contenido en el ideal K(H) de los operadores compactos,
entonces € = 1+a, a € I C K(H). Un argumento estandar muestra que x € K(H).
Luego el espectro de x consiste en una cantidad numerable de autovalores no nulos de
multiplicidad finita y el cero.

Por otro lado, tenemos la acotacion

m° 1/2 it
(1= T2 < e -1, (5.8)
para t € [—m,w]. Como el cdlculo funcional es positivo
i 1/2 iz
(1= )] < o - 1)

Entonces, si un(.) denota los valores singulares de un operador, obtenemos la correspon-

diente desigualdad para los valores singulares (1 — 7{—;)1/2,un(x) < pin(€® —1), paran € N.
Por la propiedad de dominacion (ver [GKGQ, p.82]), y el hecho que e — 1 € J, podemos

concluir que x € J
Lema 5.4.3. Sean ug, u1,wo, w1 € Us(H), entonces

2
T
(1= Y2 (g, ), (w0, 1)) < Do — woll, Jua — i 1) < la((uto, n), (o, ).
En particular, (Us(H) x U3(H),d3) es un espacio métrico completo y G, es un subgrupo
ds-cerrado.
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Demostracion. Claramente podemos suponer que ug = u; = 1 ya que la multiplicacién
es isométrica. Dado € > 0, existe I' = (I'0,I'1) C Uz(H) x U3(H) tal que T'(0) = (1,1),
I'(1) = (wo,w1) y

Lj(F) < dj((l, 1), (UJO, wl)) + €.

Entonces, como las rectas son curvas de longitud minimal en todo espacio vectorial, tene-
mos

1
Q|1 —woll3, |1 —wil5) < /0 (|| Toll5, IToll5) dt = L3(T") < d5((1,1), (wo, w1)) + €.

La desigualdad buscada es valida pues € es arbitrario. Para probar la desigualdad al revés,
consideremos g, £1 € Jgp, con ||z;|| < 7 cumpliendo €™ = wyg y e** = w;. Notemos que es
posible por la Observacién Entonces la curva T'(t) = (e!®0, et*1), ¢ € [0, 1], une (1,1)
y (wo,w1). Luego,

d3((1,1), (wo, w1)) < Ly(T) = ®([|wol[5, |z1]]5)-

Ahora, aplicando la cota de (5.8)), y pasando a la correspondiente desigualdad entre valores
singulares, tenemos

2
T =
d3((1,1), (wo, wr)) < ([lzolls, l1lls) = (1 = 15) Y20(|1 = woll3, 11— will),

lo que prueba la desigualdad que faltaba.

La completitud de (U3(H) x U3z(H),ds) se sigue de las cotas halladas. En efecto, si
(Un,wp)n es una sucesién de Cauchy con la distancia dj, también es de Cauchy para
O(|| . l5, 1] - [|3)- Como Uz(H) es completo con la norma | .||5, entonces exiten ug,wp €
Us(H) tales que ||uy, — uglly — 0y [Jw, — wol||3 — 0. Es inmediato de las cotas de arriba
que (ug, wp) es el limite de (uy,,w,), con la distancia ds.

Por ultimo, el subgrupo de isotropia GG, es d3-cerrado por las cotas probadas y el hecho,
sencillo de verificar, de ser G, un subgrupo cerrado con la norma del ideal. O

El principal resultado de esta seccién es una versién del Teorema para variedades
de Stiefel. La prueba muestra como se puede razonar de la misma forma y caracterizar la
distancia rectificable como la distancia cociente de grupos dada en el Lema [3.4.1] via la
identificacién Sty(v) = (Us(H) x Us(H))/G,. A su vez, esto da una nueva prueba de la
completitud de St5(v) con la distancia rectificable.

Teorema 5.4.4. Sean v una isometria parcial, ug, wo, ui, w1 € Us(H), y
dj(u(wwg, upvwy) = inf{ dy( (uo, wo), (v1u, wiw)) : (u,w) € Gy }.

Entonces dy = d, donde d es la distancia rectificable en Sty(v). En particular, (St3(v),d)
es un espacio métrico completo y d metriza la topologia cociente.

Demostracion. La distancia cociente d:; estd bien definida porque G, es dj-cerrado en
Us(H) xU3(H). Més ain, como multiplicar por unitarios es isométrico, puede ser calculada
como .

d5(upvwy , upvwy) = inf{ dy( (ug, wo), (viu, wiw)) : (u,w) € Gy }.

Para probar la desigualdad entre las distancias fijemos € > 0. Por el Lema [5.4.1] existe una
curva I' en Uz(H) x Us(H) cumpliendo
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1. I'(0) = (ug, wo), I'(1) = (w1u, wrw), con (u,w) € Gy,
2. Ly(T) < d(upvwg, upvwy) + €.

Luego, tenemos

ds(upvwg , upvwy) < dy( (uo, wo), (uru, wrw)) < Ly(T) < d(ugvwg, ugvwy) + €.

Como € > 0 es arbitrario, obtenemos la primera desigualdad.

Para probar la otra desigualdad notemos que dado € > 0, existe (u,w) € G, cumpliendo
ds( (uo, wo) , (w1u,ww) ) < dy(ugvwy , wyvwy) + €. Entonces existe una curva I' contenida
en Uz(H) x Uz(H) tal que T'(0) = (ug, wp), I'(1) = (wqu, wiw) y

L5(T) < d3( (ug, wp) , (uru, wiw) ) + €.
En consecuencia, tenemos
d(upvwgy, upvwy) < Ly(T) < d3( (uo, wo) , (wiu, wiw)) +€ < dj(uwwé , U vwy) + 2e.

Por lo tanto, hemos probado la igualdad dy = d. La completitud de (St3(v),d) y que d
metriza la topologia cociente se infieren del Lema [3.4.1 O
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Capitulo 6

Curvas minimales en variedades

de Stiefel

El problema de hallar curvas minimales en la J-variedad de Stiefel claramente depende
de la norma del ideal J. El problema de valores iniciales fue resuelto en [ALRQO9 en el
contexto general de espacios homogéneos de los grupos unitarios p-Schatten (p entero par).
Como la variedad de Stiefel asociada al grupo unitario p-Schatten estan dentro de este
contexto, el problema de valores iniciales ya estd entendido. Entre los problemas acerca
de curvas minimales con diferentes normas que aun no estdn resueltos, en esta seccion
nos interesamos en curvas minimales en las IC(H)-variedades de Stiefel, donde KC(H) es el
ideal de los operadores compactos. Denotemos por St.(v) a la K(H)-variedad de Stiefel
generalizada asociada a una isometria parcial v. Es decir,

Ste(v) ={vo €T : v—1v9 € K(H), j(vgve,v*v) =0}.

El grupo de isotropia en vy € St.(v) y su dlgebra de Lie g,, se calculan como ya hicimos en
el caso general de cualquier ideal de Banach. La métrica de Finsler cociente de un vector
tangente xvg — voy € (T'Ste(v))y, estd dada por

|lzve — voy|lv, = f{||(z + a,y + b)|| : avg = vob, a,b € K(H)an }-

Aqui tomamos como norma del producto ||(z,y)|| = max{||z|, ||ly|l }, donde ||.| es la
norma usual de operadores. Recordemos que St.(v) es una subvariedad analitica real de
v 4+ K(H) y un espacio homogéneo del grupo unitario Fredholm, el cual lo denotaremos
por

U(H)={ueld(H) :u—1eK(H)}.

En el articulo [ALQ9] se demuestran las propiedades métricas de este grupo que damos
a continuacién. La longitud de una curva I'(t), t € [0,1], en U.(H) estd medida con la
métrica de Finsler dada por la norma de operadores dada por

1
Loo(T) = /0 1) d.

Las curvas I'(t) = ue'®, donde u € U.(H) y 2 € K(H)an tales que ||z]] < 7 son curvas
de longitud minimal a lo largo de su recorrido. Entonces dotamos a U.(H) x U.(H) de la

91
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métrica producto inducida por la norma producto: ||(zg,z1)| = méx{ ||zol, ||z1] }, para
(z0,21) € woK(H)an X 1/ X(H)qn- El funcional longitud en U.(H) x U.(H) de una curva
I' = (T'1,Ty) lo denotaremos también por Lo (I') ya que no se presentaran confusiones con
el funcional longitud en U.(H). Notemos que si I'1, I'y son geodésicas minimales en U.(H),
es sencillo ver que I' = ("1, '2) es una geodésica minimal en U.(H) X U.(H), si medimos
las longitudes con la métrica producto. Con respecto a las correspondientes distancias
rectificables en U (H) y U.(H) x U.(H), ambas las denotaremos por d.

6.1. Compactos y el problema de valores iniciales

En [DMRO4] el problema de valores iniciales para espacios homogéneos del grupo unitario
se resuelve en la categoria de algebras de von Neumann con unidad. En nuestro caso, no
podemos utilizar las mismas técnicas porque g, no es la parte antihermitiana de ningin
algebra de von Neumann. En efecto, el conjunto de los pares (a,b) tales que av = wvb
no es autoadjunto ni cerrado en la topologia débil de operadores. Sin embargo, podemos
adaptar el argumento de convexidad dado en [ALQ9 para hallar curvas minimales cuando
la isometria parcial v tiene rango finito.

Sean v una isometria parcial y vg € St.(v). Un par (z1,y1) € K(H)an X K(H)an tal que
x1vp — voy1 = xvo — vy Y [(x1,91)|| = [|zvo — voyl|v, serd llamado levantado minimal
para el vector tangente xvg —vgy. Los levantados minimales son importantes para nosotros
porque a partir de estos podemos hallar curvas minimales. El siguiente resultado establece
la existencia de levantados minimales cuando v tiene rango finito.

Proposicién 6.1.1. Sea vy € St.(v), siendo v una isometria parcial de rango finito. Sean
x,y € K(H)an, entonces existe (a,b) € gy, cumpliendo ||zvg — voyllv, = ||(z + a,y + )]

Demostracion. Como la accién es isométrica podemos suponer v = vy. Podemos argumen-
tar como en el Teorema 6.1 en [DMRO4] para encontrar una sucesion ((ayp, by)), en g, tal
que (an,bn) — (a,b) en la topologia débil de operadores y ||(z + a,y + b)|| = [|lxv — vy||».
Notemos que a,b € B(H)qn v av = vb, pero a,b pueden no ser compactos.

Denotamos la proyeccién final de v por p = vv* y ¢ = v*v la proyeccién inicial de v.
Para obtener operadores compactos que realicen la norma cociente, notemos que av = vb
si y sélo si ap = pa, bg = qb 'y qbg = v*av. Luego el par (a,b) puede ser escrito como:

a_(an 0 ) b_(v*anv 0 >
0 ax /) 0 b )/

Aqui los subindices p = vv* y ¢ = v*v indican que las matrices estan siendo pensadas
respecto a estas proyecciones.

Recordemos la solucion de Krein al problema de extensién para un operador autoad-
junto (ver [KxdT]): Dada una matriz 2 x 2 de operadores

(+7)

encontrar un operador Z de manera tal que la matriz de operadores resultante posea
norma minima. M. G. Krein prob6 en [Krd7] que siempre hay una solucién y puede no ser
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Unica, aun en el contexto de operadores no acotados. Mas recientemente, Davis, Kahan y
Weinberger [DKWS82] construyeron férmulas explicitas para Z. En particular, mostraron
que si la matriz incompleta tiene operadores compactos como entradas entonces existe una
solucién compacta Z.

Como v posee rango finito, el operador a1; también tiene rango finito. De acuerdo al
problema de extensién, podemos agregar un operador compacto ab, : p(H)* — p(H)*

tal que
r11 +ai 12 < r11 +an T12
/ — .
—T7y T22 + Qoo —Z7q T22 + a2

Si repetimos este argumento para encontrar ahora un operador compacto antihermitiano
ho  q(H)* — q(H)* cumpliendo

< y11 +v*anv Y12 > < < y11 +v*anv Y12 >
—Yi2 Y22 + by - —Yi2 Y22 + b2 ’

Ahora si llamamos
0 v*ajv 0
a’:<a11 )7 b’:< 11 )
0 ah 0 5

Iz +d'y + V) < ll(2 + a,y + D) = [lzv = vyl

Entonces se verifica

Por lo tanto, hemos obtenido ||(z + a',y + V)| = ||[zv — vy||y, con (d’, V) € g,. O

Nuestra solucion del problema de valores iniciales depende del siguiente resultado de con-
vexidad de la distancia rectificable en U.(H).

Lema 6.1.2. (Teorema 2.7 en [AL0Y]) Sean v € U.(H) y 8 : [0,1] — U.(H) una curva
minimal tal que doo(u, 3) < 7/2. Entonces g(s) = doo(u, 3(s)), s € [0,1] es una funcién
conveza.

Lo utilizaremos con una pequena modificaciéon. En realidad, necesitamos una version para

Ua(H) x U(H).

Lema 6.1.3. Sean u,w € U.(H) y (:[0,1] — U(H) x U.(H) una curva minimal tal que
doo((u,w), B) < w/2. Entonces g(s) = doo((u,w), B(s)), s € [0,1] es una funcidn conveza.

Demostracién. Como conocemos las curvas minimales de U.(H), entonces podemos cons-
truir = (B1,02) una curva de longitud minimal en U.(H) x U.(H). Esta también
posee longitud minimal en U.(H @ H), que resulta ser el grupo unitario de Fredholm
de B(H & H). Entonces dados (u;, w;) € U.(H) x U.(H), i = 1,2, tenemos que la distancia
rectificable doo((u1,w1), (u2,w2)) en U.(H) X U.(H) coincide con la distancia rectificable
doo ((u1,w1), (u2, w2)) en U(H & H). Por lo tanto, el resultado enunciado se deduce del
Lema aplicado a U.(H & H). O

Ahora presentamos el teorema principal de esta seccion.
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Teorema 6.1.4. Sean v una isometria parcial de rango finito, vy € St.(v) y zvy — voy €
(T'Stc(v))y, tales que ||xvo—voyllv, < 7/2. S0 (21, 22) es un levantado minimal de xvo—uvoy,
entonces la curva §(t) = e*1ve™'*2 posee longitud minimal si [t| < 1.

Demostracion. Claramente podemos suponer vy = v. Debido al Lema [5.4.1] alcanza con
comparar las longitudes de A(t) = (e'*1,e!*2) y T, donde I' es una curva suave a trozos en
U(H) X U.(H) uniendo (1,1) y un unitario en la fibra 6(1). Observemos que A levanta a
0 y satisface

Loo(A) = L(8) = [|(z1, 22) || < 7/2.

Si Loo(I') > m/2, entonces no hay nada que probar. De otro modo, tenemos I'(1) =
(e, e), donde ai, ag € K(H)an v ||(a1,a2)|| < 7/2. Notemos que I' y A pueden tener
puntos finales distintos, sin embargo satisfacen

ai 22

e"tye” " = *lye”

Luego, obtenemos e% = e%eb, i = 1,2, donde (b1,bs) € g,. Como estamos suponiendo

(a1, a2)|| < 7/2y ||(21, 22)|| < 7/2, es inmediato que ||(b1,b2)]] < 7. Por lo tanto, la curva
B(t) = (e*1eth, e*2¢th2) es una geodésica de longitud minimal uniendo (e, e?2) y (e, e92).
Consideremos la siguiente funcién:

F(t) = doo((1,1), (1)) = || (log(e ™), log(e*2e™2) ) ||, t € [0,1].

Afirmacién: f tiene un minimo en ¢ = 0.

Como f es convexa por el Lema basta con analizar las derivadas laterales en este
punto. Podemos suponer ||(z1,22)|| = ||z1]|. Por continuidad, tenemos ||log(e*1ef1)| >
| log(e*2e2)|| para t pequefio. Luego para calcular la derivada a derecha 0% f(0) de f en
t = 0 alcanza con considerar

Jim = { [ log(e™ ) ~ a1}
Por la formula de Baker-Campbell-Haussdorff tenemos la siguiente aproximacién lineal
log(e*e) = 21 4 thy + R(z1,thy),
siendo lim;_.g w = 0. Entonces,
12 + thi| = || Ra(zi,th:) | < [[log(e*e®)|| < [|2i + thill + || R(zi, bs) |-

Para t > 0, tenemos

1 1 1 ;
TUlar - tball =zl = SR C=, b)) < S { [ log(e )| =zl

IN

1 1
7 Ul + ool = flzall 4+ 1Rz, byl
Si tomamos el limite ¢ — 07, obtenemos

, 1
o+ £(0) = lim {llz+ tha 1z )
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Notemos que las derivadas a derecha de arriba existen debido a la convexidad de la norma
(ver [Ph89 por ejemplo). Como (21, 22) es un levantado minimal, se cumple ||z1 + tby|| >
|| 21|, para t suficientemente pequeno, entonces 91 f(0) > 0. Andlogamente podemos probar
un enunciado similar para para la derivada a izquierda, i.e. 9~ f(0) < 0. Por lo tanto, hemos
demostrado nuestra afirmacién.

Ast f(0) < f(t), para todo t € [0,1]. En particular, obtenemos

L(A) = [I(z1, 22)[| = £(0) < f(1) = [[(a1, a2)|| < Loo(T).
O

Observacién 6.1.5. En la prueba sélo utilizamos la hipdtesis sobre el rango de v para
garantizar la existencia de levantados minimales. No sabemos si existen levantados mi-
nimales cuando la isometria parcial no posee restricciones sobre su rango. Una solucion
a este ultimo problema de existencia nos llevaria a una solucion general del problema de
valores iniciales.

Cuando v es una isometria en [ARVOT] se resolvié el problema de valores iniciales en la
6rbita {uv : w € U(H) } sin restricciones sobre el rango utilizando técnicas diferentes. Si
consideramos

Sc(v) ={uwv : uel.(H)},

como mencionamos en la prueba de la Proposicién[6.1.1], Davis et al. en [DKWS&2| probaron
que el operador x : vv*(H) — H posee una extensiéon compacta z cumpliendo que
llzv]| = ||z||. Asi la existencia de levantados minimales estd garantizada en este caso.
Entonces el problema de valores iniciales puede ser resuelto en S.(v) sin restricciones
sobre el rango de v.

Corolario 6.1.6. Sean v una isometria parcial, vo € Sc(v) y zvg € (TS3(v))y, tales que
|lzvo|| < 7/2. Si z es un levantado minimal de zvg, entonces la curva 6(t) = et
longitud minimal si [t] < 1.

vy posee

6.2. Algunas direcciones especiales

A lo largo de esta seccion no impondremos ninguna hipétesis sobre el rango de v.
Mostraremos algunas curvas particulares en St.(v) que son minimales a lo largo de su
recorrido. Necesitamos primero mencionar algunas propiedades de la érbita O, de una
proyecién p por la accién natural de U.(H) sobre el conjunto de proyecciones, i.e.

Op ={upu* : vel.(H)}.
El espacio tangente en py € O, estd dado por
(TOp)py = { 2P0 — pox : € K(H)an }-

Es una subvariedad analitica real de p + IC(H) y un espacio homogéneo de U (H). El
algebra de Lie de la isotropia en py € O, es

Opo = {2 € K(H)an : zpo = pox }.
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Se puede definir una métrica cociente || . ||p, usando la norma de Banach de KC(H)an/8po

l2po = pozllp, = nf{ ||z +al| = a € gp, }-

En este espacio homogéneo la métrica puede ser explicitamente calculada. Dada una

proyeccioén p, una matriz de 2x 2 de operadores x es codiagonal si prp = (1—p)z(1—p) = 0.

Es un hecho conocido que las matrices codiagonales poseen norma minima entre todas las

posibles matrices que se obtienen variando la diagonal. Asi la norma cociente coincide con

la norma de operadores en cada vector tangente, i.e. ||xpy — pox|/p, = ||zpo — pox||.
Entonces si medimos la longitud de una curva suave a trozos vy en O, como

1
Liy) = /0 @)l d.

En el articulo [PRSTD] se probé que las curvas §(t) = epoe~t, ||z|| < 7/2 y = codiagonal
con respecto a pg son geodésicas de longitud minimal uniendo sus puntos finales en la
érbita unitaria de una proyeccién en una C*-algebra arbitraria. Como O, esté contenida
en la érbita unitaria de py en B(H), las curvas §(t) = e®poe ™, ||z| < 7/2, z compacto y
x codiagonal con respecto a pg poseen longitud minimal en Op,.

Dadas dos proyecciones fijas p, ¢, podemos considerar la variedad producto O, x O,.
Es un espacio homogéneo del grupo U.(H) x U.(H) y una subvariedad analitica real de
(p,q) + K(H) x K(H). Damos la métrica producto (o cociente) dada por

[ (xpo — po, oy — yqo)|| = max{ [|zpo — pox| , lygo — qoyll },

donde pg € Oy, qo € Oy y x,y € K(H)qn. Como quedara claro por el contexto conservare-
mos la misma notacién L(vy) para la longitud de una curva v en O, x O,. El siguiente
resultado es evidente.

Lema 6.2.1. Sean z,y € K(H)qn tales que ||(z,y)|| < 7/2. Supongamos que x es co-
diagonal con respecto a po € Op e y es codiagonal con respecto a qo € O,. Entonces
5(t) = (e"poe ', e qoe™) posee longitud minimal entre todas las curvas suaves Op x O,
uniendo los mismos puntos.

Como es habitual, utilizamos las notaciones p = vv* y ¢ = v*v. Consideremos la siguiente
funcién:
p: Stv) — Opx Oy, pluvw’®) = (upu*, wqw*)

Es sencillo mostrar que ¢ esta bien definida y es suave. La diferencial de ¢ en vy € St.(v)
esta dada por

Gyt (TSte(V))y — (TO)py X (TO)gy, Py (V0 — VoY) = (TPo — PoT, Ygo — qoy)-

En el siguiente lema probamos que esta funcién reduce longitudes cuando en St;(v) se
mide con la norma cociente y en O, x O, con la norma de operadores producto.

Lema 6.2.2. Sean vy € Ste(v) y z,y € K(H)an. Entonces

[ @sw0 (00 — voy) || < [|2vo — VoY, -

En particular, siy es una curva en St.(v), entonces L(pvy) < L(7).
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Demostracion. Notemos que ¢ es equivariante para las acciones de U.(H) x U.(H) sobre
St3(v) y Op x Oy4. Més atin, ambas acciones son isométricas. Entonces es suficiente probar
nuestra afirmacion para vo =v, po =py q = ¢.

Notemos que av = vb si y sélo si ap = pa, bg = gb y qbq = v*av. Entonces, tenemos

[psvo (2v0 — voy) || = I(zp — P2\ 0y — Y|
=inf{||(x +a,y+b)| : ap=pa, ¢b =bqg and a,b € K(H)an }
< tf{ [(z+ ay + )|  av = vb, a,b € K(H)ur } = 2w — vy

y asi nuestro resultado estd probado. La afirmacién acerca de las curvas se deduce ahora
rapidamente. O

Observacion 6.2.3. La desigualdad anterior es dptima. Si x,y € K(H)qn tales que x es
codiagonal con respecto a p e y es codiagonal con respecto a q, entonces ambas métricas
alcanzan su minimo en (a,b) = (0,0). Entonces,

(xp — px,qy — yq)|| = |lzv — vyl .

En particular, esto implica que la curva §(t) = et®ve™, satisface L(5) = L(¢9).

Teorema 6.2.4. Sean vy € St.(v) y x,y € K(H)an tales que ||(z,y)| < 7/2. Six es
codiagonal con respecto a py = vov§ e y es codiagonal con respecto a qo = vjvg, entonces
la curva 6(t) = e®vge™ posee longitud minimal en St.(v) entre todas las curvas suaves
uniendo los mismos puntos.

Demostracion. Sea v una curva en St.(v) uniendo vy y e®vge Y. Observemos que las
curvas ¢ y @6 unen los mismos puntos en O, x O,. Por lo tanto por el Lema
tenemos L(pvy) < L(y). Entonces, por el Lema y la Observacién obtenemos

L(0) = L(pd) < L(py) < L(7),

lo que demuestra el resultado. O
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