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Introduccion

El objetivo de esta tesis es estudiar ciertas clases de operadores lineales y aco-
tados definidos sobre un espacio de Hilbert H. En primer lugar, nos dedicaremos a
clases de operadores definidas por medio de propiedades heredadas de la estructura
del espacio de Hilbert. Por ejemplo, isometrias, operadores unitarios, isometrias par-
ciales, como asi también operadores compactos y de clase p-Schatten. En segundo
lugar nos dedicaremos al estudio de clases de operadores definidas por medio de
una estructura mas débil que la del espacio de Hilbert, a saber, una estructura de
espacio semi-Hilbertiano. Finalmente, veremos cémo se relacionan estas clases de

operadores definidas bajo distintas estructuras.

Denotemos con L(H) al dlgebra de operadores lineales y acotados en el espacio
de Hilbert H. Observemos que dada una base ortonormal de H, = = (& )ren, todo
operador T' € L(H) queda univocamente determlnado por la sucesion (T&)ken- A

saber, para todon = Z ckér € H se tiene que Ty = Z e TE. Luego, con el objetivo
k=1 k=1
de estudiar clases de operadores en L(H), surgen naturalmente las dos preguntas

siguientes: Si = = (& )ken €s una base ortonormal de H entonces

1. dada una sucesion (¢ )reny en H, jbajo qué condiciones existe T' € L(H) tal
que (T )ken = (Y )ren?

2. Dado un operador T' € L(H), ;cémo se reflejan las distintas clases de opera-
dores sobre la sucesion (T'€)gen?

La respuesta a la primer pregunta la dan las sucesiones de Bessel. Dada una
sucesion ¥ = (Y )keny en H, se dice que 1 es una sucesién de Bessel si existe una
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constante positiva By, tal que

Z ’<f>¢k>‘2 < BiPH5“27

00
k=1

para todo £ € H. Si ademads existe A, > 0 tal que

AgllEl® <D el

k=1

para todo & € H, entonces se dice que 1 es un marco (“frame”, en inglés). Deno-
taremos con Bess(H) al conjunto de las sucesiones de Bessel de H. En el capitulo
2 probamos que, independientemente de la base ortonormal =, existe T € L(H) tal
que (Vr)ken = (T€k)ren sty s6lo si (g )keny €s una sucesion de Bessel. Dicho de
otro modo, T" € L(H) siy sélo si (T )ken es una sucesiéon de Bessel. Mds aun, la

aplicacion
az : L(H) — Bess(H) tal que a=z(T) = (T¢)ken,

es biyectiva. Es decir que, fijada una base ortonormal de H, todo operador de L(H)
queda univocamente determinado por una sucesion de Bessel. La segunda pregunta
se traduce en la posibilidad de caracterizar distintas clases de operadores de acuerdo
con la sucesion de Bessel asociada. Puesto que deseamos que dicha caracterizacion
sea independiente de la base ortonormal con la que se haya definido la sucesién, la
clase de operadores sobre la cual tiene sentido la pregunta queda bastante limitada. A
saber, s6lo aquellas clases que resulten invariantes a derecha por operadores unitarios
podran ser caracterizadas. Recordemos que los operadores unitarios se caracterizan
por preservar bases ortonormales. A pesar de que esta condicion sobre las clases de
operadores que pueden ser caracterizadas es muy restrictiva, existen varias clases que
la cumplen. Por ejemplo, los operadores suryectivos, unitarios, isometrias, isometrias
parciales, entre otros, verifican esta condiciéon. En particular, las isometrias parcia-
les seran de especial interés en esta tesis puesto que presentan diversas aplicaciones
dentro de la teoria de operadores. Por ejemplo, juegan un rol fundamental en la des-
composicion polar de operadores. Ademas, varias clases como isometrias, operadores
unitarios y proyecciones ortogonales son, en particular, isometrias parciales. En la

seccion 2.2 presentamos la caracterizacion de las isometrias parciales de acuerdo a



su sucesion de Bessel asociada. Asimismo, recopilamos algunas otras caracterizacio-
nes conocidas. Por ejemplo, es bien sabido que T' € L(H) es suryectivo si y sélo si
az(T) = (T )ken es un marco. Dentro del conjunto de clases de operadores que
resultan invariantes a derecha por unitarios se encuentran las clases de operadores
compactos y de operadores de clase p-Schatten, desde ahora denotadas con &, (H)
y 6,(H) respectivamente. Nuestro objetivo en la tltima seccién del capitulo 2 es
caracterizar estas clases de operadores. Recordemos que todo operador compacto T'
es, en cierto sentido, “diagonalizable”. Mas precisamente, T' = > \,(T') (¢n, .) vy,
para algin par de conjuntos ortonormales (¢,), (v,) v una sucesién decreciente a
0 de nimeros no negativos (Ay)nen € ¢o = {(¢n)neny : ¢ — 0}. Se dice que T
pertenece a la clase p-Schatten (1 < p) si (A,) € I¥ = {(ca)nen : Yoy |cn|” < 00}
En la Proposicién probamos que

ap(Go(H)) = {¥ € Bess(H) : (By~)nen € ¢o donde ¢ = (¢g)ksn}-

Finalmente, en la Proposicién caracterizamos az(6,(H)), para 1 < p.
En el capitulo 3, nos dedicamos al estudio de una clase de operadores mas amplia

que la de los operadores p-Schatten. A saber, los operadores de la forma

Mm(#}k)(d)k) = Z My, <¢na > Yn,

donde (¢,), (¢,) son sucesiones de Bessel y m € [® = {(c,)neny : existe M >
0 tal que |c,|] < M para todo n € N}. Dicho operador se llama multiplicador
de Bessel de las sucesiones de Bessel (¢,), (¢,). La sucesion m = (my) se llama el
simbolo del multiplicador. Esta clase de operadores fue definida por P. Balasz en [ y
surge como una extension de los multiplicadores de Gabor, para sucesiones de Bessel.
Se recomienda consultar [20], para un estudio sobre multiplicadores de Gabor. Los
mutiplicadores de Bessel presentan distintas aplicaciones. Por ejemplo, P. Balasz en
[ los usa para resolver un problema de aproximacién de matrices. En la primer parte
de este capitulo estudiamos el operador M,y )(¢,) bajo distintas condiciones sobre el
simbolo. Méds precisamente, P. Balasz en [] probé que si m € ¢y entonces My, )(45)
es compacto y sim € [* (resp. [?) entonces M) (41, PeTtenece a la clase 1-Schatten
(resp. 2-Schatten). Nosotros completamos este resultado probando que si m € [P
para p > 1 entonces M, (y,)(s,) Pertenece a la clase p-Schatten (ver Proposicién
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. También presentamos resultados referidos a la continuidad del multiplicador
respecto de las sucesiones de Bessel y el simbolo. En la segunda parte del capitulo,
extendemos el concepto de multiplicador de Bessel para sucesiones de Bessel de
fusién. La nocion de sucesion de Bessel de fusién introducida por P.G. Casazza y G.
Kutyniok en [I4] extiende la nocién de sucesién de Bessel y es, actualmente, un area
de gran interés puesto que presenta importantes aplicaciones (ver [, [E3]). Dada
una familia {(W;,w;) }ier donde I denota un conjunto finito o numerable, W, i € I,
son subespacios cerrados de H y w; > 0 para todo i € I, se dice que {(W;,w;) }ier
es una sucesion de Bessel de fusion si existe una constante B > 0 tal que

> Wil Pwé

iel

* < Bligl®,

para todo ¢ € 'H, donde Py, denota la proyecciéon ortogonal sobre el subespacio W,.

Si ademads existe una constante A > 0 tal que

AJEIP < Wi llPw,é

el

%

para todo £ € H entonces {(W;,w;)}ier se llama marco de fusién. Se recomienda
consultar [[4],[15], 4] y sus referencias, por un estudio tedrico de las sucesiones de
Bessel de fusion. Dadas W = (W;,wi)ier vy V = (Vi, V;)ier dos sucesiones de Bessel
de fusion definidas sobre el mismo espacio de Hilbert, H, y m € [*° definimos como
el multiplicador de Bessel de fusion de las sucesiones YW y V al operador

Smyw : H — H definido por Smyw(§) = Y _,c; miviw; Py, Py, €.

Dicho operador resulta acotado y estudiamos sus propiedades de acuerdo con si el
simbolo m pertenece a cq o [P (ver Proposicién B.2.4)). A diferencia de los resulta-
dos obtenidos para los multiplicadores de Bessel, son necesarias hipdtesis extras,
referidas a las dimensiones de los subespacios W;, con el fin de obtener conclusio-
nes similares. Asimismo, presentamos ejemplos que ilustran la necesidad de estas
hipétesis. Finalmente, estudiamos el caso m = (1,1, 1...), el cual fue analizado, pero
en otro contexto, en 2§. Nosotros estudiamos bajo qué condiciones S,y resulta
compacto o pertenece a la clase p-Schatten (Proposicién .

Hasta ahora nos hemos dedicado al estudio de distintas clases de operadores en
L('H) bajo la estructura de H. En el capitulo 4, nuestro objetivo es estudiar clases de
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operadores en L(H) que resulten isométricos, unitarios o parcialmente isométricos
con respecto a un semi-producto interno adicional en el espacio de Hilbert. Mas
precisamente, consideramos el semi-producto interno inducido por A € L(H)" =

(T € L(H) : (T€,&) >0 V¢ € HY dado por

(€,m) 4 = (A&, m) , para todo &, n € H.

Llamamos espacio semi-Hilbertiano a (H,(, ),). En principio, vale la pena notar
que, salvo que A resulte inversible, no todo operador T' € L(H) admite un operador
adjunto respecto a (, ),. En efecto, W € L(H) serda un adjunto de 7" respecto
a (, ), (lollamaremos A-adjunto) si (T¢,n), = (£, Wn), para todo £, € H o,
equivalentemente, si AW = T*A. En lo que sigue denotaremos

La(H)={T € L(H) : T admite A-adjunto}.

Observemos que 7' € La(H) si y solo si la ecuacién AX = T*A tiene solucién. Mas
aun, las soluciones de dicha ecuacién son A-adjuntos de T. En el estudio de este
tipo de ecuaciones de operadores juega un rol importante el teorema de inclusion de
rangos de R. G. Douglas 25]. Brevemente, el teorema de Douglas dice que la ecuacién
BX = C' con B, C operadores lineales y acotados, tiene una solucion lineal y acotada
D siy sélosi R(C') C R(B); ademés, entre sus soluciones existe s6lo una que verifica
R(D) C R(B*) a la cual se llama solucién reducida. Por lo tanto, dado T' € L4(H)
distinguimos por T# al A-adjunto de T que resulta ser la solucién reducida de la
ecuacién AX = T*A. Dicho operador T* presenta propiedades similares, pero no
idénticas, al adjunto T™. En la primera seccién del capitulo 4, estudiamos distintas
propiedades de T*. Dentro de L 4(H), los operadores T que son autoadjuntos respecto
a (, ), es decir AT = T*A, se llaman “simetrizables” (con respecto a A) o A-
autoadjuntos. Vale la pena destacar que, en general, que T sea A-autoadjunto no
es equivalente a T = T*. Los operadores simetrizables han sido estudiados desde
mediados del siglo XX. Recomendamos consultar el trabajo de M. G. Krein [39],
y ademas los articulos de A. C. Zaanen [BH], W. T. Reid A2, J. Dieudonné [24],
P. Lax [Bd], y los libros de Zaanen [B0] y Istratescu [B3]. En particular, a lo largo
de esta tesis, trabajaremos con proyecciones A-autoadjuntas. Notemos que dado
un subespacio cerrado § de H y @ € L(H) una proyeccién con rango S entonces
A=QQ+ (I —-Q)(I—-Q) € L(H)" (méas ain, A es inversible) y @ resulta
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A-autoadjunto. Sin embargo, fijado el subespacio cerrado S y el operador positivo
A, no siempre existe una proyeccién A-autoadjunta con rango S. Corach et al. [T
denominan a un par (A, S) compatible si existe una proyeccién con tales propiedades.
Tanto en [[d] como en los trabajos posteriores 0], 1] y B2, se estudian distintas
condiciones para la compatibilidad de un par dado.

Asi como no todo operador en L(H) admite A-adjunto tampoco, en general, todo
operador resulta acotado respecto a la semi-norma || |4 = /{, ). Denotaremos

con

LA1/2(H) = {T € L(H) :de>0, HTfHA < CHf”A VE € H},

y llamaremos A-operadores a los operadores de L 41/2(H). Un resultado reciente de
S. Hassi, Z. Sebestyén y H. de Snoo [B2] implica que Ls(H) C L 1/2(H). Es decir,
todo operador que admite A-adjunto resulta acotado respecto de || ||4. En lo que
resta del capitulo 4, nos dedicamos al estudio de distintas clases de operadores sobre
el espacio semi-Hilbertiano (H,(, ),).

En primer lugar, estudiamos las contracciones respecto a ( , ), . Dado T' € L(H)
se dice que T es una A-contraccion si ||T€||a < ||£]|a para todo & € H. Si ||T¢]|a =
I€]l4 para todo £ € H entonces se dice que T' es una A-isometria. Equivalentemen-
te se define que T es una A-contraccién (resp. A-isometria) si T*AT < A (resp.
T*AT = A). Las A-contracciones han sido estudiadas en diversos trabajos. Cabe
citar los siguientes trabajos de L. Suciu [H],[E2] y [B3] donde se estudian distintas
propiedades ergodicas y de descomposicion del espacio asociadas a A-contracciones.
Por ejemplo, en [BI] se prueba que si T es una A-contraccién entonces H admite
la descomposicién ortogonal H = R(A — AT) @ N(A — AT), donde N(A — AT)
denota el espacio nulo y R(A — AT') el rango del operador A — AT'. Nosotros nos
concentramos en las A-isometrias. En primer lugar, en la Proposicién [4.2.6| caracte-
rizamos a las A-isometrias por medio de isometrias parciales. En segundo lugar, en
la Proposicion [4.2.9] caracterizamos a las A-isometrias que admiten A-adjunto por
medio de proyecciones A-autoadjuntas. Asimismo, en la Proposicion estudia-
mos la representacién matricial de las A-isometrias inducida por la descomposiciéon
H = R(A) ® N(A) cuando R(A) es cerrado.

Nuestro segundo objetivo es estudiar operadores unitarios respecto a (, ).
Puesto que U € L(H) es unitario si y s6lo si U y U* son isometrias entonces diremos
que U € L(H) es un operador A-unitario si U y U* son A-isometrias. Esta clase
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de operadores ya no resultan inversibles, pero preservan varias propiedades métricas
de los operadores unitarios clasicos. Por ejemplo, en la Proposicién probamos

que si T € Li2(H) y UV € La(H) son A-unitarios entonces | T||4 = ||[UTV#||4

7€
€11

donde ||T']|4 := sup < 0.

EEN(A)
Finalmente nos dedicamos a extender el concepto de isometria parcial para ( , )4

y estudiar sus propiedades. Diremos que T € L(H) es una A-isometria parcial si
IT€[ls = [|€]|4 para todo & € N(AT)*4,

donde N(AT)*4 = {n € H: (nv), = 0 Vv € N(AT)}. Claramente, las I-
isometrias parciales, donde I denota el operador identidad, coinciden con las iso-
metrias parciales. Esta definicién permite, en el caso que la A-isometria parcial admi-
ta A-adjunto, obtener propiedades similares a las que verifican las isometrias parcia-
les clasicas. Por ejemplo, en la Proposicién m probamos que dado T" € L(H), T
es una A-isometria parcial si y sélo si T#T es una proyeccién A-autoadjunta. Ademas,
en el Teorema brindamos la representacion matricial de las A-isometrias par-
ciales inducida por la descomposicién H = R(A) ® N(A) cuando R(A) es cerrado.
Dicha representacién queda dependiente de cierta proyeccién simetrizable. Por lti-
mo, extendemos para A-isometrias parciales un resultado de M. Mbekhta [B7 que
permite caracterizar isometrias parciales dentro de las contracciones. Més precisa-
mente, M. Mbekhta prueba que dentro de las contracciones, las isometrias parciales
se caracterizan por ser las de médulo minimo reducido mayor o igual a 1. Nosotros
definimos el A-médulo minimo reducido de un operador T' € L(H), el cual resulta

una extension natural del concepto clasico, del siguiente modo
va(T) = inf {[|T€]|la: € € N(AT) y [[€]la =1} .

En la Proposicién establecemos cierta relacién entre el A-médulo minimo re-
ducido y el modulo minimo reducido. Finalmente, en el Teorema [4.5.7] obtenemos
un resultado similar al de Mbekhta para A-isometrias parciales.

Asi como todo operador A € L(H)" induce un semi-producto interno, también
induce un espacio de Hilbert. A saber, el semi-producto interno (, ), define en
el cociente H/N(A) un producto interno que no es completo, salvo que R(A) sea
cerrado. Una construccién canénica debida a de Branges y Rovnyak [12], [I3] prueba
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que la completacién de H/N(A) es isométricamente isomorfa al rango de la raiz
cuadrada positiva de A, R(A'/?), con el producto interno definido por

(AY2¢, AMP) == (P¢, Pr),

donde P denota la proyeccién ortogonal sobre la clausura de R(A) en H. Denotare-

1110S Con

R(AY2) = (R(AY?), (),

a dicho espacio de Hilbert. Cabe destacar que R(A'/?) resulta ser un espacio de
Hilbert inducido por A bajo la definiciéon de Cojuhari y Gheondea dada en [I7].
Los libros de T. Ando [0 y D. Sarason HH y una serie de publicaciones de Z.
Sebestyén O], @1, ES], y Z. Sebestyén y J. Stochel 9] son excelentes fuentes para
esta construccion. El capitulo 5 esta dedicado a explorar la relacion entre las clases
de operadores sobre (H, ( , ),) estudiadas en el capitulo anterior y clases similares
en L(R(A'Y?)). Con este fin comenzamos el capitulo estudiando en més detalle el
dlgebra L(R(AY?)). En primer lugar, en la Proposicién brindamos condiciones
necesarias y suficientes sobre un operador lineal 7' : R(AY?) — R(A'?) para que
resulte acotado bajo la norma || ||g(41/2)- En segundo lugar, en el Teorema m
extendemos, en nuestro contexto, el siguiente resultado probado en 1937 por M. G.
Krein [BY (y, méas tarde e independientemente, por P. Lax [38]): Consideremos un
espacio con producto interno £ con una norma adicional || ||p bajo la cual resulta
un espacio de Banach, y sea T': £ — L un operador lineal tal que (T¢,n) = (£,Tn)
para todo &, € L. Krein y Lax probaron que si T es || || g-acotado entonces T es
| |lz-acotado. Nuestra extensién es la siguiente: Si £ = R(AY?) y T : £L — L es
un operador lineal tal que admite un ( , )-adjunto entonces T es || ||»-acotado si
T es || |lg(ar/z)-acotado. En la segunda seccién del capitulo, relacionamos L(H) con
L(R(AY?)) de modo de preservar propiedades métricas inducidas por la estructura
semi-Hilbertiana. Para esto, siguiendo la notacion introducida por Z. Sebestyén y
J. Stochel en A9, presentamos el operador W, : H — R(A'?) definido por &
AE. Este operador verifica que [|[Wa€llgarzy = [|§]|a para todo £ € H, que es
una propiedad fundamental para el objetivo de preservar propiedades métricas al
trasladar operadores de L(H) a operadores de L(R(AY?)). Asimismo, definimos,
en un sentido méas amplio, cierto operador adjunto de Wy, Wg el cual verifica que
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HWflfHR(Al/z) = ||€]|4 para todo & € D(W¥) C R(AY2). A partir de estos operadores,
vemos que las siguientes aplicaciones quedan bien definidas:

o Lyys(H) — L(R(AY2)), T — W,TWE,
donde la linea superior denota la extensién continua y
B: L(R(AY?)) — Ly2(H), T — WATW,,

donde L(R(AY?)) := {T € L(R(AY?)) : T(R(A)) C R(A)}. Por medio de estas
aplicaciones que relacionan A-operadores con operadores de L(R(A'?)) demostra-
mos que las clases de A-operadores estudiadas en el capitulo anterior se corresponden
con clases similares en L(R(A'/?)) (ver Teorema. Es decir, por ejemplo, proba-
mos que o(Z4(H)) = Z(R(AY?)), donde Z4(H) denota el conjunto de A-isometrias
de L(H) e Z(R(AY2)) el conjunto de isometrias de L(R(AY2)) tal que dejan inva-
riante R(A).

Parte de los resultados presentados en esta tesis se encuentran publicados en [2],

B, By &
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Capitulo 1

Preliminares

A'lo largo de esta tesis H y ‘H;, con i € N, denotaran espacios de Hilbert complejos
y separables con producto interno denotado por (, ) y norma dada por ||| =
\/@ para todo £ € ‘H. Dado un subespacio S de H, denotaremos al complemento
ortogonal de S con St ie, St ={¢ € H: (&n) =0Vp e S}t Si 8,7 son
subespacios cerrados de ‘H entonces S + 7 denotard el subespacio suma de S con
7. Si ademas SN7 = {0} entonces denotaremos S + 7 y si S = T+ denotaremos
SoT.

1.1. Operadores lineales y acotados sobre un espacio de Hil-
bert

1.1.1. Nociones basicas

Dada una aplicacion lineal 1" : H; — H; se dice que T" es un operador acotado si
existe ¢ > 0 tal que | T¢|| < c||¢]| para todo & € H; y, en tal caso, se define la norma de

T por ||T|| = sup% < 00. Denotaremos con L(H;, H;) al espacio de los operadores
£#0

lineales y acotados definidos sobre H; y con imagen en H;. El algebra L(H,H)
seré abreviado por L(H). El operador identidad sobre H lo denotaremos con idy (0
simplemente id), I 6 1 indistintamente. Ademads, dado 7" € L(H;, H;) denotaremos
con T* a su operador adjunto, i.e., T € L(H;, H;) verifica que (T'¢,n) = (£, T™n)
para todo § € H;,n € H;. Dicho operador cumple que ||T|| = ||T||.

19
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Asimismo, dado T' € L(H;, H;) distinguiremos los siguientes subespacios asocia-
dos a T

» N(T)={& € H;: T{ =0}, espacio nulo o nicleo de T
» R(T)={T¢: &£ € H;}, rango o imagen de T

Recordemos que dado T' € L(H,;, H;) se dice que:

T es inyectivo si N(T') = {0}.

T es de rango cerrado si R(T) es cerrado. Si R(T) = H; entonces T es
suryectivo.

» T es inversible si T es inyectivo y suryectivo. En tal caso, existe 7! €
L(Hj, Hz) tal que TT-! = ZdHZ vy T-1T = @'de‘

» T es una isometria si [|T¢|| = [|£]| para todo £ € H o, equivalentemente, si
T*T =1d.

T es una co-isometria si 7™ es una isometria.

T es unitario si T es inversible y T—! = T*.

T es una isometria parcial si ||T¢|| = ||£|| para todo & € N(T)+.

Notacién 1.1.1. Denotaremos I(H;,H;) = {T € L(H;,H;) : T es inyectivo},
CR(Hi,H;) ={T € L(H;, H;) : T es de rango cerrado}, E(H;, H;) = {T € L(H;, H;) :
T es suryectivo}}, GI(H;, H;) = {T € L(H;,H;) : T es inversible}, T(H;, H;) =
{T € L(H;,H;) : T es isometria}, E°(H;, H;) = {T € L(Hi, H;) : T es co-isometria}},
UHi, Hj) = {T € L(Hi, H;) : T es unitario} y J(Hi,H;) = {T € L(H;, H;) -
T es una isometria parcial}. Cuando no quepa lugar a confusion omitiremos los es-
pacios de Hilbert H;, H;.

Ademds, si T € L(H) entonces se dice que
» T es proyeccién si T? = T.

= T es autoadjunto si 7" =T.
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» T es proyeccién ortogonal si T' es una proyecciéon autoadjunta.

» T es positivo si (T¢,£) > 0 para todo £ € H. Los operadores positivos son,

en particular, autoadjuntos.

Notacién 1.1.2. Denotaremos Q(H) = {T € L(H) : T es proyeccion} y dado
un subespacio cerrado S de H Qs(H) = {T € Q(H) : R(T) = S}. La proyeccion
ortogonal con rango S serd denotada con Ps. Asimismo, denotaremos L*(H) = {T €
L(H) : T es autoadjunto} y L(H)" ={T € L(H) : T es positivo}.

Si S es un subespacio cerrados de H entonces S @ St = H. Luego, bajo es-

ta descomposicién del espacio, todo operador T' € L(H) puede ser representado

t t
=" "], (1.1.1)
o1 oo
donde t;; = PsT Ps, t19 = PsTPgi, toy = Psi.TPs, v too = PsiT Psi. Observemos

1
que dado @) € Qs, Q) = g para algin z € L(S+,S). En particular, Ps =

I

1.1.2. Clase p-Schatten de operadores

matricialmente como

En esta seccién introducimos la clase p-Schatten de operadores y presentamos sus
propiedades mas fundamentales. Para un estudio més detallado de estas clases de
operadores se recomienda leer [27] 6 [B0]. Dado que los operadores pertenecientes a
una clase p-Schatten son, en particular, operadores compactos entonces empezamos
recordando el concepto de operador compacto y algunas de sus propiedades.

Definicién 1.1.3. Dado T' € L(Hi,H2) se dice que T es compacto si para to-
da sucesion acotada (&,)nen de Hi, (T, )nen tiene una subsucesion convergente.
Denotaremos S (H1, Hz2) al conjunto de los operadores compactos de L(H1, Hz).

Observacion 1.1.4. Si T € &,(H1, Ha) entonces WT'G € & (Hy, Hs) para todo
W e L(Hz,Hg), G e L(H4,H1).
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A continuacion presentamos algunas condiciones equivalentes a la definicién de

operador compacto. Por su demostracién se sugiere consultar [I§ 6 [EI].

Proposicién 1.1.5. Sea T' € L(H1, Hz). Las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

1. T es compacto;

2. T* es compacto;

3. existen operadores de rango finito, (T, )nen, tal que || T, — T e 0;

4. PNT frand T para toda base ortonormal de Ha, (§n)nen; ¥ PN = Pyenge..en;

5. || Tl — 0 para toda sucesion ortonormal (&,)nen en Hi.

Una de las propiedades mas importantes de los operadores compactos es que,
en cierto sentido, son “diagonalizables”. Este resultado conocido como el “Teorema
de la representacion candnica de los operadores compactos” equivale en dimension
finita a la descomposicién en valores singulares. Con el fin de presentar este resultado

recordemos primero algunos conceptos.
Definicién 1.1.6. Sea T € L(H).

1. Se llama conjunto resolvente de T al conjunto de todos los valores A € C
tal que \XI — T admite inversa acotada, y lo denotaremos p(T).

2. Si XA ¢ p(T) entonces se dice que \ estd en el espectro de T que denotaremos
o(T).
3. Dado X € o(T) se dice que X es un autovalor de T si existe 0 # & € 'H tal

que TE = X, En tal caso, & es un autovector de T' asociado a A.

A continuacién presentamos el “ Teorema de la representacion canodnica de los

operadores compactos”, para su demostracion se recomienda consultar ] u otros.

Teorema 1.1.7. Dado T € S (Hi, Hs) existen conjuntos ortonormales (¢n)nen
Y (Vn)nen en Hi, Ho respectivamente y valores reales (A, )nen ordenados en forma
decreciente con \,(T) — 0 tal que

T = A(T) {bn, ) thn: (1.1.2)
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La serie converge en norma. Los valores \,,(T') se llaman valores singulares de T
El siguiente lema nos resultara 1til en los capitulos siguientes.

Lema 1.1.8. Sea T' € L(H1,Hz) un operador compacto. Entonces,
M(T) =1inf{||T'— B|| : B € L(Hy,H2) y dim R(B) <n —1}.

Previamente a introducir la nocién de clase p-Schatten de operadores incorpore-
mos algo de notacion.

Notacion 1.1.9. Denotaremos:
1. ¢o = {(cp)nen : ¢ — 0}.

2. Dado 1 < p < 00, I = {(ch)nen : Doy lcnl” < 00}. Dada ¢ = (cp)nen € 1P,
lell, = 2P, |cn|p)1/p define una norma sobre [P.
3.1 = {(cp)nen ¢ existe M > 0 tal que |c,| < M para todo n € N}.

Ahora si estamos en condiciones de introducir las clases de operadores p-Schatten.

Definicién 1.1.10. Sea T' € S (H1,Ha) ¥ (A(T))nen la sucesion de valores sin-
gqulares de T'. Dado 1 < p < oo, se dice que T pertenece a la clase de operadores
p-Schatten, T' € G,(H1,Ha), si (An)nen € 1.

En la siguiente proposicién presentamos algunas propiedades de &,(Hi, Ha).
Para més detalles en el tema se recomienda consultar 27], B8] 6 [B4].

Proposiciéon 1.1.11. Sea 1 < p < 0o. Luego,
1. 6,(H1,Ha) es un espacio de Banach con la norma ||T|, = ||(An)nenllp-

2. 51T € 6,(Hi, Ha), S € L(H3,H1) y V € L(Hz, Ha) entonces VTS €
Sp(Hs, Ha). Ademds, VTSI, < [VI[[IT]],I S]]

3. T € 6,(H1,H2) siy sdlo si T* € S,(Hz, Ha).

4. T € 6,(H1,Ha) siy solo si ((T&,,mn))nen € P para todo par de sucesiones

ortonormales (&,)nen Y (Mn)nen de Hy y Ha respectivamente.
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5. 511 <p<qg< oo entonces valen las siguientes inclusiones:
RF(Hi,Hs) € 6,(Hi1, Ha) C 84(Hi1, Ha) C Soo(H1, Ha),

donde RF(Hy,Hs) denota el conjunto de operadores lineales y acotados con
rango finito.

6. Dada (&)ken una base ortonormal de Hy y T € L(Hy, Hs)se tiene que:

a) Si1<p<2vy(|T&|)ken € IP entonces T € S,(H1, Ha).
b) Si2<p<ooyT e &,(Hi,Hs) entonces (||T¢|)ken € 7.

1.1.3. Inversa generalizada de Moore-Penrose y factorizacién de Douglas

Dado dos operadores A € L(Hy,Hs) y B € L(Hs,Hs) nos interesara, en los
capitulos siguientes, hallar C' € L(H3, H;) tal que AC' = B. Este tipo de ecuaciones
(AX = B), llamadas ecuaciones de tipo Douglas, no tienen solucién para todo par
de operadores A, B. En principio, es claramente necesario que R(B) C R(A) para
que exista dicho operador C. En el siguiente teorema de R. G. Douglas 23], se
observa que la condicién R(B) C R(A) no sélo es necesaria, sino también suficiente.
Asimismo, el proximo resultado brinda una tercera condicién equivalente para la

existencia de solucién que nos resultara también 1util en lo que sigue.

Teorema 1.1.12. Sean A € L(H1,Hz2) y B € L(H3, Hz). Las siguientes condiciones

son equiavalentes:
1. R(B) C R(A);
2. existe C € L(Hs, Hy) tal que B = AC;
3. BB* < NAA* para algun A > 0.

Mas aun, si alguna de estas condiciones se verifica entonces existe un unico D €

L(Hs3,Hy) tal que B = AD y R(D) C R(A*). Ademds, N(D) = N(B). Dicho
operador D se llama la solucién reducida de la ecuacion AX = B.

Demostracion. 1 = 2. Si R(B) C R(A) entonces para todo { € Hj existe un tnico

n € N(A)L = R(A*) tal que B¢ = An. Sea C' : Hz — H; definido por C¢ = 7.
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Es claro que C es lineal. Para ver que C' es acotado, de acuerdo con el Teorema del
grafico cerrado, basta verificar que su grafico es cerrado. Para esto, sea (£, 7, )nen
una sucesién en el gréfico de C tal que §,, — £y n, — 1. Luego B¢ = lim BE,, =
lim An, = An, es decir, (£,n) pertenece zﬁ_é?éﬁco denao;, por lo tanto, efgrogﬁco de

n—oo

C es cerrado.

2 = 3. Sea C' € L(Hs, Hy) tal que B = AC. Luego, BB* = ACC*A* <
|CC*||AA*; y tomando A = ||CC*|| el item 3 queda probado.

3= 1. Si BB* < AAA* para algtin A > 0 entonces ||B*¢||*> < \||A*¢||* para todo
€ € H,. Luego, N(A*) C N(B*) y entonces el operador C' : R(A*) — R(B*) tal que
C (A*¢) = B*¢ queda bien definido. Mas atin, C es lineal y acotado. Luego, exten-
diendo por continuidad C' a R(A*) y luego a H; como cero sobre ml, obtenemos

un operador, denotémoslo C, en L(Hsz, H1), tal que B* = C*A* o, equivalentemente,
B = AC. Luego, R(B) C R(A).

Finalmente, de la demostraciéon de 1 = 2 obtenemos que si alguna de las con-
diciones del teorema se verifica entonces existe D € L(H3,H;) tal que B = AD'y
R(D) C R(A*). En tal caso, la inclusién N(D) C N(B) resulta trivial. Por otro lado,

si¢ € N(B) entonces ADE = 0. Es decir, DE € N(A)NR(D) C N(A)NR(A*) = {0},
luego £ € N(D) y entonces N(D) C N(B). O sea, N(D) = N(B). Nos res-
ta ver la unicidad del operador D. Supongamos entonces que existe otro opera-

dor D' € L(Hs,Hy) tal que B = AD" y R(D') C R(A*). Luego, R(D — D') C

R(A*)N N(A) = {0} y entonces D = D'. O

La solucion reducida de una ecuacién cumplird un rol importante en este trabajo.
La misma se puede obtener por medio de la inversa generalizada de Moore-Penrose.
Observemos que dado T € L(H1, Hz) la restriccion T y(ry: : N(T)*+ — R(T) resulta
biyectiva y por consiguiente existe T|J_\,%T) . R(T) — N(T)*. Como consecuencia el
operador T' : R(T) + R(T)* — H, tal que T"|gir) = T|]:fl(T)L y THR(T)*) = {0}
queda bien definido y se llama inversa generalizada de Moore-Penrose de T
La inversa generalizada de Moore-Penrose de un operador 7', desde ahora denotada
por T, también se caracteriza por ser el tinico operador que verifica las siguientes

ecuaciones (ver HQ):
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1. TT'T =T,
2. TiTTt = TM,
3. T'T = Py(rye,

4. TTT = Py o

Para una exposicion completa sobre inversas generalizadas se recomienda con-
sultar los libros B9 y M. Vale la pena notar que 77 no es, en general, un operador
acotado. De hecho, como veremos a continuacién, T es acotado si y sélo si T tiene

rango cerrado.

Proposicién 1.1.13. Sea T' € L(H1, Hs). Entonces, T es acotado si y sélo si R(T)
es cerrado.

Demostracion. Si TT € L(Hsy, H;) entonces TTT = Prepy. Luego, R(T) € R(T) =
R(TT') C R(T). Entonces, R(T) = R(T). Reciprocamente, si R(T) es cerrado
entonces Prer) € L(H2) y, por el Teorema de Douglas, existe C' € L(H,,H;) tal que
TC = Priry y R(C') C N(T)*. Dicho operador C' verifica entonces que:

1. TCT = PrnyT =T,
2. CTC = CPgry = C donde la tltima igualdad se obtiene porque N(C) =
N(Pren) = R(T),
3. (TC)* = Prery =TC
4. (CT)* =CT.
Luego, C' = T y entonces T es acotado. O

En la siguiente proposicion demostramos, como ya lo habiamos adelantado, que la
solucién reducida se obtiene por medio de la inversa generalizada de Moore-Penrose.

Proposicién 1.1.14. Sea A € L(H1,Ha) y B € L(Hs, Hz) tal que R(B) C R(A).

Entonces ATB es la solucion reducida de la ecuacion AX = B.

Demostracion. Si R(B) C R(A) entonces existe D € L(Hs, Hs) tal que AD = B
y R(D) C N(A)*. Ahora, D = Pyayr D = ATAD = A'B, ie., A'B es la solucién
reducida de la ecuacion AX = B. m
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1.2. Bases, sucesiones de Bessel y sucesiones de Bessel de

fusion
1.2.1. Bases y sucesiones de Bessel

En esta seccion presentamos las nociones de bases, sucesiones de Bessel y marcos

y sus propiedades fundamentales.

Definicién 1.2.1. Una sucesion (§x)ren de H se dice una base o base de Schau-

der para H si para cada & € H existen inicos escalares (c)ren tales que £ = " cpéy.
k=1
Si esta propiedad se verifica para todo § € S = gen{&}yoy entonces la sucesion

(&k)ken se llama sucesion de Schauder para S.
Una base (&)ken para 'H que ademds verifica que (&, &;) = Ok; se llama una

base ortonormal para 'H.

Todo espacio de Hilbert admite una base ortonormal (ver [I]). Dentro del con-

junto de las bases de Schauder se pueden distinguir las bases de Riesz.

Definicién 1.2.2. Una sucesion (& )keny de H es una base de Riesz si ({x)ren €s

completa en H y existen constantes 0 < ¢ < C' tal que para toda sucesion finita (ay,)

2
CZ]ak\2 < HZakka gC’Z]akF. (1.2.1)
Diremos que (&)keny €s una sucesién de Riesz si es una base de Riesz para

gen {(x)rent -

se tiene

Definicién 1.2.3. Sea ) = (Y )ken una sucesion en H.

1. Se dice que ¢ es una sucesion de Bessel si existe una constante B > 0 tal

que

> lE vl < Blel®, (1.2.2)

00
k=1

para todo & € H. Denotaremos por Bess(H) al espacio de todas las sucesiones

de Bessel en H.
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2. Se dice que v es un marco para H si existen constantes A, B > 0 tal que
AJIEI> <> HE )P < B,
k=1

para todo & € 'H. Si esta relacion se verifica para todo § € S = Gen{ Y}y

entonces llamaremos a 1) una sucesién de marco para S.

3. Denotaremos por Ay, y By a las cotas optimas del marco. St Ay, = B, entonces
diremos que el marco es ajustado. Los marcos ajustados con cota igual a 1 se
llaman marcos de Parserval.

Para un estudio mas detallado y completo de la teoria de bases, marcos y sus
relaciones se recomienda consultar [I0].

Observacion 1.2.4. Las bases de Schauder no son sucesiones de Bessel, en general.
Por ejemplo, si se considera n, = \/ngl:bﬂ & donde (£,)nen €s una base ortonor-
mal de H, entonces (nx) es una base de Schauder para H que no es sucesion de
Bessel. En efecto, sin = ., n &, entonces (n,n) = \/LE Zi:u% y por lo tanto
S )P > 0, = lo que prueba que (ny,) no es una sucesion de Bessel. Asi-
mismo, existen sucesiones de Bessel que no son bases de Schauder. Por ejemplo, la

sucesion {&1, &1, &2, &, ...} es una sucesion de Bessel que no es base de Schauder.

Asociado a toda sucesion de Bessel esta el operador analisis y sintesis. Dada una
sucesion de Bessel ¢ = (1 )ken, se llama operador de andlisis de ¢ al operador

Cy : H — 12 definido por Cy (&) = ({&, ¥x) ke,
y operador de sintesis de ¢ al operador
Dy : 1* — H definido por Dy((ck)ken) = D pey Chr-

Los operadores de sintesis y de anélisis resultan operadores lineales y acotados, es
decir, Cy € L(H,I?) y Dy € L(I*,H). Més atin, Cy, = Dj,. Definamos Sy, = DyCy =
C;,Cy = DyD;, de modo que Sy es positivo, i.e., Sp& = Y77, (§,¢n) hn € L(H)T.
En el siguiente resultado presentamos la propiedad mas importante de los marcos,
a saber, que todo elemento del espacio se puede escribir como combinacion lineal

(posiblemente infinita) de los elementos del marco.
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Proposicién 1.2.5. Si ¢ = (Yy)ren es un marco en H entonces Sy es inversible.
Luego, para todo & € H

E=> (&S, i) .
k=1

Demostracion. Es facil verificar que Ay||€]|? < (Sy€,€) < Byl|€]]* para todo € € ‘H
o, equivalentemente, Ayid < Sy < Byid. Luego, 0 < id — BJIS@ < Bgf’” id y, por
. _ By—A
lo tanto, ||id — Bw15¢|| < wa h
Luego, para todo £ € 'H se tiene que

< 1. Es decir, Sy es inversible.

£=848"6=> (&S, ) tn
k=1

1.2.2. Sucesiones de Bessel de fusion

En lo que sigue, denotaremos con I a un conjunto finito o numerable y recordemos

que Py denota la proyeccién ortogonal sobre el subespacio cerrado W C H.

Definicién 1.2.6. Sea {W,}ic; una familia de subespacios cerrados de H y (w;)ier
una familia de pesos, i.e., w; > 0 para todo i € I. La familia {(W;,w;)}icr es una
sucesion de Bessel de fusion si existe una constante B > 0 tal que

iel

> < Bligl”,

para todo & € 'H.
Si ademds existe una constante A > 0 tal que

AJEIP < Y WElPwEl,

el

para todo & € H entonces {(W;,w;) }ier se llama marco de fusién.

Observaciéon 1.2.7. La nocion de sucesion de Bessel de fusion extiende al concepto
de sucesion de Bessel. En efecto, si ({r)ren €s una sucesion de Bessel entonces

{(gen{x}, ||kl bren €s una sucesion de Bessel de fusion.
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Las nociones de operadores de sintesis y de analisis también se pueden definir
para sucesiones de Bessel de fusién. Para esto, dada una sucesion de Bessel de fusion

{(W;,w;) }ier se define el siguiente espacio
O eWie = {(&)ier : & € Wiy (l&ill)ier € P(I)}.
icl

Obsérvese que

((§i)ier; (Mi)ier) = Z (&, mi) (1.2.3)
iel
define un producto interno en (3, ; ®W;);2. En tal caso, ||(&)ierl|* = 2 ,cr G117
(> ier @Wi)e2 con el producto interno definido por es un espacio de Hilbert.
Luego, se define el operador de andlisis asociado a la sucesion de Bessel de fusion
W = {(Wi,wi) }ier por

Cyw : H — (D,c; ®Wi)p2, definido por Cyw(§) = (wiPw,§)ier
y su operador de sintesis por
Dyy : (3,c; ®Wi)i2 — H, definido por Dy ((&)ier) = D s wiki-

En [I4], P. G. Casazza y G. Kutyniok probaron que {(W;, w;) }icr s una sucesion
de Bessel de fusién si y sélo si el operador de sintesis D,y esta bien definido y es
acotado. Mds aun, probaron que {(W;,w;) }icr es un marco de fusién si y sélo si Dyy

es suryectivo.

1.3. Espacios semi-Hilbertianos

1.3.1. Definicién de espacio semi-Hilbertiano

Dado A € L(H)*, el funcional

<7 >A:HXH_)Ca <€a77>A = <A€>77>7

define un semi-producto interno. De hecho, (, ), define un producto interno si
y s6lo si A es inyectivo. Més atn, si A € GI(H)" entonces (, ), y (, ) resultan
equivalentes. El espacio de Hilbert H con el semi-producto interno inducido por A es

lo que llamaremos un espacio semi-Hilbertiano. Con || || , denotaremos la semi-norma
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inducida por A, es decir, [|£]|, = <§,§>i{2 para todo £ € ‘H. Dado un subespacio &
de H denotaremos S*4 ={( e H: (&,n), =0V neS}h

Lema 1.3.1. Dado S un subespacio de H wvalen las siguientes identidades:
St = (AS)t = A7 H(SH).
Como consecuencia, S*47* = (S* N R(A))*.

Demostracién. Las identidades son consecuencia de que (£, 1) , = (A&, n > (f An),
para todo §,n € H. Luego, en particular, Stath = (A(ATH(SH))E = (STNR(A))*.
O]

1.3.2. A-operadores y operador A-adjunto

Definicién 1.3.2. Sea T' € L(H). Diremos que T' es un A-operador si existe una
constante ¢ > 0 tal que | T¢||a < c||&||a para todo & € H. Denotaremos L 41/2(H) :=
{T' e L(H) : T es un A-operador}.

7€) A

e < define una seminorma

Si T es un A-operador entonces ||T]|4 := sup
§EN(A)

para T'.

Lema 1.3.3. Si T € L 12(H) entonces | T||la = sup ”HIEIIILA'
0#£EER(A)

Demostracion. Si T € L 41/2(H) entonces existe ¢ > 0 tal que |[|AY2T¢| < ¢|| AV
para todo £ € H. Luego, en particular, ||AY2T¢|| = 0 para todo & € N(A). Es decir,
N(A) C N(AY2T). Por lo tanto,

(X3 . 1T¢]| a
= u
cen(a) |1€]la E=61+6 1€ a

07#81 €R(A),62€N(A)

1 T&lla _ 176 ][4
su .
=t &lla oz ermy 61lla

0#£1 ER(A),62EN(A)

17|
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Definicién 1.3.4. Sea T € L(H). Se dice que W € L(H) es un A-adjunto de
T si (T&¢,m), = (£, Wn), para todo §&,m € H. Si T es un A-adjunto de T en-
tonces se dice que T es A-autoadjunto. Denotaremos Ls(H) = {T € L(H) :
T admite A-adjunto}.

Observacién 1.3.5. Si consideramos A € L(Hi)t, B € L(Hz2)t y los semi-
productos internos inducidos por ellos, (, ), en H1 y (, )g en Ha, entonces se
dice que T € L(Hy,Hz) admite AB-adjunto si existe W € L(Ha,H;) tal que
(TEmp = (& Wn), V§ € Hi, n € Ha.

En la siguiente proposicién caracterizamos L y12(H) y La(H). Asimismo, pro-
bamos que todo operador que admite A-adjunto resulta ser un A-operador, i.e.,
La(H) C L12(H). Este hecho, fue demostrado en un contexto mas general por
Hassi, Sebestyén y de Snoo en [B2], Teorema 5.1. La demostracién que incluimos a
continuacion se debe a J. Antezana.

Proposicién 1.3.6. Valen las siguientes propiedades:
1. Lype(H)={T € L(H): R(T*AY?) C R(AY?)} es un subdlgebra de L(H).
2. La(H)={T € L(H) : R(T*A) C R(A)} es un subdlgebra de L(H).
3. La(H) C L2(H). La igualdad vale si y sdlo si A tiene rango cerrado.

Demostracion. 1. Observemos que T' € Ly12(H) si y s6lo si existe ¢ > 0 tal que
(T*ATE, &) < ¢ (AL, &) para todo £ € 'H o, equivalentemente, tal que T*AT < cA.
Luego, por el teorema de Douglas, esta iltima desigualdad de operadores resulta
equivalente a R(T*AY?) C R(AY?), con lo que queda probado que L /2(H) =
{T € L(H) : R(T*AY?) C R(AY?)}. Simples cilculos permiten demostrar que
L 412(H) es un algebra.

2. Notemos que 7" € La(H) si y sélo si existe W € L(H) tal que (£, AT™n) =
(&, AWn) para todo &,n € H o, equivalentemente, si AW = T*A. Luego, por el
teorema de Douglas, esto resulta equivalente a que R(T*A) C R(A), y por lo tanto
La(H)={T € L(H): R(T*A) C R(A)}. Simples cédlculos permiten demostrar que
LA(H) es un algebra.

3.Sea T € L(H). Sin pérdida de generalidad podemos suponer ||T|| < 1. Luego,
la aplicacién ¢ : L(H) — L(H) definida por ¢(E) = T*ET es una funcién monétona
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para operadores. Si C' € L(H) satisface AC' = T*A entonces
T*A*T = ACC*A < ||C|]* A%

Luego, por la desigualdad de Jensen (B0, BII), tenemos que T*AT < (T*A*T)'/2.
Por otro lado, dado que f(t) = t'/? es una funcién monétona para operadores
tenemos que (T*A>T)Y/? < ||C||A. Esto prueba que

(T*AY2)(T*AY?)* = T*AT < ||C||A.

Luego, por el teorema de Douglas, T' € L 41/2(H).

Claramente, si R(A) es cerrado entonces R(A) = R(AY?) y de los ftems 1 y 2
obtenemos que La(H) = L 41/2(H). Reciprocamente, si R(A) no es cerrado entonces
existe & € R(AY?)\ R(A). Luego, dado 1 € H no nulo y fijo definimos S : H — H por
S(An) = €y S(gen{An}t) = {0}. Dicho operador S resulta lineal y acotado. Ahora,
si elegimos T = S* entonces R(T*A) = R(T*AY?) = gen{¢} C R(AY2)\ R(A). Es
decir, T € L 41/2(H), pero T ¢ La(H). O

Corolario 1.3.7. Dado T € Lo(H), W € L(H) es un A-adjunto de T si y sdlo si
AW =T*A. En particular, T es A-autoadjunto si y solo si AT = T*A.

Demostracion. Es consecuencia de la demostracion de la Proposicién [1.3.6] item

2. [l

Observacién 1.3.8. Si A € L(H,)*, B € L(Hy)" y T € L(Hy, Ha) entonces T
admite AB-adjunto si y solo si la ecuacion AX = T*B admite solucion; por el
teorema de Douglas, esto es equivalente a que R(T*B) C R(A). En tal caso, W €
L(Ha,H1) es un AB-adjunto de T si AW = T*B. En el capitulo 5, extenderemos
la nocion de AB-adjunto para operadores que no verifiquen R(T*B) C R(A).

1.3.3. Proyecciones A-autoadjuntas

Dado el espacio semi-Hilbertiano (H,(, ),) nos interesard en esta seccién el
estudio de las proyecciones A-autoadjuntas. Recordemos que dado un subespacio

cerrado de H, S, denotaremos Qs = {Q € L(H) : Q* =Qy R(Q) = S}. Asimismo,



34 Capitulo 1. Preliminares

denotaremos con P(A,S) al conjunto de las proyecciones A-autoadjuntas con rango
S, es decir,

P(A,8) = {Q € Os: AQ = Q"A}.

En dimensién finita para todo par (A,S) se tiene que P(A,S) es no vacio, pero en
dimensién infinita esto ya no es cierto. Por lo tanto, se dice que el par (A,S) es
compatible si P(A,S) es no vacio.

El siguiente teorema, probado en [I0], provee distintas condiciones equivalentes
a la compatibilidad de un par (A,S). En lo que sigue, dada la descomposicién
a b

H =8 @& S+, consideraremos A = o
c

Teorema 1.3.9. Sean A € L(H)" y S un subespacio cerrado de H. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. el par (A,S) es compatible;

2. R(b) C R(a);

3. S+ 8t =H;

4. existe un subespacio cerrado VW de H tal que W C S*4 y S+ W =H.
Si R(A) es cerrado entonces las siquientes condiciones son equivalentes:

i. el par (A,S) es compatible;

it. S+ N(A) es cerrado;

iii. R(PsAPs) es cerrado.

1
Demostracion. 1 = 2. Sea ) = 0 g € P(A,S). Luego, AQ = Q*A, ie.,
a ad a b
= , de donde ad = b, y entonces R(b) C R(a).
b* b*d d*a d*b
2 = 3. Si R(b) C R(a) entonces existe d € L(St,8S) tal que ad = b. Sea

1 d .
Q = 0 0 ) € Qs. Luego, S + N(Q) = H. Por lo tanto, si probamos que



1.3. Espacios semi-Hilbertianos 35

N(Q) C 84 entonces serd S + St4 = ‘H. Ahora, Q es A-autoadjunto (A
luego dado & € N(Q) tenemos que para todo € S se verifica (£,n) , =
(Q&,m) 4 = 0. Por lo tanto, N(Q) C S*4.

3=4.ScaN =8NS y W =St NN*. Luego, si S +S+4 = H entonces es
sencillo comprobar que S + W = H.

4=1.Sea@ € Qs tal que N(Q) = W. Luego, dado £ = & +&,n=m+m € H

con &y,m € Sy &, me €W se verifica que (Q€,n) 4 = (§&1,m) 4 = (§,Qn) 4 - Es decir,
Q es A-autoadjunto y por lo tanto el par (A,S) es compatible.

Q=QA)
(€, @n) 4

En lo que sigue consideramos R(A) cerrado.
i = ii. Supongamos que el par (A,S) es compatible y sea Q) € P(A,S). Denote-
mos Q = 1 — Q. Luego,

N(4) C N(Q"4) = N(AQ) = § + (N(A) N R(Q)) € S+ N(A).

Luego, N(A) +S = N(AQ) y, por lo tanto, N(A) + S es cerrado.

ii = iii. Primero observemos que R(PsAPs) = (N(PsAPs)Y) = (N(APs):) =
SN(SNN(A))*. Sea M =SN(SNN(A))*. Luego si N(A)+S es cerrado entonces
N = N(A)+ S = N(A) + M es cerrado. Sea Q : N' — N la proyeccién con rango
M y nicleo N(A). Si @ = 0 entonces M = {0} y como consecuencia PsAPs = 0. Si
M #£ {0}, dado £ € M sean € R(A) tal que A, = An (A es inversible sobre R(A)).
Lucgo, 1 = & + v con » € N(4) y por lo tanto 1 € A, @ = £ y [] < Q.
Entonces,

(PsAPsE, ) = (AL,€) = (An,n) = nlI* = NQIIT*|I€]l,

para algiin A > 0, puesto que R(A) es cerrado y entonces A|g(a) es acotado inferior-
mente. Por lo tanto, R(PsAPs) es cerrado.

iii = i. Supongamos que R(PsAPs) es cerrado. Luego, dado que a = PsAPs,
R(a) es cerrado. Por lo tanto, como A > 0, R(b) C R(a'/?) = R(a). Luego, (4,S)
es compatible. O

A continuacién presentamos un ejemplo de un par no compatible.

B BY?
Ejemplo 1.3.10. Sea B € L(H)* de rango no cerrado y A = ( B2 T > =
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I 0 0 0
entonces, de acuerdo con el Teorema el par (A,S) resulta no compatible ya
que R(B'Y?) ¢ R(B).

Bl/2 Bl/2 T
( y ) < € L(H ® H)*. Luego, si consideramos S = H & {0}

Proposicién 1.3.11. Sean A € L(H)* y S un subespacio cerrado de H tal que
el par (A,S) es compatible. Entonces, dado Q) € Qs las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. Q € P(AS);

. 1 d : L N
2. 51 Q = 00 bajo la descomposicion S & S+ entonces ad = b;
3. N(Q) € S+

1 d d
Demostracion. 1 = 2. Sea Q = ( 0 0 ) € P(A,S). Luego, AQ = ( ;* ;‘d ) =

@ b ) _ 0. de donde ad = b.
da d*b

1
2=3.51Q = 0 ;Z con ad = b entonces es sencillo verificar que () es
A-autoadjunto (AQ = Q*A). Luego, dado £ € N(Q) para todo n € S se verifica que
&, =(&Qn) , =(Q&n), =0. Por lo tanto, N(Q) C S*4.
3=1.Sea Q € Qs con N(Q) C §*4. Luego, para todo £ = & +&,n =1+ €
H con &,m € N(Q) &,m2 € S se tiene que (QE,n), = (§2,m2)4 = (§,Qn) 4, €8
decir, @ es A-autoadjunto. Por lo tanto, @ € P(A,S). O

Definicién 1.3.12. Si el par (A,S) es compatible y d es la solucion reducida de
la ecuacion ax = b entonces se define por Pas a la proyeccion A-autoadjunta con

1 d
rango S dada por Py s = < 0 0 ) .

Distintas propiedades del elemento Py s fueron estudiadas en [I9]. A continuacién

presentamos algunas de estas propiedades que aplicaremos a lo largo de la tesis.
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Proposicién 1.3.13. Sea S un subespacio cerrado de H tal que el par (A,S) es

compatible. Luego, si N =S NS*4 las siquientes propiedades valen:
1. N=N(A)NS = N(a).
2. N(Pys) =St NNt

3. P(A,S) = Pas + L(S+,N). En particular, si N = {0} entonces P(A,S) =
{P4s}.

Demostracion. 1. Si € € N entonces, en particular, 0 = (£,€) , = [|AY%¢]|| y, por
lo tanto, AY2¢ = 0, ie., £ € N(A). Luego, N' C N(A) N'S. Reciprocamente, si
£ € N(A)NS entonces, paratodon € S, (€,1) 4 = (A&, 1) = 0. Luego N(A)NS C N,
y la igualdad queda probada. Por otro lado, es claro que N(a) C N(A)NS. Ademés,
si £ € N(A) NS entonces a& + b*¢ = 0, pero como aé € S y b*¢ € St entonces
a& = 0y la igualdad N(A) NS = N(a) queda probada.

2. Dado que Py s € P(A,S) entonces, por la Proposicién N(Pss) C SHa.
Luego, como S + (§t4 NN*) = H, alcanza con demostrar que N(Pas) € N*. Sea
E=¢§+& € N(Pas)donde &y € Sy & € 8t Luego, 0 = Pysé =& +dé. Sin e N
entonces (£,1) = (&1,1) = — (d&,n) = 0, puesto que R(d) C R(a) = N(a)* = N'*.
Luego, £ € Nty N(Pas) C NL.

3. Sea Q = < (1] g € P(A,S). Luego, ay = b y si d es la solucién reducida
de la ecuacién ax = b tenemos que a(y — d) = 0. Por lo tanto, si consideramos
z=y—de L8+ S) entonces Q € Q = Pys+ 2 con z € L(SH N).

]

1.4. Espacio de Hilbert inducido por A € L(H)™"

En la seccién anterior vimos que todo operador positivo A € L(H)*t define un
semi-producto interno denotado por ( , ), . En esta seccién veremos que todo opera-
dor positivo define también un espacio de Hilbert. M&s atin, dicho espacio de Hilbert

es Unico en cierto sentido que explicaremos a continuacion.



38 Capitulo 1. Preliminares

1.4.1. Definicion y ejemplos

Comencemos definiendo lo que entendemos por espacio de Hilbert inducido por

Ae L(H)*.

Definicién 1.4.1. Sea A € L(H)*". Un par (Hi,11) se llama un espacio de Hilbert
inducido por A si:

1. 'Hy es un espacio de Hilbert,
2. I1: H — H; es un operador lineal tal que R(II) es denso en Hy,

3. (11, 1In) = (A&, n) para todo £,m € H.

Dados dos espacios de Hilbert inducidos por A, (H1,111) y (Hz,1l2), se dicen que
son unitariamente equivalentes si existe U € U(H1,Hs) tal que UTl; = 1l,.

La definicion [I.4.1] se puede extender para operadores A positivos densamente
definidos. Para un estudio més detallado de esta situacién se recomienda ver [I7]. A
continuacién veremos que todo operador positivo A € L(H)" admite un espacio de
Hilbert inducido por A.

Proposicién 1.4.2. Para todo A € L(H)t existe un espacio de Hilbert inducido
por A. Ademds, si (H1,111), (Ha,Ils) son dos espacios de Hilbert inducidos por A

entonces (Hy,11y), (Ha, Ily) son unitariamente equivalentes.

Demostracion. Consideremos el cociente H/N(A) y denotemos por £ la clase al
cociente de & € H, i.e., £ = € + N(A). Luego, [£,7] = (A&, n), €,n € H define un
producto interno sobre H/N(A). Denotemos con H/N(A)~ a la completacion de
(H/N(A),[, ]). Sea 7 :H — H/N(A)~ la proyeccién al cociente, es decir, (&) = €
para todo £ € H. Veamos que (H/N(A)~,m) es un espacio de Hilbert inducido por
A. Para esto, observemos que R(m) = H/N(A) es denso en H/N(A)~. Ademas, por
definicién, [ (&), m(n)] = [€,7] = (A&, n), para todo &, € H. Luego, (H/N(A)~, )
es un espacio de Hilbert inducido por A.

Por otro lado, supongamos que (Hi,II;), (Ha,Il3) son dos espacios de Hilbert
inducidos por A € L(H)*. Luego, para todo &,n € H se tiene que (I, IIn) =
(Ag,n)y = (I1x¢, Iom) . Luego, el operador U tal que UIl;1€ = T15¢ queda bien definido
y resulta isométrico. Ahora, dado que R(Il;) es denso en H;, entonces U puede ser

extendido a U € U(H1, Ha). O
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En lo que resta de esta seccion presentaremos distintas realizaciones de espacios
de Hilbert inducidos por A € L(H)" las cuales, de acuerdo con la Proposiciénm,

son unitariamente equivalentes.

Proposicién 1.4.3. Sea A € L(H)*. Si consideramos sobre R(AY?) el producto
interno dado por

para todo £,m € H, entonces (R(AY?), A) resulta un espacio de Hilbert inducido por
A. Denotaremos con R(AY?) al espacio de Hilbert (R(AY?),( ).

Demostracion. Primero veamos que R(A'/?) con el producto interno dado por (1.4.1)
resulta un espacio de Hilbert. Para esto, sea (A'2£,)nen una sucesién de Cauchy
en R(AY?). Sin pérdida de generalidad podemos suponer (&,)nen en R(A). Luego,
dado que [|AY2E, — AV2E, |lgiarzy = [|€n — &nll, entonces (&, )nen es una sucesion
de Cauchy en R(A) y, por lo tanto, existe £ € R(A) tal que ||&, — &|| = ||AY?¢, —

A1/2€HR(A1/2) — 0. Es decir, (A'Y2€,),en es convergente sobre R(A'?) y entonces

R(AY?) es un espacio de Hilbert.

A continuacién, comprobemos que (R(A'Y2), A) resulta un espacio de Hilbert
inducido por A. Claramente, (A&, An) = (A€, n) para todo &,n € H. Por lo tanto,
s6lo resta verificar que R(A) es denso en R(A'Y?). Ahora, sea AY/2¢ € R(AY?) con

¢ € R(A). Luego, como R(A'?) es denso en R(A) como subespacio de H, entonces

existe (A2, )nen tal que ||AY2€, — €| — 0. Entonces, si consideramos ahora la
sucesion (A&, )nen tenemos que || A&, — AV2E||g a1/ = [|AY2E, — €] — 0. Bs decir,
R(A) es denso en R(A'Y?). O

El tercer espacio de Hilbert inducido por A € L(H)" que presentamos es R(A)
como subespacio de H.

Proposicién 1.4.4. (R(A), AY?) es un espacio de Hilbert inducido por A.

Demostracion. Claramente, R(AY?) es denso en R(A). Ademas, para todo &, 7 € ‘H
se tiene que (A2, AY?n) = (A€, ). Luego,(R(A), AY?) es un espacio de Hilbert
inducido por A. m







Capitulo 2

Clases de operadores en L(H)

mediante sucesiones de Bessel

A continuacién veremos que L(H) y Bess(H) son espacios isomorfos. Luego,

estudiaremos distintas clases de operadores de L(H) via este isomorfismo.

2.1. Isomorfismo entre L(H) y Bess(H)

Consideremos una base ortonormal de H, F = (& )ren, fija y definamos la siguiente
aplicacién:

ag : L(H) — Bess(H) tal que ag(T) = (T¢)ken.

Observemos que dado T' € L(H), para todo n € H se tiene que

Dol Tg)? Z! 0, &) * < T Inll?,
k=1

i.e, (T )ken € Bess(H). Luego, la aplicacién ag esté bien definida.
Proposicion 2.1.1. ag es una aplicacion lineal biyectiva. Mds aun,
o' Bess(H) — L(H) estd definida por o5 ((¥r)ken) = Ty,

donde Ty(d 771 ki) = D pey Cuk-

41
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Demostracion. La linealidad de ap es clara. Veamos entonces que es biyectiva. Para
esto es suficiente probar que Bg : Bess(H) — L(H) definida por Sg((¢k)ken) = Ty
es efectivamente la inversa de ag. Luego, observemos primero que g esta bien defi-
nido, Para esto, veamos que Y-, ¢;1y es convergente en H para cualquier sucesién

()
k=m+1

(ck)ren € I2. De hecho, si n > m entonces

1Dt =Y atll = | Z ]| = sup
k=1 k=1

k=m+1 llmll=1
< sup Z [ERC)
Inll=1 2y
n 1/2 " 1/2
< DD el ) sup | DD W)
k=m+1 1l1=1 \ k=1
n 1/2
< @( 3 1%2) |
k=m+1

Luego (D _; ck¥k)nen €s una sucesién de Cauchy en H, y por consiguiente conver-
gente en H. La linealidad de Tj es clara. Nos resta ver que Ty, es acotado. Ahora,

176> el = ”Z%WH = lsu? <ch¢k 77>
. N 12 1
<Z|Ck|2> sup (Z| ) )
k=1 lImll=1 k=1

< sup Z‘Ck Ve, M)

lInll= lk 1

<
< «E(zw) _VBIS bl
k=1 k=1

Por lo tanto, T, € L(H) y entonces [ estd bien definida. Vale la pena observar que
|Ty|I* = By. Es sencillo comprobar que (g es efectivamente la inversa de ap, y el
resultado queda probado. [

Noétese que si By, es la cota étima de (¢x)ren € Bess(H) entonces la férmula
||(Vr)ken||%ess = By define una norma sobre Bess(H). Luego, como consecuencia

del resulta anterior tenemos el siguiente corolario.
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Corolario 2.1.2. (Bess(H), || ||Bess) €s isométricamente isomorfo a L(H).

Observaciéon 2.1.3. La nocion de sucesion de Bessel provee condiciones necesarias
y suficientes para que una matriz infinita sea la representacion matricial (inducida
por una base fija) de un operador lineal acotado en H. En general, es dificil de-
terminar cuando una matriz infinita proviene de un operador lineal y acotado en
H (ver [24] p.23). Sin embargo, de acuerdo a lo visto anteriormente, una matriz
infinita corresponde a un operador en L(H) si y solo si la sucesion formada por las

columnas es una sucesion de Bessel en [2.

Dado que (Bess(H), || ||ess) €s isomorfo a L(H) nos interesa estudiar clases
de operadores en L(H) relacionadas via este isomorfismo con distintas clases de
sucesiones de Bessel en H. Deseamos que dicha caracterizacion sea independiente
de la base ortonormal fija E que se haya utilizado para la definiciéon de la aplicacién
ag. En la siguiente proposiciéon mostramos que dicha independencia sélo se verifica
sobre los subconjuntos de L(H) que resultan invariantes a derecha por unitarios.

Proposicién 2.1.4. Sea A C L(H). Entonces, ag(A)= az(A) para todo par de
bases ortonormales de H, E = (&x)pen y F = (5k)k€N, siy solo si A = AU(H).

Demostracion. Sean T € A, U € U(H) v E = (& )reny una base ortonormal de
H. Entonces, E = (U*&k)ren es también una base ortonormal de H. Luego, por
hipétesis, existe T € A tal que T¢, = TU*&, para todo k € N, i.e., T = TU*. Por
lo tanto, TU =T € A.

Reciprocamente, sea ()ren € ar(A). Luego, existe T' € A tal que T, = vy,
para todo k € N. Sea E = (ék)keN una base ortonormal de H y sea U € L(H) definido
por U&, = & para todo k € N. Claramente, U € U(H). Luego Yy, = T¢, = TUE, v
como TU € A entonces (Y )ren € ap(A). O

2.2. Algunas caracterizaciones conocidas

Aunque la condicién dada en la Proposicién es muy restrictiva, existen va-
rias clases de operadores que la verifican. Por ejemplo, los operadores suryectivos,
unitarios, compactos y de rango cerrado entre otros. En la siguiente proposicién
recopilamos algunas caracterizaciones que se pueden hallar en la literatura clasica

de sucesiones de Bessel y marcos.
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Proposicién 2.2.1. Siguiendo la notacion dada en se tiene que:
1. ag(€) ={y € Bess(H) : ¢ es un marco para H}.
2. ap(RC) = {¢ € Bess(H) : 1 es una sucesion de marco para H}.
3. ap(Gl) ={y € Bess(H) : 1 : es una base de Riesz para H}.
4. ag(RCNI)={y € Bess(H) : ¢ es una sucesion de Riesz}.
5. ag(U) ={y € Bess(H) : 1 es una base ortonormal para H}.
6. ag(J)={y € Bess(H) : ¢ es sucesion de marco de Parserval para H}.

7. ap(E%) = {¢ € Bess(H) : ¥ es un marco de Parserval para H}.

Demostracion.

1. SeaT € £ yn="Tv € R(T) = H. Luego, como TT" = Prry = id, entonces

Il = W@ T T < (T || T Tv|?
= TP ) KT Tv,&)
k=1

= T HTw, T&) [
k=1

= TP ) 1. Té) P,
k=1

es decir, (T'¢;)ken €S un marco.

Reciprocamente, sea (¢ )ren un marco para H. Entonces, para todo n € H se
cumple que

Alll® < Y 1 T [P = 1 T5nll?,
k=1

es decir, Tj es acotado inferiormente y entonces T es inyectivo y de rango
cerrado. Luego, Ty es suryectivo.
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2. Analogo a item 1.

3. Sea T' € GI(H). Claramente, gen(T'¢;)ken = H. Sea (ay) una sucesion finita de

escalares entonces

IS aral? = 173 adl? < 1717 Jadl

Por otro lado,

Dolal = TR ado)l? < ITHPI Y enTél®.

Luego, (T¢k)ren es una base de Riesz para H.

Reciprocamente, sea 1) = (1 )ren una base de Riesz para H. Claramente ¢ €
Bess(H). Definamos del : H — H por Tw’lwk = &. Dada la cota inferiorm
tenemos que del € L(H) y claramente TwTw_l = TJ1T¢ =1d, ie., Ty € GI(H).

4. Es consecuencia del item anterior.

5. Sea T' € U(H). Por 4, ag(T) = (T&)ken es una base. Ademés, (T, T¢;) =
€k, T*TE;) = (&k, &) = Okj, 1.e., ap(T) es una base ortonormal.
Reciprocamente, si 1) = (1;)ren €s una base ortonormal entonces, por el item
4, Ty, € GI(H). Veamos que Tw_1 = Ty. En efecto, <T¢(1§ ckgk),¢j> =cj =
<’§ Ckfk,€j> = </§ xs Tw_l%> :

6. Si T una isometrfa parcial y n = Tv € R(T) con v € N(T)* entonces ||n||° =
2 2 % 2 o) % 2 00 2
I Tl = [v)” = I T*Tv|” = 222 KT Tv, &) = 2202 [(n, Té)[™ Por lo
tanto, 1) = (T )ken €s una sucesion de marco de Parserval.
Reciprocamente, sea ¥ = (¢, )ren una sucesion de marco de Parserval. Enton-

ces, dado 1 € 'H se tiene que
o
2 2 » 2
N Tnll® = [ Tum, &) * = || T3 Tun|)”-
k=1
Luego, T} es una isometria parcial y entonces T; es una isometria parcial.

7. T €& siysélosi[Inl|* = [T)* = 2252, KT, &)I* = 2202, [(n, T6k)|* para
todo £ € H, i.e., siy sblo si ag(T) es un marco de Parserval.
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[]

Corolario 2.2.2. Sea T' € L(H). Entonces, ag(T) es un marco para H si y sélo si
ap(T*) es una sucesion de Riesz.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la Proposicién y del hecho de
que un operador es inyectivo y de rango cerrado si y sélo si su adjunto es un operador

suryectivo. O

Observacién 2.2.3. Considerando la representacion matricial (inducida por una
base fija) de un operador lineal y acotado, el corolario anterior puede reescribirse
del siguiente modo: La sucesion de columnas de una matriz forma una sucesion de

Riesz si y solo si la sucesion de filas forma un marco.

Dado que T € L(H) es una isometria si y sélo si T es una isometria parcial

inyectiva entonces, por la Proposicion tenemos la siguiente caracterizacién de

I(H):

Proposicién 2.2.4. ag(Z) = {¢ € Bess(H) : 1 es una sucesion de Riesz con
constantes dptimas ¢ = C' = 1}.

2.3. Caracterizacion de operadores compactos y de clase p-
Schatten

Puesto que &,(H) es un ideal para todo p > 1, entonces, en particular, &,(H) es
invariante a derecha por unitarios. Nuestro propdsito en esta seccion sera caracteri-
zar ap(6,(H)). Comencemos caracterizando ag(So(H)). En principio, observemos
que, por la Proposicién [L.1.5] item 5 , se verifica que ap(So(H)) C cp. Sin embargo,
como muestra el siguiente ejemplo, no vale la igualdad.

Ejemplo 2.3.1. Sea (&,)nen una base ortonormal de H. Luego, la sucesion (Vn), o
definida por &, %, %, f/—%, \5/—35, f/—%, ... es un marco de Parserval. Por lo tanto, T es
una co-isometria, i.e., TwT{; =1id y, por consiguiente, Ty, no es compacto; mientras

que “wn” T:O 0.

A continuacién presentamos una nueva caracterizacion de los operadores com-

pactos en términos de sucesiones de Bessel.
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Proposicién 2.3.2. Vale la siguiente la igualdad

ap(6a(H)) = {¢ € Bess(H) : (Byn)nen € o donde N = (i)}

Demostracion. Sea T € G(H) y Py = Pyenfe,...en}, donde (&n)nen €s una ba-
se ortonormal de H. Dado que T* € G (H), entonces, por Proposicién [1.1.5]4,
|PnT* — T P 0.

Sean e H,
(PNT* =T == Y (Tn&) &=~ Y (1.T&)&.
k=N+1 k=N+1
Luego,
D TG = I(PNT* = T)nl* < | PyT* =T |nl|*.
k=N+1

Asi, YN = (T& )y € Bess(H) y Byn < ||PyT* — T*|)> — 0.

N—o0

Reciprocamente, sea 1 = (V5 ren € Bess(H) tal que Byy P 0. Probemos que

T € G (H). Siguiendo las misma idea que antes se tiene que

NPT =)l = S (TP = S 1 v < By Inll.
k=N+1 k=N+1

Luego, HPNT;; -1 ? < Byw e 0 y entonces, por Proposicion (1.1.50 77 es com-

pacto y luego Ty, € G (H). O

Puesto que ||¢)|| pess = By €l resultado anterior puede reescribirse como sigue:

Corolario 2.3.3. ap(6.(H)) = {1 € Bess(H) :  (||["||Bess) ven € co, PV =
(Vr)esn}

Finalmente, nos dedicaremos a las sucesiones de Bessel asociadas a operadores
pertenecientes a la clase p-Schatten. Aplicando la Proposicion [1.1.11]6 se obtienen

las siguientes implicaciones:

Proposicién 2.3.4. Sea ¢ = (¢,)nen € Bess(H). Entonces:
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1. Si1 <p <2y (||[Ye])ken € IP entonces Ty, € &,(H).
2. 512<pyTy € Sy(H) entonces (||Vk|)ren € 1P

Como consecuencia inmediata de la proposicién anterior obtenemos la siguiente

caracterizacién de ag(Gy(H)).
Corolario 2.3.5. ap(63(H)) = {¢ € Bess(H) : (||t ken € 12}

De todas maneras, nuestro propésito es caracterizar ag(&,(H)) para todo 1 <
p < oo. Con este objetivo, intentamos en principio adaptar la Proposicién [2.3.2
para operadores en la clase p-Schatten. Pero, en tal caso, solo se obtiene la siguiente

implicacion.

Proposicién 2.3.6. Si 1) = (Yy)ren € Bess(H) verifica que (||| ... )ven € 1P
donde YN = (Yp)r>n entonces Ty, € G,(H).

Demostracion. Dado que A\,1(T) = inf{||T — B|| : B € L(H,K) y dimR(B) < n}
y siguiendo la misma idea que en la demostraciéon de la Proposicién [2.3.2] tenemos
que Ayt (T%) < |PNT — Tl < (|9 || Bess, de donde se obtiene el resultado. O

Como muestra el siguiente ejemplo, la implicacion reciproca de la tltima propo-

sicién es falsa, en general:

Ejemplo 2.3.7. Sea a € Ry e = (£)4en € [* tal que ||| = 1. Definamos 7" € L(I?)
por T'n = (n,e) e. Es decir, T es la proyeccién ortogonal sobre gen{e}, y T € &,(H)
para todo p > 0. En particular, T' € &;(H). Consideremos ahora la base ortonormal
canénica de [? y denotémosla por E = (€,)nen, ¥ sea Py = Pyenfer,....en}- Luego, si
an(T) = (Wren = ¥ y ¥V = (i) entonces, ||V |7 = |TPy|* = [|Pye|* =

2
ZZOZN (%) ~ % y por lo tanto (‘|¢N‘|2Bess)NeN ¢ I', entonces (H¢NHBESS)NEN ¢ I

A continuacién presentamos una caracterizacion de ap(S,(H)) valida para todo
1<p<oo.

Proposicién 2.3.8. Sea 1) = (Vi) ren € Bess(H). Entonces Ty, € S,(H) siy solo si

existe una base ortonormal de gen{ Yy tren, (Bk)ren, una sucesion ortonormal (Vk)rer
de H y (Ag)ken € 1P con 0 < Apy1 < A tal que
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Z ijgk 77Z)k7ﬁn> - )‘n(sj,n (231)
k=1
Z v, &) (U, Ba) = 0 si v € gen{vnboe; (2.3.2)
k=1

Demostracion. Recordemos que Tyn = >~ (1, &) k.

Sea Ty € 6,(H). Luego, Tyn = > .c; Mk (0, Vi) B, donde (vy)rer es una base
ortonormal de N(Ty)", (Bk)ren €s una base ortonormal de R(T}) = gen{vy}ren ¥
(Moken € 12,0 < Ay < A

Luego,
Z V],gk ¢k7ﬂn> <T1/)(V] ﬂn Z)‘k’ Vi, Vk ﬁkaﬁn) = 5jna
k=1 kel

es decir, se verifica la ecuacién (2.3.1). Por otro lado, si v € gen{vy}+ = N(T})
entonces,

D 0, &) (W, Ba) = (Ty(v), Ba) =0,

k=1
i.e., se verifica la ecuacién ([2.3.2)).

Reciprocamente, sea 1) = (U )reny € Bess(H) tal que se verifican las ecuaciones

(2.3.1) ¥ ([2.3.2). Sea (7 )ken una completacion de (vg)res a una base ortonormal de

‘H. Observemos que,

TdJDj = ;<Twyjaﬁk ;Zl yj’éﬂ wmﬁk>ﬁ

Luego, por las ecuaciones (2.3.1) y (2.3.2), obtenemos que si ; = v; entonces Ty, 7; =
N;Bj, ysiv; ¢ {vg: ke l} entonces Ty; = 0.

Consideremos n = > "2 (n, k)0 € H. Entonces, Tyn = Y po (0, g)Typin =
> ker M (M, i) B donde (Ag)ken € IP. Por lo tanto, Ty, € &,(H) y el resultado queda
probado. [






Capitulo 3

Multiplicador de Bessel y

multiplicador de Bessel de fusion

3.1. Multiplicador de Bessel

Comencemos introduciendo la definicion de multiplicador de Bessel.

Definicién 3.1.1. Sean (¢r)ren ¥ (Ur)ren dos sucesiones de Bessel en Hy y Ha res-
pectivamente y m € [*°. Llamaremos multiplicador de Bessel para las sucesiones
de Bessel (¢r)ken Y (Vi)ken, al operador Moy, (s, : H1 — Ha, definido por

M0 (€) =D e (€, ) .

keN

La sucesion m se llama el simbolo de M,y )¢, Dados ¢ € Hi y n € Hs
denotamos con ¢ ®; n al operador de Hs en H; definido por (¢ ®; n)(&) = (£, 1) ¢.
Entonces

My (€) = Y m(vx @i 1) ().

keN

Es sencillo verificar que ||¢ ®; 7|, = ||#]|||n]| para p > 1. En lo que sigue considera-
remos el operador M,, : I> — [? definido por M,,,((ck)ken) = (ki) ken-

Proposicion 3.1.2. Valen las siguientes propiedades:

1. Sim € 1> entonces M,, € L(I?). Ademds, | M|l = ||m||co-

o1
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2. J\{nzéwk)l%k) € L(H1, Ha). Ademds, My (o) = DyMimnCos y ([ Mimyonll <
B,/"B."||m| so-
P ) oo

. M;(T/Jk)(¢k) - Mm(%)(w;c)‘

Demostracion. 1. Sea (cx)ren € I2. Luego, || My, (c)|| = [[(mrci)|] < [ml|ooll (ck)]|-
Por lo tanto, M,, € L(I?) y Myl < [|m]|eo. Ademés, si (ex)ren denota la ba-
se candnica de [? entonces, |mi| = |[My(er)]] < [[Mn| para todo k € N.
Entonces [|m/oc < [[Mm]| y, Tuego, [ M| = [[m]|.

2. Es sencillo comprobar que M,y )(¢,) = DyMinCy. Luego, como por el item
anterior M,,, € L(I?), entonces M) 6p) € L(H1, H2) ¥ || Mol <
B,*B)*|m||s.

3. Puesto que Moy, (¢) = DyMnCo, entonces My o = (DyM;nCy)* =
Dy MmCy = Mo wn)-
Ol

Proposicién 3.1.3. Sean m € 1, (¢r)ren ¥ (Ur)ren sucesiones de Bessel en Hy y
Ho respectivamente.

1. Sim € co entonces My, )(4,) €5 compacto.
2. Sim € IP entonces My p,)(40) € Sp(H1, Ha).

Demostracion. Dado que M,y )(6,) = DypMimCy, es suficiente probar que M,, es
compacto (resp. pertenece a la clase p-Schatten) si m € ¢y (resp. si m € [P).

1. Seam € ¢g y my = (m1, ma, ..., mn, 0,...) € [*°. Entonces, para todo ¢ € [* se
tiene que [ Mo (c) = My (O)| = [[Mom—my ()] < [m —mullslle] —— 0. De
aqui, existe una sucesion, (M., )nen, de operadores de rango finito tal que

| My, — Mol e 0, i.e., M,, es compacto.

2. Sea m € I y (ex)ren la base candnica de [2. Consideremos o : N — N la

permutacién tal que 0 < ‘m(,(k+1)| < ‘ma(k)| para todo k € N. Entonces, para
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todo ¢ € 12,
Mn(c) = Y {me,eqm)) otey = D Matr) (€ €o(r)) €otr)
keN keN
B Mo (k) M (k)
keZN |m0(k)|m0(k) <C’ 6<7(/f)> |ma(k)|60(k)
= Do (e eot) Uleom),
keN

donde U € U(I?). Por lo tanto, como (|mg(k)‘)k€N € [P, se obtiene que M,, €
, 1/2 1/2
S, (1?). Ademis, Mo, = [mll, v lego | Mo llp < By >By*(Iml,.

]

A continuacién estudiamos la continuidad de My, )4, Para esto, en lo que

sigue, dado 1 < p < oo denotaremos con ¢ a su conjugado, i.e., % + é =1.

Proposicién 3.1.4. Sean (¢p)ken ¥ (Ur)ren sucesiones de Bessel en Hy y Hay res-
pectivamente.

l—o00

o
1. Sim® — m en 1P entonces || M,,o (600 — Mim(wo) @) 1o - 0.
2. 8imelly (gzﬁ,(j))keN -~ (Pr)ken en 9 entonces

1M 0y — Mmwoeolle == 0y 1M, 000y = Mmoo llp 72 0

Demostracion.

1. Sea mY — m en IP. De la demostracién de la Proposicion [3.1.3]se tiene que

l—o00

Mo € G,(12) ¥ Myl = lm®Y —ml|, para todo [ € N. Por lo tanto,

Moy 60) — Mmw)eolle = Mm@ —moyon lp = 1 PoMopo —mCollp
1/2 51/2

Bw/ B¢>/ ||Mm(l)—m||p

— (BB m® = m], — .

IN
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2. Sim € [P entonces M

(¢(l))(¢ )7Mm(’wk)(¢k) € Gp(HlyHQ)' Luegoa
l
1M, 0160 = Mmtolls = 1D mi (i =) ®:
l
< S Imal 1w — ) @: dnlly
k=1
_ o _
= Zlmle(% Vi) ||l
k=1

< 1/2(2 ) /2 ZH — ) [|)V/e
_ 1/2||m||p||< YY) — ww“q .

donde la ultima desigualdad se obtiene por la desigualdad de Holder.

El limite restante se puede probar de manera analoga.
m

Corolario 3.1.5. Sean m® o men >, (Qp,(f)), (gb,(f)) sucesiones de Bessel y By, Ba
—00

tal que Byoy < By y Byo < Ba para todo | € N. Luego, si (w,(f))keN y (gb,(fl))keN
convergen a (Vg)ken Y (O )ren en 19 respectivamente entonces

1M,

mO0) 0,0 Moy on llp == 0-

Demostracion. Uniendo items 1 y 2 de la proposicion anterior se obtiene que:

I Mm(l)(q/,,i”)((bg)) ~ Mmoo llp < HMm(U(Qp;j))((ﬁg)) - Mm(wil))((bl(cw)up +
||M w(l))(¢(l ) Mm(wk)(¢]<€l>)||p + HMm(i/Jk)(qﬁg)) - Mm('lllk)(ﬁf)k)”p <

(B1B2)"?||m) —ml|,+Ba"? [l | () = (i) lly+B1 " [m |, | (1))~ (66) g — 0.
]



3.2. Multiplicador de Bessel de fusion 55

3.2. Multiplicador de Bessel de fusion

En esta seccion introducimos el concepto de multiplicador de Bessel de fusion el
cual resulta una extension del multiplicador de Bessel para sucesiones de Bessel de

fusion. Estudiaremos sus propiedades para m € ¢y o m € [P.

Definicién 3.2.1. Sean W = Wi, wi)ier vy V = Vi, v;)ier dos sucesiones de Bessel
de fusion sobre el mismo espacio de Hilbert, H, y m € [*°. Llamaremos multiplica-

dor de Bessel de fusion de las sucesiones de Bessel de fusion W y V' al operador
Smyw : H — 'H definido por
Smyw (§) = Z mviw; Py, Py, §.
icl
Observacién 3.2.2. Sean (¢r)ren Y (Vr)ken dos sucesiones de Bessel para H
y consideremos las sucesiones de Bessel de fusion W = {(gen{or}, |okll) tren ¥

V = {(gen{v}, ||Ykll) }ken. Luego, los respectivos multiplicadores se relacionan del
siguiente modo:

Smvw = M) (61

(Vr, dr)

J— / T EETIT ST
donde my, = my, loellewll -

En lo que sigue consideraremos las siguientes aplicaciones:
P (i ®@Wie — (2o, ©Vi)e definido por P((&)ier) = (P,&i)ier-
S : (Zie[ SVi)e — (Zie[ ©Vi)p definida por S, ((&i)icr) = (M4i&s)ier-

Proposicién 3.2.3. Sean W = W, w;)ier yV = Vi, Ui)ier dos sucesiones de Bessel
de fusion sobre el mismo espacio de Hilbert, H, y m € [*°. Luego, las siguientes
propiedades se verifican:

1. P e L((Xic; ©Wiez, Qicr ®Vi)e).
2. Sm € L((X ;e ®Vi)2).
3. Spmyw € L(H) Ademds, S,yw = DyS,,, PCyy.

4- S:;vw = OmWwy-
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Demostracion. 1. La linealidad de P es clara. Si (§;)icr € (D _;c; ©W;)2 entonces
(P &)ierll® = 2ier &7 < 2oier 116117 = [1(&)iex |1, Le., P es acotado.

2. Sim € 1* entonces para todo (§;)icr € (D _;c; ©Vi)i2 se verifica que
1Sm (€)ieD) I = ll(mi&)ierl® = Y Imi&sll < [ImlZ )l (€ ier].
icl
Luego, S,, es acotado y ||Sp || < [|[m]]so-

3. Es simple verificar que S,y = DyS,,, PC)y. Luego, por items 1y 2, S,,yw €
L(H).

4. Por item 2, tenemos que S, = (DyS,,PCyw)* = Dy P*S;Cy. Ahora, es
sencillo verificar que P* : (3°..; ®Vi)e — (D_,c; ®Wi)ee queda definido por
P*((&)ier) = (Pw,&i)ier- Luego, Sy = Smwy-

]

Proposicién 3.2.4. Sean W = Wi, w;)ien ¥y V = (Vi, V;)ien Sucesiones de Bessel
de fusion. Luego,
1. Sim € cg y dimV; es finito para todo i € N entonces S,, es compacto y, en

particular, S,y es compacto.

2. Sim € P y (dimV))ien € [ entonces Sy, € 6,((3_,c; ®Vi)i2) v, en particular,
Smyw € SP(H)

Demostracion. 1. Seam € ¢y y my = (mg, my, ..., my,0,0,...). Luego,

Sy ((§i)ien) = Sm((&)iem) || = [[Smy—m ((§)ien) || <

lmx = mlloo| (€ )ienll = O
—0Q

Por lo tanto, dado que dimV); es finito para todo i € N entonces, para todo NV,
Sy €s un operador de rango finito. De aqui, S, es compacto. En particular,
como S,,yw = DyS,, PCyy, Sy €s compacto.

2. Sea E; = (€} )rex, una base ortonormal de V; y definamos

Fip =0, € 0,0 €O OV
—~ ieN

posicion i
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Luego, F' = ((Fix)rek,)ien €s una base ortonormal de (> ,; @Vi)lz'A Supon-
gamos 0 < |my41| < |my| para todo k € N. Ahora consideremos (Fj);en el
reordenamiento de I’ dado por:

a) sil <j < K entonces FJ = F,
b) si j > K; entonces FJ = F,1x donde n = max{m e N: j — (K;+ ...+
Kp)>0tyk=7—(Ki+ ..+ K,).

Asi, para todo f = (fi)ien € (D _;c; ®Vi)iz se verifica:

Sulf) = 30N milfFoa) P = Yy (£, F) B = S | (£, B ) UE;

iel keK; jeN jEN

donde (112j) jen = (M1, .oy M1, Mo, oy Mg, oMy ooy, ) Y U € U((D 2, BVi)i2)-
Vv Vv v/

Ky Ko K;

Ahora,

Yol =Y Kl < (dimV,)ierlloolm]) < oo.

jeN el

Por lo tanto, S, € 6,((3_,c; ®Vi)i2). En particular, Spyw = DyS,, PCyy €
S,(H).
]

En los siguientes ejemplos se muestra que, en la proposicién anterior, las hipétesis

referidas a las dimensiones de V; son necesarias.

Ejemplos 3.2.5. Sea H = 1% y (e)ren una base ortonormal de 2.

1. Definamos Wy = span{esi1tren, wo = 1 y para i > 1 definamos W; =
Span{ €og }ren—{i}, Wi = ﬁ Es claro que W; no es finito dimensional para ningun
i € N. Comprobemos a continuacion que (W;,w;)ien, €S una sucesion de Bessel de

fusién. Es fdcil verificar que para i > 1, w?|| P, ()| = %Z?:M;ﬁz (€, en)|? para
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todo £ € H. Luego, para todo & € 'H se tiene que

> WP, QI = |<§»62k+1>|2+( > 2%>|<§,€2>|2+

i€Ng k=1k#1

0

=1
( > g)uae%mm
k=1,k#n

6 eannl® + (15 ) Herea) +

0
1 2
(- D)t e

Dieno Wil P, (O1* < 1I€]1* para todo & € H.

o

||M8

+

=

||M8

+

Por lo tanto,

Ahora, consideremos Sy con w = (w;)ien, = (ﬁ) € ¢ Yy veamos que S yyw
_ 3 _
no es compacto. En efecto, S,yww(eapi1) = ZiGNO w? Py, €op 11 = ea41 Y entonces la
sucesion (Soww(€axs1))ken no tiene una subsucesion convergente.

2. Sea W; = gen{ey, ea,...,e0i }, w; = 1 > 1. Es claro que no existe A > 0

1 .
tal que dimW,; < A para todo i € N. Verifiquemos que (W,,wl)ZeN es una sucesion
de Bessel de fusion. Para esto, notemos que w7|| Py, ()| = 75 ZJ € e para

todo £ € 'H. Luego,

Zuﬂupw Gl (Zﬁ) (1 ex)l + (€. e) +
- (2 4%/) (1€ e0) P + (& en) ) + .

Ahora, como Y72 S < 2, entonces Y2 Wil Pw, (§)]1> < 2[|€||* para todo & € H.
Observemos que Y > w; = Y ooy (3/15)2. < 00, e, w = (wi)ien € ', pero, sin

embargo, Soww ¢ S1(H). Para corroborar esto ltimo es suﬁciente probar que

((Soww(en), en))nen & I*. Ahora, oo (Soww(en), en) Zan - donde a; = 2

y a, =2""1 paran > 1, entonces Y oo, (Soww(€n), €n) dwerge.
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Corolario 3.2.6. Sean W = (W;,w;)ien y V = (Vi, Vi)ien dos sucesiones de Bessel

de fusion tal que (dimV;)ien € 1%°. Luego, si m") — m in [P entonces ||S,,ayy —

|—0o0

SmVWHp l—>—o>o 0.

Demostraciéon. Seam® l—> m en [P. Por la Proposicion|3.2.4} tenemos que S,,o)_,,, €
SO icr ®Vi)ee) v IS —mllp < |m® — m||, para todo | € N. Luego,
||Sm(l)VW - SmVWHp = ||Sm(l>—mVW||p = ||DVSm(l)—mPCW||p
< D] — ml [ Cowll — 0.
O

Proposicién 3.2.7. Sean W = Wi, wi)ien, WF = Wi, (wi)i)ien, ¥ V = Vi, Vi)ien
sucesiones de Bessel de fusion tal que (dimW;)ien € 1%°. Luego, sim € 1P y ((wg)s)ien —

(wi)ien en 17 entonces ||.Spmwe — Smywl|p e 0 ¥ [1Smwry — Smwvllp e 0

Demostracion.
||SmVWk — vapr = H Zmzvz(<wk)z - wl)PvaW'L p
ieN
< Z |mvi| [(wi)i — wil [[Pwslp
ieN
= Z [mvi| [(wr)i — wil dimW;
ieN
< I(dimWVy)ien]| oo || (Vi)ien ]| 0o Z [mil [(we)i — wil
ieN
1/p 1/q
<c (Z \mi|p> (Z (wn)i — W)
ieN 1eN
= Cllmllpll((w)i)ien — (wi)ienlly — 0.
Analogomente se puede probar que ||S,,wry — Sy ||, k—’ 0. =

3.2.1. El caso m=(1,1,...)

Dadas dos sucesiones de Bessel W = W;,wi)ier v V = (Vi,vi)ier en H, el
siguiente operador es definido en 2§]:
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Syw : H — H, Syw(§) = D e viwi Py, Pw,€.

En dicho trabajo se prueba la convergencia incondicional de la serie y se estudian
condiciones para la suryectividad e invertibilidad de Syyy,. Claramente, en nuestro
contexto, Syy = Sppw donde m = (1,1, ...) € I*°. Puesto que m ¢ ¢, ni [P, nuestro
proposito en esta seccidon sera determinar condiciones para que Sy sea compacto
o pertenezca a S,(H).

Proposicién 3.2.8. Sean W = Wi, w;)ien y V = (Vi, Vi)ien Sucesiones de Bessel
de fusion, vgy1 < v para todo k € N.

1. S5 (vy)ien € o, (Wi)ienw € Y y dimV; es finito para todo i € N entonces Syyy es

compacto.
2. 8i (V)ien € 1P, (Wy)ien € I' y (dim)V););ien € 1°° entonces Sy € 6,(H).

Demostracion. 1. Definamos SY,, : H — H por SHy(€) = 2N, viw; Py, Pw,E.

Luego,
1Syw(&) = SPw (Il = I Y viwi Py, Pl
i=N+1
< el > viws < ellowa Y wi
i=N+1 i=N+1

< Ellongrllwls

Por lo tanto, ||Syw — SHivll < vnil|wl P 0. Luego, como S, son opera-
—00

dores de rango finito, obtenemos que Sy es compacto.

2. A lo largo de esta demostracion utilizaremos el Lema [1.1.8] Observemos que
A(Svw) = [[Svw]l < vi|w]lr-

Sea N}, = dimVy y Spyy = viw1 Py, Py, . Entonces, dimS),(H) < Ny y ||Syw —
Iyl < wallwls. Luego,

N1 (Syw) < vaflwllr-
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Ademas,

AN, (Syw) < Anp—1(Syw) < oo < A (Syw) < vg|wlf1-

Ahora, sea S%}VJFNQ = vw1 Py, Py, + vaws Py, Pyy,. Entonces, dimSg;VJ“NQ (H) <
N1+ Ny y [|[Syw — S{X}\TNQH < wvs||wl|1. Luego,

)\Nl—l—NQ—‘rl(SVW) S U?)HWHI

AN 8 (Syw) < An4mve—1(Svw) < oo < A1 (Svw) < vgflwlfs.

Por lo tanto,

[e.e] o0
DM (Svw) < Y- Nt lwlf < Wl ll(Nienloo 015 < oo
i=1 i=1

Entonces, Syy € 6,(H).






Capitulo 4

Clases de operadores sobre un

espacio semi-Hilbertiano

En este capitulo estudiaremos distintas clases de operadores definidas sobre el es-
pacio semi-Hilbertiano (H, (, ),). Més precisamente, las contracciones, isometrias,

operadores unitarios e isometrias parciales respecto a ( , ) ,.

4.1. El operador A-adjunto T*

En gran parte de este capitulo trabajaremos con operadores T' que admiten A-
adjunto, es decir, T' € L4(H). Recordemos que T' € La(H) si y s6lo si la ecuacién
AX = T* A tiene solucién. Luego, dado T € L4(H) denotaremos con T* a la solucién
reducida de dicha ecuacién. Es decir, T* es el tinico A-adjunto de T que verifica

AT =T*A, R(T*) C R(A) y N(T*) = N(T*A).
De acuerdo con la Proposicién [1.1.14] T% = ATT*A. Cabe observar que si T es
A-autoadjunto esto no implica, en general, que T = T*. Por ejemplo, si A =

11 2 2
( L1 ) €EMC)tyT = 0 0 entoces T es A-autoadjunto (AT = T*A), pe-

11

ro Tt = ATT*A = £ T. De hecho, T = T* si y sélo si T es A-autoadjunto

y R(T') C R(A).
A continuacién, estudiamos distintas propiedades de T*.

63
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Lema 4.1.1. Dado T € Ls(H) las siguientes propiedades se verifican:

1. T* € La(H), (T*)* = PrepyT Prezy v (THHF = T*.

2. T'T y TT* son A-autoadjuntos.
3. SiW € La(H) entonces TW € La(H) y (TW)* = WFT.

4. 8i AT = TA entonces T* = PR(A)T*

Demostracion. 1. Como R((T*)*A) = R(AT) C R(A), entonces T% € L4(H).
Ademés, A(PMTPM) = ATPpy = = (T*)*Ay R(P TPR(A) C R(A).
Luego, Pray A)TP r(a) ©s la solucion reducida de la ecuacion AX (T")* Ay, por

lo tanto, (T%)f = Przr ray L Priay

En particular, ((T#)%)f = Prxy )T Proay = =T Pray = T

2. Como AT* = T*A, entonces AT*T = T*AT = T*(T*)*A = (T*T)*Ay ATT* =
(TH*AT® = (T*)*T*A = (TT*)* A. Luego, T*T y TT* son A-autoadjuntos.

3. Observemos que AW!TH = W*AT* = W*T*A = (TW)*A, i.e., W!T* es so-
lucién de la ecuacién AX = (TW)*A. Ademds, R(W!T*) C R(A). Luego,
WHT*® es la solucién reducida de la ecuacién AX = (TW)*A, y por lo tanto
WHTE = (TW)*.

4. Puesto que T% = A'T*A, entonces si AT = TA se tiene que 7% = ATT*A =

ATAT = PMT*.

]

Es bien sabido que todo operador T' € L(H) puede ser escrito como suma de

un operador autoadjunto y uno antiautoadjunto (I' = —=T*). A saber, T = = 4

T’QT*. En el caso que A tenga rango cerrado veremos que esta propiedad se puede

extender, en cierto sentido, para operadores A-autoadjuntos y A-antiautoadjuntos
(AT = —T*A). En lo que sigue denotaremos L% (H) = {T € L(H) : AT = T*A}
v LG(H) = {T € L(H) : iT € L4(H)} = {T € L(H) : AT = —T*A}. En la
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siguiente proposicién trabajaremos con la representacion matricial inducida por la

descomposicién H = R(A) @ N(A). Bajo esta descomposicion, representaremos

a 0
(22) o

donde a € GI(R(A))* siy sélo si A tiene rango cerrado.

Proposicién 4.1.2. Las siguientes condiciones, donde la representacion matricial

es la inducida por la descomposicion H = R(A) & N(A), se verifican:

1. La(H) = L5(H) 4+ L% (H) C {T €EL(H): T = ( f 0 )}

to1 122

to1  tao

2. Ly(H) = {T €ELH):T= ( a0 >} si y sélo si A tiene rango cerrado.

T+T¢H T-T¢
Demostracion. 1. Sea T € Ly(H). Entonces, T' = i + 5

2

ALETH ATSATE (TPARTA ()T, T

2 2 B 2 B 2 2
T+ T* s ‘ T-T as
5 € L% (H). Andlogamente, € LY (H). Luego, T € L5(H) + L% (H).
Reciprocamente, si T'=T; + T, con Ty € L5(H) y Ty € L% (H) entonces Ty — Ts
es soluciéon de AX = T*A. En efecto, A(Ty — Ts) = TfA+ Ty A = T*A. Luego,
T e LA(H)

ti1 t ] 0

Por otro lado, sea T = ( oo ) € La(H). Luego, T*A = < 14 ) .

t21 t22 tT2CL

. Ademas,

)*A. Luego,

Ahora, como R(T*A) C R(A), obtenemos que tj,a = 0 y, por consiguiente, R(a) C

N(t3,) = R(t19)*. Pero, como R(t15) C R(a), entonces t1 = 0.
t;; O

2. Sea A € L(H)* con rango cerrado y T =
o1 ta2

). Entonces, T"A =

t* —_
( 18a 8 ) y R(T*A) = R(tt,a) C R(A) = R(A). Luego, T € La(H). La inclusién

reciproca es consecuencia del item anterior. Luego, la igualdad queda probada.

Reciprocamente, si R(A) no es cerrado entonces existe n € R(A) \ R(A). Luego, se

puede definir un operador lineal y acotado t1; : R(A) — R(A) tal que t},a =7
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para algin £ € R(A). Consideremos T = tél 0 . Luego, n € R(T*A), pero
n ¢ R(A). Es decir, R(T*A) € R(A) o, lo que es lo mismo, T' ¢ L4(H). O

Corolario 4.1.3. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. A€ L(H)* tiene rango cerrado.
2. L(H) = L5(H) + LY (H) + L(N(A), R(A)).

Demostracidn. Es consecuencia inmediata de la Proposicién [£.1.2] O

4.2. A-contracciones y A-isometrias

Comencemos introduciendo el concepto de A-contraccién y, como caso particular,

el de A-isometria.

Definicién 4.2.1. Sea T' € L(H). Diremos que T' es una A-contraccién si

1Tl 4 < NIEL4 s

para todo & € H. St ||T¢|| , = ||£]l 4 para todo & € H entonces diremos que T' es una
A-isometria.

Observacién 4.2.2. Si A € L(H,)", B € L(H2)" y T € L(Hi,Ha) entonces
diremos que T es una AB-contraccién (resp. AB-isometria) si ||T¢||p < [|£]|a
(resp. |T¢||s = ||€]|a) para todo € € H;.

Es claro que las I-contracciones (resp. I-isometrias) coinciden con las contraccio-
nes (resp. isometrias). Asimismo, tanto las A-contracciones como las A-isometrias
son elementos de L 41/2(H), es decir, son A-operadores.

Las A-contracciones y las A-isometrias son frecuentemente definidas de manera

equivalente como muestra la siguiente proposiciéon:
Proposicién 4.2.3. Dado T € L(H) las siguientes propiedades se verifican:
1. T es una A-contraccion si y solo si T*AT < A.

2. T es una A-isometria si y solo si T*AT = A.
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Demostracion. Sélo incluiremos la demostracion del primer item, puesto que la de-
mostracion del item 2. es andloga.

1. T es una A-contraccion si y sélo si ||AYV2T¢|| < [|AY2%¢|| para todo € € H o,
lo que es lo mismo, si y sélo si (T"ATE, &) < (A&, ) para todo € € H, i.e., siy sblo
si T*AT < A. O

A continuacién presentamos ejemplos de A-contracciones y A-isometrias.

Ejemplos 4.2.4.

1 1
1. Dado A=1 0 0| e M(C),T= es una A-contraccion.
1 1

O = O
S = O
o o O
O = O

2. Dado A € L(H)*, el operador identidad y Pm son A-isometrias. Mds ain, si
T es una A-isometria entonces T+L(H, N(A)) es un conjunto de A-isometrias.

11 11—

3. Dado A = L1 ) € My(C), T = ( 0 ") es una A-isometria para
n

todo n € N. Obsérvese que para todo M > 0 existe una A-isometria T tal que

T > M.

En la siguiente proposicion incluimos algunas propiedades de las A-isometrias.
Proposicién 4.2.5. SiT € L(H) es una A-isometria entonces

1. N(A) = N(AY2T).

2| Tl[a=1.

3. Si W € L(H) es también una A-isometria entonces TW es una A-isometria.

Demostracion. 1. Si T es una A-isometria entonces ||AY?T¢|| = ||AY2¢|| para todo
¢ € H. Luego, es claro que £ € N(A) = N(AY?) siy sélo si € € N(AY2T).

2. Trivial.

3.51 T y W son A-isometrias entonces

(TW)*ATW = W*T*ATW = W*AW = A,

es decir, TW es una A-isometria. n
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Obsérvese que el item 1. de la proposicién anterior para [-isometrias se traduce
en que las isometrias son operadores inyectivos.

Dado que las A-isometrias son A-operadores, entonces si 17" es una A-isometria
la ecuacién AY2X = T*A'? tiene solucién. En el siguiente resultado relacionamos
las A-isometrias con la solucién reducida de dicha ecuacién. Mas ain, relacionamos

las A-isometrias con isometrias parciales.

Proposicién 4.2.6. Dado T € L(H), T es una A-isometria si y solo si existe una
isometria parcial V € L(H) con R(V) = R(A) tal que AV?V = T*AV2,

Demostracion. Sea T una A-isometria y V' € L(H) la solucién reducida de la
ecuacién AY2X = T*AY2. Luego, V es una isometria parcial. De hecho, como
T*AT = A2V V*AY? = A entonces VV*AY? es solucién de la ecuacién AYV2X = A.
Ademds R(VV*AY?) C R(A), i.e., VV*A'Y2 es la solucién reducida de dicha ecua-
cién y, por lo tanto, VV*AY2 = A2 o, equivalentemente, AY2VV* = A2, De esto
tiltimo, obtenemos que VV* es la solucién reducida de la ecuacién AYV2X = A2y,
aplicando nuevamente el teorema de Douglas, tenemos que VV™* = Pm, ie., V es
una isometria parcial con R(V') = R(A).

Reciprocamente, sea V € L(H) una isometria parcial tal que AY2V = T*A/?

y R(V) = R(A). Luego, A = A1/2PWA1/2 = AV2VVFAY? = ARV (AVRV)r =
T*AV?(T*AY?)* = T*AT, y entonces T es una A-isometria. O

Corolario 4.2.7. Si A € L(H)" es un operador inyectivo entonces T' es una A-

isometria si y sdlo si existe una co-isometria V € L(H) tal que AY?V = T*AY2.

Si T es una A-isometria entonces claramente T' € L 41/2(H), pero en principio
no necesariamente 7' € L,(H). En la siguiente proposicién caracterizamos las A-
isometrias en L 4(H) en términos de proyecciones A-autoadjuntas. Primero, hagamos

la siguiente observacion:

Observacion 4.2.8. Dos proyecciones Q1, Qo sobre H tal que N(Q1) € N(Q2) y
R(Q1) C R(Q2) son iguales. Pues, dado H> & =p+v conp € R(Q1),v € N(Q1);
se tiene que Qi€ = p y Qof = p+ Qav = p, porgque v € N(Q1) € N(Qa).

Proposicién 4.2.9. Sea T' € Lo(H). Entonces,

1. T es una A-isometria si y sélo si T'T = PW'
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2. Si T es una A-isometria entonces el par (A, R(TA)) es compatible y TT* =

P, raay

Demostracion. 1. Sea T una A-isometria. Entonces A = T*AT = AT*T vy, por lo

tanto Pry = ATA = ATATPT = PMTﬁT = T*T. Reciprocamente, si T#T = Proay

entonces T*AT = AT'T = APW = Ay, por lo tanto, T es una A-isometria.
2. Si T es una A-isometria entonces, por el ftem anterior, (TT%)? = TT*TT* =

T PWTjj = TT* Ademas, TT* es A-autoadjunto. Veamos entonces que R(TT*) =

R(TA). Sea n = TA¢{ € R(TA). Luego, n = TAE = TPppAS = TTTAS =
TT*n € R(TT*), y entonces R(TA) C R(TT*). Por otro lado, R(TT*) = TR(T*) C
TR(A) C R(TA). Entonces, R(TT*) = R(TA) y TT* € P(A, R(TA)).

Sélo resta ver que TT* = AR(TA) Por la observacion :4.2.8, es suficiente probar
que N(P, zay) © N(TT?*). Primero, notemos que N(A?T*) C N(T*%). De hecho,
si &€ € N(A%TY) entonces T8 € N(A). Pero, Tt € R(A) entonces T € R(A) N
N(A) = {0} y por consiguiente ¢ € N(T*). Ahora, N(P, zmay) © (AR(TA))* C
R(ATA)" = N(AT*A) = N(A’T%) C N(T*%) C N(TT*). Luego, TT* = P, 5.

[

Observaciéon 4.2.10. L. Suciu define en sus trabajos las A-contracciones requlares
como aquellas A-contracciones T que verifican ademds que AT = AY2TAY?. Estas
clases de A-contracciones presentan propiedades interesantes (ver [, [23], [Z3]).
Observemos entonces que si T es una A-contraccion reqular entonces T € La(H).
En efecto, R(T*A) = R(AY2T*AY?) = AV2R(T*AY?) C AV2R(AY?) = R(A).
Mds atn, en tal caso, T coincide con la solucién reducida de la ecuacion AV2X =
T*AY2. Pues, AT* = T*A = AYV2T*AY? ¢y R(T*AY?) C R(AY?), luego AV?*T* =
T*AY? y R(TY) C R(A). Como consecuencia, y aplicando la Proposz'cidn s1
T es una A-isometria reqular entonces T% es una isometria parcial.

Si A tiene rango cerrado entonces Lu(H) = L,i12(H) y el resultado anterior

puede ser reescrito como muestra el siguiente corolario.
Corolario 4.2.11. Sean A € L(H)" con rango cerrado yT € L(H). Entonces:
1. T es una A-isometria si y sélo si T € La(H) y T*T = Pra).

2. Si T es una A-isometria entonces TTY = PAm'
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En el caso que A tenga rango cerrado caracterizaremos, a continuacién, a las
A-isometrias de acuerdo a su representacién matricial bajo la descomposiciéon ‘H =

R(A) @ N(A). Previamente, hagamos la siguiente observacion:

Observacioén 4.2.12. Sea B € GI(H)*. Entonces, X*X = B si y sélo si X =
VBY2 donde V. € L(H) es una isometria. En efecto, si X*X = B entonces
B712X*XB™'? = I. Luego V.= XB~Y? es una isometria y X = VBY?. La

implicacion reciproca es trivial.

Proposicién 4.2.13. Sea A € L(H)" con rango cerrado y T € L(H). Considerando
la representacion matricial , las siguientes condiciones son equivalentes:

1. T es una A-isometria.

~1/2,,1/2
o.or=" " , donde v es una isometria en R(A).
to1 t22

t11 ti2

Demostracion. 1 = 2. Sea T = ( ) una A-isometria. Entonces,

to1 o2

T*AT _ tTlatn tTlatlg _ a 0 _ A
t?zatn t?zatlg 00
Por lo tanto, t¥,aty; = a y ti,at;; = 0. Luego, por la observacion 4.2.12] a'/?t;; =
va'’?, con v € L(R(A)) una isometria. Luego, t1; = a~*/?va'/?. Por otro lado, si
tr,at1s = 0 entonces N(A) = N(tiyatiy) = N(a'/?t15) = N(t12) v luego, t15 = 0.
a_1/2va1/2 0

2=1.51T = ; . con v una isometria, entonces es sencillo verificar
21 22

que T*AT = A. ]

4.3. Operadores A-unitarios

Puesto que T' € L(H) es un operador unitario si y sélo si 7'y T son isometrias
entonces, una vez definidas las A-isometrias, el concepto de operador A-unitario

surge naturalmente.
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Definicién 4.3.1. Dado U € L,(H), se dird que U es A-unitario si U y U* son
A-isometrias.

Observacién 4.3.2. Si A € L(H,)", B € L(H2)" y T € L(H1, Hs) admite AB-
adjunto entonces diremos que T es un operador AB-unitario si T es una AB-

isometria y T* es una BA-isometria donde T* es la solucion reducida de la ecuacion
AX =T*B.

A continuacién presentamos ejemplos de operadores A-unitarios.

Ejemplos 4.3.3.

11
1. Si consideramos A = ( L1 ) € My (C) entonces, para todon € N, T =
11—
0 " es un operador A-unitario.
n

Mas adelante veremos que en dimension finita los conceptos A-isometria y A-
unitario coinciden.

2. Sea H = 0%y S :(*— (% definido por S(&1,62,83,...) = (0,&1,&,...). El
operador S, conocido en inglés como shift operator, es una isometria, i.e., S*S = 1.
Ahora, sea A = Prsy y T = SA. Primero notemos que T*AT = (AS*)A(SA) =
AS*SA = A, es decir, T es una A-isometria. Por otro lado, T* = AS* no es una
A-isometria. En efecto, (T*)*AT* = SAS*. Luego, supongamos que (T*)*AT* = A
0, equivalentemente, que SAS* = A. Dado que S*S = I, entonces SA = AS. Ahora,
como A = Pris), SA =S y entonces A = S*S = I lo que es una contradiccion.
Por lo tanto, T* no es una A-isometria y T no es un operador A-unitario. Este
ejemplo muestra que en el caso de dimension no finita los conceptos de A-isometria

y A-unitario no coinciden.

En la siguiente proposicion presentamos algunas propiedades elementales de los
operadores A-unitarios.

Proposicién 4.3.4. Sean U,V € L(H) operadores A-unitarios. Entonces,
1. UMU = (UH'U* = Py

2. |UJJa = 1.
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3. Ut es A-unitario.
4. UV es A-unitario.

Demostracion. 1. Es consecuencia inmediata de la Proposiciéon [4.2.9

2. Trivial, pues U es una A-isometria.

3. Dado que U es A-unitario entonces U* es una A-isometria. Luego, probemos
que (U*)* es también una A-isometrfa. Para esto, notemos que ((U*)*)*A(U*)* =
(UHH*(UH*A = (UHUH)*A = ProgA = A. Luego, (U*)* es una A-isometria.

4. Ya vimos que si U y V son A-isometrias entonces UV también es una A-
isometria. Ademds, (UV)* = V*U*. Luego, aplicando el mismo resultado tenemos
que (UV)* es una A-isometria y entonces UV es un operador A-unitario.

O

A continuacién presentamos una de las propiedades mas importantes de los ope-
radores A-unitarios, a saber, que preservan la seminorma de operadores inducida

por A.

Proposicién 4.3.5. Si U,V son operadores A-unitarios entonces |[UTV#||a = || T a
para todo T € L 41/2(H).

Demostracion. Sea T € L 41,2(H). Entonces,

UTVEE|? UTV ¢, UTV?
||UTVﬁ||124 — sup || 2§||A: < f - 5>A
cermy €I ccR(A) 1€11%
€40 €40
TV, USUTV?E) <ATVﬂ€ , Prey TV >
= sup 5 = sup 5
¢ccR(A) 1€11% CCR(A) 1€11%
§#0 £#0
TV, TV? TVEE|2
_ Sup< § 2 a _ < EHA
cCR(A) 1€11% ccrm €l
§#£0 £#£0

= |ITVF|I.
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Sea w = V*¢. Entonces w € R(A) y (VH)fw = (VH)VEE = Praé = € Luego,

ITVEE% |1 Twl%
IUTVES = ITVES = sup —mm® = sup mi
cerm €D wermll(VE)RIh
€40 w0
1 Tw|
& = |71

weR(A) [wll%
w#0

]

Proposicién 4.3.6. Sea U € La(H). Luego, U es un operador A-unitario si y

sdlo si eziste una isometria parcial V- € L(H) con R(V) = R(V*) = R(A) tal que
A1/2V _ U*A1/2 y A1/2v* _ (Uﬁ)*A1/2.

Demostracion. Si U es un operador A-unitario entonces, por la Proposicion [4.2.6
existen isometrias parciales V, W € L(H) tal que R(V) = R(W) = R(A), A2V =
U*AY2 y AV2W = (U*)*AY2. Veamos que W = V*. En efecto, como AY2(V AY/2) =
U*A = AU* = AY2(AY2U*) entonces, por la unicidad de la solucién reducida,
VAY2 = AY2U% o, lo que es lo mismo, AY2V* = (U¥)*AY2. Ahora, dado que
N(V) = N(U*AY?), obtenemos que R(V*) C R(A'/?). Asi, aplicando nuevamente la
unicidad de la solucién reducida, W = V*. La implicacion reciproca es consecuencia
inmediata de la Proposicién [4.2.6 [

Corolario 4.3.7. Si A € L(H)" es un operador inyectivo entonces, U € La(H) es

un operador A-unitario si y sdlo si existe un operador unitario V- € L(H) tal que
AI/ZV — U*A1/2 y A1/2v* — (Uﬁ)*A1/2.

Proposicién 4.3.8. Sea A € L(H)" con rango cerrado y U € L(H). Considerando
al representacion matricial , las siguientes condiciones son equivalentes:

1. U es un operador A-unitario;

U21 U22

~1/2,,1/2
2.U = ( @ v ), donde v es un operador unitario en R(A).

Demostracion. 1 = 2. Sea U € L(H) un operador A-unitario. Luego, como en

particular U es una A-isometria, por la proposicion [4.2.13] obtenemos que U =
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~1/2,, 1/2
a”*va 0 . , P
( ) donde v es una isometria en R(A). Veamos que, més aun, v

U21 U22
afl/QU*al/Q 0
es un operador unitario. Dado que U*f = 0 0 es también una A-
a'?vvta’? 0 a 0
isometrfa, se tiene que (U*)*AU* = 0 o) =\~ A. Luego

vv* = idga) y, por consiguiente, v es un operador unitario.

a-2pa/2 0

2=1.S1U = , con v un operador unitario, entonces es facil
U2 U22

comprobar que U y U* son A-isometrias. n

Corolario 4.3.9. Si A € M (C) entonces toda A-isometria es un operador A-
unitario.

Demostracion. Es inmediato por las Proposiciones [4.2.13] y el hecho de que

en dimensién finita toda isometria es un operador unitario. [

4.4. A-isometrias parciales

En esta seccion definiremos las A-isometrias parciales y estudiaremos sus propie-
dades. Recordemos que T' € L(H) es una isometria parcial si

|| = [I€]| para todo & € N(T)*.
Bajo esta definicion las siguientes condiciones resultan equivalentes:
1. T es una isometria parcial;
2. T™ es una isometria parcial;
3. T"T = Pragy;
4. TT*T =T.

De acuerdo con la definiciéon de isometria parcial, a primera vista, pareceria
razonable definir T € L(H) como una A-isometria parcial si ||T¢||4 = ||€||a para

todo £ € N(T)*4. Sin embargo, con el objetivo de que las A-isometrias parciales
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preserven propiedades similares a las de las isometrias parciales clasicas, veremos
que en realidad debemos pedir la igualdad entra las seminormas para todo & €
N(AY2T)La, Obsérvese entonces que N(AY?T) = {¢ € H : ||T¢||4 = 0}.
Comencemos estudiando las propiedades que deseariamos que las A-isometrias
parciales verificaran con el fin de extender las propiedades cldsicas de las isometrias
parciales. En primer lugar, deseariamos que si T' € L4(H), entonces T' fuera una A-
isometria parcial si y sélo si T*T = P A R(TAT)" En la siguiente proposicion brindamos

condiciones equivalentes a esta tultima igualdad:

Proposicién 4.4.1. Sean A € L(H)" y T € La(H). Si el par (A, R(T*T)) es

compatible entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. T°T = P, 5 R

2. T*AT = AP

AR(TET)
3. NTE||a = l|€]|a para todo & € R(THT);
4. |ITE||a = ||€]|la para todo & € R(TAT) + N(A).

Demostracién. Por simplicidad, abreviemos 7 = R(T*T") y QQ = Par.
1 = 2. Si T*T = Q entonces T*AT = AT*T = AQ.
2 = 3. Dado £ € H, se tiene que

ITQE% = (TQETQE), = (T*TQE QE)
= (AT*TQE, Q) = (T*ATQE, Q)
= (AQE, Q8) = [|Q¢|%.

Luego, ||T¢|14 = ||€]|4 para todo € € T.

3 = 4. Dado que T € La(H), entonces R(T*A) C R(A), y luego N(A) C
N(AY2T). Por lo tanto, ||T¢||, = [|€]| , = 0 para todo & € N(A). Asi, |T¢], = |I€]l4
para todo £ € T + N(A).

4 = 1. Claramente, si || T¢||la = ||£]|a para todo & € T + N(A) entonces, en
particular, ||T¢]|a = ||€||a para todo & € T o, equivalentemente, <TﬁT§,£>A =
(€,€) 4 para todo £ € 7. Ahora, dado que el par (A,7) es compatible tenemos que

(T*TQE, Q) , = (Q€,Q€) , para todo & € H. Luego, (AT'TQE, &) = (AQE, §) para
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todo & € H. Por lo tanto, AT*TQ = AQ. Por otro lado, (AT*TQ)* = Q*(T*T)*A =
Q*AT*T = AQT*T = AT*T. Entonces, AT*T = AQ vy luego, T*T = Q. n

De acuerdo con la Proposicién anterior, una posible definiciéon de A-isometria
parcial es que || T€|| 4 = ||€]|4 para todo € € R(T*T)+ N(A). Pero esta definicién sélo
serfa factible para operadores que admitan A-adjunto. Luego, con el fin de obtener
una definicién de A-isometria parcial para un conjunto mas amplio de operadores

presentamos el siguiente resultado.

Lema 4.4.2. Si T € L(H) entonces R(T*T) + N(A) = N(AY2T)+a,

Demostracion. Primero observemos que como R(T*T) C R(T*) C R(A), entonces
R(T*T) + N(A) es un subespacio cerrado. Por otro lado, notemos que R(T*T)*4 =
N(AY2T). En efecto, R(T*T)*4 = (AR(T*T))* = R(T*AT)* = N(AY2T). Luego,
N(AYV2T)ta = (R(T*T)*4)ta = (R(T*T)* N R(A))* = R(T*T) 4+ N(A), donde la
ultima igualdad se obtiene por [BH], Theorem 4.8, p. 221. O]

Luego, definimos las A-isometrias parciales de la siguiente manera.

Definicién 4.4.3. Dado A € L(H)*, T € L(H) es una A-isometria parcial si
|TEN 4 = |1l 4 para todo & € N(AY?T)ta.

Observacién 4.4.4. Si A € L(H,)", B € L(H2)" y T € L(Hy,Ha) entonces
diremos que T es una AB-isometria parcial si ||T¢||p = ||¢]|a para todo £ €
N(BY2T)44,

Observaciones 4.4.5.
1. Si A =1 entonces las A-isometrias parciales son isometrias parciales.
2. Toda A-isometria es una A-isometria parcial.
3. 8i T € L(H) es una A-isometria parcial entonces N(A) C N(AY2T).

4. St A tiene rango cerrado y T € L(H) es una A-isometria parcial entonces
T € Ls(H). En efecto, por el item anterior tenemos que N(A) C N(AY2T) =

N(AT). Luego, R(T*A) = N(AT)*+ C R(A) = R(A) o sea que, en particular,
R(T*A) C R(A), i.e., T € La(H).
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De acuerdo con el Lema y la Proposicion tenemos el siguiente resul-
tado:

Proposiciéon 4.4.6. Sean A € L(H)"™ y T € La(H). Si el par (A, R(T*T)) es

compatible entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
1. T es una A-isometria parcial;

2. T'T = PAR(TﬁT),

3. T*AT = AP, qmeps;

4. |T¢||a = ||&]|la para todo & € R(T'T);
5. |T€|[a = l€lla para todo & € R(T*T) 4+ N(A).

Como R(T®*T) + N(A) = N(AYV2T)'4 es un subespacio cerrado, si R(A) es
cerrado entonces, aplicando el Teorema , el par (A,W) es compatible.
Ademss, como N = N(A) N R(T*T) = {0}, entonces, por el Teorema
P(A> R(TﬁT)) { A,R(TT)
Proposicién puede ser reescrita del siguiente modo:

}. Como consecuencia, si R(A) es cerrado entonces la

Proposicién 4.4.7. Sea A € L(H)™ con rango cerrado y T € L(H). Las siguiente
condiciones son equivalentes:

1. T es una A-isometria parcial;

2. T e LA(H> Y T*AT = APA R(TﬁT)’

3. TeLs(H) yTtT = P\ waer R(T*T)

Corolario 4.4.8. Si S es un subespacio cerrado de H tal que el par (A,S) es
compatible entonces los elementos de P(A,S) son A-isometrias parciales.

Demostracion. Sea Q € P(A,S). Luego, Q*Q es proyeccién. En efecto, (Q*Q)? =
ATQ*AATQ*A = ATQ*P r p(an@ A = ATQ*Q*A = ATQ*AQ = Q*Q. Ademas,
Q*Q es A-autoadjunto. Més atin, dado que R(Q*Q) C R(A), entonces, por el Teo-

rema |1.3.13| item 3, se tiene que Q*Q = Py rotg)- Luego, por la Proposicion m
() es una A-isometria parcial. n
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A continuacién presentamos algunos ejemplos de A-isometrias parciales.
Ejemplos 4.4.9.

1. Si T es una A-isometria parcial entonces T + L(H,N(A)) es un conjunto de

A-isometrias parciales.

2. St A€ M (C) tiene rango 1 entonces toda A-isometria parcial T con |T||4 #
0 es una A-isometria. En efecto, si T es una A-isometria parcial entonces
T*T = Py perery- Ademds, como ||T|a # 0 entonces T*T # 0. Luego, como
{0} # R(T*T) C R(A) y dimR(A) = 1, tenemos que R(T*T) = R(A). Por lo
tanto, T'T = Py rea) = Pra) o sea, T' es una A-isometria.

2 0 2 n 0 2—n
3.8 a A= 01 0| € MI(C). Luego, T =] 0 0 0 es una A-
2 0 2 0 0 0

isometria parcial para todo n € N, pero no es una A-isometria. Obsérvese que
para todo M > 0 existe una A-isometria parcial T tal que |T|| > M.

En el siguiente teorema caracterizamos la representacion matricial de las A-isometrias

parciales en el caso que A tenga rango cerrado.

Teorema 4.4.10. Sea A € L(H)t con rango cerrado y T € L(H). Luego, con-
siderando la representacion matricial de A , las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. T es una A-isometria parcial;

“1/2) (4 P. <)1/2
9 T = <a v(aP,s) 0

to1 t22
un subespacio cerrado de R(A).

, donde v € L(R(A)) es una isometria y S es

Demostracion. Primero notemos que dado que A tiene rango cerrado entonces a €
GI(R(A)) vy, por consiguiente, el par (a,7) es compatible para todo 7 C R(A).
En particular, (a,S) es compatible y, por lo tanto, existe P,s. Por otro lado,
(aPys6,8) = (Pusé, Pusé), = (aP.sé, Pas§) > 0, para todo £ € R(A). Luego,
la representacién matricial de 1" esta bien definida.
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o1 122
N(AY2T), obtenemos que N(A) C N(a'/?t13) € N(A). Ahora, dado que a €
GI(R(A))*, se tiene que N(t;2) = N(A) y entonces t;; = 0. Ademas, T*T =
a 't{aty; 0

tiy 1
1 =2 SeaT = ( e ) una A-isometria parcial. Luego, como N(A) C

AVT*AT = 0 0 es una proyeccion A-autoadjunta. Luego, tj,at;; =
aP, 7oy Por lo tanto, por la Observacion h.2.12} ¢4, = ail/zv(al[’aym)l/2 donde

v € L(R(A)) es una isometria.
aV?v(aP,s)Y? 0
o1 lag
algin subsepacio cerrado de R(A), S, entonces se verifica que R(T*A) C R(A), i.e.,
existe TF y T'T = PA’

2=181T-= , para alguna isometria v € L(R(A)) v

ROTFT)- Luego, T es una A-isometria parcial. O

4.5. El A-md6dulo minimo reducido

En [B7, M. Mbekhta probé que en el conjunto de las contracciones las isometrias
parciales se caracterizan por ser las de modulo minimo reducido mayor o igual a
1. Recordemos que el mdédulo minimo reducido de un operador T € L(H) se define

CcOo1mo

WT) =inf {|T¢| : €€ N(T)* and ||| = 1} .

Si T = 0 entonces se define y(T) = oo. Se verifica que v(T) = ~(T*). Ademas,
Y(T) > 0 si y sélo si T tiene rango cerrado. Mds ain, en tal caso v(T') = ||T_1TH Por
estas y otras propiedades del médulo minimo reducido se recomienda al lector ver
B4).

En esa seccion nos interesara obtener una caracterizacién de las A-isometrias
parciales similar a la obtenida por Mbekhta. Con este fin, comenzaremos definiendo
A-médulo minimo reducido de un operador y estudiando sus propiedades.

Definicién 4.5.1. Sea A € L(H)* y T € L(H). Definimos el A-médulo minimo
reducido de T' como

va(T) = inf {||T€||la: &€ € N(AVT) 4y |l¢]la =1}
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Lema 4.5.2. SiT € La(H) entonces

(1) = inf {|T¢lla: ¢ € RAT)y flgla=1}.

Demostracion. Por el Lema [1.4.2] tenemos que N(AYV2T)ta = R(T!T) + N(A).
Ademés, en tal caso, N(A) C N(AY?T). Luego, dado £ = & + & € N(AY2T)*ta

con & € R(T!T) y & € N(A) se tiene que |[€]|a = ||&1]|a v [|TE||a = ||T&1]|a- De

aqui se obtiene el resultado. [

A lo largo de esta seccién, dado T € L 41/2(H) denotaremos con 7° a la solucién
reducida de la ecuaciéon AY2X = T*A'Y2 a saber, T° = (AY2)IT* A2,
Proposicién 4.5.3. Sea A € L(H)*. SiT € L j12(H) entonces y4(T) < ~(C) para
toda solucion C de la ecuacion AY2X = T*AY2. En particular, y4(T) < v(T°).
Demostracion. Sea T € Lyi2(H) y C € L(H) tal que AY2C = T*AY2. Si ¢ €
N(AY2T)*4 entonces n = AY2¢ € A7V2(R(T*AY?)). Luego, [|&]la = [lnll v [|T¢|I% =
|C*nl|2. Por otro lado, como R(C) C A~Y2(R(T*AY?)), se tiene que N(C*)* =
R(C) C A~Y2(R(T*AY/?)) C A~Y2(R(T*AY/2)). Luego,

ya(T) = inf{||T€[|la : € € N(AVPT) 4 y |[€]|a = 1}
= inf{[|C*y|| : n € ATVA(R(T*AV2)) y | = 1}
< inf{]|C*n]| - n e N(C*)* y [Inl| =1}
=(C7) =~(0).

O

Proposicién 4.5.4. Sean A € L(H)*, T € La(H) y C una solucion de la ecuacion
AV2X =T*AY2, 8i AV2R(THT) C R(C) entonces ya(T) = ~(O).

Demostracion. Sea C' € L(H) una solucién de la ecuacién AY2X = T*A'/2, Enton-
ces, por la Proposicién [4.5.3] se tiene que v4(7T") < v(C). Ahora, como T' € Ls(H),

si € € R(T*T) entonces n = AY/2¢ € AV2R(THT). Luego,
Ya(T) = inf{||T¢[[a: § € R(T*T) y ||€||la =1}
=if{[|C*nll : ne AVPR(T*T) y |nl| = 1}
> inf{[|C*nl| - n € N(C) "y |Inll =1}
=7(C7) =(C).
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Luego, v4(T') = v(C). O
Lema 4.5.5. Sean A € L(H)" y T € La(H). Entonces T°AY? = AY2T%,

Demostracion. Como La(H) C L 412(H) entonces existe T° y AY2T°AY? = T*A.
Por otro lado, AY2AY2T* = AT* = T*A. Entonces, T°AY? y AY2T* son soluciones
reducidas de la ecuacién AY2X = T*A. Por lo tanto, T°AY/? = AYV2TH, O

En el siguiente resultado mostramos que el A-moédulo minimo reducido de T' €

LA(H) coincide con el médulo minimo reducido de T°.

Proposicién 4.5.6. Sean A € L(H)" y T € La(H). Entonces
(1) 7a(T) = A(T°).
(2) ya(T) = va(T%).

Demostracion. 1. Por la Proposicién es suficiente probar que AY2R(T*T) C
R(T®). Por el Lema{4.5.5) tenemos que AY2R(T*T") = R(T°AY*T) C R(T®). Luego,
AV2R(T!T) = AV2R(T*T) C R(T®) y entonces AYV2R(T*T) C AV2R(T*T) C
R(T®).

2.S5iT € La(H) entonces T* € L4(H). Si probamos que (T°)* es la solucién redu-
cida de la ecuacion AY2X = (T*)* AY2 entonces, por el ftem 1, v4(T%) = v((T°)*) =
Y(T°) = va(T). Ahora, por el Lema se verifica que AY2(T°)* = (T*%)*AY2. Por

otro lado, R((T°)) C R((T°)7) = N(T°)- = N(T*AV2)L — R(AV2T) C R(A2)
y, por lo tanto, (T°)* es la solucién reducida de la ecuacién AY2X = (T#)*AY/2 y el

resultado queda probado.
O]

Con todo lo expuesto anteriormente estamos en condiciones de caracterizar las A-
isometrias parciales de acuerdo con su A-moédulo minimo reducido. Utilizaremos
en la demostracion el resultado de Mbekhta, el cual presentamos formalmente a

continuacion incluyendo su demostracion.

Teorema (Mbekhta) Si T € L(H) es una contraccion entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. T es una isometria parcial;
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2. v(T) > 1.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos asumir 7" # 0.

1 = 2. Por definicidn, si T" es una isometria parcial entonces y(71") = 1.

2 = 1. Como y(T) > 1 > 0 entonces 1 > ||T7||. Luego, |T|| = ||| = 1. En
efecto, |T|| = [|TTT|| < ||T||[|T|| implica que |T7|| > 1, y entonces || T7| = 1.
El mismo argumento prueba que ||T| = 1. Ahora, si & € H entonces ||T7¢|| =
\TTTTTE|| < |[TTTE|| < |ITYE||, luego || TTYE| = ||T7€]|. Por lo tanto, para todo
¢ € 'H tenemos que <(I — T*T)TTg,TT@ = |T%¢|)? — ||TT¢|)? = 0, y dado que T
es un contraccion, el operador I — T*T es positivo. Luego, para todo £ € H, ||(I —
T*T)\2T1E|? = (I = T*T)T'¢,TT¢) = 0. Como consecuencia, (I — T*T)/*Tt =0
y entonces (I — T*T)TT = 0, es decir, TT = T*T'TT. Finalmente, obtenemos que
T = TT'T = TT*TT'T = TT*T, de donde deducimos que T es una isometria
parcial. [

Teorema 4.5.7. Sea A € L(H)". Si T € Ls(H) es una A-contraccion entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. T es una A-isometria parcial;
2. 7a(T) = 1;
3. ~y(T°) > 1.

Demostracion. 1 = 2. Primero observemos que si 7% = 0 entonces, por la Proposi-
cion 74(T) = co. Sea T una A-isometria parcial tal que T% es no nulo. Luego,
ITE|la = ||€]|a para todo £ € R(T*T) # {0} y entonces v4(T) = 1.

2 = 1. Dado que T € L4(H) es una A-contraccién y utilizando el lema [1.5.5] se
tiene que AY2T°(T°)*AY? = T*AT < A. Luego, T°(T°)* = (AV2)IT*AT(A/2)t <
(AV2)TA(AY2)t = Ppry < 1, donde la linea superior denota la extensién continua.
Por lo tanto, (7°)* es una contraccién. Por otro lado, por la Proposicién m
1 < 34(T) = ~(T°) = ~((T°)*). Entonces, por el resultado de Mbekhta, (T°)* es

una isometria parcial. Ahora, usando el lema se tiene que

A(T*T)? = AVZAVPTITTAT = AV2To AVATTAT = AYV2T(T°)* AV2THT
— A1/2T<>(T<>)*T<>A1/2T — A1/2T<>Al/2T
AYVZAVETRT = AT*T.
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Luego, como R((T*T)?) y R(T*T) C R(A), entonces, por el teorema de Douglas,
(T*T)* = T*T. Luego, T es una A-isometria parcial.
2 < 3. Es consecuencia del Corolario 5.3 O

4.6. El caso A€ GI(H)*

En esta secciéon estudiaremos como se relacionan las clases de operadores estudia-
das a lo largo de este capitulo con las clases de L(H) cuando A € GI(H)". Primero

introduzcamos algo de notacion.

Notacién 4.6.1. Sea A € L(H)*. Denotaremos L"y(H) = {T € L (H): T* =T},
TZs(H) =A{T € L(H) : Tes A-isometria}, Ua(H) = {U € L(H) : U es A-unitario} y
Ja(H) ={T € L(H) : T es A-isometria parcial}.

Observemos que si A € GI(H)" entonces:
i) T e L"(H) siysélosi T = AY2RAY? para algin R € L*(H).
A

En efecto, si T € Ly (H) entonces T = A'T*A = AY2(A71/2T* AY2) AY/2. Luego,
sea R = A~12T*AY2. Ahora, como T*A = AT entonces operando se obtiene que
ATVPT*AY?2 = AVPT A2 je., R = R*. Reciprocamente, si T = A~'/2RA'Y? para
algin R € L*('H) entonces es facil deducir que T*A = AT o, lo que es lo mismo
dado que A € GI(H)", que T = A™1T*A = T*.

Anélogamente, se obtiene que:
(i) T € To(H) siyslosi T = A2V AY? para algin V € Z(H).
(iif) T € Us(H) siy sélosi T = AV2UAY? para algin U € U(H).
(iv) T € Ja(H) siysélosi T = A"Y2VAY2 para algin V € J(H).
Proposicién 4.6.2. . Las siguientes identidades se verifican:

1. U Lh(H) = UG L (H)G.
AeGI(H)* GEeGI(H)

2. U Za(H) = UG 'Z(H)G.
A€GI(H)*+ GEGI(H)
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3. U Us(H) = UG UH)G.

AeGI(H)* GeGI(H)
4-U Ja(H) =UG'T(H)G.
AeGI(H)T GEeGI(H)

Demostracion. Incluimos sélo la demostracion del item 1, puesto que los items res-

tantes se pueden demostrar de manera analoga.

1. Por el item (i), es claro que |J L% (H) C UG 'L*(H)G. Por otro lado, sea
A€GI(H)* GEGI(H)

T =G 'RG con G € GI(H) y R € L*(H). Si G = U|G| es la descomposicién polar
de G, con |G| = (G*G)"? y U una isometria parcial, entonces es ficil comprobar
que G~ = |G|7'U*. Por lo tanto, T = |G|~ (U*RU)|G|. Entonces, considerando

A = (G*G)™! obtenemos la otra inclusién. O



Capitulo 5

Clases de operadores en un espacio
de Hilbert inducido por A € L(H)™"

En este capitulo relacionamos las clases de operadores estudiadas en el capitulo
4 con clases similares en L(R(A'Y?)).

5.1. El algebra L(R(AY?))

En lo que sigue trabajaremos con el espacio de Hilbert inducido por A, R(A"?),
definido en la Proposicién m Recordemos que R(A'/2) denota el espacio de Hil-
bert R(A'?) con el producto interno dado por

(A1/2£, A1/277) := (P&, Pn) para todo &,n € H,

donde P = Pm.

En esta seccién describimos L(R(A'?)). Con este objetivo introducimos el si-

guiente operador que relaciona H con R(A'Y?):
Za : H — R(AY?) definido por Z,¢& = AY2¢.

En la siguiente proposicion presentamos algunas propiedades elementales de este

operador.

Proposicién 5.1.1. Las siguientes propiedades se verifican:

85
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1. Zy € L(H,R(AY?)) y Z4 es suryectivo.

2. 7% € L(R(AY?),H) estd definido por Z(AY*n) = Pn.

3. Z\Zy =P yZsZ, = idR(Al/z), en particular Z, es una co-isometria.
4 Zalgay € L(R(A),R(AY?)) es un operador unitario.

Demostracion. 1. La linealidad de Z4 es elemental. Ademas, para todo £ € H se
tiene que (| Za&l|lgarrz) = ||A1/2§||R(A1/2) = ||P¢|| < ||€]], i-e., Za es acotado. Luego,
Za € L(H,R(AY?)). Ademés, por definicion, R(Z4) = R(AY?), es decir, Z4 es
suryectivo.

2. Para todo &, € H se tiene que (Z4&, AY?n) = (AV2¢, AY?n) = (P¢, Pn) =
(&, Pn) . Luego, Z% € L(R(AY?),’H) esta definido por Z%(A'Y?n) = Pn.

3. Elemental.

4. Por simplicidad denotemos Uy = Z A|m. Observemos primero quesi § € R(A)

entonces [|Ua€|lrearzy = |AYV2E||rarrz) = [IPE]| = [|€]], es decir, Uya es una isometria.
Por otro lado, U} : R(AY?) — R(A) definido por U%(A'Y2¢) = P¢ también resulta
una isometria. En efecto, [|[U5(AY2€)|| = ||P¢|| = [|AY2E||gav2) para todo & € H.
Luego, U} es una isometria y entonces U, es un operador unitario. 0

El siguiente resultado brinda condiciones necesarias y suficientes sobre un opera-
dor lineal T : R(AY?) — R(AY?) para que resulte acotado bajo la norma | IR (a1/2)-

Proposicién 5.1.2. Sea T : R(AY?) — R(AY?) un operador lineal. Luego, existe
un tinico operador lineal V : H — H tal que R(V) C R(A) y AY?V = TAY2.
Ademds, T es acotado en R(AY2) si y sdlo si V es acotado en H. En tal caso,
V = Z}}TZA y coincide con la solucion reducida de la ecuacion Z X = TZA.
Asimismo, ||T||R(A1/z) = [|V]|.

Demostracidn. Dado € € 'H existe un tnico n € R(A) tal que T(AY2¢) = A2y,
Luego, la aplicaciéon V' : ‘H — H tal que V& = n queda bien definida. Ademas,
V es lineal, R(V) C R(A) y se verifica que A2V = TA'Y2. Veamos que dicho
operador V es tnico. Para esto, supongamos que existe V : H — H lineal con
R(V) C R(A) y tal que A2V = TAY2. Luego, AY*>(V — V) = 0. Pero entonces
R(V —V) C R(A)N N(A) = {0}. Por lo tanto V = V.
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Supongamos ahora que T es acotado en R(A'?). Luego, como TZy = Z4V
entonces, por el Teorema de Douglas, V es acotado. Més atin, como R(V) C R(A)
entonces V es la solucién reducida de la ecuacién TZ A=A Xy V = ZZTZ A.
Reciprocamente, si V' es acotado en H entonces existe ¢ > 0 tal que ||[VE]| < ¢||€]|

para todo £ € H. En particular, ||V P¢|| < ¢||P¢|| para todo & € H. Ahora, puesto

que N(AY?) C N(TAY?) = N(V), entonces VP = V. Por lo tanto, |V¢| <
¢| P€|| para todo & € H o, equivalentemente, || A2V E||gaizy = [|T(AY2E)||gearszy <
c||AV2¢|| g a1/2) para todo & € H. Luego, T' es acotado.
Por otra lado, si TZ4 = Z4V, R(V) C R(A) y N(A) C N(V) entonces
I lrarrz) = sup{ [ITAY?E|lgearsz) o [|AY?E|Rearz) = 1.€ € H}
= sup{ [|[A2VE||parrz : A€ | Rearz) = 1,6 € H}
= sup{ [[PVE]| - [[PE]l = 1,6 € H}
= sup{ [[VE] - [lEl = 1,6 € H}
= [IVIl-
[

En [BH, M. G. Krein probé el siguiente teorema: Sea (L, (, )) un espacio con
producto interno y norma Euclidea denotada por || ||z tal que existe una norma
| |z en £ bajo la cual resulta un espacio de Banach. Sea T': £ — L un operador
lineal tal que (T¢,n) = (£, Tn) V¢,n € L. Si T es || ||z-acotado entonces también
es || ||p-acotado. A continuacién, probaremos que en el caso £ = R(AY?) con el
producto interno de H y la norma || [|g 41/2) (bajo la cual resulta completo) la misma
conclusion se obtiene, pero para una clase mas amplia de operadores, a saber, para
todo T': L — L para el cual exista Z : L — L tal que (T, n) = (£, Zn) V& n € L.

Teorema 5.1.3. Sean T : R(AY?) — R(AY?) y Z : R(AY?) — R(A'?) operadores
lineales tales que <TA1/2§,A1/277> = <Al/2€, ZA1/2n> para todo €, € H. Si T es
acotado en R(AY?) entonces T es acotado en M.

Demostracion. Por la Proposicién [5.1.2] existen operadores lineales V, V|, : ' H —
H tal que TAY? = AV2V, ZAY? = AY2V; y R(V),R(Vi) C R(A). Si T es
acotado en R(AY?) entonces V es acotado. Ademds, para todo £, € H se tie-
ne que (£, AVin) = <A1/2§,A1/2V177> = <A1/2§, ZA1/277> = <TA1/2§,A1/277> =
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(AV2ve, APy = (£, V*An) . Luego, AV; = V*A. Por lo tanto, V € La(H) C
L 41/2(H) y entonces existe ¢ > 0 tal que ||AY2V¢| < ¢]|AV2€|| para todo & € H.
Asi, |TAY2¢|| = ||AV2VE| < ¢f|AV%¢|| para todo € € H. Luego, T es acotado en
H. O

5.2. Relacién entre A-operadores y L(R(AY?))

Con el fin de poder relacionar las clases de operadores estudiadas en el capitulo
4 (A-contracciones, A-isometrias, etc.) con clases similares de L(R(A'?)) debemos
poder hallar el modo de trasladar operadores de L(H) a L(R(A'?)) conservan-
do las propiedades métricas de dichos operadores heredadas de la estructura semi-
Hilbertiana. En el caso de espacios de Hilbert isomorfos, el modo estandar de trasla-
dar operadores autoadjuntos, isometrias, operadores unitarios e isometrias parciales
de L(H;) a clases similares de L(H3), es por medio de la aplicaciéon 7' — UTU* don-
de U : H; — Hs es un operador unitario. Puesto que (H, (, ),) no es un espacio de
Hilbert, entonces no existe un operador unitario entre (M, ( , ),) y R(AY2) que per-
mita trasladar A-autoadjuntos, A-isometrias, etc., a clases similares de L(R(A?2)).
Sin embargo, existe un operador que se comporta como un operador Al-unitario
entre (H,(, ),) vy R(AY?), al cual denotaremos con Wy4. Dicho operador jugard el
rol de U y nos permitira trasladar A-operadores a operadores de L(R(A'/?)) por
medio de WATWE‘, conservando las propiedades métricas. Definamos entonces dicho

operador Wy. Sea
Wy : H — R(AY?) definido por W4¢& = AE.
Proposicién 5.2.1. Las siguientes propiedades se verifican:
1. Wa € L(H,R(AY?)) y R(W,4) = R(A) es denso en R(AY?).
2. Wi : R(AY?) — H estd definido por Wi(AY?n) = AV,
8 WiWa= Ay Z3Ws = AYV2,

Demostracion. 1. Primero comprobemos que W, es acotado. Dado & € H, tene-
mos que [Waclaurs) = [4€lnga = |1AY2€] < [AV2[€]. L., Wa es acotado.
Claramente, R(W,4) = R(A) y, por Proposicién es denso en R(AY?).
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2. Para todo &, € H se tiene que (W4, AV?n) = (A€, AYV?n) = <A1/2§, Pn) =
<§,A1/277>. Luego, W} : R(AY?) — H queda definido por W}A'Y?n = A2y, para
todo n € H.

3. Elemental. O]

De acuerdo con la Observacién [1.3.8] W4 no admite Al-adjunto, puesto que, en
general, R(W3) = R(AY?) ¢ R(A). Sin embargo, de la misma manera que sucede
con operadores no acotados, la definicion de AB-adjunto se puede extender para
operadores T' € L(H;,Hs) tales que R(T*B) € R(A) como sigue:

Definicién 5.2.2. Sean A € L(H1)T y B € L(H2)*. Dado T € L(H1,Hz) llamare-
mos AB-adjunto de T al operador T* definido por

D(Tﬁ):{SEHg: dn e R(A) tal que (Tv, &)z = (v,n)4 YV € Hi};
y T* =1 para € € D(TY).

Proposicién 5.2.3. Sean A € L(H,)", B € L(Hs)" yT € L(H1,Hs). Las siguien-
tes propiedades se verifican:

1. T* estd bien definido vy es lineal.

2. Si R(T*B) C R(A) entonces T* es la solucién reducida de la ecuacion AX =
T*B, i.e. T = AIT*B.

3. 8iT € La(H) entonces T* es la solucién reducida de la ecuacién AX = T*A.
Luego, la notacion utilizada en la seccion[{.1] es compatible.

Demostracion. 1. Sea ¢ € D(T*) y supongamos que existen 7,1, € R(A) tal que
(v,m), = (Tv,§) 5 = (v,m2) 4, para todo v € H;. Entonces (Av,n; —ny) = 0 para

todo v € H;. Luego, A(n — 1m2) = 0 y entonces 71 = 1, dado que ny,m2 € R(A).
Luego, T* esta bien definido. La linealidad de T* es elemental.
2. Es consecuencia inmediata del Teorema de Douglas.

3. Caso particular del item 2. n

Luego, calculemos el Al-adjunto de W4 de acuerdo con la definicién [5.2.2]
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Proposicién 5.2.4. El operador W4 verifica que
wh=wi,
donde Wfl denota al AI-adjunto de Wy.

Demostracién. En primer lugar comprobemos que D(W4) = R(A). Sea & = A'Y/?p €
D(W*%). Entonces, existe ¢ € R(A) tal que (Wat), AYV%p) = (1, ¢) ,, para todo
¥ € H o, equivalentemente, <A1/21/),P77> = <A1/2@/1,A1/2¢> para todo ¥ € H. Por
lo tanto, Pn = AY2¢ y ¢ = AY?n = A¢ € R(A). Por otro lado, sea An € R(A).
Entonces, para todo £ € H se tiene que (Wa&, An) = (£, Pn) 4, ie., An € D(Wfl)
y Wf‘An = Pn. Luego, D(Wg) = R(A). Asimismo, como WgAn = Pn, obtenemos
que fo = le. O

Observacién 5.2.5. Observemos que, por la Proposicion Wﬁl = Wj‘ es
acotado si y sélo si R(W,) = R(A) es cerrado en R(AY?). Ahora, R(A) es denso
en R(AY?), luego R(A) es cerrado en R(AY?) siy sélo si R(A) = R(AY?), es decir,
sty solo A tiene rango cerrado.

A continuacién estudiamos las propiedades métricas de W4 y Wg.
Proposicién 5.2.6. Se verifican las siguientes propiedades:

1. W4 es una Al-isometria.

2. |[Wi€lla = 1€llr(ar2) para todo & € D(WF).

Demostracion. 1. Para todo § € H se tiene que ||[Wal|giar/z) = | AY2E|| = ||€]|a-
Luego, W4 es una Al-isometria.

2. Dado & = Ay € D(W}) = R(A) se tiene que |[W5(AE)|a = [|PE]la = | A% =
HAgl‘R(Al/Q)' ]

Notese que W4 se comporta como un operador Al-unitario salvo que, en general,
Wfl no es acotado. Como consecuencia dado T € L(H), WATWQ no es acotado, en
general. Por otro lado, la conjugacién WQTWA no estd definido para todo T €
L(R(AY?)). Luego, esta clase de conjugaciones por medio del operador W, no es

tan perfecta como en el caso de espacios de Hilbert isomorfos. El estudio de estas
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conjugaciones es equivalente a determinar condiciones para la conmutatividad del

siguiente diagrama:

H H

o m

R(A1/2) R(A1/2>

Mas precisamente, estudiamos dos problemas de levantamiento:

1. dado T € L(H) bajo qué condiciones existe T € L(R(AY?)) tal que WaT =
TW 4;

2. dado T' € L(R(A'?)) bajo qué condiciones existe T' € L(H) tal que W4T =
TWa.

En la siguiente proposicién respondemos el primer problema. El caso A inyectivo
fue resuelto por Barnes en [@]. A continuacion presentamos una prueba basada en el

teorema de Douglas.

Proposicién 5.2.7. Sea T € L(H). Entonces, existe T € L(R(AY?)) tal que
TWy = WaT siy sélo si T € Ly2(H) (i.e., T es un A-operador). En tal caso, T
es unico.

Demostracion. Si T € L 41/2(H) entonces T*R(AY?) C R(AY?). Por lo tanto, como
R(T*W3) = T*R(AY?) C R(AY?) = R(W}), existe S € L(R(AY?)) tal que
WiS = T*W3. Luego, tomando T = S* se obtiene el resultado. Reciprocamen-
te, si T € L(R(AY?)) satisface W4T = TW,, entonces T*W% = WiT* y, como
antes, T*R(AY?) C R(AY?),ie., T € L412(H).

Obsérvese que si existe T € L(R(A'Y?)) tal que TW,4 = W4T entonces R(T*) C
R(AY?) C R(A). Esto significa que T* es la solucién reducida de la ecuacién T*W?% =
WZT*, y, por lo tanto es tnico. O

Observacion 5.2.8. Cojuhari y Gheondea [I7] probaron un resultado similar al an-
terior. Basicamente, suponen que los operadores T : H — K, V : K — 'H satisfacen
BT = V*A, donde A € L(H;)* v B € L(Hs)", y prueban la existencia de tnicos
operadores T : R(AY2) — R(BY2) y V : R(BY/2) — R(A"?) tal que W5T = TW,4,

WaV = f/WB. Ademas, T* = V. Se recomienda ver también el trabajo de Hassi et

al. [B2].
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En la proposicion anterior estudiamos bajo que condiciones un operador T €
L(H) proviene de un operador T € L(R(AY?)) en el sentido que W4T = TW,. El
siguiente lema va en la direccién contraria, es decir, dado T € L(R(A'?)) bajo que
condiciones existe T € L(H) tal que TWy = W4T.

Proposicién 5.2.9. Dado T € L(R(AY?)) existe T € L(H) tal que W4T = TW 4
si y sdlo si R(TW,) € R(Wa) = R(A). En tal caso, eziste un unico T € L 41/2(H)
tal que R(T) C R(A).

Demostracion. La equivalencia es consecuencia directa del teorema de Douglas.
Ahora, si R(TW,) € R(W,4) vy T es la solucién reducida de la ecuaciéon WX =
TW, entonces R(T) € R(W?%) = R(A). Por otro lado, R(T*AY?) = R(T*W%) =
R(WAT*) C R(AY?), y entonces T € L 41/2(H). O

En lo que sigue denotaremos con
L(R(AY2)) i {T € L(R(AY2) : R(TW.) C R(A)}.

L(R(A'Y?)) es un subdlgebra de L(R(A'?)). Adémas, vale la pena observar que
T € L(R(A'?)) no implica, en general, que T* € L(R(A"?)).

Notacién 5.2.10. En lo que sigue denotaremos L*(R(AY2)) = L*(R(AY2)) N
L(R(AY?2)). Andlogamente definimos P(R(AY2)), C(R(AY2)) e Z(R(AY?2)). Ademds,
denotaremos U(R(AY2)) = {T € L(R(AY2)) NUR(AY2)) : R(A) reduce T}. Si-
milarmente definimos J (R(AY2)).

5.3. Relacion entre clases de A-operadores y clases similares

de L(R(A'Y?))

De acuerdo con las Proposiciones [5.2.7 y [5.2.9] las siguientes aplicaciones estdn
bien definidas:

o: Lys(H) — LR(AYV?), T— T
donde TW4& = WLTE para todo € € H, v

B L(R(AY?)) — Lyuo(H), T — T
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donde TW & = W,T€ para todo € € Hy R(T) C R(A).

En la siguiente proposicién estudiamos algunas propiedades de estas aplicaciones:

Proposicién 5.3.1. Las aplicaciones o y 3 verifican las siguientes propiedades:

1. « es el homomorfismo o(T) = WATWIQ. Ademds, a es inyectivo si y solo si A
es 1nyectivo.

2. B es el homomorfismo 3(T) = WQTWA; G es inyectivo.

3. Nla(M)llrarzy = ITla y 1BTD))a = 1T |garz) para todo T € Lyp(H),T €
L(R(A'?)).

4. Las composiciones af3 y Pa estin dadas por

aff : L(R(AY?)) — L(R(A"?)), aB(T) =T

ﬁOé . LA1/2(H) — LAI/Q(H), ﬁoz(T) = PTP.

Demostracidn. 1. Dado que W4 = W, a(T) = WATW% y a es lineal. Ademés
si T,Ty € Ly2(H) entonces WATT, = TW4Ty = TTiW,4. Luego o(TTy) =
a(T)a(Ty) y a es un homomorfismo. Observemos ahora que si T € Ly1/2(H) en-
tonces PT'P € L 12(H). Luego, si A no es inyectivo entonces existe T' € L 41/2(H)
tal que T'# PTP y a(T) = a(PTP). Es decir, a no es inyectivo. Reciprocamente,
sean T, Ty € L 412(H) tal que WoTW¥ = W4T W%, Entonces PTP = PT, Py como

A es inyectivo se verifica que T'= T} y « es inyectivo.

2. Como W% = W1, es claro que B(T) = WiTW. La linealidad de 3 es inmediata.
Ademés, si T, Ty € L(R(AY?)) entonces TTyW,y = TW4T, = WATT; y, por otro
lado, R(TTy) C R(A). Luego, 3(TTy) = B(T)B(T}), i.e., B es un homomorfismo.
Ademiés, si (T) = B(T1) entonces TWa€& = TiWa€ para todo & € H. Ahora, como
R(W,) es denso en R(AY?), entonces T =T} y f3 es inyectivo.
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3. Si W4T = TW entonces es suficiente probar que ||T|[4 = ||T||R(A1/2). Ahora,

T WaT
|T|ja = sup 1€l — [WaT€|lg(arr2
orechm 1€l opceremy  N€lla
‘|TWA£’|R(A1/2) -
- - HA&H = HTHR(A1/2)
0#E€R(A) R(A1/2)
4. Trivial. -

El siguiente resultado y méas tarde el item 1 de la Proposicién [5.3.4] muestra la
relacién entre la operacién de adjuncién en L(R(A'Y?)) y la operacion f en L4 (H).
Este resultado para operadores positivos parcialmente definidos se debe a Cojuhari y

Gheondea ([I7], Theorem 3.1). Aqui presentamos una demostracién més corta para

el caso A € L(H)™.

Proposicién 5.3.2. Sean T, W € L(H) tal que AW = T*A. Entonces, T, W €
La(H) y

W=1T"
En otras palabras, (W) = o(T)*.

Demostracion. Para todo &,n € 'H se verifica que

(TAE, An) = (WaT¢, An) = (AVPTE, AVPy) = (ATE n)
= (WAL, n) = (A, W) = (AE, AWn)
= (A¢, W An).

Por lo tanto, a(W) = «o(T)*. O

A continuacién relacionamos, por medio de la aplicacion «, las clases de A-
operadores estudiadas en el capitulo anterior con clases similares en L(R(AY2)).
Para esto, utilizamos la notacién introducida en [I.1.1} [.1.2} [.6.1] y [5.2.10} Con-
sideramos Ja(H) = {T' € La(H) : T es A-isometria parcial}. Asimismo, de-
notaremos P(H) := {Q € L5(H) : Q es proyeccién}, C(H) = {T € L(H) :
T es una contracciéon}. Adaptando esta notacion, definimos L5 (H) :={T € L(H) :
T es A-autoadjunto}, P4(H) := {T' € L(H) : T es una proyeccién A-autoadjunta}
y Ca(H) :={T € L(H) : T is A-contraccién}.
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Teorema 5.3.3. Sea A € L(H)*t. Las siguientes igualdades se cumplen:

N
o

Antes de demostrar el Teorema probemos el siguiente resultado en el cual

determinamos las imagenes por 3 de ciertos subconjuntos de L(R(AY?)).
Proposicién 5.3.4. Sea A € L(H)™". Las siguientes propiedades se verifican:

1. 8i T,T* € L(R(AY?)) entonces B(T*) = T*.

6. B(UR(AY?)

2. B(L*(R(A'2))) C Ly(H).
3. B(P(R(AY?))) C Pa(H).
4. BIC(R(A2))) C Ca(H).
5. BIT(R(AY2))) C Ta(H).
(
(J

)) €
AY2))) € Ta(H).

\2
QX
pal
=

Demostracion. 1. Para todo &,n € 'H, se tiene que
(AB(T)¢, ) = (WaB(T")¢, Wan) = (T"Wa&, Wan)
= (W, TWan) = (Wa&, WaB(T)n) = (&, AB(T)n)

Por lo tanto, AG(T*) = B(T)*A. Ademés, R(3(T*)) C R(A). Luego, B(T*) =
B(T) =T
2. Es consecuencia del item 1.
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3. Sea P € P(R(AY2)). Dado que § es un homomorfismo, 3(P) es idempotente.
Ademés, por 2, B(P) es A-autoadjunto. Luego, 5(P) € Pa(H).
4. Sea T € C(R(AY?)) y T = B(T). Entonces, para todo & € H se verifica que
IT€lla = |ATEwgary = [T AElmeave) < I 4€lmeave) = €lLa. Por Io tanto, T es
una A-contraccion.
Los items 5 y 6 se pueden probar de manera analoga al item 4.
7.5 T € J(R(AY?)) entonces T*T € P(R(A2)) y, por item 4, se obtiene que
B(T*T) = T'T € P4(H) . Luego, T = B(T) es una A-isometria parcial.

O]

Pgr la Proposicion y d%do que af = id, tenemoi las siguientes inclusio-
nes: L*(R(AY2)) € a(Ly(H)), PR(AY2)) C a(Pa(H), E(R(AY2)) C a(Ca(H)).
I(R(AY?) € a(Za(H)), UR(AY?) C alla(H)), y T(R(A?)) C a(Ta(H)).

Luego, sélo restan probar la inclusiones inversas para obtener el Teorema [5.3.3]
Demostracién del Teorema [(.3.3]

1. La igualdad es un caso particular de la Proposicion [5.3.2

3. Sea Q € Pa(H). Por 1, a(Q) = Q € L*(R(AY?)). Ademss, Q es idempotente
porque a es un homomorfismo. Luego, @ € P(R(AY?)).

4. Sea T € C4(H) y T = a(T). Entonces, para todo & € H, \|T(A§)|]R(A1/2) =
|AT €y = ITEla < €ls = [ A€lpare). Luego, como R(A) es denso en
R(A'/?), obtenemos que T es una contraccion.

Los items 5 y 6 se prueban de manera analoga al item 4.

7. Sea T € Ja(H). Entonces T*T es una proyeccién. Luego, a(T*T) = T*T €
P(R(AY2)). Por lo tanto, T € J(R(AY?)). O

Observacion 5.3.5. En [23], la compatibilidad de un par (A,S) se relaciona con
la existencia en R(AY?) de cierta proyeccion ortogonal. Mds precisamente, dado un

subespacio cerrado S de H el par (A, S) es compatible siy sdlo si Pisy € L(R(A'?))

donde (8)/ denota la clausura de A(S) en R(AY?). Como consecuencia, en gene-
ral, P(R(AY?)) # P(R(AY?)). De hecho, consideremos B € L(H)T con rango no
B B1/2

—+ N J—
cerrado y A € L(H®&H)* definido por A = B2 T

> . Luego, por Proposicion
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1.3.9, el par (A, R(B)® {0}) no es compatible. Por lo tanto, si W = A(R(B) @ {O})

entonces Py & P(R(AY?)).
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