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Introduccion

La teoria de operadores lineales en espacios con métrica indefinida aparece por primera vez
en el articulo “Hermitian operators in spaces with an indefinite metric” [62] de L. S. Pontryagin,
publicado en el ano 1944; si bien anteriormente algunos fisicos tedricos se habian topado con
estos espacios, este trabajo marca la aparicién de una nueva rama del analisis funcional en
la década de 1940. Cabe destacar que nos referimos a espacios de dimension infinita, ya que
las transformaciones lineales en espacios (de dimensién finita) con métrica indefinida han sido
estudiadas desde fines del siglo XIX por G. F. Frobenius, entre otros.

El trabajo de Pontryagin fue continuado, principalmente, por M. G. Krein e I. S. Iokhvi-
dov. Ellos axiomatizaron la teoria de espacios complejos con una métrica indefinida — a los que
denominaron espacios II, — en base al enfoque de Pontryagin, considerando varios problemas
referidos a la geometria de tales espacios y obteniendo una serie de resultados sobre los mismos.
Ademsds, Krein estudio los espacios Il en conexién con la transformada de Lorentz y la teoria
de curvas en espacios de Lobachevskiy de dimensién infinita. Por su parte, Iokhvidov sugirié la
aplicacién de la transformada de Cayley-Neyman al estudio de las relaciones entre diferentes
clases de operadores en Il,. Todo este material fue recopilado primero en la tesis de I. S. Tokhvi-
dov y posteriormente en un extenso articulo escrito conjuntamente por Iokhvidov y Krein [44].
En 1959, los mismos autores publicaron una secuela de dicho articulo [45] incluyendo varias
aplicaciones, entre ellas una al problema indefinido de momentos.

En esta época, la teoria comenzé a profundizarse y extenderse. En Finlandia, independiente-
mente de los matemaéticos soviéticos, R. Nevanlinna, E. Pesonen e I. S. Louhivaara comenzaron a
estudiar problemas relacionados con una métrica indefinida. Poco tiempo después, el aleman G.
Langer se sumo a este tipo de investigaciones, basandose tanto en los trabajos de los soviéticos
como en los de los fineses.

En 1962 Yu. P. Ginzburg e Iokvidov publicaron, en forma conjunta, el primer tratado sobre
geometria de espacios con métrica indefinida (de dimensién infinita) [35]. Este trabajo contenia
resultados clasicos y, en parte, algunos de los resultados obtenidos a comienzos de los afios '60. En
esta década se realizaron grandes avances para la teoria, descubriéndose nuevas aplicaciones, por
ejemplo, a sistemas de ecuaciones diferenciales parabdlicos e hiperbdlicos disipativos (Philips), a
oscilaciones de amplitud restringida en sistemas eldsticos de dimensién infinita (Krein, Langer),
a sistemas canoénicos de ecuaciones diferenciales (Krein, Yakubovich, Derguzov), a la teoria de
representaciéon de grupos (Naymark), etc. Para el final de este periodo, J. Bognar [9] publicé el
primer libro enteramente dedicado a espacios con métrica indefinida.

En los tdltimos anos esta teoria ha sido redescubierta, provocando un nuevo y creciente interés

en el desarrollo de estos temas. A continuacién, describiremos los problemas que nos ocuparan
en esta tesis.
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Proyecciones autoadjuntas en espacios con métrica indefinida

Desde los inicios de la teoria de operadores y el andlisis matricial, las proyecciones han cum-
plido un papel principal en la solucién de problemas de aproximacién y optimizacién. Reciente-
mente, las proyecciones han sido utilizadas como una herramienta central en las mas variadas
areas de la matematica, la estadistica y la ingenieria. Por ejemplo, y sélo por mencionar algu-
nas, pueden enumerarse aplicaciones en procesamiento de seniales, teoria de muestreo, wavelets,
marcos, teoria de la informacién, métodos iterativos en dlgebra lineal numérica, regresion lineal,
ecuaciones integrales y computacién paralela (en [20] puede encontrarse una extensa lista de
trabajos sobre estas aplicaciones).

Dado un espacio de Hilbert (H,(, )) — complejo, separable y de dimensién infinita — sea
L(H) el algebra de operadores lineales acotados sobre H y consideremos el conjunto Q formado
por las proyecciones (lineales y acotadas) definidas sobre H. Recordemos que, una proyeccién
Q € Q es un operador idempotente definido sobre H, que proyecta los vectores de H sobre su
rango R(Q) a lo largo de su nicleo N(Q), de acuerdo con la descomposicién en suma directa

H=R(Q)+ N(Q).

De la teoria elemental de espacios de Hilbert sabemos que, dado un subespacio cerrado S de
‘H, para cada y € H existe un tunico vector xg € S tal que y — xg Lz para todo =z € S, i.e.
y — xg € St. Luego, el operador Ps € L(H) definido como Ps(y) = z¢ resulta ser la (tinica)
proyeccién autoadjunta sobre S. También es comtun llamarla “la proyeccién ortogonal sobre &”
ya que, en este caso, los subespacios R(Ps) =Sy N(Ps) = S* son ortogonales. Notemos que
esta nocién depende del concepto de ortogonalidad, y por consiguiente, del producto interno (o
de la métrica indefinida) del espacio H.

Ahora, dado un operador autoadjunto B € L(H), consideremos la métrica indefinida ( , )5
inducida por B:

(z,y)g =(Bz,y), z,yecH.

Tenemos entonces que H, dotado con esta forma sesquilineal, resulta un espacio con métrica
indefinida. En primer lugar, dado un subespacio cerrado S de H, nos interesa caracterizar aque-
llas situaciones en las que existen proyecciones (con rango S) que resulten B-autoadjuntas, es
decir, autoadjuntas para la métrica indefinida ( , ). No es dificil comprobar que un operador
T € L(H) es B-autoadjunto siy sélo si BT = T* B, por lo que estudiaremos bajo qué condiciones
el conjunto

P(B,S)={Q€Q : R(Q)=S, BQ=Q"B}

es no vacio; en dicho caso diremos que el par (B,S) es compatible. En particular, presentare-
mos condiciones necesarias y suficientes para la compatibilidad, parametrizaciones del conjunto
P(B,S) y férmulas para las proyecciones de este conjunto.

Este problema estd motivado por una serie de trabajos de G. Corach, A. Maestripieri y D.
Stojanoff, [19], [20], [21], en los que se considera la existencia de pares (A,S) compatibles en el
caso en que A € L(H)™T, el cono de operadores semidefinidos positivos de L(H).

A pesar de la similitud entre los planteos de ambos problemas, las técnicas utilizadas en cada
caso son completamente diferentes. Los trabajos [19], [20] y [21] se basan en la geometria y la
teoria de operadores sobre espacios de Hilbert, mientras que el problema que planteamos resolver
necesitara de herramientas de la teoria de operadores sobre espacios con métrica indefinida. Para
ilustrar estas diferencias, notemos que si A € L(H)*t es inversible entonces existe una tnica
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proyeccién A-autoadjunta sobre S, ya que (, ), es un producto interno equivalente a (, ) en
el siguiente sentido: existen constantes «, 5 > 0 tales que

allz]] < ||lz||la < B||z||, paratodo z € H,

siendo ||z)4 = ||[A2z| = ( Az, z)"/? la norma definida por el producto interno { ) 4- Ademas,
si § es un subespacio de dimensién finita, siempre existe una proyeccién A-autoadjunta sobre S,
aun cuando A no es inversible (ver [19, Teorema 6.2]). Sin embargo, las afirmaciones anteriores
dejan de ser ciertas en el caso indefinido, por ejemplo, si consideramos el espacio de Hilbert
H = C?, el subespacio S = {(z,y) € C% : y = —z} y el operador autoadjunto

10
(0 h)

el par (J,S) no es compatible. Notemos que en el ejemplo anterior el operador J es una simetria,
es decir, J = J* = J~ L. En este caso, (H,{, );) es un espacio de Krein. La existencia de
proyecciones autoadjuntas en estos espacios ha sido investigada en detalle y puede consultarse
en la literatura clasica del tema (ver [9], [43], [4]).

Por otra parte, es bien sabido que una proyeccién @ € L(H) es ortogonal si y sélo si es una
contraccién, i.e.
(Qx,z) < (z,x), paratodoz € H.

Este hecho puede generalizarse a proyecciones A-autoadjuntas, cuando A es semidefinido posi-
tivo. En este caso, G. Corach et al. [19] probaron que una proyeccién @ es A-autoadjunta si y
sélo si es una A-contraccién, i.e.

(Qu,z), <(z,z),, paratodozecH,

o equivalentemente, Q*AQ < A.

En cambio, si alteramos el producto interno de H con un operador autoadjunto B € L(H), la
afirmacién anterior deja de ser cierta. De hecho, S. Hassi y K. Nordstréom [38] probaron que una
proyeccién ) € L(H) es B-contractiva si y sélo si @ es B-autoadjunta y N(Q) es un subespacio
B-no negativo de H (i. e. (z,2)z > 0 para todo x € N(Q) ). Es por este motivo que no sélo
consideraremos proyecciones B-contractivas sino también proyecciones B-expansivas (aquellas
que satisfacen Q*BQ > B) y B-isométricas (las que cumplen Q*BQ = B).

Notemos que estas son tres familias de proyecciones B-autoadjuntas, pero de ninguna ma-
nera forman una particién de dicho conjunto. Sin embargo, si (B, S) es compatible, mostraremos
que cualquier proyeccién @@ € P(B,S) puede factorizarse en términos de una proyeccién B-
contractiva, una B-expansiva y una B-isométrica. Ademas, esta factorizacién es tnica si supo-
nemos que los nucleos de estas proyecciones son dos a dos ortogonales.

Complementos de Schur de operadores autoadjuntos

El complemento de Schur de una matriz de bloques es un concepto clasico del andlisis ma-
tricial. Aunque fue introducido formalmente por I. Schur [68] en 1917, existen evidencias de
esta nocién en trabajos realizados por J. J. Sylvester y P. S. Laplace a fines del siglo XIX.
Supongamos dada una matriz A de (p + q) X (p + ¢) de la forma

(1Y)
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donde a, b, ¢, d son, respectivamente, matrices de p X p, p X ¢, ¢ X py ¢ X ¢q. Si la matriz a es
invertible, el complemento de Schur de la matriz A (respecto al bloque a) es la matriz de ¢ X ¢
definida por

Ay =d—ca'b.

El complemento de Schur aparece naturalmente como una posible generalizacién del método de
eliminacién gaussiano para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

En 1974, D. Carlson, E. Haynsworth y T. Markham [13] propusieron una generalizacién del
complemento de Schur para matrices arbitrarias: dada una matriz A de m X n representada
como en la Ec. (1) con a, b, ¢ y d, respectivamente, matrices de k x k, k x (n —k), (m — k) x k
y (m—k) x (n— k), el complemento de Schur de la matriz A (respecto al bloque a) es la matriz
de (m — k) x (n — k) definida por

Ay, =d—calb,

siendo a' la inversa generalizada de Moore-Penrose de la matriz a.

Paralelamente, W. N. Anderson Jr. [2] descubrié una nueva manifestacién del complemento
de Schur. Dada una matriz (semidefinida) positiva A de (p+¢q) X (p+¢q) escrita por bloques (con-
siderando la descomposicién ortogonal CP*t4 = CP & C?) como en la Ec. (1), Anderson prob6 la
existencia del méximo (respecto al orden usual entre matrices autoadjuntas) del conjunto

M(A,CY) = {X eCPt: 0< X < A, R(X)CCY,

al que denot6 A cp» y denomind “operador cortocircuito” de A a CP. La motivacién para estudiar
esta operacion, asi como también su nombre, provienen de la teoria de circuitos eléctricos:
dado un circuito puramente resistivo de n = p + ¢ puertos, cuya matriz de impedancia A es
(semidefinida) positiva, si los primeros p puertos (es decir, los correspondientes al bloque a) son
cortocircuitados entonces el voltaje es forzado a permanecer en el subespacio ortogonal — ya que
no puede haber voltaje a lo largo de un circuito en corto — y es facil ver que la nueva matriz de
impedancia es

0 0
Arer = <0 cb*a%)‘ 2)

Anderson noté ademds que la matriz de impedancia es positiva sélo para circuitos resistivos.
Para poder estudiar circuitos con componentes reactivos, es necesario extender la definicién de
operador cortocircuito a matrices que no sean necesariamente positivas.

Posteriormente, T. Ando [5] propuso una nueva generalizacién del complemento de Schur de
matrices, ligada a la nocién de operador cortocircuito. Si A es una matriz complejade n xny S
es un subespacio de C", la matriz A es S-complementable si existen matrices M, y M; de n X n
tales que

PM, = M,, MP=M, PAM,=PA y MAP= AP,

siendo P la proyeccién ortogonal sobre S. Ando noté que la matriz AM, no depende de la eleccién
de M, y M; y definié la compresion de Schur de A a S como As = AM, y el complemento de
Schur de A a § como A/s = A — AM,. En particular, si A es semidefinida positiva y S es el
subespacio generado por los primeros k vectores de la base canénica de C”, la descomposicion
en bloques del complemento de Schur de A a S es la dada en la Ec. (2), es decir, esta definicién
extiende la nocién clasica de complemento de Schur.
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En 1975, Anderson y G. E. Trapp [3] extendieron la nocién de operador cortocircuito (6 com-
plemento de Schur) a espacios de Hilbert. Dados un operador A € L(H)™ y un subespacio cerrado
S del espacio de Hilbert H, el complemento de Schur de A a S es

Ajs = mix{X € L(H)T: X <A, R(X)C St}

Vale destacar que la existencia del maximo (respecto al orden usual entre operadores autoad-
juntos) del conjunto

MA,SH ={XeL(H): X<A, RX)cSH (3)

fue probada por M. G. Krein [51] en 1947, quien utiliz6 este operador distinguido en su teoria
de extensién de operadores simétricos.

Notemos que la definicién de complementabilidad propuesta por Ando puede aplicarse no
s6lo a matrices sino también a operadores (acotados) actuando entre espacios de Hilbert. Mas
aun, en [22] G. Corach et al. probaron que, dados un operador autoadjunto B € L(H) y un
subespacio cerrado S de H, el operador B es S-complementable si y sélo si el par (B,S) es
compatible. Ademads, en este caso resulta que

Bys =B(I - Q),

siendo @) cualquier proyeccién en P(B,S).

Por su parte, P. Massey y D. Stojanoff [54] probaron que, si S es un subespacio B-definido de
‘H, el complemento de Schur de B a S puede caracterizarse como un extremo en un conjunto de
operadores autoadjuntos similar al de la Ec. (3). Utilizando la descomposicién de proyecciones
B-autoadjuntas mencionada anteriormente, mostraremos que, dado un subespacio B-indefinido
S de H, el complemento de Schur de B a S admite una representacién del tipo minimax, es decir,
el operador B/s es el minimo entre el conjunto de méaximos obtenidos al variar adecuadamente
cierto conjunto de operadores.

Por otra parte, en 1992, E. L. Pekarev [59] probé la siguiente férmula para el complemento de
Schur de un operador A € L(H)*: si llamamos M a la clausura del subespacio A/?(S) entonces

Ajs=AV2Py A2 (4)

siendo P, la proyeccién ortogonal sobre el subespacio M-
Si B € L(H) es un operador autoadjunto y su descomposicién polar es B = J|B|, con
|B| € L(H)T y J = J* = J~!, suponiendo que el par (B,S) es compatible probaremos que

Bys = JIB|"?Pypuys ) mal BIM?, (5)

siendo M la clausura del subespacio | B|'/2(S). Es necesario aclarar en este punto que, atin cuan-
do el par (B, S) es compatible, la proyeccién P J(M)L//Mm due aparece mds arriba es un operador
densamente definido. Sin embargo, en este caso la composicion Py, m|B ]1/ 2 permanece
acotada.

Adema&s, mostraremos que si el par (B,S) no es compatible pero la composicién anterior
define un operador acotado, la férmula propuesta en la Ec. (5) puede utilizarse para extender la
definicién del complemento de Schur de operadores autoadjuntos, manteniendo las propiedades
fundamentales del mismo.



12 Introduccién

Complementos de Schur en espacios de Krein

Dado un espacio de Hilbert (H, (, )), un operador J € L(H) es una simetria si es unitario
y autoadjunto, es decir, J = J* = J~!. Estos operadores merecen particular atencién, ya que el
espacio con métrica indefinida (H, (, ) ;) asociado a una simetria J € L(H) resulta ser un espacio
de Krein. Esta familia de espacios es la méas pequena que contiene a los espacios de Hilbert, a los
antiespacios de espacios de Hilbert, y es cerrada al considerar sumas directas ortogonales. Por
este motivo es, tal vez, la clase de espacios con métrica indefinida mas profundamente estudiados.

En este contexto, el teorema de Bognar-Kramli [10] asegura que, si A € L(H) es un operador
J-autoadjunto, entonces existe un espacio de Krein K y un operador inyectivo D € L(K,H) tal
que

A= DD7,

donde D# € L(K,H) denota al operador J-adjunto de D. Sin embargo, esta descomposicién
puede no ser unica (para mas detalles, ver los Preliminares o el trabajo de J. Rovnyak [65]).
Diremos que un operador J-autoadjunto A € L(H) tiene la propiedad de factorizacion unica
(PFU) si, para cualquier par de descomposiciones A = DZ-D?E con D; € L(K;,H) (i = 1,2) como
la mencionada anteriormente, existe un isomorfismo U € L(K1, K2) tal que D1 = DsU.

Motivados por la férmula (4) de Pekarev, proponemos la siguiente definicién para el com-
plemento de Schur de un operador J-autoadjunto actuando en un espacio de Krein: dado un
operador J-autoadjunto A (con PFU) actuando en un espacio de Krein H y un subespacio
cerrado S de H, definimos el complemento de Schur de A a S como

Ajs) = DPpiiy D,

siendo D € L(K,K) con N(D) = {0} tal que A = DD# y M la clausura del subespacio D#(S)
de K. Es importante mencionar aqui que, para poder asegurar que la composicién anterior define
un operador acotado, debemos hacer una suposicién adicional sobre el subespacio M. De hecho,
supondremos que M es un subespacio de Krein de IC, i.e. un subespacio tal que

K =M+ MH,

donde M+ representa al subespacio J-ortogonal a M. Esta hipdétesis nos permitirda ademas
caracterizar el rango y el nicleo del complemento de Schur. También, si el subespacio M es
J-definido, nos permitira representar a Bjs] como el méaximo (o minimo) de un conjunto de
operadores similar al de la Ec. (3).

Un caso particular, para el cual bien merece la pena definir y estudiar el complemento de
Schur, es el conjunto de los operadores J-positivos sobre un espacio de Krein H. Un operador
A € L(H) se dice J-positivo si

(JAz,x) >0 para todo z € H.

Esta familia de operadores cumple la PFU y, al igual que los operadores (semidefinido) positivos
sobre un espacio de Hilbert, forman un cono. Notemos ademads que, si A € L(H) es un operador J-
positivo (con descomposiciéon de Bognéar-Kramli A = DD#) y S es cualquier subespacio cerrado
de H, M es un subespacio J-no negativo de K. Todo esto parece evidenciar entonces que ésta es
la clase de operadores — entre aquellas donde puede definirse — en la cual el comportamiento del
complemento de Schur estd mas proximamente emparentado con el del operador cortocircuito
(de operadores positivos actuando en un espacio de Hilbert) definido por Anderson y Trapp.
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Problemas de cuadrados minimos indefinidos

Dados dos espacios de Hilbert H y K, un operador C' € L(H,K) y un vector y € K, sabemos
que la ecuacién Cx = y tiene solucién si y sélo si y € R(C). En este caso, existe una tnica
solucién de la ecuacién en el subespacio ortogonal al nticleo de C. Més atin, si 29 € N(C)* es
dicha solucidn, el conjunto de soluciones de la ecuacién Cx = y es la variedad afin zo + N(C).
Ademas,

Jwoll = min{|l2l| : C = y},

es decir, xg es la soluciéon de Cz = y de norma minima.
Maés generalmente, si y € KC es un vector arbitrario, consideremos el problema de minimizar
la magnitud ||Cx — y|| entre los vectores x € H, es decir, hallar los u € H tales que

1Cu = y|| = min{[|Cz —y|| : x € H}. (6)

Un elemento u € H se dice solucion de cuadrados minimos (LSS, por “least squares solution”)
de la ecuaciéon Cz =y si cumple con la identidad de la Ec (6).

Es facil ver que u es una LSS de Cx = y si y sélo si Cu = Pmy, donde Pm es la
proyeccién ortogonal sobre la clausura de R(C). Es decir, la ecuacién Cz = y admite alguna
solucién de cuadrados minimos si y sélo si y € R(C) + R(C)*. Por lo tanto, Cx = y tiene una
LSS para todo y € K si y sélo si C tiene rango cerrado (para mas detalles, ver la recopilacién
de M. Z. Nashed [56]).

Si C € L(H,K) tiene rango cerrado, consideremos el conjunto S, formado por las LSS de

Cz = y. Puede probarse que existe un tinico u, € N(C)* tal que Sy = uy + N(C) y ademas
[uy || = min{ul| : v e Sy},

es decir, u, es una LSS de Uz = y de norma minima. M4s atin, u, es el tnico elemento de S,
con esta propiedad.
Por lo tanto, dado C' € L(H,K) de rango cerrado, puede definirse un operador CT : K — H
mediante
Cly = uy, yek,

siendo u, la tnica LSS de Cz = y de norma minima. En la década de 1920, E. H. Moore [55]
probé que, dada una matriz A (real o compleja), existe una tnica solucién del sistema

AX = Ppay,  XA= Pyxy. (7)

Por su parte, en 1955 R. Penrose [61], independientemente del trabajo de Moore, demostré que
dada una matriz A (real o compleja) el siguiente sistema también admite tnica solucién:

AXA=A, XAX =X, (AX)"=AX, (XA)"=XA. (8)

Sorprendentemente, la solucién de los sistemas (7) y (8) coincide. De hecho, la solucién es el
operador A' definido anteriormente, el cual se denomina inversa generalizada de Moore-Penrose
de A. Ademss, Penrose di6 varias caracterizaciones extremales relacionadas con Af, en particular
probé que, dados A € R™*™ y b € R™ —si || || es la norma euclidea — ATh cumple:

JA(AT) — b = min{| Az b)) : @ € R}, (9)
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y es el (tnico) vector de norma euclidea minima entre los que minimizan || Az — b||.

Notemos que los problemas planteados por Moore y Penrose pueden extrapolarse natu-
ralmente a operadores acotados (de rango cerrado) actuando entre espacios de Hilbert, y la
caracterizacién dada por la Ec. (9) se extiende naturalmente a dichos espacios.

El problema de calcular soluciones de cuadrados minimos de una ecuacién dada aparece
naturalmente en problemas provenientes de la matematica aplicada ([15], [63], [64]), principal-
mente en espacios de dimensién finita. En algunos casos, dada una matriz C € C™*™ y un
vector y € C™, se plantea calcular la (o las) LSS de Cz = y (respecto a la norma inducida
por una matriz positiva Ay € C™*"™) que minimice la norma inducida por una matriz positiva
Ay € C™*" es decir, calcular ug € C" tal que

|Cuo = yllaz < Cx = ylla, para todo a € C", (10)

Juolla, = min{|ull4, : u € C" satisface la Ec. (10)}, siendo [|wl|%, = w'Asw, para i = 1,2.

Para resolver dicho problema es necesario calcular una inversa generalizada pesada de C.
Maés precisamente, dadas C' € C"™*" y A} € C"*"™, Ay € C"™*™ definidas positivas, el sistema a
resolver es

CXC=C, XCX=2X, (ACX) =ACX, (AXC)" =AXC. (11)

Mas atn, en algunos casos es necesario resolver una versién singular de este problema, es decir,
A1y As se suponen semidefinidas positivas. En este caso siempre existen soluciones de (11) y, a
pesar de que en general hay una cantidad infinita de ellas, existe una tnica solucién con norma
euclidea minima.

En otras aplicaciones, puede resultar beneficioso resolver el sistema (11) para operadores
lineales acotados entre espacios de Hilbert. Es decir, dados dos espacios de Hilbert H y I, un
operador con rango cerrado C' € L(H,K) y operadores semidefinidos positivos 4; € L(H)t y
Ay € L(K)™, consideremos la seminorma || || 4, en H definida por

|zla, = (Arz,2)/?  paraz e H,

(resp. || ||, en K definida por ||z| 4, = <A2x,x>1/2, para x € K) y el sistema (11).

En [18], Corach y Maestripieri estudiaron este problema, presentaron condiciones necesarias
y suficientes para la existencia de soluciones del sistema (11) y, en caso de que exista alguna,
parametrizaron todas las soluciones de (11). En particular, demostraron que, dados C' € L(H, K)
de rango cerrado, A; € L(H)" y As € L(K)™ existe una solucién D € L(K,H) del sistema (11)
siy sélo si (A1, N(C)) y (A, R(C)) son pares compatibles.

Ademas, suponiendo que los pares (A1, N(C)) y (A2, R(C)) son compatibles e y € K\ R(C),
probaron que ug € H satisface

ly — Cuolla, < |ly — Czl|la, para todo z € H, (12)

v lluolla, = min{|julla, : u € H satisface la Ec. (12)}, si y sélo si existen @ € P(A1, N(C)) y
P € P(Ay, R(C)) tales que
uy = (I — Q)CTPy.

En los dltimos anos, diferentes problemas relacionados con métricas indefinidas han aparecido
en aplicaciones tales como procesamiento de senales y control (ver [40], [41], [66], [67]). Motivadas
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por el creciente interés en encontrar estimadores que sean menos sensibles a inexactitudes de
los datos o errores de medida, algunas técnicas de filtrado adaptativo y de control robusto (o
'H*°) han sido formuladas como problemas de minimizacién de funcionales indefinidos. En estos
casos, el producto interno usual (z,y) = y'x del espacio euclideo R™ es reemplazado por una
forma sesquilineal indefinida de la forma (z,y); := (Jz,y) = y'Jz, donde

— I, 0
= (5 5%)

es una simetria (o matriz de signatura), siendo I, e I, matrices identidad de dimensiones p y
q respectivamente. Se considera entonces el problema de cuadrados minimos indefinido: dados
una matriz A € R™*™ con m = p+ ¢ > n y un vector b € R™, hallar u € R" tal que
(J(Au—b),Au—0b) = m]{%n (J(Az —b), Az — D).
TER™

Contrariamente a los problemas de cuadrados minimos clésicos, la aparicién de la simetria J (con
inercia positiva y negativa) puede llevar a problemas de minimizacién que no necesariamente
tengan solucién.

Nuestro objetivo, en este caso, es considerar problemas similares a los estudiados en [18] pero
para cuadrados minimos indefinidos en lugar de cuadrados minimos pesados.

Organizacion de la tesis y descripcion de los resultados originales

A continuacién detallaremos el contenido de esta tesis, remarcando cuales son los resultados
originales incluidos en la misma.

El Capitulo 1 retine resultados preliminares, los cuales consideramos necesarios para poder
acceder a los resultados principales de este trabajo sin necesidad de consultar las fuentes ori-
ginales. Los mismos estan distribuidos en dos secciones, la primera contempla un breve repaso
sobre algunos temas de teoria de operadores acotados (descomposicién polar, factorizacién de
operadores, angulos entre subespacios, inversas generalizadas) y operadores densamente defini-
dos sobre espacios de Hilbert. La segunda parte es una introduccién a los espacios con métrica
indefinida, poniendo particular énfasis en los espacios de Krein y su geometria.

El Capitulo 2 estd dedicado a estudiar la existencia de proyecciones autoadjuntas en espacios
con métrica indefinida. Dado un espacio de Hilbert H y un operador autoadjunto B € L(H),
consideramos la métrica indefinida inducida por B sobre H, es decir,

(z,y)p = (Bw,y), paraz,ycH.

La Seccién 2.1 presenta las definiciones (subespacio B-ortogonal a un subespacio S dado, parte
B- isotrépica de S, operador de Gram inducido por B, etc.) y propiedades bésicas que utiliza-
remos para caracterizar a las proyecciones B-autoadjuntas, i. e. aquellas QQ € Q que satisfacen

(Qr,y)p = (2,Qy)p, paratodoz,yeH.

Recordemos que, dado un subespacio cerrado S de H, decimos que el par (B,S) es compatible
si existe (al menos) una proyeccién B-autoadjunta con rango S, i.e.

PB,S)={QecL(H): Q*=Q, BQ=Q*B, R(Q) =S8} es no vacio.



16 Introduccién

Es importante remarcar aqui que @ € Q es B-autoadjunta si y sélo si R(Q) y N(Q) son
subespacios B-ortogonales. Luego, el par (B,S) es compatible si y sélo si

H=R(Q)+N(Q) CS+B(S)". (13)

Esta condicion equivale a la existencia de un complemento algebraico del subespacio S, pero no
exige que éste sea tinico. Por ejemplo, si consideramos el subespacio N' = S N B(S)*, es facil
ver que H = S + B(S)* siy sélo si H se descompone en suma directa como:

H=S8 + B(S)toN,

siendo B(S)t © N = B(S)* N N*. Entonces, si (B,S) es compatible, distinguiremos a la
proyeccién oblicua

Pps = Ps;/p(s)Lan:
la cual es B-autoadjunta y tiene rango S, es decir, Pp s € P(B,S).

G. Corach et al. [19], [20], [22], [24] estudiaron este problema en el caso en que B es un
operador positivo, es decir, cuando (, ) es una forma sesquilineal semidefinida. La Seccién
2.1 estd conformada por resultados de dichos articulos o por versiones un poco mas generales
de los presentados alli, sin embargo los argumentos utilizados para demostrar estas ultimas son
esencialmente los mismos que en caso en que el operador es positivo.

En la Seccién 2.2 estableceremos dos clases de condiciones necesarias y suficientes para
asegurar la compatibilidad de un par (B,S).

En primer lugar, probaremos que la compatibilidad de (B,S) es equivalente a que ciertos
rangos de operadores puedan descomponerse “ortogonalmente”. En [21], G. Corach et al. mos-
traron que, dado un operador A € L(H)" y un subespacio cerrado S de H, el par (4,S) es
compatible si y sélo si AY/2(S) es un subespacio cerrado en R(A'/2) y el rango de A'/? admite

una descomposicién ortogonal en términos del subespacio M = Al/2(S):
R(A?) = MO R(AY?) @ M'nR(A'?).

Dado un operador autoadjunto B € L(H)®, cuya descomposicién polar estd dada por B = JA
con A € L(H)" y J = J* = J~!, considerando una vez més el subespacio M = AY/2(S),
mostraremos que el par (B,S) es compatible si y sélo si AY2(S) = M N R(AY?) y

R(AY?) = M R(AY?) 4 J(M)E N R(AY?). (14)

Es importante remarcar que, en esta descomposicion de R(Al/ 2), los subespacios intervinientes
no son ortogonales respecto al producto interno del espacio de Hilbert H, sino que son J-
ortogonales en el espacio de Krein que queda determinado al considerar al operador J como
simetria fundamental sobre H.

Posteriormente, mostraremos que la compatibilidad del par (B,S) también puede inter-
pretarse en términos del dangulo entre ciertos subespacios cerrados, es decir, el par (B,S) es
compatible si y sélo si el dngulo entre ciertos subespacios no es nulo. Més precisamente, (B, S)
es compatible si y sélo si

(84, B(S)) < 1. (15)

Finalmente, estudiaremos la existencia de proyecciones B-autoadjuntas para un operador B
de rango cerrado. En este caso, si B = JA es la descomposicién polar de B (con A € L(H)" y
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J =J"=J), R(AY?) también es un subespacio cerrado de H y, como N(A'/?) = N(B) C
B~1(S81) = B(S)*, probaremos que (B,S) es compatible si y s6lo si M = AY2(S) es cerrado y

H=M+J(M)* (16)

Notemos que esta tltima ecuacién asegura la existencia de una (inica) proyeccién J-autoadjunta
con rango M. Por lo tanto, si B tiene rango cerrado, podemos dar una caracterizacién completa
de la compatibilidad del par (B,S) en términos del subespacio M. De hecho, probaremos que
las siguientes condiciones son equivalentes:

1. (B,S) es compatible.

2. Pryygomyr € L(H).

3. M es cerrado y co(M, J(M)1) < 1.

4. M es un espacio de Krein de H (con la métrica indefinida inducida por J).

Es natural preguntarse sobre la posibilidad de extender este resultado al caso en que B es un
operador autoadjunto cualquiera. Sin embargo, presentaremos un ejemplo de un par (B,S) no
compatible para el cual el par asociado (J, M) es compatible.

La seccién 2.3 estd dedicada al estudio de posibles descomposiciones y factorizaciones de las
proyecciones B-autoadjuntas.

En primer lugar, recordemos que, dada una proyeccién @ € L(H) actuando en un espacio
de Hilbert H, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. @Q es autoadjunta, i.e. () es una proyeccién ortogonal,
2. @ es un operador positivo, i.e. (Qz,z) > 0 para todo = € H,
3. @ es una contraccién, i.e. (Qzr,Qx) < (x,z) para todo x € H.

En cambio, S. Hassi y K. Nordstrom [38] mostraron que, cuando consideramos la métrica inde-
finida (, )5 inducida por un operador autoadjunto B € L(H), una proyecciéon B-autoadjunta
Q@ € L(H) es B-positiva (resp. B-contractiva) si y sélo si su rango R(Q) (resp. su nicleo N(Q))
es un subespacio B-no negativo de H. Recordemos que un operador 7" € L(H) es B-positivo
(resp. B-contractivo) si BT € L(H)" (resp. T*BT < B), o equivalentemente,

(T'z,x)p >0 paratodox € H  (resp. (Tz,Tz )z < (x,x)p para todo z € H).

Dado un subespacio arbitrario S de H consideremos su parte B-isotrépica N =S N B(S)* .
Luego, podemos descomponer a S en suma directa de la siguiente manera:

S =N+ SoN, (17)

siendo S&N = SNNL. Ademds, es facil ver que el complemento S &N es un subespacio B-no
degenerado (o sea, su parte B-isotrdpica es trivial). Esta descomposicién plantea naturalmente
interrogantes acerca de la posibilidad de descomponer al subespacio SON, si éste fuera indefini-
do, en suma directa de un subespacio B-positivo y otro B-negativo. El siguiente es el resultado
principal de esta seccién, el mismo responde afirmativamente a la pregunta anterior (en el caso
en que (B,S © N) es un par compatible):
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Teorema (Existencia de descomposicién). Dados S un subespacio cerrado de H y B € L(H)?,
supongamos que N = SN N(B). Luego, (B,S) es compatible si y sdlo si existe una descomposi-
cion de SSN como S&N =8, + S, siendo Sy un subespacio (cerrado) B-no negativo, S—
un subespacio (cerrado) B-no positivo, (B,S+) es compatible y Sy 1 pS_.

Ademas, entre todas las posibles descomposiciones dadas por el teorema, existe una tnica que
satisface ademdas que Sy es un subespacio B-positivo, S— es un subespacio B-negativo y los
subespacios St y S— son ortogonales respecto al producto interno de H.

Notemos que, si (B,S & N) es compatible entonces (B,S) es compatible y, ademés, cada
Q € P(B,S) puede escribirse como

Q = Ppsen + Pn//san+N(Q)-

Mas atn, por el Teorema anterior, sabemos que existen un subespacio B-no negativo Sy y un
subespacio B-no positivo S_ tales que SO N = S, +S_, (B,S+) es compatible y S; L pS_.
Luego, es facil ver que P son = Q4+ + Q— v, por lo tanto:

Q=Q+ + Q-+ Pyv//(seN+N(Q)

siendo @ una proyeccién B-positiva, Q— una proyeccion B-negativa y P/ /son+N(Q)) Una
proyeccién B-neutra. Es decir, cada @ € P(B,S) admite una descomposicién Q = Qo+ Q4+ +Q—
tal que Qo € Q es B-neutra, @ € Q es B-positiva y Q_ € Q es B-negativa.

Finalmente, mostraremos que toda proyeccién B-autoadjunta @ € L(H) admite una factori-
zacién Q = EgEL E_, siendo Ey, E; y E_ proyecciones en L(H) que conmutan entre si y tales
que E, es B-contractiva, E_ es B-expansiva y Ey es B-isométrica (i.e. ( Eyz, Egz ) = (x,2)p
para todo = € H).

En la Seccién 2.4, dado un par compatible (B,S), presentaremos una serie de férmulas
para la proyeccién distinguida Pps. Comenzemos estudiando qué ocurre si B es inversible y,
posteriormente, intentaremos generalizar la férmula obtenida a un contexto més amplio.

Supongamos B € L(H) es autoadjunto e inversible y consideremos su descomposicién polar
B =JA con A € L(H)T yJ =J"=J ' Como A € L(H)" también es inversible, la
forma sesquilineal (, ), es un producto interno en H equivalente al producto interno original
(, ). Ademds, como J conmuta con A, tenemos que J también es una simetria con respecto al
producto interno ( , ), y, por lo tanto, (H,(, ),) también es un espacio de Krein con simetria
fundamental J.

Recordemos que, si B es un operador de rango cerrado, la compatibilidad del par (B,S) es
equivalente a que la (tinica) proyeccién J-ortogonal con rango M = A'/2(S), Py gomyrs sea
acotada. Luego,

Pps= A_1/2PM//J(M)J-A1/2- (18)

Consideremos ahora un operador autoadjunto B € L(H) no necesariamente inversible y, si
S es un subespacio cerrado de H, consideremos el subespacio cerrado M = A/2(S).

Como ya mencionamos anteriormente, en general no podemos asegurar que la proyeccién
PM//J(M)L sea un operador acotado. Sin embargo, si (B,S) es compatible, PM//J(M)L tiene
dominio denso (el subespacio M + J(M)1) y probaremos que el producto

Ppiyrsomr AV
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permanece acotado, R(PM//J(M)LAUQ) C AY2(S) y ademés:
PM//J(M)LA1/2 - A1/2P373. (19)

Las férmulas que presentaremos en esta seccién son consecuencia de la Ec. (19), y obtendremos
las mismas a partir de inversas generalizadas (o ain inversas densamente definidas) del operador
A1/2,

Los resultados de las Secciones 2.2, 2.3 y 2.4 forman parte del articulo “Decomposition of
Selfadjoint Projections in Krein Spaces” [53] publicado en la revista Acta Scientiarum Mathe-
maticarum en el ano 2006.

El Capitulo 3 estd dividido en dos partes, la primera (Seccién 3.1) es una recopilacién de
resultados sobre el complemento de Schur de operadores positivos (actuando en un espacio de
Hilbert), y la segunda (Secciones 3.2 y 3.3) contiene la definicién del complemento de Schur de
operadores autoadjuntos y los resultados originales que desarrollaremos acerca de este tema.

Como hemos mencionado anteriormente, si A € L(H)" el complemento de Schur de A a un
subespacio § de ‘H puede caracterizarse como

Ajs =f{QAQ : Q€ 0, N(Q) =S5},

considerando el orden usual en L(H) inducido por L(H)" (ver [3]). Mds ain, P. Massey y D.
Stojanoff [54] probaron que, dados un operador autoadjunto B € L(H) y un subespacio (cerrado)
B-no negativo S de H, si el par (B,S) es compatible entonces

Bis =min{Q'BQ : Q€ Q, N(Q) =8}, (20)

Anélogamente, si S es un subespacio B-no positivo de H y el par (B,S) es compatible, B/s =
mix<{Q*BQ : Q€ Q, N(Q) =S}.

En la Seccién 3.2 mostraremos que si S es un subespacio B-indefinido de H y el par (B,S)
es compatible, el complemento de Schur de B a S admite una representacién minimax. Para
esto, necesitaremos probar dos propiedades del complemento de Schur:

1. B/s no depende de la parte B-isotrdpica del subespacio S. Mds precisamente, probaremos
que B/son = B/ = Bs para todo subespacio cerrado 7 de H tal que

SONCTCS+N(B).

2. El complemento de Schur a una suma de subespacios estd relacionados con el complemento
de Schur a cada uno de ellos. Especificamente, dados dos subespacios cerrados &1 y Sy de
H, tales que S1LpSs y S1 NS = {0}, si S; + Sy es cerrado, mostraremos que

Bs, s, = (Bys,) /s, = (Bys,) /s, -

Luego, obtendremos una representacion del complemento de Schur B,s para un subespacio
cerrado B-indefinido S, a partir de la descomposicion S © N = S, + S_ presentada en el
Capitulo 2. De hecho, mostraremos que, si (B,S) es compatible entonces

B)s = (Bys,)/s. = (Bys_)/s.> (21)

donde S&N =S, & S_ es la descomposicién dada en el Teorema 2.3.2. Finalmente, utilizando
la expresién de B, s obtenida en la Ec. (21), probaremos el siguiente resultado:
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Teorema. Sean B € L(H)® y S un subespacio cerrado de H. Si (B,S) es compatible entonces

B)s= _min max  QL(QLBQ-)Q+ = N max min Q¥ (QLBQ4+)Q—,

N(Q+)=8+ N(Q-)=5- (@-)=8- N(Q+)=5+
donde S&EN =8+ & S_ es la descomposicion dada en el Teorema 2.3.2.

Una interesante consecuencia de este teorema es que, si el par (B, S) es compatible entonces,
fijado un vector x € ‘H, tenemos que

(Bisz,a) = minmix(B(e — (s +1), — (s +1)). (22)

Esta representacion se asemeja a la obtenida en [3] por Anderson y Trapp para el complemento
de Schur de un operador (semidefinido) positivo.

En la Seccién 3.3 mostraremos que, dados un operador autoadjunto B € L(H) y un subespa-
cio cerrado S de H tales que (B, S) es compatible, hay una generalizacién natural de la férmula
de Pekarev (4) para el complemento de Schur de B a S: si B = JA es la descomposicién polar
de B, con A € L(H)* y J = J* = J~!, el complemento de Schur de B a S puede calcularse
como

Bys = JAY2P; e )i AY2, (23)
siendo M = Al/2(S).

M4ds atin, mostraremos que, si la formula (23) define un operador acotado, la misma puede
utilizarse para extender la definicién de B/s en casos en los que el par (B,S) no es compatible,
manteniendo las propiedades béasicas del complemento de Schur. De hecho, si suponemos que
Bs esté definido por la Ec. (23), probaremos que

1. B/s es un operador autoadjunto;
2. R(B)NS* C R(B)s) € R(AV?) NS+
3. N(Bjs) = A~YV2(M).

Si A€ L(H)" y S un subespacio cerrado de H, el rango y el niicleo del complemento de
Schur de A a S fue estudiado originalmente en [3], [51] y [59]. Suponiendo que el par (A,S)
es compatible, G. Corach et al. [20] obtuvieron una descripcién més precisa de los mismos:
R(A;s) = R(A)N S+ y N(A;s) = N(A) + S. Ademés, estas caracterizaciones del rango y el
niicleo de A5 y As se alcanzan si y sélo si el par (A,S) es compatible.

El resultado de Corach et al. puede generalizarse a operadores autoadjuntos. Si B € L(H)
es autoadjunto y la férmula (23) define un operador B)s acotado, probaremos que las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. (B,S) es compatible,
2. R(B)s) =St NR(B) y N(B/s) =S8+ N(B).

Los resultados de las Secciones 3.2 y 3.3 fueron publicados a principios de este afio en Linear
Algebra and its Applications, con el titulo “Shorting selfadjoint operators in Hilbert spaces” [36].
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En el Capitulo 4 introduciremos el concepto de complemento de Schur para operadores J-
autoadjuntos en espacios de Krein.

Dado un espacio de Hilbert H, E. L. Pekarev propuso definir el complemento de Schur de
un operador A € L(H)" a un subespacio (cerrado) S de H, mediante la férmula

Ajs = AV2Py A2

donde P,,. es la proyeccién ortogonal con niicleo M = A1/2(S).

Si H es un espacio de Krein con simetria fundamental J3;, dado un operador J-autoadjunto
A € L(H), el Teorema de Bognar-Kramli asegura que existe un espacio de Krein (con simetria
fundamental Jx) y un operador inyectivo D € L(K,H) tal que

A= DD7,
siendo D el operador J-adjunto de D. Luego, si suponemos que el subespacio M = D#(S) es
un subespacio de Krein de X, la proyeccién Ji-ortogonal P 1 /M estd acotada. Por lo tanto, si
A € L(H) es un operador con la propiedad de factorizacion inica (PFU), el siguiente operador
estd bien definido y es acotado:

Ajis) = DPyyiy D (24)

Si llamamos complemento de Schur de A a S a este operador, probaremos que A5 es un
operador Jy-autoadjunto y ademas:

R(A)NSH C R(Ay5) CRD)NSH y N(4js) = (D#)H(M).

Estas caracterizaciones se asemejan a las obtenidas en el Capitulo 3 para el complemento de
Schur de un operador autoadjunto actuando en un espacio de Hilbert y, al igual que en dicho
caso, mostraremos que las inclusiones mencionadas més arriba pueden ser estrictas.

Posteriormente, estudiaremos las posibles caracterizaciones extremales de A /s en aquellos
casos en los que el subespacio M es Ji-definido. Si A = DD#, siendo D € L(K,H) con
N(D) = {0} y K un espacio de Krein, consideremos el conjunto

I(A) = {X = EE* . Ec L(K,H), R(E) C R(D)}.

Si A tiene la PFU el subespacio R(D) sélo depende del operador A y, en consecuencia, lo mismo
ocurre con el conjunto Z(A). Luego, podemos enunciar los resultados principales de la Seccién
4.1 de la siguiente manera:

Teorema. Dados un operador J-autoadjunto A € L(H) con la PFU y un subespacio cerrado S

de H, supongamos que el subespacio M = D#(S) es un subespacio de Krein de K. Luego,

1. si M es J-no negativo entonces Ajs) = HééJX{X €Z(A): X <; A, R(X)CSH1.
>J

2. si M es J-no positivo entonces A)s) = n<11’n{X eZ(A): A<; X, R(X)cSH .
>J
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Teorema. Sea S un subespacio cerrado de H. Supongamos que A € L(H) es J-autoadjunto y
satisface la PFU. Si A = DD# con D € L(K,H), N(D) = {0}, supongamos que M = D#(S)
es un subespacio de Krein de IC. Luego,

1. si M es J-no negativo entonces A s = fgf{Q#AQ Qe Q(H), NQ)=S}.
>J

2. si M es J-no positivo entonces A i) = sup{Q7AQ : Q € Q(H), N(Q) = S}.
<J

Cabe destacar que el orden <; considerado en los enunciados anteriores es aquel inducido
sobre L(H) por el cono de operadores Jy-positivos.

El cono de operadores Jy-positivos es el tema central de la Seccién 4.2. Estos operadores
tienen la propiedad de factorizacién unica y, ademds, podemos elegir el espacio vectorial K (que
cumple el rol de dominio del factor D de la factorizacién A = DD#) de manera que resulte un
espacio de Hilbert.

Notemos que, si K es un espacio de Hilbert y S es cualquier subespacio cerrado de H, el
subespacio M = D#(S8) es un subespacio cerrado de K y por lo tanto resulta un “subespacio de
Krein” de K. Entonces, el complemento de Schur A s esta bien definido para todo subespacio
cerrado § de ‘H y ademss,

Ajs = J|A|1/2PJ(ML)|A|1/2,

donde A = J[A]| es la descomposicién polar de Ay Pyry € L(K) es la proyeccién ortogonal
sobre J(M™). Es importante destacar que J(ML) = (JA|'/2(S))*. Entonces, de la ecuacién
anterior, podemos concluir que, si A € L(H) es J-positivo entonces

Ans) = J (|A]/s), (25)

donde |A|/s es el operador cortocircuito (en el sentido de operadores actuando sobre un espacio
de Hilbert) de |[A] a S.

En consecuencia, el complemento de Schur de un operador J-positivo A, actuando en un
espacio de Krein H, estd intimamente relacionado con el complemento de Schur del operador
positivo JA, el cual actia en el espacio de Hilbert |H|. Por lo tanto, muchos resultados cldsicos
de operadores cortocircuito pueden traducirse al contexto de un espacio de Krein, por ejemplo,
si S y 7 son subespacios cerrados de H y A, B € L(H) son J-positivos,

L Ajig) =max{X € L(H) : 0<; X <; A, R(X) C SHh;
>J

2. Ay = 0HQPAQ 1 Q € Q(H), N(Q) = Sk;

3. si A <; B entonces A/[S] <yJ B/[S};

4. si T C S entonces A/[S] <y A/[T}‘

Los resultados presentados en el Capitulo 4 forman parte del articulo “Schur complements
in Krein spaces”, publicado en Integral Equations and Operator Theory durante 2007.

En el Capitulo 5 estudiaremos problemas similares a los estudiados por G. Corach y A.
Maestripieri en [18], pero considerando métricas indefinidas en lugar de productos internos de-
generados.
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Dados un operador de rango cerrado C € L(H, K) actuando entre espacios de Hilbert y un
vector y € K, si perturbamos el producto interno de K con un operador autoadjunto B € L(K),
queda planteado el problema de minimizar (de ser posible) el funcional lineal (indefinido) sobre
‘H dado por

r— (Cx—y,Cx—y)g, z€H.

En caso que exista un vector u € H tal que

<Cu—y,Cu—y)B:miﬁ(C:B—y,Cx—y>B,
S

diremos que u es una B-solucion de cuadrados minimos de la ecuacion Cx = y (lo abreviaremos
B-LSS, por las iniciales de “B-least squares solution”).

En primer lugar, utilizando un simple argumento geométrico, probaremos que la existencia
de una B-LSS u € H de la ecuacién Cz = y es equivalente a que R(C) sea un subespacio B-no
negativo de K y que el vector y — Cu sea B-ortogonal a R(C').

Notemos que y — Cu L R(C) siy sélo si ( B(Cu —y),Cz) = 0 para todo = € H, o equiva-
lentemente, si u es una solucién de la ecuacion normal:

C*B(Czx —y) =0, (26)

por lo que nos enfocaremos en caracterizar y parametrizar las soluciones de (26). En general, si
u € H es una solucién de (26), el conjunto de todas las soluciones de la ecuacién normal coincide
con la variedad afin

up + N(C*BQC).

Ademds, cabe destacar que la ecuacién normal C*B(Cz — y) = 0 admite alguna solucién si y
s6lo si y € R(C) + R(C)* 2 y, consecuentemente, la ecuacién normal admite solucién para todo
y € K siy sélo si el par (B, R(C)) es compatible.

En [40], dados un espacio de Hilbert H de dimensién finita, un operador autoadjunto B €
L(H) y un vector y € H, B. Hassibi et al. estudiaron el problema de encontrar vectores u € S
(para un subespacio cerrado B-no negativo S de H) tales que

<u_yau_y>B = ml’n<8_y78_y>B = min<P5x_y7PSx_y>B> (27)
seS zeH

siendo Ps la proyeccién ortogonal sobre S. Ellos estaban particularmente interesados en aquellos

casos en los que hay una tnica solucién del problema. Como u € S satisface la Ec. (27) si y sélo

siy —u € R(BPs)™*, es facil ver que esta condicién se satisface si y sélo si

PsBPsu = PsBy. (28)

Cuando H es un espacio de Hilbert de dimensién finita, si existe una unica solucién u € S de
(28) para algin yp € H, entonces el operador PsBPs|s es inyectivo. Por lo tanto, PsBPs|s es
inversible, y existe una tnica solucién de (28) para todo y € H.

En cambio, si ‘H es un espacio de Hilbert de dimensién infinita, el comentario anterior puede
ser falso, ya que PsBPs|s puede ser inyectivo sin ser inversible. De hecho, en este caso, existe
una solucion de la Ec. (28) para todo y € H si y sélo si la ecuacién

(PsBPs)X = PsB



24 Introduccién

admite una solucién en L(H), o equivalentemente, el par (B,S) es compatible.

Por lo expuesto anteriormente, la compatibilidad del par (B, R(C)) resulta ser una hipétesis
razonable para estudiar las B-LSS de la ecuacién Cx = y. Suponiendo que el par (B, R(C)) es
compatible e y € K\ R(C), es facil probar que u € H es una solucién de C*B(Cx —y) =0siy
sélo si

Cu = Qy para alguna Q € P(B, R(C)).

Luego, si consideramos la solucion minimal de la Ec. (26), u, = CTngR(C)y, podemos parame-
trizar el conjunto de todas las soluciones de la ecuacién normal como

uy + N(BC).

A manera de resumen de los resultados mencionados anteriormente, enunciaremos el siguiente
teorema:

Teorema. Dado B € L(K)*, sea C € L(H,K) con rango cerrado tal que R(C') es B-no negativo.
Luego,

1. dadoy € K, u € H es una B-LSS de la ecuacion Cx =y si y sélo si u es una solucion de
la ecuacion normal C*B(Cx —y) = 0;

2. existe una B-LSS de la ecuacion Cx =y para todo y € K si y solo si el par (B, R(C)) es
compatible. En este caso, siy € K\ R(C), uw € H es una B-LSS de Cx =y si y sdlo si
existe Q € P(B, R(C)) tal que Cu = Qy.

3. si (B,R(C)) es compatible, el conjunto de B-LSS de la ecuacion Cx =y coincide con la
variedad afin uy, + N(BC).

Recordemos que, dado y € K, el problema de cuadrados minimos clédsico (en espacios de
Hilbert) asociado a la ecuacién Cz = y admite una (tnica) solucién de norma minima, mds
precisamente, aquella definida por u = C'y.

El siguiente paso en nuestro estudio es un problema de minimizacién en el conjunto de B-
LSS de Cxz = y. Dados y € K, C € L(H,K) de rango cerrado y un operador autoadjunto
By € L(K) tales que (B, R(C)) es compatible y R(C) es Bs-no negativo, consideremos el
conjunto u, + N(B2C) de By-LSS de la ecuacién Cz = y.

Ahora, si perturbamos el producto interno de H con un operador autoadjunto B € L(H),
intentaremos caracterizar las By Ba-soluciones de cuadrados minimos (6 brevemente, By Bo-LSS)
de Cx =y, es decir, aquellas Bs-LSS w € 'H de Cx = y tales que

(w,w)p, <(u,u)p , paratodou € u,+ N(BC).

De hecho, mostraremos que existe una By Bo-LSS de la ecuacion Cx = y paratodoy € Ksiy
s6lo si (By, N(ByC)) es compatible y N(B2C) es Bj-no negativo. Ademas, si y € K\ R(B2C)*,
w € H es una B1By-LSS de Cx = y si y sélo si existen proyecciones Q € P(B1, N(BxC)) y
P € P(Ba, R(C)) tales que

w= (I —Q)CTPy.

Dado y € K\R(ByC)*, el conjunto de By B2-LSS de la ecuaciéon Cx = y puede parametrizarse
como

{(I-Q)C'Pg, rcyy: Q € P(B1,N(B:C))}. (29)
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Por otra parte, si y € R(B2C)*, el conjunto formado por todas las By By-LSS de Cx = y es
N(B1) NN(B2C) y

{(I-Q)C'Pg, pcyy: Q € P(B1,N(B20))} € N(B1)NN(BC).
Sin embargo, este subconjunto propio contiene a la By Bo-LSS de norma minima.

Proposicién. Sean C' € L(H,K) de rango cerrado y By € L(K) autoadjunto tales que para
todo y € K existen B2-LSS de la ecuacion Cx = y. Dado un operador autoadjunto By € L(H),
supongamos ademds que para todo y € I existen B1Ba-LSS de la ecuacion Cx =y. Entonces,

vy = (I = Pp, n(Boc))C' Ppy r(c)yY,
es el unico elemento de norma minima en el conjunto de B1Bs-LSS de Cx = y.

Supongamos por un momento que R(C)NN(B) = {0}, y en consecuencia, N (ByC) = N(C).
Por la parametrizacion dada mas arriba, sabemos que w € H es una B Bs-LSS de la ecuacion
Cx =y siy sélo si

w= (I —Q)C'Pg, rcyy:

siendo @ € P(B1, N(C)). Esto nos motiva a estudiar el siguiente conjunto de operadores:
GI(C, Br, By) = {(I - Q)CTP: Q € P(By, N(C)) y P € P(Bs, R(C))}.

Dadas proyecciones Q € P(By, N(C)) y P € P(Bz, R(C)), consideremos D = (I — Q)CTP.
Utilizando la propiedades de CT, es facil ver que D es una inversa generalizada pesada de C, ya
que D es una solucién del sistema de ecuaciones

CXC=C, XCX=X, Bi(XC)=(XC)By, By(CX)=(CX)"B,. (30)

La Seccién 5.2 estd dedicada a presentar condiciones necesarias y suficientes para la existencia
de inversas generalizadas pesadas de un operador C' con rango cerrado, y a caracterizar estas
inversas en términos de la inversa de Moore-Penrose de C' y los conjuntos de proyecciones B;-
autoadjuntas (para ¢ = 1,2). De hecho, probaremos que, si (B1, N(C)) y (Ba, R(C)) son pares
compatibles, el conjunto GI(C, By, Bs) coincide con el conjunto de soluciones de (30).

Finalmente, recordemos que, si R(C) es un subespacio B-indefinido, la ecuacién Cz = y no
admite B-soluciones de cuadrados minimos aunque existan soluciones de la ecuacién normal. La
Seccién 5.3 estd dedicada a relacionar a las soluciones de C*B(Cx — y) = 0 con las soluciones
de un problema de minimax.
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Capitulo 1

Preliminares

Comenzaremos fijando algunas notaciones que utilizaremos a continuacién. Dado un espacio
de Hilbert H con producto interno ( , ), denotaremos con L(H) al dlgebra de operadores lineales
acotados sobre H. L(H)*® es el subespacio (real) de L(H) formado por los operadores autoad-
juntos, L(H)* es el cono de operadores (semidefinidos) positivos de L(H), GL(H) es el grupo
de operadores inversibles de L(H), GL(H)* = GL(H) N L(H)* y GL(H)" = GL(H) N L(H)™.
Fijado un operador T' € L(H), notaremos R(T') al rango de T'y N(T') a su nicleo.

Con Q = Q(L(H)) denotaremos al conjunto de proyecciones en L(H) y con P = P(L(H))
al subconjunto de Q de proyecciones ortogonales, i.e.

Q={QecL(H) : Q*=Q} y P={PeL(H) : P>=P=P*}.

SiQ € Q\ P, diremos que @ es una proyeccién oblicua.

Dados dos subespacios S y 7 de H, denotaremos S+ 7 a la suma directa (interna) de Sy 7,
S@®T alasuma directa ortogonal de ellos, y SOT = SN(SNT)*. Si H = S+ 7, la proyeccién
sobre S a lo largo de 7, Ps//r, es la (tinica) proyeccién con R(Ps//r) =Sy N(Ps;/r) = T.
En particular, Ps = Ps//s1 es la proyeccién ortogonal sobre S.

1.1. Teoria de operadores actuando sobre un espacio de Hilbert

1.1.1. Factorizaciéon de Douglas y descomposicién polar

El siguiente resultado, debido a R. G. Douglas [28], caracteriza inclusiones de rangos de
operadores.

Teorema 1.1.1. Dados espacios de Hilbert H, K1, Ko y operadores A € L(K1,H) y B €
L(K2,H), las siguientes condiciones son equivalentes:

1. la ecuacion AX = B tiene una solucion en L(Kq,K1);
2. R(B) C R(A);
3. existe A > 0 tal que BB* < \AA*.

En este caso, existe un inico D € L(Ks,K1) tal que AD = B y R(D) C R(A*); ademds cumple
que N(D) = N(B) y ||D|| = inf{\ > 0: BB* < MAA*}. El operador D se denomina solucién
reducida de la ecuacion AX = B.

27
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Demostracion. En primer lugar, notemos que la implicacién 1. = 2. es trivial.

1.= 8 :Si B= AC con C € L(Kz,K1) entonces BB* = ACC*A* < ||C||?AA*, pues CC* <
|C||%I, es decir, vale 2.

2.= 1. :Sean A € L(K1,H) y B € L(Kq,H) tales que R(B) C R(A). Podemos definir un
operador C' : K9 — K; de la siguiente manera: si x € Ko, tenemos que Bx € R(B) C R(A) v,
como A : N(A)" — R(A) es biyectivo, existe un tinico y € N(A)* tal que Ay = Bz. Definiendo
Cx = y tenemos que C esté bien definido y B = AC.

Falta probar que C es acotado. Como C' estd definido en todo Ko, es suficiente mostrar
que C' tiene gréfico cerrado. Consideremos una sucesion {(zn, yn) Inen, con y, = Ciz,, tal que
(n,yn) — (x,y). Por definicién, Bz, = Ay, para todo n € N. Como A y B son acotados,
HILIQO Ay, = Ay y nlglgo Bx, = Bz, con lo cual Ay = Bx. Ademas, como N(A)‘ es cerrado,

tenemos que y € N(A)* y por consiguiente Cz = . Luego, C' es acotado.

8. = 1. : Supongamos que BB* < MAA* para algin A > 0 y definamos la siguiente aplicacién
D : R(A*) — R(B*):
D(A*z) = B*z, sizeH.

Entonces D estd bien definida pues, si A*z = A*z’ entonces A*(x—2') = 0y, como BB* < NAA*,
también z — 2’ € N(B*) o equivalentemente B*x = B*z’. Veamos que D es acotada en R(A*):

ID(A*2) || = | B*f|* = ( BBz, x) < N (AA*z,x) = N|| A"z,
Por lo tanto, D puede ser extendido de manera tnica a R(A*) y, si definimos Dx = 0 para
r € R(A*)*, entonces D € L(Ky,K2) y DB* = A*, o equivalentemente, A = BD* con D* €
L(KCa, Kq).

Finalmente, probemos que existe una tnica solucién reducida de la ecuacién AX = B.
Notemos que la inclusién R(D) C R(A*) = N(A)* identifica univocamente al operador D,
va que AD = By A‘ N(A)L €s inyectivo. En particular, los operadores construidos en 2. = 1.

y 3. = 1. tienen el rango contenido en el subespacio R(A*) = N(A)'; por lo tanto, estos
operadores coinciden. ]

Corolario 1.1.2. Si A € L(H,K) entonces R((AA*)Y/?) = R(A).

Demostracion. Dado que AA* = (AA*)Y/2((AA*)1/2)*, la igualdad entre los rangos de A y
(AA*)'/2 es consecuencia del Teorema de Douglas. O

Corolario 1.1.3. Sean A € L(H), Q € Q y supongamos que R(QA) C R(A). Entonces, la
solucion reducida D € L(H) de la ecuacion AX = QA es una proyeccion, es decir, D € Q.

Demostracion. En primer lugar, notemos que, si D es la solucién reducida de AX = QA entonces

AD? = QAD = Q’A = QA y R(D?) C R(D) C R(A*). Luego, D? también es una solucién
reducida de la ecuacion AX = QA y, por la unicidad de la misma, resulta que D € Q. O

Definicién. Fijado un espacio de Hilbert H, una isometria parcial es un operador W € L(H)
tal que |[Wz| = ||z|| para todo 2 € N(W)+. Llamaremos espacio inicial de W al subespacio
N(W)L, y espacio final de W al subespacio R(W).
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Notemos que, por la identidad de polarizacién, si W € L(H) es una isometria parcial y x,y €
N(W)*,

(Wa, Wy) Zz [Wa+ Wy = sz|er+zyr\2 sznm yI? = (zy). (111)
k=0 k=0

Proposicién 1.1.4. Si W € L(H), son equivalentes:
1. W es una isometria parcial;
2. E = W*W es la proyeccion ortogonal sobre N(W)=;
3. WWW* = W

Ademds, en este caso, R(W) es un subespacio cerrado. Luego, si W es una isometria parcial con
espacio inicial N(W)L y espacio final R(W), entonces W* es una isometria parcial con espacio
inicial R(W) y espacio final N(W)*.

Demostracion. 1. < 2.: Supongamos que W € L(H) es una isometria parcial. Luego, si z €
N (W)L, aplicando la Ec. (1.1.1) vemos que

(WWax,y) = (Wa,Wy) = <W.ZU,WPN(W)J_:U> = <x,PN(W)Ly> = (z,y) paratodoy € H.

Por lo tanto, W*Wax = z para todo x € N(W)*+ y W*Wz = 0 para todo z € N(W). Por lo
tanto, £ = W*W es la proyeccién ortogonal sobre N (W)L, Reciprocamente, si E = W*W es la
proyeccién ortogonal sobre N (W),

|Wa|? = (Wz,Wz) = (W*Wz,z) = (z,2) para todo z € N(W)*,

i.e. W es una isometria parcial.

2. < 8. Si E = W*W es la proyeccién ortogonal sobre N(W)*, entonces W*WW* = W* ya
que R(W*) C N(W)*.

Reciprocamente, si W*WW* = W* tenemos que (W*W)? = (W*WW*W = W*W y
ademds (W*W)* = W*W. Por lo tanto, E = W*W es una proyeccién ortogonal. Como EW* =
W*, tenemos que R(W*) C R(E). Més atin, N(W)+ = R(W*) C R(E) porque R(E) es cerrado.
También es fécil ver que N(W) C N(W*W) = N(E), con lo que resulta que E es la proyeccién
ortogonal sobre N (W)=.

Notemos ademds que, si W*WW* = W* entonces R(W*) = R(W*WW*) C ROW*W) C
R(W™). Es decir, R(W*) = R(W*W) es cerrado ya que E = W*W es una proyeccién. Por lo
tanto, R(W) también es cerrado. O

Dado un operador A € L(H), el mddulo de A se define como |A| = (A*A)Y/2. Es decir, el
operador |A| es la (tinica) raiz cuadrada positiva del operador A*A.

Teorema 1.1.5 (Descomposicién polar). Si A € L(H) existe una isometria parcial W con
espacio inicial N(A)* y espacio final R(A) tal que A = W|A|. Ademds, si A= UP con P €
L(H)* y U una isometria parcial con espacios inicial y final N(A)* y R(A), respectivamente,
entonces P =|A| yU =W.
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Demostracion. Si x € H, entonces ||Az||? = (Az, Az ) = (A*Az,z) = (|A|x, |A|z ). Luego,
|Az|* = || |A]z||* para todo z € H. (1.1.2)

Como R(A*)+ = N(A), vemos que R(A*) es un subespacio denso en N(A)*. Ademés, si y €
R(A*), existe # € N(A*)t = R(A) tal que y = A*z. Por lo tanto, el conjunto {A*Az : x € H}
es denso en R(A*) = N(A)*.

Si definimos W : R(]A|) — R(A) mediante W (|A|x) = Az, la Ec. (1.1.2) asegura que
W estd bien definido y es una isometria. Luego, W puede extenderse a una isometria W :
N(A)* — R(A) y, definiendo Wz = 0 para 2 € N(A), tenemos que W es una isometria parcial.
Por definicién W cumple W|A| = A

Para probar la unicidad, notemos que, si A = U P entonces A*A = PU*UP. Pero E = U*U es
la proyeccién ortogonal sobre el espacio inicial de U, N(A)*, y ademés N (A)+ € N(P)+ = R(P)
ya que N(P) C N(A) y P € L(H)*. Luego, EP = Py A*A = PEP = P2. Por la unicidad de
la raiz cuadrada positiva, podemos afirmar que P = |A|. Finalmente, como A = U|A|, tenemos
que U|A|lz = Az = W|A|zx para todo x € H. Es decir, U y W coinciden en un subconjunto
denso de su espacio inicial en comun. Por lo tanto, U = W. O

Corolario 1.1.6. Si A € L(H) tiene descomposicion polar A = W |A| entonces la descomposi-
cion polar de A* es W*|A*|.

Demostracion. Recordemos que, si W es una isometria parcial de N(A)* en R(A), entonces
E = W*W es la proyeccién ortogonal sobre N(A): y F = WW* es la proyeccién ortogonal
sobre R(A). Ademds, N(|A]) = N(A) implica que E|A| = |A], y luego A* = |A|W* = E|A|W* =
W*(W|A|W*). Finalmente, notemos que W|A|W* € L(H)* y, por la Proposicién 1.1.4, W* es
una isometria parcial entre N(A*)+ = R(A) y R(A*) = N(A)*. Entonces, por la unicidad
de la descomposicién polar, tenemos que |[A*| = W|A|W* y que la isometria parcial de la
descomposicién polar de A* es W*. ]

Observacién 1.1.7. Si B € L(H) es un operador autoadjunto y su descomposicién polar es
B = W|B|, siendo W una isometria parcial, entonces

s W =W
» Wy |B| conmutan;

= Los espacios inicial y final de W coinciden con N (B)*;

« N(|B|) = N(B).

De hecho, si B = B* luego W|B| = B = B* = W*|B*| = W*|B|, y por la unicidad de la
descomposicién polar, resulta que W* = W. Ademads, con un argumento similar al anterior,
vemos que W|B| = B = B* = (W|B|)* = |B|W* = |B|W. Como B es autoadjunto R(B) =
N(B*)* = N(B)*, es decir, los espacios inicial y final de W coinciden con N(B)*. La tltima
afirmacién es consecuencia de que N (W) = N(B)*.

Corolario 1.1.8 (Descomposicién polar para operadores autoadjuntos). Si B € L(H)® existe
una reflexion J € L(H) tal que A = J|A| y Jx = x para todo x € N(A). Ademds, si A = UP
con P € L(H)™ y U reflexion tal que Ux = x para todo x € N(A), respectivamente, entonces
P=|AlyU-=J.



Preliminares 31

Demostracion. Es consecuencia del Teorema 1.1.5 y la observacién anterior. O

Para finalizar, dado B € L(H)® con descomposicién polar B = JA — siendo A € L(H)*t
y J = J" = J !~y & un subespacio cerrado de H, enumeraremos algunas relaciones entre
subespacios que utilizaremos con frecuencia. Si M = A!/2(S) entonces

n M= AYV2(8)L = AT12(Sh),

= J(M)T = J(MD);

= ATV2(J(M)*) = BTH(S) = B(S)*;
= N(AY2) C Mty N(AY?) C J(M)*E.

1.1.2. Operadores densamente definidos

Definicion. Dado un espacio de Hilbert H, un operador es una aplicacién lineal T' tal que su
dominio Dom 7" y su rango R(T') son subespacios de H.

En estos parrafos no supondremos que 7" es continuo (o acotado), sino todo lo contrario. De
hecho, si T es continuo (relativo a la topologia de la norma que Dom T hereda de H) entonces
T tiene una extensién continua a la clausura de Dom T, y por consiguiente a H, ya que Dom T
es un subespacio complementado en H.

El grdfico Gr(T) de un operador T es el subespacio de H x H formado por los pares (z,Tz),
donde z € DomT. Es ficil ver que S es una extension de T (es decir, DomT C DomT y
Sx = Tz para todo x € DomT) si y sélo si

Gr(T) C Gr(S).

Generalmente notaremos esta inclusién simplemente S C T'.
Un operador T en H se dice cerrado si su grafico Gr(T') es un subespacio cerrado de H x H.
Luego, por el Teorema del Grafico Cerrado, T' € L(H) si y s6lo si DomT = H y T es cerrado.

A continuacién intentaremos asociar un adjunto T* a un operador dado 7. Su dominio
Dom T estara formado por aquellos y € H para los cuales el funcional lineal

z— (Tz,y), (1.1.3)

es continuo sobre DomT'. Si y € Dom T, el Teorema de Hahn-Banach asegura que existe un fun-
cional lineal sobre H que extiende al de la Ec. (1.1.3). Luego, por el Teorema de Representacién
de Riesz, existe un vector T*y € H tal que

(Tx,y)=(x,T"y) paratodo x € DomT. (1.1.4)

Notemos que T™*y estd univocamente determinado por la Ec. (1.1.4) si y s6lo si Dom T' es denso
en H, es decir, si T esta densamente definido. Por lo tanto, los inicos operadores que admiten un
adjunto T son aquellos que estan densamente definidos. Unos pocos calculos de rutina muestran
que T* también es un operador en H.

Las operaciones algebraicas entre operadores no acotados deben tratarse con cuidado, pues
hay que considerar los dominios en los cuales definirlas. Las elecciones naturales para el dominio
de la suma y el producto de dos operadores S y 1" son:

Dom(S +T)=DomSNDom7, Dom(ST)={r € DomT : Tx € Dom S}.
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Teorema 1.1.9. Supongamos que S, T y ST son operadores densamente definidos en H. Luego,
T*S* C (ST)*.
Ademds, si S € L(H), entonces T*S* = (ST)*.

Definicion. Un operador T en H es simétrico si, para todo x,y € Dom T,

(Tz,y) = (2,Ty).

Notemos que los operadores densamente definidos simétricos son exactamente aquellos que
satisfacen T' C T™.

Por otra parte, si T' = T, diremos que T es autoadjunto. Estas dos propiedades evidente-
mente coinciden cuando T' € L(H), pero en general son condiciones distintas.

Teorema 1.1.10. Si T es un operador densamente definido en H, entonces T es un operador
cerrado. En particular, los operadores autoadjuntos son cerrados.

Teorema 1.1.11. Supongamos que T es un operador densamente definido en H. Luego,

1. SiDomT = H entonces T es autoadjunto yT € L(H).

2. §i T es cerrado entonces DomT* es denso en H y 1% =1T.

1.1.3. Angulos entre subespacios cerrados de un espacio de Hilbert

La nocién de “angulo” entre un par de subespacios cerrados de un espacio de Hilbert es
realmente 1til, ya que muchas veces permite dar una interpretacién geométrica a resultados que
parecen ser puramente analiticos o topoldgicos. Las siguientes son dos definiciones diferentes de
angulo entre subespacios de un espacio de Hilbert H.

Definicién (K. Friedrichs [34]). Dados dos subespacios cerrados S 'y 7 de H, el dngulo entre
ellos es aquel a(S,7) € [0, 5] cuyo coseno esta definido por
oS, T)=sup{|(z,y)| :xeSeT,|z[| <1, yeT S, |yl <1}.

Definicién (J. Dixmier [27]). El dngulo minimo entre Sy T es el 4ngulo ao(S,7) € [0, §] cuyo
coseno esta definido por

co(S,T) =sup{|(z,y)| : z €S |lz| <1,y €T, [ly[| < 1}.

En realidad, Dixmier [27] le otorga a Friedrichs el crédito por la definicién de angulo minimo.
En general ¢(S,7T) < ¢o(S,7), sin embargo, cuando S N7 = {0} las definiciones coinciden.

Para poder probar los resultados sobre angulos que utilizaremos es necesario recordar algunas
propiedades bésicas sobre proyecciones ortogonales. Los siguientes lemas son bien conocidos y
pueden encontrarse en la literatura cldsica de andlisis funcional, e. g. [17, 37], 6 en la recopilacién
de Deutsch [26].

Lema 1.1.12. Dados dos subespacios cerrados S y T de un espacio de Hilbert H,

PsPr=PrPs << PsPr=Psnt << PsPr es una proyeccion ortogonal. (1.1.5)
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Lema 1.1.13. Dados dos subespacios cerrados S y T de un espacio de Hilbert H,
PsPr=0 & PrPs=0 <& SIT. (1.1.6)

Lema 1.1.14. Dados dos subespacios cerrados S y T de un espacio de Hilbert H,
PsPr=Ps & PrPs=Ps < SCT. (1.1.7)

Lema 1.1.15. Sean § y 7 dos subespacios cerrados de un espacio de Hilbert H. Si Ps y Pr
conmutan, entonces
P$+77' = Ps + Pr — PsPr. (1.1.8)

Por lo tanto, si S C T+ entonces S + T es cerrado y Psy7 = Ps + Pr.

Demostracion. Sea Q = Ps + Pr — PsPr. Notemos que, como Ps y Pr conmutan, es facil ver
que Q eP.Six=s+t, conseSyteT, entonces

Qxr = Ps(s+t)+(I—Ps)Pr(s+t)=s+Pst+ (I —Ps)(Prs+t)=
= 5+P3t+PT(I—P3)s+(I—P3)t:.9+P3t+(I—P3)t:s+t:x,

es decir, S+ 7 C R(Q). Ademas, como R(Q) es cerrado, tenemos que S +7 C R(Q). Por otra
parte, siy € (S+7)+ =S+ N7+, entonces Qx = 0. Luego, (S +7)*+ C N(Q) y, por lo tanto,
Q= FPsir.

Ahora, supongamos que S C 7+. Entonces PrPs = PsPr = 0, con lo cual Ps y Pr
conmutan y (1.1.8) implica que Pg7 = Ps + Pr. Falta probar que S + 7 es cerrado, pero si
x € S+ 7, entonces

r=Psgzr=PFPsx+Prx € 5+7T.

Lema 1.1.16. Dados dos subespacios cerrados S y T de un espacio de Hilbert 'H,

PsPr = PrPs <~ PSLP’T:PTPSL = PsLPTL :PTLP‘gL (1.1.9)
s S=8SNT+SNnTH (1.1.10)

Demostracion. La equivalencia de las tres primeras afirmaciones es inmediata, teniendo en cuen-
taquePSL :I—P‘S‘foTL :I—PT.
Notemos que, si Ps y Pr conmutan también lo hacen Ps y Pri. Luego, por Lema 1.1.12,

Psnr + PSmTi = PsPr + Pspz]u = Ps(PT + PTL) = Ps.

Entonces S € SNT +SN7+. Como la otra inclusién es evidente, tenemos que S = SN7 +SNT +.
Reciprocamente, si S = SN7T + SN T+, entonces por el Lema 1.1.15,

Ps = Psnrisnrt = Psnr + Psar .

Luego, PrPs = PrPsnt + PrPsn71 = Psn7 con lo cual, aplicando el Lema 1.1.12, resulta que
Ps y Py conmutan. ]

A continuacién estableceremos algunas relaciones entre angulos y proyecciones.
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Lema 1.1.17. Sean S y 7 dos subespacios cerrados de un espacio de Hilbert H. Entonces,
1. co(S,T) =0 si y solo st SLT.
c(8,7) =0 si y solo si Ps y Pr conmutan.

El préximo es un resultado clasico sobre angulos, el cual utilizaremos en varias oportunidades a
lo largo de este trabajo. El mismo puede encontrarse en [26, Teorema 13] 6, ain en una versién
més general, en [49, Teorema 4.8].

Proposicion 1.1.18. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. ¢(§,7) <1
2. S+ 7T es cerrado,
3. St + T+ es cerrado,

c(SHTH <1

AR

Ps. (T) es cerrado.

1.1.4. Inversas generalizadas

Definicién. Dados A € L(H,K) y B € L(K,H), decimos que B es una inversa generalizada de
A si
ABA=A y BAB-=B.

Al conjunto de inversas generalizadas de A lo denotaremos por medio de G(A).
Teorema 1.1.19. Sea A € L(H,K).

1. St B € G(A), entonces AB es una proyeccion (oblicua) con R(AB) = R(A) y BA es una
proyeccion (oblicua) con N(BA) = N(A).

2. A tiene rango cerrado si y sdlo si G(A) # .

3. En tal caso, para cada par de proyecciones oblicuas P € L(K) y Q € L(H) tales que
R(P) = R(A) y R(Q) = N(A), existe un unico B € G(A) tal que AB=P yBA=1-Q.

Demostracion. 1. Si B € G(A) entonces,
(BA)? = BABA=BA y (AB)> = ABAB = AB.

Ademsds, R(AB) C R(A
tanto, R(AB) = R(A) y
3. Supongamos que R(A) es cerrado, y sean P € L(K) y Q € L(H) proyecciones oblicuas tales
que R(P) = R(A) y R(Q) = N(A). Llamemos S = N(P) y 7 = N(Q). Luego, N(A)+ 7 =H
y en consecuencia A|lr : T — R(A) es inversible. Llamemos By : R(A) — 7 a su inversa, y sea

) = R(ABA) C R(AB) y N(A) C N(BA) C N(ABA) = N(A). Por lo
N(BA) = N(A).

) e

) =

B:K=8+R(A) —H definidopor B(zx+y)=DByy, siendoz €S, ye R(A).
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Como By es acotado, aplicando el Teorema de la Aplicacién Abierta se deduce que B € L(K, H).
En efecto, || B|| < ||Bol| || P||, ya que B(z) = By(Pz) para todo z € K. Finalmente, es facil probar
que Be G(A), AB=PyBA=1-Q.

2. Si G(A) # @ entonces R(A) = R(AB) para toda B € G(A). Luego, R(A) es cerrado porque
es el rango de una proyeccién. La reciproca se deduce del item 3, aplicado a las proyecciones
P = Pray y Q@ = Py(ay.- O

Definicién. Dado A € L(H, K) con rango cerrado, llamaremos inversa de Moore-Penrose de A
(v lo anotaremos Af) al tinico elemento de G(A) tal que ATA y AAT son proyecciones autoad-
juntas.

Corolario 1.1.20. Dado A € L(H,K), R(A) es cerrado si y sélo si R(A*) es cerrado. Mds ain,
G(A*) = {B*: B € G(A)}. En particular, (A*)T = (A?)*.

Demostracion. La igualdad G(A*) = {B*: B € G(A)} se deduce facilmente de la definicién de
inversa generalizada. Luego, la primera parte del corolario es consecuencia del Teorema 1.1.19.

Para probar la tltima afirmacién, notemos que (A)* verifica las condiciones de la definicién de
(AT O

Corolario 1.1.21. Sea A € L(H,K) un operador con rango cerrado, P € L(K) una proyeccion
con rango R(A) y Q € L(H) un proyeccion con rango N(A). Entonces, B = (I — Q)ATP es la
Unica inversa generalizada de A tal que AB=P yBA=1—-Q.

Demostracion. Notemos que AQ = 0 ya que R(Q)) = N(A). Luego,
BA = (I-QATPA=(I-Q)ATA = (I - Q)Pyayr = (I = Q)(Pyay: + Pya) =1 —Q,
AB = A(I-Q)A'P = AA'P = Pp 4P = P.

Finalmente, supongamos que existe otra inversa generalizada C' de A tal que AC =Py CA =
I — Q. Luego,

C = (CA)C = (I - Q)C = (BA)C = B(AC) = BP = B(AB) = B.

Ejemplos 1.1.22.
1. Si A € GL(H), entonces G(A) = {A~'}. En particular, AT = A~1.
2. Si V € L(H,K) es una isometria parcial entonces VI = V*.
3. Si A es normal y R(A) es cerrado, entonces A conmuta con Af.

4. Si A € L(H,K) tiene R(A) cerrado y los operadores U € L(K) y W € L(H) son unitarios,
entonces (UAW)T = W*ATU*.

Definicién. Un operador A € L(H) se dice acotado inferiormente si existe un a > 0 tal que
|Az|| > a||z|| para todo x € N(A)*.

Proposicién 1.1.23. Si A € L(H) entonces, A es acotado inferiormente si y sdlo si R(A) es
cerrado.
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Demostracion. Sea A € L(H) y supongamos que A es acotado inferiormente. Siy € R(A), existe
una sucesion {z, }nen en N(A)* tal que Az, — y. Luego, dado £ > 0, existe un ng € N tal que
[znll < L|Az, || < L(|ly|| + ¢) para todo n > ng. Por lo tanto, existe M > 0 tal que ||z, || < M
para todo n € N.
Entonces, existe una subsucesion {z,, }ren de {xy }nen tal que z,, — xo para algun vector
xo € H. Luego, por la unicidad del limite, tenemos que y = Azg. Por lo tanto, R(A) es cerrado.
Reciprocamente, supongamos que R(A) es cerrado. Luego, dado z € N (A)l,

]| = AT Az < || AT/ Az].

Por lo tanto, eligiendo a = ||AT||~! > 0, tenemos que ||Az|| > a||z|| para todo z € N(A)*. O

1.2. Espacios vectoriales con métrica indefinida

En esta seccién presentaremos algunos resultados basicos sobre espacios con métrica indefi-
nida, prestando una destacada atencién a los espacios de Krein. Para una exposicion mas amplia
sobre los temas aqui desarrollados sugerimos al lector los libros de J. Bognar [9] y T. Ya. Azizov
& 1. S. Tokhvidov [43], las monografias redactadas por T. Ando [4] y por M. Dritschel & J.
Rovnyak [29] y el trabajo de J. Rovnyak [65].

Definicion. Un espacio con métrica indefinida es un C-espacio vectorial ¥V dotado de una
aplicacién [, | : ¥V x V — C que satisface los siguientes axiomas:

1. [ax+ By, z] =ax,z]|+ [y, 2] para todo z,y,z € Vy o, € C;

2. [z,y] = [y,x] para todo z,y € V.

El antiespacio —V de un espacio con métrica indefinida (V,[, |) es el espacio (V,— [, ]). Por
lo tanto, [, |_, = —[, ]y

Dado un espacio con métrica indefinida V), utilizamos las nociones de subespacio, ortogona-
lidad y suma directa de la misma forma que para espacios de Hilbert. Por ejemplo, x,y € V
se dicen ortogonales respecto a la métrica indefinida si [z,y]| = 0. Lo anotaremos z[L]y. De la
misma manera, diremos que x € V es ortogonal a un conjunto M (y lo anotaremos x[L]M) si
[z,y] = 0 para todo y € M. Dado M C V, el subespacio ortogonal a M respecto a la métrica
indefinida es el conjunto

M =z eV z[LIM}.

Proposicién 1.2.1. Sean M y N subconjuntos de V. El complemento ortogonal es siempre un
subespacio y cumple:

si M C N entonces NH ¢ M

(M A € M AN

- ME L N C (M)

.M C M,

si M y N son subespacios, (M + N = M n AV

~

N T NS
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Dado un subespacio S de V, llamaremos parte isotrépica de S al subespacio S° = S N S
y diremos que S es no degenerado si S° = {0}.

Un vector x € V se dice positivo, negativo é neutro de acuerdo con el signo de la constante
real [x,z], es decir, si [z,z] > 0, [z,2] < 0 6 [z,2] = 0, respectivamente. Un subespacio
S C V se dice positivo si los vectores no nulos de S son positivos. De la misma manera se definen
subespacios negativos, neutros, no negativos y no positivos. S se dice definido si es positivo o
negativo, es semidefinido si es no negativo o no positivo, y es indefinido en caso contrario.

Observacién 1.2.2. Si x € V es un vector positivo entonces ax también es positivo para todo
a € C, a # 0. Sin embargo, la suma de dos vectores positivos puede no ser positiva. Por ejemplo,
consideremos el C-espacio vectorial V = C? dotado con la métrica indefinida dada por

[z,y] = 2191 — 2292, paraz = (z1,22),y = (y1,92) € V.
Dados = = (1,1/2),y = (—1,1/2) € C?, x e y son vectores positivos en esta métrica, pero
[z+y,xz+y]=1[(0,1),(0,1)] = -1 <0.
Proposiciéon 1.2.3. Si V es indefinido entonces V contiene vectores neutros distintos de 0.
Demostracion. Sean z,y € V tales que [z,2] > 0y [y,y] < 0. Definamos
et) =11 -tz +ty, (1 —t)xr+ty], t €[0,1].

Como ¢ es continua en [0, 1], ¢(0) > 0y (1) < 0, por del Teorema del Valor Medio sabemos
que existe 0 < tg < 1 tal que p(tg) = 0. Luego, 9 = (1 — to)x + toy € V es neutro y xp # 0 ya
que, como consecuencia de la Observacion 1.2.2, x e y son linealmente independientes. O

Proposicién 1.2.4 (Desigualdad de Cauchy-Bunyakowski-Schwarz). Si S es un subespacio se-
midefinido de V entonces

[z, y]|? < [z,2] [y,y], x,y €S.

Demostracion. Supongamos que S es no negativo y, dados x,y € V, consideremos la forma
sesquilineal semidefinida positiva ¢ : C x C — C dada por

oo, ) = |ax+By,ax+pyl=(a B) (E:ﬁ i:%)(g) a,B8eC.

[z,z] [z,y] | _ .
Luego, 0 < det ({27 190D ) — ool ] =[] P 0

Corolario 1.2.5. Si S es semidefinido entonces S° = {x € S: [z,z] = 0}.

Demostracion. Siz € S, z # 0 satisface [ z, z] = 0 entonces, por Cauchy-Bunyakowsky-Schwarz,
|[z,2]|* < [z,2][2,2] =0, paratodoze€S.

es decir, z € §°. La otra inclusién es trivial. ]
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Si S es un subespacio definido entonces S es no degenerado. No obstante, también existen
subespacios indefinidos y no degenerados.

Ejemplo 1.2.6. Sea V el espacio de sucesiones de ntimeros complejos con una cantidad finita
de coordenadas no nulas, dotado de la métrica indefinida dada por

[‘T’y] =—z1y1 + anyin para xr = (xn)nGNay = (yn)nGN eVv.

n=1

Si S = span{ey, ea} entonces S es un subespacio indefinido (pues e; es negativo y es es positivo).
Ademés, S es no degenerado. De hecho, si = (2, )nen € SH, tenemos que [z, e1] = [z,e2] = 0
y esto implica que S C span{ey, : k > 3}. Luego, SN SH = {0}.

1.2.1. Subespacios descomponibles

Consideremos un subespacio degenerado arbitrario S de un espacio con métrica indefinida
V y su parte isotrépica S°. Es bien sabido que existe una cantidad infinita de descomposiciones
de S en una suma directa de la forma

§=8+¢8, (1.2.1)

donde &' es cualquier complemento algebraico de S§°. Notemos que, como S8° NS = {0} y
todos los vectores isotropicos para S estan contenidos en §°, para cualquier eleccién posible, el
complemento &’ es un subespacio no degenerado.

Ademas, una descomposicién como la de (1.2.1) plantea naturalmente preguntas acerca de
la posibilidad de descomponer al subespacio no degenerado &', si este fuera indefinido, en suma
directa de un subespacio positivo y otro negativo. Sin profundizar demasiado en este dificil
problema, por el momento presentaremos algunos hechos simples relacionados con el tema.

En primer lugar, a pesar de que no es cierto que todo subespacio no degenerado S puede
descomponerse en una suma directa S = St + S, con ST un subespacio positivo y S~ un
subespacio negativo (ver el Ejemplo 1.2.11 més adelante), la reciporca si es cierta:

Proposicion 1.2.7. Si un subespacio S de V admite una descomposicion
S=8" 3 S—’ (122)

en suma directa de un subespacio positivo ST y un subespacio negativo S~, entonces S es no
degenerado.

Demostracién. Supongamos que g € S° y descompongémoslo de acuerdo con (1.2.2) en zg =
xar + z , con ZL‘(:)t € S*. Luego,

(20,25 ] = [2g, 20 | + [20, 25 ] = [2g,20 | = = w527 ],
= [zo,2g ] = [ag, 20 |+ [20, 20 ] = [20,20 ] == [a, 20 ].
Entonces, es claro que [ g,xa] es un numero real, es decir, [xg,xa] = [aja,xar] y ademas

x
0< [xo,xg'] = [:Ua,xo] < 0. Pero esto sélo es posible si mg—xo =0, i.e. zg = 0. ]
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Definicion 1.2.8. Un subespacio S de un espacio con métrica indefinida V se dice descomponible
si puede representarse como la suma directa ortogonal (con respecto a la métrica indefinida [ , |)
de un subespacio neutro S°, un subespacio positivo ST y un subespacio negativo S~:

§=8"+8T+S. (1.2.3)
En primer lugar, justificaremos el uso del simbolo §° para la componente neutra.

Lema 1.2.9. Dado un subespacio descomponible S de V, si los subespacios S°, ST y S~ satis-
facen la Definicion 1.2.8 entonces S° coincide con la parte isotropica de S.

Demostracion. Este resultado es una consecuencia de dos propiedades de la parte isotrépica:
1. Si §[L]Sy y S =8+ S; entonces S§° = 87 + S5;

2. Si S es un subespacio semidefinido entonces S§° coincide con el conjunto de vectores neutros
de S.

O]

Corolario 1.2.10. Si S es un subespacio (descomponible) no degenerado de V, toda descompo-
sicion de S es de la forma:

S=8" 3 S—’ (124)
siendo 8T un subespacio positivo y S~ un subespacio negativo.

Ejemplo 1.2.11. Sea V el espacio vectorial formado por las sucesiones de numéros complejos
x = {{}ez tales que {; = 0 para j < jo(z). Definamos una métrica indefinida sobre V mediante

[‘T) y] = Z gjﬁfjfl )
JEZ
siendo y = {n;}jecz € V.

Es facil ver que V dotado con esta métrica indefinida es un espacio no degenerado. Por lo
tanto, por el Corolario 1.2.10, si V fuera descomponible, toda descomposicién de V deberia ser
de la forma

V=vtiv,
siendo VT un subespacio positivo de V y V™ un subespacio negativo de V.
Consideremos el operador lineal T': V — V definido por

T({&}jen) ={ .-, €-2,621,0,0,0,...}.

Notemos que la restriccién de T' a cualquier subespacio definido de V es inyectiva, ya que, al estar
restringiéndonos a un subespacio definido, T'({{;}jcz) = 0 implica que [{{;}jez,{&}jez] =0, 0
equivalentemente, {{;};ez = 0.

Por lo tanto, todo subespacio definido de V es isomorfo a alguna parte del subespacio de V
formado por los = {¢;};ez tales que & = 0 para todo j > 0. En particular, si V = VT 4V~
(siendo VT un subespacio positivo de V y V™ un subespacio negativo de V), entonces V* y V=
son isomorfos a ciertos subespacios del espacio vectorial de sucesiones finitas. Por otra parte, V
es, por definicién, isomorfo al espacio vectorial formado por todas las sucesiones infinitas. En
consecuencia, llegamos un absurdo al suponer que V = V* 4V~ siendo VT subespacios definidos
de V.
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1.2.2. Espacios de Krein y descomposiciones candnicas

La definicién de espacio de Krein estd formulada de manera tal que la clase de espacios de
Krein contiene a los espacios de Hilbert, a los antiespacios de espacios de Hilbert, y es cerrada al
considerar sumas directas ortogonales. Esta es la familia mas pequena de espacios con métrica
indefinida con estas propiedades.

Definicién. Un espacio de Krein es un espacio con métrica indefinida (K, [, ]) que puede
descomponerse como una suma directa ortogonal (en el sentido indefinido)

K=K,+Kk_, (1.2.5)

siendo (4, [, ]) un espacio de Hilbert y (K_,[, ]) el antiespacio de un espacio de Hilbert.
Una representacién como esta se denomina descomposicion candnica de K.

Una descomposicién canonica 1.2.5 de K permite definir un producto interno sobre todo el
espacio de Krein K mediante la siguiente formula:

(z,y) =[2y,y4 ] —[2—,y-], siendoz=z4+2, y=ys +y- e L=K; +K_.

Definicién. Dado un espacio de Krein K con descomposicién canénica (1.2.5), denotaremos ||
al espacio de Hilbert obtenido al reemplazar C_ por su antiespacio —/C_:

Kl =Ki&—-K_, (1.2.6)
donde la suma directa considerada es la suma directa ortogonal entre espacios de Hilbert. Note-
mos que K resulta un espacio de Banach, considerando la norma || || = || |5 del espacio de
Hilbert |K].

Observacién 1.2.12. Dado un espacio de Krein K, cada descomposicién canénica (1.2.5) de K
también es ortogonal con respecto al producto interno del espacio de Hilbert asociado (1.2.6).
De hecho, siz; e Ky yz_ € K_,

(24,2 ) = [24,0]c = [0, ] = 0.
Definicién. Dado una descomposicién canénica (1.2.5) de K, el operador definido en X mediante
Jr=xy —x_, siz=xy+zx_ €K, i €Ky,
se denomina simetria fundamental u operador de signatura del espacio K.

Notemos que la simetria J puede interpretarse como un nexo entre la métrica indefinida del
espacio de Krein (IC,[, ]) y el producto interno del espacio de Hilbert (|K]|,(, )) ya que, para
cualquier par de vectores x,y € KC,

(zy)=[Ja,yl v [zy]=(Jz,y).
Luego, la métrica indefinida [, ] suele denominarse J-métrica. Cabe destacar que J € L(|K]|) y
que J =J*=J ! pues, dados z =24 +2_, y =9y, +y_ €K,
(Jry) = (zr—zyp+y-) = (e y) —(oy-) = {2yt yp —y-) = (z,Jy)y
(Jo,Jy) = (o4 —z_yp —y-) =(zp,ys) + (v y-) = (24 —z_,y4 —y-) = (z,9).
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Proposicién 1.2.13 (Desigualdad de Cauchy-Bunyakowsky-Schwarz generalizada). La métrica
indefinida | , | es acotada respecto a || ||, mds ain,

[y < ll=llllyll, z,yeH (1.2.7)

Demostracion. Si J es la simetria fundamental de K entonces, dados x,y € I,

[z, y] P =1 (Jz,y) P < ] 2 llly ]l = llllyll-
O
Definicion. Dos espacios con métrica indefinida Iy y Ky se dicen isomorfos si existe un iso-
morfismo (i.e. una biyeccién acotada) T de Ky en Ko tal que
[T%Ty];@ = ['rvy]lcl
para todo z,y € K1.

Un espacio de Krein (que no sea un espacio de Hilbert ni antiespacio de un Hilbert) tiene
infinitas descomposiciones canénicas diferentes y, por lo tanto, infinitos espacios de Hilbert (y
normas) asociados diferentes. Sin embargo, todas ellas son isomorfas.

Teorema 1.2.14. Sea K un espacio de Krein con dos descomposiciones candnicas
K=KieK_. y K=K _aK_. (1.2.8)
Sea S € L(Ky,K!,) definido por
Sy =2, sizy €Kiy zy=2a/ +2 con 2/, € K},
y seaT € L(—K_,—K") dado por
Ty-=vy., siy-€—-K_y y_=v, +y_ conyl € K.
Luego, S y T son isomorfismos.

Demostracion. Veamos que S tiene gréfico cerrado. Consideremos una sucesion (z,,, STn)nen
en el grifico de S y vectores © € K4, y € K/ tales que z,, — x y Sz, — y. Para cada
n € N, tenemos que w, = &, — Sx, € (IC’JF)M = K’ . Luego, como para cada z € K el funcional
¢ : K!. — Cdefinido por ¢.(x) = [z, z] es acotado, podemos asegurar que z—y € K’_. Entonces,
la representacién de x de acuerdo a la descomposicién K = K/, +K_esz =y+(z—y) y y = Sz.
Aplicando el Teorema del Gréfico Cerrado, vemos que S € L(K4,K'.).

Supongamos que z4 € Ky y 4 =2/, + 2’ con 2z, € K. Como

(wrmi e, = lweor e, = lop el = [2h ol [+ [ol,al ] <ol ol ]y

St + > ||lrL||lc.. Por lo tanto, S es inyectivo y tiene rango cerrado.
palren +IK+ Y Y &
Pero ademas, el rango de S coincide con K, . En efecto, supongamos que z € K/, es ortogonal
al rango de S y sea x4 € K4 con descomposiciéon z = 2/, + 2, 2!, € K. Luego, z[L]a/,
2 =Sz, € R(S)) y z[L]lz" (2 € K. = (K')L)), es decir z[L]z. Entonces z € K_ y
+ + + +

0< <sz>IC’+ = [Z7Z]IC’+ =[z,2]c =[z2] <0.

Por lo tanto, z = 0 y hemos probado que S es suryectivo. Lo afirmado para T puede deducirse

de la misma manera (o puede aplicarse lo que hemos probado al antiespacio de K).
O
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Corolario 1.2.15. Si K es un espacio de Krein, los niumeros
indi K = dim IC:t
no dependen de la eleccion de la descomposicion (1.2.5).

Llamaremos indices (positivo y negativo, respectivamente) del espacio K a los naturales
ind4+ K mencionados en el corolario anterior.

Definicion. Un espacio de Pontryagin es un espacio de Krein X con ind_ I < oo.

Ejemplo 1.2.16. Definamos el espacio de Minkowski M™! como el conjunto de vectores
(n + 1)-dimensionales con entradas complejas. Dados dos elementos a = (ay,...,an, @) y
b= (b1,...,by, 3)" definimos la métrica indefinida como

[a,b] = aiby + ...+ anb, — af.

Luego, M"*! es un espacio de Pontryagin con indy M"*! = n y ind_ M"*! = 1. Si representamos
a los operadores sobre M"*! como matrices (en la forma usual), entonces la simetria fundamental

para el espacio estd dada por
I, 0
JMn+1 — ( O 71 > B

donde I,, representa a la matriz identidad de orden n. Luego, [M"*!| = C"*! con el producto
interno canénico.

Corolario 1.2.17. Sea K un espacio de Krein con dos descomposiciones candnicas (1.2.8) y
espacios de Hilbert asociados

Kl=Ky®-K_ y |K=K,®-K"_. (1.2.9)
Entonces, |K| y |[K'| tienen normas equivalentes, es decir, existen m >0 y M > 0 tales que
mllz] ) < [l < Mzl

para todo x € K. Por lo tanto, las topologias (de la norma) de los espacios de Hilbert (1.2.9)
son idénticas.

Demostracion. Representemos a un vector arbitrario z € C como
/ /
r=z4+r_ =2, +2_,

conzy € Ky ya!, € K/.. Si Sy T son los operadores del teorema anterior, entonces xy =
Sey+(I—-S)rqy, 2 =TI —-T)x—+Tx_con Sxy,(I —T)z_ e KLy (I —S)ay,Tz_ € K_.
Por lo tanto,

. = Szy+ (I -T)x_,
. = (I—-S)xy+Tx_.

De la misma manera pueden encontrarse otras relaciones parecidas invirtiendo los roles de las
descomposiciones canénicas, obteniéndose asi constante m y M adecuadas. ]
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1.2.3. Operadores sobre espacios de Krein

La geometria de los espacios de Krein tiene muchas similitudes con la de los espacios de
Hilbert pero tiene también diferencias significativas como la existencia de subespacios negativos.
Es conveniente estudiar la geometria de los espacios de Krein conjuntamente con algunas clases
de operadores, incluyendo los operadores autoadjuntos, las proyecciones ortogonales y las iso-
metrias. El objetivo de esta seccién es introducir las principales clases de operadores y mostrar
su relacién con la geometria de espacios de Krein.

Definicion. La topologia de la norma de un espacio de Krein I es la topologia inducida por la

norma de cualquier espacio de Hilbert (1.2.6) asociado a una descomposicién candnica (1.2.5)
de K.

Las nociones de convergencia y continuidad que aparezcan en el resto de esta seccién co-
rresponden a la topologia de la norma, a menos que se haga explicito el uso de otra topologia.

Al espacio de operadores acotados entre dos espacios de Krein H y K lo denotaremos L(H, K),
de la misma forma que lo hacemos para espacios de Hilbert. Recordemos que si H = K reem-
plazaremos L(H,H) por L(H).

Notemos que, dado un espacio de Krein K y fijada una descomposicién canénica de IC, si
dotamos a IC de la topologia de la norma, este resulta — como espacio topoldgico — indistinguible
de su espacio de Hilbert asociado |K|. Entonces, si H y K son dos espacios de Kreiny A : H — K
es un operador lineal, vemos que A € L(H,K) si y sélo si A € L(|H|, |K]).

Luego, L(H,K) coincide con L(|H|,|K|) y decimos que la norma || || de L(|H|,|K]|) es una
norma de operadores para L(H, K).

Proposicién 1.2.18. Dados dos espacios de Krein H y IC, si dotamos al espacio L(H,K) con
la norma
[All=sup [Azlg, A€ L(HK),

[zl =1

el espacio de operadores acotados resulta un espacio de Banach.

Observacién 1.2.19. Todo par de normas de operadores para L(H,K) son equivalentes, por
lo tanto tenemos una tunica topologia (de la norma) para L(H,K). Las topologias fuerte de
operadores (SOT) y débil de operadores (WOT) se definen para L(H,K) de la misma manera
que para espacios de Hilbert.

Como consecuencia de la identificacién de L(H,K) con L(|H|, |K|), pueden enunciarse para
espacios de Krein muchos de los resultados cldsicos de teoria de operadores en espacios de Hilbert.
Por ejemplo:

s Kl Teorema del Grafico Cerrado: un operador lineal de un espacio de Krein H en un espacio
de Krein IC, definido en todo x € 'H, es continuo si y sélo si tiene el grdfico cerrado.

» Fl Teorema de Representacion de Riesz: todo funcional lineal continuo ¢ sobre un espacio
de Krein K es de la forma

o(r) =[z,y], zeK,

para un unico y € K.
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Para cada A € L(H,K) existe un tinico operador A# € L(K,H), llamado el J-adjunto de A, tal
que

[Az,y]e = [x,A#y]H, zEeH,yeEK.

La existencia del J-adjunto es consecuencia del Teorema de Representacién de Riesz y sus
propiedades elementales son inmediatas, al igual que en el caso de un espacio de Hilbert. Por
ejemplo, cuando las operaciones estén definidas

(A+ B)¥ = A¥ + B* (AB)* = B¥ A%,

Los conceptos de operador J-adjunto (respecto a la métrica indefinida del espacio de Krein H)
y adjunto (respecto al producto interno del espacio de Hilbert asociado |H|) estdn intimamente
relacionados: si A € L(H, K) entonces

A = Jy A%y, (1.2.10)

siendo A* € L(|K|,|H|) el operador adjunto de A. En particular, ||A#| = ||A| para todo
A € L(H,K) y cualquier norma de operadores sobre L(H, K).
La prueba de la identidad (1.2.10) es directa, ya que siz € H e y € K entonces [z, A#y}H =

[Az,y] = <JICAIL’ay>|/c| = <$7A*J1Cy>|7-[| = @, JuA Iy |y

Definicién. Dado un espacio de Krein con simetria fundamental J, un operador A € L(H) es
J-autoadjunto si A% = A.

Dentro del espacio vectorial (real) de operadores J-autoadjuntos podemos distinguir al cono
de operadores J- positivos: decimos que A es J-positivo —y lo anotamos A >; 0 — si

[Az,x];, >0, z€H.

Luego, los operadores J-autoadjuntos sobre un espacio de Krein H estan parcialmente ordenados
de la siguiente manera:

A<;B siysélosi B—A>;0.

Por su parte, un operador J-autoadjunto A se dice J-negativo (y se anota A <; 0) si —A es
J-positivo.

Definicién. Dados dos espacios de Krein H y K, un operador A € L(H,K) es:
1. J-isométrico si A% A = Iy;
2. una J-isometria parcial si AA* A = A;
3. J-unitario si Ay A% son isométricos.

Observacién 1.2.20. Un operador U € L(H, K) es J-unitario si y sélo si U es un isomorfismo
entre los espacios de Krein H y K.
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Factorizaciéon de Bognar-Kramli

Dado un operador positivo A € L(H) actuando en un espacio de Hilbert H, consideremos su
raiz cuadrada, AY2. Notemos que el subespacio K = N (A)* también es un espacio de Hilbert
(con la topologia inducida por H), mientras que el operador D € L(K,H) definido por

Dz = A1/2x, x €K,

resulta inyectivo y ademds cumple:
A=DD",

siendo D* € L(H,K) es operador adjunto de D. El Teorema de Bognar-Kramli es una genera-
lizacién de esta factorizacién, la cual se aplica a cualquier operador J-autoadjunto actuando en
un espacio de Krein K (con simetria fundamental .J).

Teorema 1.2.21 (Factorizacién de Bognér-Kramli). Sea H un espacio de Krein con simetria
fundamental J. Si A € L(H) es un operador J-autoadjunto entonces puede factorizarse como

A= DD¥,
siendo D un espacio de Krein y D € L(D,H) un operador inyectivo.

Demostracion. Fijada la simetria fundamental J de H, sea |H| el espacio de Hilbert asociado.
Como A = A# = JA*J, AJ € L(|H|) es un operador autoadjunto y su descomposicién polar es
de la forma

AJ = PU=UP,

siendo P € L(|H|)* y U una isometria parcial en L(|H|) con D = R(P) como espacio inicial y
final. Luego, U también es autoadjunta y D es un espacio de Krein si lo dotamos con la simetria
fundamental Jp = U|p. Sea D : D — H el operador lineal definido por

Dz = PY?z, zeD.

Como P € L(H) y D es un subespacio cerrado de H, podemos afirmar que D € L(D,H) vy,
por la Ec. (1.2.10), tenemos que D# = UP'/2J. Entonces, DD# = PY/2UPY2] = (AJ)J = A.
Notemos ademés que N(D) = N(P)ND = {0}. O

Observacion 1.2.22. Como consecuencia de la demostraciéon del Teorema de Bognar-Kramli
tenemos que, si A >; 0, podemos elegir el espacio vectorial D de manera tal que resulte un
espacio de Hilbert.

De hecho, si A >; 0 entonces T'= AJ € L(|H|)" y podemos considerar el espacio vectorial
D = R(T) dotado con el producto interno de |H|. Como D es un subespacio cerrado de H, D es
un espacio de Hilbert. Luego, definiendo D = T2 € L(K,H), es ficil ver que N(D) = {0},
D# =TY2] y DD# =TV27'2]=TJ=A

Definicién. Dado un operador J-autoadjunto T' € L(H), el indice positivo de T (resp. indice
negativo de T'), al que denotaremos ind 7' (resp. ind_ T), es el supremo entre los n € N tales
que existe un subespacio n-dimensional de H que es un espacio de Hilbert (resp. antiespacio de
un espacio de Hilbert) con la métrica indefinida

(@, ylp = [Tz, y], =,yecH.

Si no existe un n € N asi, diremos que ind4(7T") = 0 (resp. ind_ T' = 0).
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Equivalentemente, ind (T") es el supremo entre los n € N tales que existe una matriz definida
positiva de la forma
([Txj, ok ])jk=1,.,m conzi,...,z, € H.

Mientras que la factorizacién del Teorema 1.2.21 existe para todo operador acotado, en
general ésta no es unica (ni siquiera es tnica salvo isomorfismos). Sin embargo, los indices del
espacio de Krein subyacente son tnicos:

Teorema 1.2.23. Sea H un espacio de Krein con simetria fundamental J y T € L(H) un
operador J-autoadjunto. Consideremos una factorizacion T = WW# con W € L(K,H) para
algun espacio de Krein K y N(W) = {0} como en el Teorema 1.2.21. Entonces,

ind+ K =ind4+ 7.
En particular, los indices indy K no dependen de la factorizacion elegida.
La prueba del Teorema anterior la omitimos, puede encontrarse en [30, Teorema 1.2.1].

Definicién. Un operador J-autoadjunto 7' € L(H) tiene la propiedad de factorizacion unica
(PFU) si dadas dos factorizaciones

T= I/ViI/VZ#7 siendo KC; un espacio de Krein y W; € L(K;, H) inyectivo (i = 1,2),
existe un isomorfismo U € L(K1,K3) tal que W, = WLU.

Observacion 1.2.24. Sea T € L(H) es un operador J-autoadjunto con la PFU. SiT = MWZ#,
i =1,2, son dos factorizaciones de T como las del Teorema 1.2.21 entonces R(W1) = R(W3).

De hecho, si T tiene la PFU, consideremos dos factorizaciones de T', T' = VV,VVZ# con W; €
L(K;, H) inyectivo, i = 1,2. Si U € L(K1,K2) es un isomorfismo tal que Wy = W)U, entonces
R(W1) = R(WU) = R(W3) ya que R(U) = Ka.

En el siguiente teorema se detallan algunas condiciones suficientes para la propiedad de
factorizacién unica. La demostracién puede encontrarse en [16, Teorema 2.8].

Teorema 1.2.25. Sea H un espacio de Krein con simetria fundamental J, y sea T € L(H) un
operador J-autoadjunto. Cada una de las siguientes condiciones es suficiente para que T tenga
la propiedad de factorizacion unica:

1. T>;0;
2. ind+(T) es finito;
3. T?<,;T.

1.2.4. Subespacios uniformemente definidos de un espacio de Krein

Definicién. sea H un espacio de Krein con norma || ||. Un subespacio S de H es uniformemente
positivo si existe un & > 0 tal que

[x,2] > d||z||?>, para todo z € S.
Andlogamente, S es uniformemente negativo si existe un & > 0 tal que
[z,2] < —d||z||?>, paratodo x € S.

Es importante destacar que estas nociones son independientes de la norma elegida.
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En los parrafos que siguen a continuacion caracterizaremos a los subespacios uniformemente
positivos. Los resultados equivalentes para subespacios uniformemente negativos pueden dedu-
cirse facilmente.

Observacién 1.2.26. Un subespacio cerrado S de un espacio de Krein H es uniformemente
positivo si y solo si es un espacio de Hilbert con la métrica indefinida de H.

Supongamos que (S, [, |) es un espacio de Hilbert, siendo | , | la métrica indefinida de H, y
consideremos la norma asociada a este producto interno: |||z||| = [z, 2]Y%, = € S.

Fijada una simetria fundamental J de H, sea (|H|, ( , )) el espacio de Hilbert asociado a H y
denotemos || || a su norma. Notemos que (S, || ||) es un espacio de Banach y ademds la aplicacién
identidad id : (S, ||||) — (S,||| |||) es acotada, ya que

Nzl = [z, 2] = (Jo,z) < ||| l«)® = ||z]?, sizeS.

Luego, por el Teorema de la Aplicacién Abierta, sabemos que la inversa id’ : (S, ||| [||) — (S, ] 1)
también estd acotada y, por lo tanto, existe un a > 0 tal que ||z|| < a|||z||| para todo = € S.
Entonces,

[z, 2] =||z]|]* = o®||z]?, siz €S,

i.e. § es uniformemente positivo. Notemos que la reciproca es trivial.

Dado un espacio de Krein H y fijada una descomposicién canénica H = H,y @ H_, identi-
fiquemos — como espacios vectoriales — a H con H4 X |H_|, es decir, si z = x4 + z_ € H, con
vy € Hy y x— € H_ identifiquemos a x con el par (z4,z_)".

Si & un subespacio positivo de H, notemos que S no puede contener elementos no triviales
de la forma (0,y) porque S es positivo. Esta condicién garantiza que S = Gr(K) para algin
operador K : DomK C Hy — R(K) C |[H_|.

Ademds, la J-positividad de S asegura que, para cada x € Dom K, [z + Kz,2 + Kz |;, > 0.
Luego, si ¢ € Dom K,

0<[z+Kz,z+ K]y =[z,2]y +[Kz, Kzl = ||2ll0, — [[Kzllp_|,
y en consecuencia, ||Kzl[j3_| < ||z, . Por lo tanto, |[K| < 1.

Definicién (Representacion de un subespacio definido como el grafico de un operador). Dado
un subespacio positivo & de un espacio de Krein H, el operador angular de S es una contraccion
K con Dom K C Hy y R(K) C |H_| tal que como subespacio de Hy X |H_|,

S=Gr(K)={(z,Kz)" : z€DomK }.

Un subespacio es maximal con respecto a alguna propiedad (P) si éste verifica (P) y no
estd propiamente incluido en ningtn otro subespacio que la verifique. Por ejemplo, un subespacio
positivo maximal es un subespacio S de H que no esta propiamente contenido en otro subespacio
positivo de H.

Dado un subespacio positivo S de un espacio de Krein H, representado por medio de su
operador angular K, las siguientes afirmaciones son ciertas y no requieren demostracion:

1. S es cerrado si y sélo si Dom K es cerrado en Hy ;

2. S es uniformemente positivo si y sélo si || K| < 1;
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3. S es positivo maximal si y s6lo si Dom K = Hy;
4. S es uniformemente positivo maximal si y s6lo si Dom K = H, y || K| < 1.
Teorema 1.2.27. Sea H = Hy ® H_ una descomposicion candnica de un espacio de Krein H.

1. Un subespacio S de H es negativo mazimal si y sélo si SH es un subespacio positivo
mazximal de 'H.

‘ . . » ‘ 1L
2. 51t S84 es un subespacio uniformemente positivo mazximal de H, entonces S— = SL] es
uniformemente negativo maximal. Ademds, H = S+ ®S— es una descomposicion candénica
de H.

3. Todo subespacio negativo de H estd contenido en un subespacio negativo maximal de H.

4. Todo subespacio uniformemente negativo de H estd contenido en un subespacio uniforme-
mente negativo mazximal de H.

5. Supongamos que St son subespacios uniformemente definidos de H tales que S;i[L]S—.
Entonces existe una descomposicion canonica H = Hy & H_ tal que S+ C Hy.

Demostracion. 2. Siguiendo la representacién de un subespacio definido por medio de su
operador angular y utilizando las afirmaciones anteriormente mencionadas, S+ puede escribirse
como

St ={(u,Ku) : ueHi},

siendo K € L(H4, |H—|) una contraccién uniforme: ||K|| < 1. Luego,
S_ ={(K"v,v) : ve|H_|}.

En efecto, supongamos que z € SJ[FL] y escribamoslo en términos de la descomposicién candnica
de H: ¢ = x4 +2_, x4+ € H. Entonces, 0 = [u+ Ku, x4 +2_] = [u,z4 | + [ Ku,z_] para
todo u € H4, o equivalentemente,
(w24 )g, = w2y ] == [Ku,o_ ] = (Ku,z_ )y | = (u, Kz )y .
Como u € H era arbitrario, tenemos que z = K*z_. Es decir, S C {(K*z_,z_) : z_ € |H_|}
y la otra inclusién es andloga. Ademds, dado que K* € L(|H_|, H4+) cumple [|[K*|| < 1, el
subespacio S_ es uniformemente negativo maximal.
Por la Observacion 1.2.26, S y —S_ son espacios de Hilbert con la métrica indefinida de H.
K’*
K I

representacion de la forma,

Ademés, como ) € GL(Hy ®|H_])", todo elemento de H ® |H_| tiene una tinica

I K~ u %
(z,y)' = <K 7 > (v>:(u,Ku)t+(K v,v)", conu € Hyyve|H_|

Por lo tanto, H = S; & S_ es una descomposicién candnica de H.

4. Sea S un subespacio uniformemente negativo de H y representémoslo como el grafico del
operador angular asociado K. Luego, K € L(D,H4) con D un subespacio cerrado de |H_| y
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|K|| < 1. Extendiendo K a un operador K € L(|H_|, Hy) con || K|| < 1, el grafico de K, Gr(K),

es un subespacio uniformemente negativo maximal de H que contiene a S.

5. Por 4., podemos extender S; a un subespacio uniformemente positivo maximal M de H.
Ya que S; y M son espacios de Hilbert con la métrica indefinida de H, existe un espacio de
Hilbert 7 (con la métrica indefinida de H) tal que

My =8 @74

y la suma es ortogonal (respecto a la métrica indefinida de H). Por 2., M_ = M[Jrl] es unifor-

memente negativo maximal y H = M4 @ M_ es una descomposicién canénica. Por lo tanto,
H: (8+@T+)EBM_ :8+@<T+@M_)

Es fécil ver ademéas que 7, @ M_ = SJ[FH es un espacio de Krein con la métrica indefinida de H.

. . . il .
Por otra parte, como S_ es un subespacio uniformemente negativo de SJ[r ], podemos aplicar un

+ 9

siendo N} y —N_ subespacios de H (que a su vez son espacios de Hilbert con la métrica
indefinida de H). Entonces,

H=8 oS = (S, eN)a (S aN),

y la descomposicién candnica obtenida es H4 = S+ & Ni. O

1.2.5. Geometria en espacios de Krein

Recordemos que, si S es un subespacio de un espacio de Krein H, el subespacio J-ortogonal
a S estd definido por

S = {yeH: [x,y] = 0para todo = € H}.

Ademsds, por la Proposicién 1.2.1, para cualquier par de subespacios S y 7 de H, valen las
siguientes relaciones:

SHH =5 s+ =stn7tH s 7H c(sn)H,

y, si S y 7 son cerrados, entonces (SN 7) (L = SHI + 71 donde la barra indica clausura en
norma. Notemos que, si Jy es una simetria fundamental de H, el subespacio J-ortogonal S
est4 relacionado con el complemento ortogonal S* (de S en |K|) por las siguientes igualdades:

SH = J(8t) = J(8)*.
No utilizamos el término “complemento J-ortogonal” para S L) porque el Teorema de la Pro-
yeccion es falso en espacios de Krein, es decir, si S es un subespacio cerrado de H, el subespacio
S @ SH no coincide necesariamente con H.
Una de las razones por la que puede fallar el Teorema de la Proyeccién es que el subespacio
S sea J-degenerado, es decir, si S° = SN SH £ {0}. En este caso, la suma algebraica S + Sl
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ni siquiera es una suma directa. Por ejemplo, si S = span{(1,1)} en el espacio de Minkowski
M, entonces S° =Sy S + S =S # M,.

Sin embargo, todo subespacio cerrado de un espacio de Krein H admite un complemento
cerrado, es decir, existe un subespacio cerrado 7 de H tal que

H=S+T y SNT ={0}.

Esto puede verificarse eligiendo una descomposicién canénica de H y tomando 7 = S+, donde
el ortogonal corresponde al producto interno del espacio de Hilbert asociado |H|. Notemos que
S y 7 son ortogonales respecto al producto interno de |H| pero no lo son respecto a la métrica
indefinida de H.

El resto de la subseccion estara dedicado a identificar y caracterizar aquellos subespacios que
tienen un complemento J-ortogonal, es decir, aquellos para los cuales

H=38aSsH. (1.2.11)

Para ello introduciremos una nueva herramienta, el operador gramiano asociado a un subespacio
cerrado de un espacio de Krein.

El operador gramiano

Sea S un subespacio cerrado de un espacio de Krein H = H & H_ con simetria candnica
J. Consideremos la restriccion de la métrica indefinida de H a S:

[w,y]SZ[az,y]H si fUa?JES-

Luego, [ , |5 es una forma sesquilineal acotada sobre el espacio de Hilbert |S| y, por consiguiente,
existe un (tinico) operador autoadjunto Gs € L(|S]) tal que

[x,y]sz <G81’ay>|3\ Si x7y€S (1212)
Si llamamos Ps € L(|H|,|S|) a la proyeccién ortogonal con rango S tenemos que,

<G3x7y>‘5| = [xvy] = <J$7y> = <J:C>P5y> = <P$Jx7y>‘$|
para todo z,y € S, es decir, Gs = PsJ|s.
Definicién. El operador Gs : & — S se denomina operador de Gram (o gramiano) de S.

Dado un subespacio cerrado S, notemos que Gs € L(|S|) es un operador autoadjunto cuyo
ntcleo y rango son facilmente caracterizables:

N(Gs)=8°, R(Gs)cSes”.

De hecho, dado s € S, notemos que s € N(Gs) si y s6lo si PsJs = 0, o equivalentemente,
Js € 8t. Es decir, N(Gs) = SNSH. Luego, R(Gs) C R(Gs) = N(Gs)*: = SN(S°)+ =Sas°.

Como resultado de la caracterizacién del nicleo de Gg, podemos afirmar que:

Proposicion 1.2.28. Sea S un subespacio cerrado de un espacio de Krein H. Luego, S es no
degenerado si y sélo si N(Gs) = {0}.
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Proposicion 1.2.29. 5i S es un subespacio cerrado de un espacio de Krein H, entonces
H=38+SL oS, (1.2.13)
donde la suma directa es ortogonal respecto al producto interno de |H]|.

Demostracion. Por las propiedades del subespacio J-ortogonal, tenemos que (JSO)J- = (SO)[L] =
(SNSHHH =8 + S|y por 1o tanto vale la Ec. (1.2.13).

(I

Corolario 1.2.30. Sea & un subespacio cerrado de un espacio de Krein H. Entonces, H =
S+ S siy sélo si S es no degenerado.

Definicion. Sea H un espacio de Krein, y un vector de H y S un subespacio cerrado de H.
Diremos que z € S es una proyeccion J-ortogonal de y € H en el subespacio S si y — z [ L] S.

Es importante destacar que si S es un subespacio degenerado, para un vector fijo y € H,
pueden existir mas de una proyecciéon J-ortogonal de y. De hecho, si x € S es una de ellas y
n € §° entonces x + n también es una proyeccion J-ortogonal de y. Por lo tanto, si z € S es
una proyeccién J-ortogonal de y, el conjunto de proyecciones J-ortogonales de y coincide con la
variedad afin

x+ S°.

Lema 1.2.31. Si existe un yo € H con una unica proyeccion J-ortogonal entonces S es no
degenerado. Ademds, si S es un subespacio no degenerado, para cada y € H eziste a lo sumo
una proyeccion J-ortogonal sobre S.

Demostracion. Anteriormente mencionamos que, si g € S es una proyeccién J-ortogonal de
Yo € H, entonces x + S° es el conjunto de proyecciones J-ortogonales de y. Luego, si yo admite
una unica proyeccién J-ortogonal, resulta que S° = {0}. Por lo tanto, S es no degenerado.
Ademsds, suponiendo que S es no degenerado, si para algin vector y € H existen dos proyec-
ciones J-ortogonales z1 y w2 sobre S (z1 # x2), luego el vector z = x1 — x2 es isotrépico a S, lo
que resulta absurdo. ]

Finalmente, caracterizaremos la existencia de una proyeccién J-ortogonal — para un vector
fijo y € H — en términos de la existencia de solucién para una ecuacién de la forma Gs = = z,
siendo z € S un vector que depende de .

Lema 1.2.32. Dado un subespacio cerrado S de un espacio de Krein H con simetria fundamental
J, sean Ps la proyeccion ortogonal (respecto al producto interno de |H|) sobre S y sea Gs =
PsJ|s el operador de Gram. Dado y € H, y tiene una proyeccion J-ortogonal sobre S si y sdlo
si existe un vector x € S tal que

Gsx = PsJy.

Demostracion. La existencia de una proyeccion ortogonal x € S es equivalente a que, para todo
s eS8, ly—wz,s] = 0. Luego, (PsJy — Gsz,s) = (J(y—x),s) = [y—=,s] = 0 para todo
s € 8, es decir, PsJy = Gsx. Como todo el argumento es reversible, el lema queda probado. [

El préximo paso es caracterizar aquellos subespacios S de un espacio de Krein H para los
cuales todo y € ‘H admite una proyeccion J-ortogonal. Notemos que, en este caso

H=38+SH.
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Definicion. Un subespacio S se dice proyectivamente completo si
H=58+8MH,

Notemos que, por el Corolario 1.2.30, todo subespacio proyectivamente completo es no de-
generado. Por lo tanto, si S es un subespacio proyectivamente completo de un espacio de Krein
‘H entonces

H=38+SH. (1.2.14)

Proposicion 1.2.33. Si S es un subespacio proyectivamente completo de H entonces S es
cerrado. Ademds, S es proyectivamente completo si y sélo si S o es.

Demostracién. Supongamos que S es proyectivamente completo y sea x € S. Descompongamos
azcomoz =y+zconyedS, ze S Luego, 2 =2—y e SNSH = SHIH N SH =
(S+SHHH = {0} y entonces = € S. Por lo tanto, S es un subespacio cerrado de H. La segunda
afirmacién en la proposicién es una consecuencia directa de la igualdad SHH =8 = S. O

Teorema 1.2.34. Sea S un subespacio cerrado de un espacio de Krein H. Entonces, S es
proyectivamente completo si y solo si Gs es inversible.

Demostracion. Supongamos que S es proyectivamente completo. Como S es no degenerado,
N(Gs) = {0}, es decir, Gs es inyectivo. Ademds, por la Proposicién 1.1.18, H = S + SH
implica que S+ + J(S) es cerrado, y luego — aplicando otra vez la Proposicién 1.1.18 — vemos
que PsJ(S) = R(Gs) también es cerrado. Por lo tanto, Gs es inversible.

La otra implicacién se demuestra invirtiendo los argumentos anteriores. O

Corolario 1.2.35. Sea F un subespacio de dimension finita de un espacio de Krein H. Entonces,
F es proyectivamente completo si y solo si F es no degenerado.

Demostracion. Dado que un operador actuando entre espacios vectoriales de dimensién finita
es biyectivo si y sélo si es inyectivo, el corolario se desprende de la caracterizacién de N(Gr) y

el teorema anterior. O
Ejemplo 1.2.36. Sean eq,...,e, vectores linealmente independientes en un espacio de Krein
H y sea S = span{ey,...,e,}. Luego, S es un subespacio proyectivamente completo de H si y

sélo si la matriz
G = G(el, e ,en) = ([ej, €; ]H)Z’J’:me
es inyectiva.
De hecho, G es la representacion matricial del operador gramiano Gg respecto a la base
(algebraica) eq,...,e, de S.

Subespacios de Krein

Definicion. Un subespacio de Krein de un espacio de Krein H es un subespacio cerrado § que
es en s mismo un espacio de Krein respecto a la métrica de IC, es decir, (S,[, ]g) es un espacio
de Krein con la métrica

[‘r7y]S:[xay]H7 3371/63-

Definicién. Sea H un espacio de Krein. Un operador Q) € L(H) es una proyeccion J-ortogonal

SQ°=QyQF =Q.
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El siguiente resultado muestra que las proyecciones J-ortogonales de un espacio de Krein
son similares a las proyecciones ortogonales de un espacio de Hilbert. Sin embargo, no todo
subespacio cerrado de un espacio de Krein es el rango de una proyeccién J-ortogonal.

Teorema 1.2.37. Si S es un subespacio cerrado de un espacio de Krein H, las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. S es un subespacio de Krein;
2. H=38+SMH;
3. S es el rango de una proyeccion J-ortogonal Q).

Demostracion. 3. = 1.: Sea S = R(Q) para la proyeccién J-ortogonal (). Usemos el Teorema
1.2.21 para factorizar a @, i.e. @ = DD# con D € L(D,H) inyectivo. Como Q? = Q,

DD*DD# = DD,

y como D es inyectivo, D# tiene rango denso y tenemos que DD#D = Dy D# D = I;;. Ademas,
R(D) = R(DD#) = &. Luego, hemos probado que S es un subespacio de Krein pues D es un
isomorfismo del espacio de Krein D sobre S en la métrica indefinida de H.

2. = 3.:Si H =38+ S entonces todo z € H tiene una tnica representacién de la forma
z=x+y; conzx€S, yESM. (1.2.15)

La relacién @z = x define un operador lineal que, por el Teorema del Grafico Cerrado, resulta
acotado. De la Ec. (1.2.15) deducimos que @ es una proyeccion y claramente S = R(Q). Final-
mente, dados dos vectores arbitrarios z1, zo € ‘H, si para ¢ = 1,2 consideramos la descomposicion
zi=x;+y;conx; €S ey ESM,

[Qz1,22] = [w1, 22+ y2| = [x1,22] = [21 +y1,22] = [21,Q22].

Por lo tanto, @ es una proyeccion J-ortogonal con rango S.

1. = 2. Supongamos que S es un espacio de Krein con la métrica indefinida de H. Entonces
S =8,®S5_, donde S; es un espacio de Hilbert y S_ es el antiespacio de un espacio de Hilbert
(en ambos casos considerando la métrica indefinida de H). Por el item 5. del Teorema 1.2.27,
S+ C Hy para alguna descomposicién canénica H = H4 & H—_ de H.

Como S es un subespacio cerrado del espacio de Hilbert H (dotado con la métrica inde-
finida), Hy = S+ @& (H4+ © S+) y la suma es ortogonal (con respecto a la métrica indefinida).
Anélogamente, H_ = S_ @& (H_- ©S5_). Ademas,

S o= (s 485 )M =sH st =
= (HyesSy)eH)NH+a (H-68-))=Hi+eS81) @ (H-oS8-),
es decir, SH es la suma directa de H_ & S_ y Hy & Sy Por lo tanto, H = S @ SHI. O

Corolario 1.2.38. Sea S un subespacio definido de un espacio de Krein H. Entonces, S es
uniformemente definido si y sélo si es proyectivamente completo.

Demostracion. Es consecuencia de la Observacion 1.2.26 y el teorema anterior. O
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Capitulo 2

Proyecciones autoadjuntas respecto
a una métrica indefinida

Fijado un espacio de Hilbert H con producto interno ( , ), hay ocasiones en las que resulta
util perturbar el producto interno con un “peso”, es decir, dado un operador positivo A € L(H)
considerar la aplicacién ( , ), : H x H — C definida por

<:E,y>A:<Ax,y>, l’,yEH.

Si el operador A es inversible, es facil probar que (, ), también es un producto interno sobre
H y ademads induce una norma en H equivalente a la inducida por el producto inicial { , ) en el
siguiente sentido: existen constantes «, 3 > 0 tales que

allel® < |lz|% < Bllzl*  para todo x € H,

siendo [lz]2 = (z,2) y [lall3, = (2,2)..

En cambio, si A no es inversible, la forma sesquilineal no negativa ( , ), resulta degenerada.
Por ejemplo, si el niicleo de A es no trivial, (y,y ), = 0 para todo y € N(A). En varios trabajos
[19, 20, 21, 22, 23, 24] G. Corach, A. Maestripieri y D. Stojanoff estudiaron las proyecciones
autoadjuntas con respecto a estas formas — a las que denominaron proyecciones A-autoadjuntas
— y sus aplicaciones al estudio de complementos de Schur, problemas de cuadrados minimos,
splines abstractos, etc.

Dado un operador autoadjunto B € L(H), la aplicacién ( , )z : H x H — C definida por

<x,y)B:<Bac,y>, xvyEHa

no es un producto interno sino una métrica indefinida sobre H (ver la seccién 1.2 de los Preli-
minares). Como continuacién a los trabajos anteriormente mencionados, nos proponemos estu-
diar bajo qué condiciones existen y qué caracteristicas tienen las proyecciones autoadjuntas con
respecto a esta métrica indefinida.

2.1. Definiciones y propiedades basicas

Sea H un espacio de Hilbert con producto interno ( , ) y consideremos la métrica indefinida

sobre H inducida por un operador autoadjunto B € L(H).

55
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Definicién. Fijado B € L(H)®, un operador T' € L(H) es B-autoadjunto si
(Tz,y)g =(z,Ty)p paratodo z,y € H.

Notemos que T es B-autoadjunto si y solo si cumple la identidad BT = T*B.

El objetivo de este capitulo es estudiar la existencia y unicidad de proyecciones B-autoadjun-
tas. En particular, fijado un subespacio cerrado & de H, nos interesaran aquellas proyecciones
B-autoadjuntas con rango S.

Definicién. Sean S un subespacio cerrado de H y B € L(H)*®. El par (B,S) es compatible si
existe una proyeccién B-autoadjunta con rango S, i.e. si el conjunto

P(B,S)={Qe€Q : R(Q)=S, BQ=Q"B}
no es vacio.

Si S es un subespacio de H y B € L(H)?, el subespacio B-ortogonal a S estd dado por
St8:={reH : (Bz,s)=0 paratodo s € S}.

Observemos que, como B es autoadjunto, S*2 = B71(S+) = B(S)* . Las relaciones basicas que
cumple L p respecto a la suma o a la interseccién de subespacios ya las hemos mencionado en
la Seccién 1.2 de los Preliminares.

El siguiente lema puede encontrarse, por ejemplo, en [38, pagina 404] 6 en [19, Lema 3.2].

Lema 2.1.1 (Krein). Sea Q € L(H) una proyeccion con R(Q) = S. Entonces, Q € P(B,S) si
y sélo si N(Q) € B~H(SH).

Demostracion. Si Q es B-autoadjunta y = € N(Q) entonces Q*Bx = BQx = 0, es decir,
Bzx € N(Q*) = R(Q)* = S*. Por lo tanto, x € B~1(S1). Reciprocamente, si N(Q) C B~(S1)
v €eH,

Q*"Bx = Q*"BQx + Q*B(I — Q)x = Q"BQx

porque B(I — Q)x € St = R(Q)* = N(Q*). Entonces, Q*B = Q*BQ y adjuntando obtenemos
que BQ = Q*BQ = Q*B. O

Como consecuencia del lema anterior tenemos que (B,S) es compatible si y s6lo si
H=3S8+B'(shH). (2.1.1)

Anteriormente mencionamos que si A € GL(H)" entonces (A, S) es compatible para todo
subespacio cerrado S de H, ya que (, ), es un producto interno sobre H. Por otra parte, G.
Corach et al. mostraron que, si A € L(H)" y S es un subespacio de dimensién finita, entonces
P(A,S) # @ (ver [19, Teorema 6.2]).

Sin embargo, el siguiente ejemplo muestra que existen pares (B,S) con B € GL(H)® tales
que P(B,S) = @, ain cuando el espacio de Hilbert H es de dimensién finita.

Ejemplo 2.1.2. Sea H = C2, consideremos el subespacio S = {(z,y) € C?> : y = —a} y el
operador

J= < (1) _01 ) € GL(C?)®.

Observemos que J1(S+) = Sy entonces S+.J~1(S+) = S # C2. Luego, (J,S) no es compatible.
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Definicién. Dado B € L(H)® y un subespacio cerrado S de H, se define la parte B-isotrdpica
de § como el subespacio

N :=SnB(S)*.

En el caso en que A € L(H)" y S es un subespacio cerrado de H, es facil probar que
N =S8N N(A). De hecho, si z € N, ||AY2z||? = (Az,z) = 0, y entonces z € N(A/?) = N(A).
Por otra parte, N(A) = A71({0}) € A71(S1) = A(S)* implica que SN N(A) C N.

En general, esta identidad no vale para operadores autoadjuntos. Por ejemplo, para el par
(J,8) del Ejemplo 2.1.2, la parte B-isotrépica de S coincide con S mientras que SNN(J) = {0}.
Sin embargo,

Lema 2.1.3. Sean B € L(H)® y S un subespacio cerrado de H tales que (B,S) es compatible.
Entonces, N =S N N(B).

Demostracion. La inclusién SN N(B) C N vale en cualquier caso, ya que N(B) = B~1({0}) C
B~Y(8+) = B(S)*. Ahora, supongamos que (B,S) es compatible y consideremos Q € P(B,S).
Sixz e N ey e H entonces,

(Bx,y) = (BQw,y) = (Q"Br,y) = (Bz,Qy) =0,

porque Bz € S*. Por lo tanto, Bz =0 i.e. € SN N(B). O

Proposicién 2.1.4. Sean S un subespacio cerrado de H y B € L(H)®. Entonces, (B,S) es
compatible si y sélo si N =S NN(B) y (B,S©N) es compatible.

Demostracidén. Si (B,S) es compatible, por el Lema 2.1.3, sabemos que N' = SN N (B). Ademés,
H=S+B(S)'! =SON +B(S)* CSSN + B(SON)*, es decir (B,S ©N) es compatible.

Reciprocamente, si N'= S N N(B) es claro que B(S & N) = B(S). Luego, si (B,S & N) es
compatible, tenemos que H = SO N + B(So N)t = So N + B(S)* = S + B(S)*. Por lo
tanto, (B,S) es compatible. O

Si consideramos un operador A € L(H)™", hemos mencionado que N'= SN N(A) y, por la
proposicién anterior, (A,S) es compatible si y sélo si (A,S & N) es compatible. En cambio, si
B € L(H)?, la compatibilidad de (B,S © N) no es suficiente para garantizar la compatibilidad
de (B,S). Veamos un ejemplo:

Ejemplo 2.1.5. Sea {e1, ez, e3,e4} la base canénica de R*, S = span{ey, ea, e3} — el subespacio
generado por {ej, ez, e3} —y

1 0 01
o100 Ans
B_00016GL(]R).

1011

Luego, N = span{es}, S© N = span{ej, ea} y el par (B,S ©N) es compatible. Pero (B,S) no
es compatible ya que B(S) = span{ey, ez, e4} v luego S + B(S)t =S # H.



58 Proyecciones autoadjuntas respecto a una métrica indefinida

2.1.1. El operador de Gram inducido por un operador autoadjunto

Definicién. Dados B € L(H)® y un subespacio cerrado S de H, el operador de Gram de S
inducido por B (o B-gramiano) estd definido por

Gp,s := PBP,
siendo P la proyeccién ortogonal sobre S.

Dado = € H, notemos que z € N(Gps) si y solo si BPx € St, o equivalentemente, si
Pz € B~Y(81) = B(S)*. Vemos entonces que

N(Gps) =St +N y R(Gps)=N(Gps)t =SON.

Observacién 2.1.6. Si J € L(H) es una simetria —i.e. J = J* = J~! — y S es un subespacio
cerrado de H, el J-gramiano G s estd relacionado con el operador de Gram Gs dado por la
Ec. (1.2.12) (definido en términos del espacio de Krein que resulta de dotar a H con la métrica
indefinida ( , ) ;). De hecho,

Gs = Gysls.

Luego, el siguiente resultado puede considerarse una generalizaciéon del Teorema 1.2.34.
Proposicién 2.1.7. Dados B € L(H)*® y un subespacio cerrado S de 'H, son equivalentes:

1. (B,S) es compatible;

2. R(PB) C R(PBP);

3. la ecuacion GpsX = PB admite una solucion acotada.
Demostracion. 1. = 2.: Si (B,S) es compatible entonces

H=S+B'(S8Y)=8S+BYN(P)) =S+ N(PB).

Pro lo tanto, R(PB) C PB(S) = R(PBP).

2. = 8.: Es consecuencia del Teorema de Douglas.

3. = 1.: Supongamos que la ecuacién (PBP)X = PB admite una solucién en L(H). Si D €
L(H) es la solucién reducida de esta ecuacién, tenemos que N(D) = N(PB) = B~Y(N(P)) =

B(S)* y R(D) € R(PBP) = S © N. Ademis, por el Corolario 1.1.3, D € Q. Luego,
H=R(D)+N(D)CSoN +B(S)t =S+ B(S)*,
i.e. el par (B,S) es compatible. O
Lema 2.1.8. Sea (B,S) un par compatible y consideremos T =S & N. Luego,
1. Gps=Gpr.
2. TN B(T)* = {0} y la restriccion del operador de Gram Ggr a T,

G=PrBlr:T —T es inyectivo.
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Demostracidn. Por la Proposicién 2.1.3 sabemos que N' C N(B). Entonces B(S) = B(7), o
equivalentemente, BP = BPr. Como BPy = Py B = 0, vemos que

GB75 = PBP = PB(PT + PN) = (PT + PN)BPT = PrBPyr = GBJ'.

Notemos que la parte B-isotrépica de T es trivial; de hecho, como B(7) = B(S), tenemos que
TNB(T)r =TNnBO)t =8SNnNtNBS)t = NNNt = {0}. Ademés, dado z € SO N,
r € N(G) siy sélo si Bx € T+, o equivalentemente, z € 7 N B(7)*+ = {0}. Por lo tanto, G es
inyectivo. O

Definicién. Dado un operador B € L(H)*, un vector x € H se dice B-positivo si es positivo
respecto a la métrica indefinida (, ), es decir, (z,2)z > 0. Por su parte, diremos que un
subespacio § de ‘H es B-positivo si todo vector no nulo z € § es B-positivo. De la misma manera,
definimos vectores (y subespacios) B-no negativos, B-neutros, B-negativos y B-no positivos.

Definicién. Dado un operador B € L(H)®, un subespacio S de H es uniformemente B-positivo
si existe una constante o > 0 tal que, para todo vector no nulo x € S,

(w,2)p > oz

Anélogamente, diremos que S es uniformemente B-negativo si existe una constante o > 0 tal
que, para todo vector no nulo z € S, (z,z) 5 < —a|z|?.

Si S es un subespacio J-positivo de un espacio de Krein H con simetria fundamental J, por
el Corolario 1.2.38 sabemos que existe una proyeccién J-autoadjunta sobre S si y sélo si S es
uniformemente J-positivo i.e. existe un a > 0 tal que [z, 2] > af|z||? para todo = € S.

Si B € GL(H)® y S es un subespacio B-positivo de H entonces es facil ver que (B,S) es
compatible si y s6lo si S es uniformemente B-positivo (ver la Proposicién 2.1.11). Sin embargo,
sélo una de estas implicaciones es cierta para un operador autoadjunto arbitrario. Enunciaremos
los siguientes resultados para subespacios B-positivos, pero pueden deducirse facilmente los
analogos para subespacios B-negativos.

Proposicién 2.1.9. Si S es uniformemente B-positivo entonces (B,S) es compatible.

Demostracion. Supongamos que S es uniformemente B-positivo. Luego, para todo = € H,
(Gpsz,r) = (Psx,Psx)p > | Psz||*.

Entonces, Gp s es acotado inferiormente (en N(Gp s)*) y, en consecuencia, R(Gp,s) es cerrado.
Ademas, N = {0} ya que, si x € N, entonces 0 = ( Bz,z) = (Gp.sz,z) > afz|/? Por lo tanto,
R(Gp,s) = S. Luego, por el Teorema de Douglas, la ecuacion Gp sX = PB tiene una solucién
acotada y, aplicando la Proposicién 2.1.7, vemos que (B, S) es compatible. O

Observacién 2.1.10. Dado un subespacio (cerrado) B-positivo & de H, la compatibilidad
de (B,S) no es una condicién suficiente para asegurar que S sea uniformemente B-positivo. De
hecho, dado A € L(H)™" inyectivo con R(A) # H, consideremos el espacio de Hilbert K = H&H,
el subespacio S = H @ {0} y el operador B € L(K)™ representado por

- (41)
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en la decomposicién inducida por S. Luego, B(S)* = (R(A)®{0})* = {0}oH y S+B(S)*+ =K,
es decir, (B, S) es compatible. Por otra parte, resulta claro que S no es uniformemente B-positivo
porque R(A) no es cerrado.

Proposicién 2.1.11. Supongamos que B € L(H)® tiene rango cerrado y S es un subespacio
B-positivo. Si (B,S) es compatible entonces S es uniformemente B-positivo.

Demostracion. Supongamos que el par (B, S) es compatible. En primer lugar, veamos que B(S)
es un subespacio cerrado: si {y, }nen €s una sucesién en B(S) que converge a un vector y € H,
entonces y € R(B) porque R(B) es cerrado. Luego, y = Bz para algin x € H. Ademds, si para
cada n € N elegimos un s, € S tal que y, = Bsy, vemos que

Yn = Bsn = BQs, = Q" Bs, — Q" Br = BQx,

ie. y = BQz € B(S). Por lo tanto, B(S) es cerrado. Por su parte, por la Proposicién 1.1.18,
de la identidad H = S + B(S)* se desprende que S* 4 B(S) es cerrado, o equivalentemente,
R(Gp,s) = Ps(B(S)) es cerrado.

Como S es B-positivo, podemos afirmar que Ggs € L(H)" vy, ya que los vectores de N/
son B-neutros, N’ = {0}. Luego, existe un a > 0 tal que Gps > aPs i.e. S es uniformemente
B-positivo. O

2.1.2. El conjunto P(B,S)

Sean S un subespacio cerrado de H y B € L(H)® tales que (B,S) es compatible. Ya que
H =S84 (B(S)* ©N), consideremos la proyeccién oblicua

Pps = Fs//ps)yLton -
Notemos que R(Pps) = S y N(Pgs) C B(S)*. Luego, por el Lema 2.1.1, Pgs € P(B,S).
Ademaés,

Proposicién 2.1.12. El conjunto P(B,S) es una variedad afin que puede parametrizarse como
P(B,S) = Pgs + L(SH,N),
donde L(S*,N) estd identificado con el subespacio de L(H) correspondiente.

Demostracion. Dada @ € P(B,S), consideremos el operador Z = @Q — Pgs € L(H). Notemos
que Z es B-autoadjunto y S C N(Z). De hecho, si z € S entonces Zx = Qr—Pp sz =x—z = 0.
Por su parte, R(Z) C Sy, siy € R(Z) luego

By € R(BZ) = R(Z*B) C R(Z*) = N(Z)* C S*.

Por lo tanto, R(Z) € S N B(S)* = N. Podemos identificar entonces — quitando al niicleo del
dominio y restringiendo el codominio a la imagen — a Z con un operador en L(S*+,N) y

Q=Pps+Z €Pgs+L(SHN).

Reciprocamente, dado Z’ € L(St, ), identifiquémoslo con el operador Z € L(H) definido por
Zx =Z'vsiz € Sty Zs =0si s € S. Luego, S C N(Z) y R(Z) C N, lo que implica que
Z?=0y BZ =0.

Si consideramos el operador Q = Pps + Z € L(H), resulta que Q* = Q y BQ = BPgs +
BZ = BPpgs. Entonces Q*B = P5¢B = BPps = BQ, es decir, la proyeccién () es B-
autoadjunta. Como ademds R(Q) C S+N = S, tenemos que @ € P(B,S). O
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Corolario 2.1.13. Si (B,S) es compatible, P(B,S) = {Pp,s} si y solo si N = {0}.

También como corolario de la proposicién anterior, probaremos que la proyeccién Pp s es la
més préxima al operador identidad (con respecto a la norma de H) entre todas las proyecciones
del conjunto P(B,S).

Proposicién 2.1.14. Sean S un subespacio cerrado de H y B € L(H)® tales que (B,S) es
compatible. Si x € H, entonces (I —Pp s)x es el inico elemento de norma minima en el conjunto

{I-Q)x: Qe P(B,S)}. (2.1.2)
Demostracion. Dado x € H, consideremos su descomposicién ortogonal x = s+ 1y con s € S e

y € St. Notemos que (I — Pgs)y € N(Pps) C Nt. Luego, por la Proposicién refparamet 1,
si Q € P(B,S) existe un operador Z € L(S*,N) tal que Q = Pps + Z, y ademis

I = Q> = I - Pr.s)y — ZylI* = (I - Pp.s)yll* + 1 Zy|* =
= | = Pps)zl® + 12y,

I - Q)|

ya que Zy € N. Por lo tanto, ||(I —Q)z| > ||(I — Pp,s)z|| para todo Q € P(B,S). Por otro lado,

si (I —Q)z tiene norma minima entre los vectores de (2.1.2), entonces ||(I —Q)z| = ||({ — Pp,s)z||
y, en consecuencia, Zy = 0. Por lo tanto, ([ —Q)x = (I-Q)y = (I -Pps)y—Zy = (I-Pps)y =
(I — Pps)z. O

Corolario 2.1.15. Si (B,S) es compatible entonces
I = Pps| =min{||[I - Q[ : Q € P(B,S)}.

En [20, Proposicién 3.5], G. Corach, A. Maestripieri y D. Stojanoff probaron que, dado
A € L(H)™", toda proyeccién A-autoadjunta puede escribirse como la suma de la proyeccién
minimal sobre S © N y una proyeccién oblicua adecuada con rango N. Dicho resultado puede
generalizarse, mutatis mutandis, a operadores autoadjuntos. A continuacién, presentamos una
versién simplificada del mismo.

Proposicién 2.1.16. Sean S un subespacio cerrado de H y B € L(H)*®. Si (B,S) es compatible
y Q € P(B,S) entonces

Q = Ppsen + Pn//san+N(Q)-

Demostracién. Supongamos que Q € P(B,S) y sea E = PyQ. Es facil ver que R(E) = Ny
ademas, como Py (@ = Py, se tiene que E € Q. Por su parte, como E es el producto de dos
proyecciones, N(E) = N(Q) + R(Q) "N (Py) = N(Q) +S SN, es decir, E = Py /(sonN+N(Q))-
Notemos que E es B-autoadjunta porque BE = 0.

Luego, si P = @ — E, se sigue que P es B-autoadjunto ya que ) y E lo son. Por otro lado,
P? = P porque QF = E = EQ. Finalmente, notemos que R(P) = S © Ny, por el Corolario
2.1.13, P = Ppsen- O



62 Proyecciones autoadjuntas respecto a una métrica indefinida

2.1.3. Representacion matricial inducida por un subespacio compatible

Dado un operador T' € L(H), todo subespacio cerrado S de H induce una representacién de
B como una matriz de 2 x 2, de acuerdo con la descomposicién H = S & S+. Més precisamente,
si P = Ps es la proyeccién ortogonal sobre S, T puede ser representado como

a b
r= (¢ a)
siendo a = PTP|s : 8§ — S, b= PT(I - P)lg. : St - S,¢={I~-P)TPls: S — Sty
d=(I—-P)TI~— P)|lg. : St — St operadores acotados. En estos parrafos reescribiremos

algunos de los resultados anteriores utilizando esta representacién.
Notemos que, si () es una proyecciéon con rango S, entonces @ puede representarse como

Q= < é g ) . para algin = € L(S*,S). (2.1.3)

I 0

En particular, P = < 0 0

). Por otra parte, si B € L(H)®, la representacion matricial de B

a b
s= (5 0)

siendo a = PsB|s:S — S, b= PsB|gL : St - Syc=Pg.B|gL : St — St

es la forma

En primer lugar, notemos que la proyeccién @), dada por la Ec. (2.1.3), es B-autoadjunta si
y s6lo si ax = b. Es decir,

Teorema 2.1.17. Dados B € L(H)® y un subespacio cerrado S de H, consideremos la repre-
a

sentacion matricial de B inducida por S, B = < b

b .
c ) Luego, son equivalentes:

1. el par (B,S) es compatible;
2. R(b) C R(a);
3. la ecuacion ax = b admite (al menos) una solucion en L(S*,S).

Por otra parte, si s € S entonces Bs = as +b*s, as € Sy b*s € S*. Luego, Bs € St si y s6lo si
s € N(a). Por lo tanto, la parte B-isotrépica de S coincide con el nicleo de a € L(S), i.e.

N = N(a). (2.1.4)

Proposicién 2.1.18. Sean B € L(H)® y S un subespacio cerrado de H tales que (B,S) es

compatible. Si B = ( “

b . . . .
b e ) es la representacion matricial de B inducida por S, tenemos
que:

1. Sid e L(S*,S) es la solucion reducida de ax = b entonces la representacion matricial de

Pp s inducida por S es Pps = ( é g >
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2. La parametrizacion de la Proposicion 2.1.12 puede representarse matricialmente mediante

para z € L(ST,N),

O~ O
[=oRRC IS

1

Q(z) =0

0

de acuerdo a la descomposicion ortogonal H = (SO N) DN & S+.

0 0
es una proyeccién B-autoadjunta con rango S, sélo resta probar que N(Q) C B (S)l o N. Por
el Lema 2.1.1, tenemos que N(Q) C B(S)*. Ademés, siz € N(Q) yz =21 +2oconz; €Sy
x9 € St vemos que z1 + dzy = 0. Luego, para todo n € N,

Demostracién. En primer lugar, recordemos que N(Pp.s) = B(S)* ©N. Como Q = < rd >

(x,n) =(x1,n) = (—dxo,n) =0

ya que R(d) € R(a) = N(a)* = N por ser d la solucién reducida. Por lo tanto, N(Q) C
B(S)t © Ny, en consecuencia, Q = Pg s.

Por su parte, si Q € P(B,S), existe z € L(S+,N) tal que Q = Pp s + z. Como R(Pp.s) C
S 6 N, es inmediato que la representacién matricial de @ de acuerdo a la descomposicién
ortogonal H = (SSN) DN & St es

I 0 d 000 I 0 d
Q=Pgs+z=|0 1 0|+([0 0 z]=(0 I 2
00 0 000 00 0

O
a
b*
la solucién reducida d € L(S*,S) de ax = b es:

Observacién 2.1.19. Si B = < I; ) es la representacion matricial de B inducida por S,

d = a'b. (2.1.5)

A pesar de que af es acotado si y sélo si R(a) es un subespacio cerrado, si el par (B,S) es
compatible, el producto a'b se mantiene acotado. Luego, d = afb es solucién de la ecuacién
ax = by cumple R(d) C R(a') C R(a*), es decir, esta es la solucién reducida de la ecuacién.
Por lo tanto, la representacién matricial de Pp s inducida por S es:

I a'b
Pps= (0 . > (2.1.6)

2.2. Condiciones necesarias y suficientes para la compatibilidad

Dado B € L(H)?®, sea B = JA su descomposicién polar, con A € L(H)t y J=J* = J 1 La
siguiente proposicién presenta algunas condiciones, en términos de A, que resultan necesarias
para la compatibilidad. Las implicaciones 2. = 3. = 4. < 5. fueron probadas en [21, Proposicién
3.4].
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Proposicién 2.2.1. Dado un operador B € L(H)® con descomposicion polar B = JA conside-
remos las siguientes condiciones:

1. El par (B,S) es compatible,
A(S) es cerrado en R(A) i.e. A(S)N R(A) = A(S),
AY2(8) es cerrado en R(AY?),

e e

S+ N(B) es cerrado.

5. P

W(S) es cerrado.

Entonces, 1. = 2. = 3. = 4. & 5.

Demostracion. 1. = 2. : Supongamos que (B,S) es compatible y sea @ € P(B,S). Con un
argumento similar al utilizado en la Proposicién 2.1.11 se tiene que B(S) es cerrado en R(B):
dado y € B(S) N R(B), sea {sp }nen una sucesién en S tal que B(s,) — y. Luego, y = Bx para
algin x € H y Bs, = BQs, = Q*Bs,, — Q*Bx = BQx. Por lo tanto, y = BQx € B(S).

Ademas, B(S) es cerrado en R(B) siy sélo si A(S) es cerrado en R(A): si B(S) es cerrado en
R(B) entonces B(S) = B(S) N R(B), es decir, J(A(S)) = JA(S)NJ(R(A)) = J(A(S) N R(A)).
Por lo tanto, A(S) = A(S) N R(B) i.e. A(S) es cerrado en R(A). La reciproca es andloga.

2.= 3 Siye A/2(S) N R(AY?) entonces y = A2z para algin = € H y ademads existe una
sucesiéon {sy, }neny en S tal que AY2%g, — A2z Luego, As, — Az y consecuentemente Az €
A(S)NR(A) = A(S). Por lo tanto, y € A~Y2(A(S)) = (AV2(S) + N(A)) N R(AY?) = AV2(S).

3. = 4. Si AY2(S) es cerrado en R(A'/?) entonces

S+ N(A) = ATVE(AV(S)) = ATVR(AVR(S) N R(AV?) = ATV (ALA(S))

es un subespacio cerrado.

4. =5 Es un caso particular de la Proposicién 1.1.18. O

A continuacién, mostraremos que, dados B € L(H)® y un subespacio cerrado S de H, la exis-
tencia de proyecciones B-autoadjuntas con rango S no depende del subespacio S en su totalidad,
sino del subespacio que resulta de proyectar a S sobre la clausura del rango de B.

Proposicién 2.2.2. Sea B € L(H)*® y consideremos un subespacio cerrado S de H. Luego,
(B,S) es compatible si y sélo si P@(S) es cerrado y <B, Pﬁ(‘g» es compatible.

Demostracion. Recordemos que B = BPpgy. Luego, como § + N(B) = Prgy(S) ® N(B)y
N(B) € B7Y(8%) = B(S)*, se tiene que

S+ B(S)" =8+ N(B) + B(S)" = Pr(S) + B(S)™ = Pr(S) + B(Pr(S)) ™

(B) )

(S) es cerrado y ( ) es compatible.
O

Por lo tanto, (B, S) es compatible si y sélo si Pr 7y R(B)

Mas ain, si B € L(H)® y S es un subespacio cerrado de H, para estudiar la compatibilidad
de (B, S) podemos restringir tanto el subespacio S como el operador B al subespacio K = R(B).
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Observacion 2.2.3. Dado B € L(H)*, sea K = R(B) y consideremos el operador
C = B|x € L(K)®.
Luego, (B, S) es compatible si y sélo si P@(S) es cerrado y (C, P@(S)) es compatible.

De hecho, aplicando la proposicién anterior, podemos suponer que & C K. Entonces, la
afirmacion es una consecuencia directa de la demostracién anterior, notando que

B7Y(stH=Cc"Y(KoS)+ N(B)
y que K & S es el complemento ortogonal de S en el espacio de Hilbert K.

2.2.1. Descomposicion de rangos de operadores

En [21], G. Corach, A. Maestripieri y D. Stojanoff mostraron que, dado un operador A €
L(H)™ y un subespacio cerrado S del espacio de Hilbert H, el par (A, S) es compatible si y s6lo si

el rango de A'/2 admite una descomposicién ortogonal en términos del subespacio M = A1/2(S):
R(A?) = M R(AY?) © M R(AY?).

Dado un operador autoadjunto B € L(H)*, cuya descomposicién polar estd dada por B = JA
con A € L(H)* y J = J* = J~!, la siguiente proposicién relaciona la compatibilidad del par
(B, S) con ciertas descomposiciones (en suma directa) de R(A) y R(AY/?).

Proposicién 2.2.4. Dado B € L(H)® consideremos su descomposicion polar B = JA, con
AcL(H)T yJ=J=J"1 8iS es un subespacio cerrado de 'H, las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. El par (B,S) es compatible;
2. R(A) = A(S) + J(S)* N R(A);
3. R(AY2) = AYV2(S) + J(AYV2(S)): N R(AY/?).

Demostracion. 1. < 2.: Si (B,S) es compatible entonces H = S + B~1(S1). Aplicando A a
ambos lados de esta igualdad, se tiene que R(A) = A(S) + J(S+) N R(A). Ademis, la suma es
directa, ya que

AS)NJ(ST) = J(B(S)NSH) CJ(B(S)NSH) =J(S+B(S)H)H) = J(H) = {0}
Reciprocamente, supongamos que R(A) = A(S) 4+ J(S+) N R(A). Luego,
H=A"L(R(A)) = A~ (A(S) FJSH)N R(A)) ,

y, dado = € H, existen s € Sy z € J(S+) N R(A) tales que Axr = As+ 2. Si w € H es tal
que Aw = z, luego Ax = As + Aw = A(s + w). Por lo tanto, existe un n € N(A) tal que
r=s5+w+n,esdecir, v = (s +n)+we S+ N(A) + A HJ(S)) =S + B~1(SH). Entonces,
como = € H era arbitrario, H C S + B~1(S%), o equivalentemente, (B, S) es compatible.

La demostraciéon de la equivalencia 1. < 3. es andloga a la anterior. O
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Es importante remarcar que, en la descomposicién del item &. de la proposicién anterior,
no hay ortogonalidad en el sentido del espacio de Hilbert H sino que los subespacios son J-
ortogonales en el espacio de Krein que induce el operador J sobre H. Lo mismo ocurre con la
descomposicién de R(A'Y/?) del siguiente corolario.

Corolario 2.2.5. Dados un subespacio cerrado S de H y B € L(H)?®, consideremos el subespacio

M = AY2(S). Entonces, (B,S) es compatible si y sélo si AY%(S) es cerrado en R(AY?) y
R(A'Y?) = M R(AY?) + J(M)* N R(A'?).

Demostracion. Es consecuencia de las Proposiciones 2.2.1 y 2.2.4. O

Corolario 2.2.6. Si (B,S) es compatible entonces M = AY2(8S) es un subespacio J-no dege-
nerado del espacio de Krein que resulta de dotar a H con la simetria fundamental J.

Demostracion. Por el corolario anterior,
H = R(AV2) @ N(AY?) C M+ J(M)E + N(AY?) = M+ J(M)L,

ya que N(AY2) € JM)E C M + J(M)E € M+ J(M)L. Luego, como consecuencia del
Corolario 1.2.30, M es J-no degenerado. O

2.2.2. Compatibilidad y angulos entre subespacios

Dados un subespacio cerrado S de H y un operador B € L(H)*, la compatibilidad del par
(B, S) también puede interpretarse en términos del dngulo entre ciertos subespacios cerrados, es
decir, el par (B, S) es compatible si y sélo si el 4ngulo entre ciertos subespacios no es nulo. Las
definiciones de angulo y angulo minimo entre subespacios cerrados, asi como sus propiedades,
pueden consultarse en los preliminares.

Teorema 2.2.7. Sean B € L(H)® y S un subespacio cerrado de H. Entonces, (B,S) es compa-
tible si y solo si co(S*+, B(S)) < 1.

La prueba que presentamos a continuacién fue realizada originalmente en [20, Teorema 2.15],
para el caso en que el operador es (semidefinido) positivo. Los argumentos utilizados en la misma
siguen siendo validos para operadores autoadjuntos.

Demostracion. Supongamos que (B,S) es compatible. Luego, H = S + B(S)* y, tomando el
complemento ortogonal, tenemos que S+ N B(S) = {0}. Entonces, cy(S, B(S)) = ¢(S, B(S)).
Ademés, por la Proposicién 1.1.18, la igualdad H = S + B(S)* implica que el subespacio
S + B(S) es cerrado, o equivalentemente, ¢(S, B(S)) < 1. Por lo tanto, ¢y(S, B(S)) < 1.
Reciprocamente, si ¢ (S, B(S)) < 1, tenemos que ¢(S, B(S)) < 1y SNB(S) = {0}. Entonces,
utilizando una vez més la Proposicién 1.1.18, concluimos que S + B(S)* es cerrado, y ademas,

S+B(S)F =S+ B(S)L=(SNB(S))*: ={0}+=H,
es decir, (B, S) es compatible. O

Proposicién 2.2.8. Sean B € L(H)® un operador inyectivo y S un subespacio cerrado de H.
Entonces, (B,S) es compatible si y sélo si co(S, B(S)*) < 1.
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Demostracion. Si (B,S) es compatible, el subespacio S+ B(S)* es cerrado, o equivalentemente
c(8, B(S)1) < 1. Ademés, por la Proposicién 2.1.3, sabemos que SN B(S)+ = SNN(B) = {0},
por lo que (S, B(S)*) = ¢(S, B(S)*) < 1.

Reciprocamente, si co(S, B(S)*) < 1 entonces S + B(S)* es cerrado y SN B~1(S+) = {0}.
Como B es inyectivo, B(SNB~1(S1)) = B(S)NB(B~Y(S1)) = B(S)N(S*NR(B)) = B(S)NS+.
Por lo tanto, B(S) NS+ = {0} y H = (ST NB(S))* =S+ B(S)L =S+ B(S)*. O

Corolario 2.2.9. Sea B € L(H)® y consideremos un subespacio cerrado S de H. Luego, (B,S)

es compatible si y solo si P@(S) es cerrado y co(Pﬁ(S), B(S)*) < 1.

Demostracion. Sea K = R(B) y consideremos el operador C' = Bl € L(K)*. Por la Observacién
2.2.3, sabemos que (B,S) es compatible si y sélo si 7 = Px(S) es cerrado y el par (C,7T) es
compatible en K. Como C € L(K)* es inyectivo, aplicando la Proposicién 2.2.8 se tiene que

(T, O(T) %) =sup {| (x,9) | - w € T, |lall <1, y € CT) % Iyl <1} <1,

donde el espacio de Hilbert considerado en la condicién de dngulo es K (con la norma heredada
de H).

Veamos ahora que co(7, B(S)*Y) < ¢o(7,C(T)*%). En primer lugar, notemos que, como
B = BPpggy, tenemos que C(T) = B(S) C R(B) y luego B(S)* = C(T)** @ N(B). Entonces,
siz €T con ||z|| <1eye B(S)* con |y|| < 1, notemos que

[(zy) | = (2, y1+y2) [ = [{z,3)],

siendo y = y1 + y2 con y; € C(T)** e yo € N(B). Ademss, ||y1]| < |ly|l <1y, en consecuencia,
fijado z € T,

sup | (z,y)] < sup [{z,y) |
yEB(S)*[lylI<1 YEC(T)* K |lylI<1
Por lo tanto, ¢o(7, B(S)Y) < ¢o(T,C(T)*%) < 1. O

El siguiente ejemplo estd basado en uno aparecido en el libro de Halmos [37, paginas 28-29].
El objetivo del mismo es mostrar que, dada una simetria J, existe (al menos) un subespacio S
que es J-no degenerado pero el par (J,S) no es compatible. Vale aclarar que existen ejemplos
similares en la literatura, e.g. [9, Ejemplo 9.7], pero las técnicas utilizadas en los mismos son
diferentes.

Ejemplo 2.2.10. Dados un espacio de Hilbert separable de dimensién infinita H y un subespacio
cerrado S de ‘H con dim S = dim S+, consideremos la simetria J = 2Ps — I € L(H).

Fijadas bases ortonormales {a, }nen de Sy {b, ey de S, consideremos las familias orto-
normales {f, }nen ¥ {hn}nen definidas por

1 1
fn = \ﬁ(an +bn) y hn = ﬁ(an

Finalmente, definamos g, = (cos 1) f, + (sin 1)h,, y consideremos el subespacio cerrado generado

por {gn tnen, 7 = span{ gy tnen. En primer lugar, notemos que (J, 7)) no es compatible: de hecho,

—by).

1 1
J n — - hn in — n
g (cos n) + (sin n)f
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es una base ortonormal de J(7T) y {up}nen, With w, = (sin 2)h, — (cos 1)f,, es una base
ortonormal de .J(7)L. Observemos que

(gnoun) = {((cos2)f + (sini)h,, (sin 2)h, — (Cosl)f >:
= <cos ) fn, —(cos = )fn> <(s1n1) sm >

= —cos 2,
n

vy co(T, J(T)L) > | {gn,un ) | = cos 2 ——— 1, i.e. ¢o(7,J(T)*) = 1. Entonces, por la Propo-

n— —+o0o

sicién 2.2.8, (J,7) no es compatible.

Para completar el ejemplo falta probar que 7 es un subespacio J-no degenerado de H.
Supongamos que v € 7 N J(T)+, v = Yo 0nGn = Do’y Bpun, con o2 lan|? < oo,
>0 1 1Bnl? < oo. Luego,

Z an(cos ) fr + Z ap(sin 2)hy, = v = Zﬁn(sin Ln, — Zﬁn(cos LY,
n=1 n=1 n=1 n=1

lo que implica que «,, = B, = 0 para todo n € N, es decir, v = 0. Por lo tanto, 7 es J-no
degenerado.

2.2.3. Proyecciones B-autoadjuntas para operadores de rango cerrado

A continuacién estudiaremos la compatibilidad de pares (B,S) en los cuales B € CR(H)?,
el conjunto de operadores autoadjuntos de rango cerrado. A lo largo de esta subseccién, dado
B € CR(H)?*, su descomposicién polar es B = JA, con A € CR(H)" y J = J* = J~!. Ademés,
si S es un subespacio cerrado de H, P = Ps es la proyeccién ortogonal sobre S y M = AY/2(S).

En [19, Teorema 6.2], G. Corach et al. probaron que:

Proposicién 2.2.11. Si A € CR(H)" y S es un subespacio cerrado de H, entonces las siguien-
tes condiciones son equivalentes:

1. El par (A,S) es compatible;
2. R(PAP) es cerrado;
3. S+ N(A) es cerrado.
Los préximos resultados tienen por objeto generalizar este resultado.

Proposicién 2.2.12. Sean B € CR(H)® y S un subespacio cerrado de H. Luego, (B,S) es
compatible si y solo si N =S N N(B) y Gp,s tiene rango cerrado.

Demostracion. Recordemos que, por el Lema 2.1.8, si (B, S) es compatible y 7 = S&N entonces
(B,T) es compatible, G s = G y la restriccion de el operador de Gram G 7 al subespacio
T,G = PrB|7r : T — T es inyectivo.

Por su parte, como R(B) es cerrado, la Proposicién 2.2.1 asegura que B(7) es cerrado, mien-
tras que de la identidad H = 7 + B(7)" se tiene que 7+ + B(7) es cerrado, o equivalentemente
R(G) = Pr(B(T)) es cerrado.
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Reciprocamente, si R(Gp,s) es cerrado entonces R(Gps) = SON y Gps! € L(H). Consi-

deremos el operador
Q = PsGps'PsB € L(H).

Es facil ver que @ es una proyeccién oblicua tal que BQ = Q*B y R(Q) = S & N. De hecho,
R(Q) C Sy, siz € N entonces Qr = 0. Por otra parte, si x € S&N, Qr = PsPrcp )T =
Psx = . Luego, R(Q) =S & N.

Notemos que @ = @ + Py es una proyeccién oblicua con R(Q') = Sy BQ' = (Q')*B
(porque PyB = BPy = 0). Por lo tanto, Q' € P(B,S) i.e. (B,S) is compatible. O

Notemos que, si M = AY/2(S) entonces A~1/2(M) = S + N(A). Luego, el subespacio M es
cerrado si y sélo si S + N(A) es cerrado.

Proposicién 2.2.13. Sean B € CR(H)® y S un subespacio cerrado de H. Luego, (B,S) es
compatible si y sdlo si M es cerrado y el par (J, M) es compatible.

Demostracion. Por la Proposiciéon 2.2.1, la compatibilidad de (B, S) implica que M es cerrado en
R(A'/?). Entonces M es cerrado, pues R(A'/2) = R(B) es cerrado. Por otra parte, la Proposicién
2.2.4 asegura que R(AY2?) = M + J(M)*+ N R(AY?) y, como

J(M)E = J(M)T N R(AV?) + N(AY?),

tenemos que H = R(AY2) + N(AY?) = M + J(M)*. La demostracién de la reciproca es
similar. O

Corolario 2.2.14. Sea B € GL(H)®. Entonces, (B,S) es compatible si y sdlo si (J, M) es
compatible.

La proposicién anterior prueba la equivalencia entre la compatibilidad de un par dado (B, S)
con la del par asociado (J, M) — donde J es la parte unitaria de la descomposicién polar de B

y M = AlY/2(S) — en el caso en que B es un operador de rango cerrado. Es natural preguntarse
sobre la posibilidad de extender este resultado al caso en que B es un operador autoadjunto
cualquiera. Sin embargo, el siguiente ejemplo muestra que existen pares (B,S) no compatibles
para los cuales el par asociado (J, M) es compatible.

Ejemplo 2.2.15. Sean S y 7 dos subespacios cerrados de un espacio de Hilbert H (de dimensién
infinita) tales que ¢(S,7 ) = 1. Consideremos el espacio de Hilbert Ho = H @& H y los operadores
A, J € L(H3) definidos por

(P 0O (I 0
() -G )

en la representacién matricial inducida por H @ {0} como subespacio de Hz. Observemos que
A€ L(H2)t, R(A) = T+ es cerrado y J = J* = J~!. Ademés, J y A conmutan, por lo que el
operador B = JA es autoadjunto.

Sea M = AY/2(8) = P71 (S). Como M C H @ {0} es invariante por J, J(M)+ = M+ @& H
y, por lo tanto, (J, M) es compatible. Por otra parte, A/2(S) = Py.(S) no es cerrado (porque
c(8,7)=1) y entonces (B,S) no es compatible.

El préximo teorema presenta una caracterizacién completa de la compatibilidad de un par
(B,S) en términos del subespacio M, para el caso particular en que B € CR(H)".
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Teorema 2.2.16. Sea B € CR(H)®. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. (B,S) es compatible.
2. Pryrgimyr € L(H).
3. M es cerrado y co(M, J(M)L) < 1.
4. R(Gm) = M.
5. M es un espacio de Krein (con la métrica indefinida inducida por J ).

Demostracion. 1. < 2.: Por la Proposicién 2.2.13, (B, S) es compatible si y sélo si M es cerrado
yH = M+J(M)*. Como J es invertible, MNJ(M)+ = {0} y, por lo tanto, Pryrgomyr € L(H).

2.4 8.0 51 Prgyyyomyr € L(H) entonces M es cerrado, M NJM)t = {0}y H=M+J(M)"*.
Por lo tanto, co(M, J(M)1) = ¢(M, J(M)1) < 1. La reciproca es similar.

2. < 4.: Recordemos que N (G ) = M++MNJ(M)L. Si (B,S) es compatible entonces, por la
Proposicién 2.2.12, M N J(M)L = {0} y R(Gr) es cerrado. Luego, R(G ) = N(Gpa)*t = M.
Reciprocamente, si R(Gp() = M entonces N(Gp() = M+ ie. M N J(M)L = {0}. Aplicando
una vez mds la Proposicién 2.2.12, tenemos que (J, M) es compatible i.e. Py /5ar € L(H).

Finalmente, la equivalencia 2. < 5. ya ha sido demostrada en el Teorema 1.2.37. O

2.3. Descomposiciéon de proyecciones B-autoadjuntas

Dentro del espacio vectorial real formado por los operadores B-autoadjuntos actuando sobre
un espacio de Hilbert (complejo) H, destacaremos a los operadores B-definidos.

Definicién. Un operador T' € L(H) es B-positivo si (Tx,x )z > 0 para todo « € H, i.e. si BT
es un operador (semidefinido) positivo.

De la misma manera, diremos que un operador T € L(H) es B-negativo (resp. B-neutro) si
(Tz,z)p5 <0 (resp. (Tz,z )z =0) para todo z € H.

Los operadores B-positivos forman un cono, ya que:
(a) si T € L(H) es B-positivo y a > 0 entonces oI’ es B-positivo;
(b) si T1,T» € L(H) son B-positivos entonces T} + T, es B-positivo.

Luego, podemos definir un orden entre operadores B-autoadjuntos de la siguiente manera: dados
operadores B-autoadjuntos T, W € L(H), diremos que T' >p W siy sélo si T'— W es un operador
B-positivo.

Observacién 2.3.1. Sean B € L(H)® y Q € Q una proyeccién B-autoadjunta. Luego, @ es
B-positiva (resp. B-negativa, B-neutra) siy sélo si R(Q) es un subespacio B-no negativo (resp.
B-no positivo, B-neutro) de H.

A continuacién mostraremos que, si B € L(H)® y S es un subespacio B-no degenerado de
H, entonces el par (B,S) es compatible si y s6lo si § puede descomponerse en suma directa de
dos subespacios (cerrados) B-compatibles, uno B-no negativo y otro B-no positivo.
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Teorema 2.3.2 (Existencia de descomposicién). Dados S un subespacio cerrado de H y B €
L(H)®, sea N =S N N(B). Luego, (B,S) es compatible si y sélo si existe una descomposicion
de S&GN como S&N =8 + S8, siendo Sy un subespacio (cerrado) B-no negativo, S— un
subespacio (cerrado) B-no positivo, (B,S+) es compatible y S4 LpS_.

Demostracién. Supongamos que (B,S) es compatible. Luego, por el Lema 2.1.8, (B,S © N)
es compatible, Gp son = Gps y G = Gpsen|son es inyectivo. Entonces, si G = U|G| es la
descomposicién polar de G, U es una simetria (i.e. U = U* = U~!) sobre S © N. Sean Sy los
autoespacios de U correspondientes a A = +1 y recordemos que S&N =8, $S_.

Observemos ademads que, dado z € S1, z # 0, se tiene que ( Bz, x) = (Gz,z) = (|G|z,x) >
0, es decir, 84 es B-positivo. Andlogamente, S_ es B-negativo.

Dada @ = Pp sonr, consideremos Q1+ = Ps, Q. Como 81 C S SN, es facil ver que Q+ € Q
y R(Q+) = S+. Ademds, Q1 es B-autoadjunta, de hecho:

BQ+ = BPs,Q=DBQPs,Q=Q"BPs,Q = Q*(Pscn + Pv)BPs,Q =
= Q"PsgcnBPs, Q =Q"GpsenPs,Q =Q"Ps,Gpsaon® =
= QiBQ=QiQ"B=QLB,

porque Gp sonPs, = Ps, Gpsen (pues Ps, son proyectores espectrales del operador G g sen)
y QQ+ = Q+. Por lo tanto, (B,S+) es compatible.

Ya que PS+PS_ = Ps_ PS+ =0,Q+Q_- = P3+QP3_Q = PS+PS_Q =0 (y también Q_Q4 =
0), es decir, Sy 1 pS_.

Reciprocamente, supongamos que S©GN = S +S_ y Sy satisfacen las condiciones mencio-
nadas. Observemos que, por el Corolario 2.1.13, P(B,S+) = {Q+} vy N(Q+) = B(S+)* ya que
StNB(S+)t =S:NN(B) C (SGN)NN(B) = {0}. Ademés, la B-ortogonalidad entre Sy y S_
implica que Q+Q— = Q_Qx+ = 0 pues R(Q_) = S— € S7 = N(Q4) y R(Q4+) € N(Q-). Lue-
go, si definimos Q = Q1 + Q_, tenemos que Q € Q, R(Q) =8+ +S- =S N y BQ = Q*B,
ie. (B,S & N) es compatible. Luego, aplicando la Proposicién 2.1.4, tenemos que (B,S) es
compatible. ]

En la Proposicién 2.1.16 vimos que, si (B, S) es compatible y Q € P(B,S) entonces

Q = Ppsen + PnvQ = Ppsan + Pny/j/(SaN+N(@Q))-

Mas atin, por el Teorema 2.3.2 sabemos que existen un subespacio S; (cerrado) B-no negativo
y un subespacio S_ (cerrado) B-no positivo tales que (B, S+) es compatible y Sy 1 pS_. Luego,
si Q1+ € P(B,S+), tenemos que

Q=Q++ Q-+ Pxn//(SaN+N(©Q))-

Ademads, )+ es una proyeccién B-positiva, () es una proyeccién B-negativay Py//sen+N(Q))
es una proyeccion B-neutra.

Corolario 2.3.3. Sean B € L(H)® y S un subespacio cerrado de H tales que (B,S) es com-
patible. Entonces, cada @ € P(B,S) admite una descomposicion Q = Qo + Q+ + Q— tal que
Qo € Q es B-neutra, Q1 € Q es B-positiva y Q_ € Q es B-negativa.

Cabe destacar que los subespacios S+ considerados en la demostracion del Teorema 2.3.2 satis-
facen condiciones adicionales a las pedidas en el mismo. Méas precisamente, S es un subespacio



72 Proyecciones autoadjuntas respecto a una métrica indefinida

B-positivo, S_ es un subespacio B-negativo, y éstos — ademads de ser B-ortogonales — son or-
togonales con respecto al producto interno del espacio de Hilbert H. El Teorema 2.3.4 muestra
que, bajo estas hipétesis, hay una tinica descomposicién posible.

Teorema 2.3.4 (Unicidad de la descomposicién). Dados S un subespacio cerrado de H y B €
L(H)®, sea N =SNN(B). Si (B,S) es compatible entonces existe una inica descomposicion de
SSN como SON =8, &S_, siendo S; un subespacio (cerrado) B-positivo, S— un subespacio
(cerrado) B-negativo, (B,S+) es compatible y S+ LpS_.

Demostracién. Sea S © N = V. @ V_ una descomposicién con las condiciones mencionadas y
consideremos Q+ € P(B,V4). Luego, Q+Py, = Py, y Py, BPy_ = Py_BP,, = 0. De hecho,

Py, BPy_ =P, BQ P, =P, Q" BPy, =(Q-Py,)"BPy_ =0,

porque Q_Py, = Q_(Q+Py,) = (Q-Q4+)Py, = 0. Entonces, Gpson = Gpy, + Gpy_.
Como V4 son subespacios definidos, Gy, |v, € L(V4)Ty —Gpy_|v_ € L(V-)" son inyectivos.
Ademds, como Py, Py_ = Py_Py_= 0, se tiene que

Gpsen =GBy, +Gpy_ = (P, — Py_)(Gpy, —Gpy_).

Si definimos A = Gy, —Gp,y_, resulta que A € L(H)' (notemos que Aly, gy € LV ®V_)T
también es inyectivo) y, si U = Py, — Py_, entonces U =U* y U 2 = Psc . Entonces,

G = Gsenlsen = UlsenAlsan,

siendo Alsony € LS N)T y Ulseny € L(S © N) una simetrfa. Luego, por la unicidad de
la descomposicién polar, Ulsgn es la parte unitaria de Gy Vi es el autoespacio de U|sopn
correspondiente a A = +1. ]

Utilizando el teorema anterior podemos asegurar que, entre las posibles descomposiciones
provistas por el Corolario 2.3.3, existe una unica para la cual los rangos de las proyecciones
son dos a dos ortogonales (con respecto al producto interno de H) y ademads los rangos de las
proyecciones definidas son estrictamente definidos.

Corolario 2.3.5. Dados B € L(H)*® y un subespacio cerrado S de H, sean Q € P(B,S) y Qo,

Q+ y Q— proyecciones tales que Q@ = Qo + Q1+ + Q—, Qo es B-neutra, Q4+ es B-positiva y QQ—
es B-negativa. Supongamos ademds que sus rangos satisfacen las siguientes condiciones:

(i) son dos a dos B-ortogonales;
(ii) son dos a dos ortogonales (con respecto al producto interno de H);
(i1i) R(Q+) es B-positivo y R(Q—) es B-negativo.

FEntonces,
Qo = Py//NQ)isen: @+=Pps. y Q-=Pps_,
siendo SO N =8 & S_ la descomposicién dada en el Teorema 2.3.4.
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Demostracion. Sean Vo = R(Qo), V+ = R(Q+) y V- = R(Q-). En primer lugar, notemos que,
SCVYVo+ Ve +V_ =Vy®Vy dV_, donde la ultima igualdad es consecuencia del item (i7).
Reciprocamente, si @ = vg + vy +v- € Vo @ V4 @ V_, utilizando el item (i) se tiene que

Qr=(Qo+Q++Q-)r = (Qu+Q++Q_)(vo+vy+v_)=...=
= Qoo+ Qv+ Qv =wv+vy+v-=z€S.

Ademsds, V1 @&V, = SGN: como BQy = 0, se tiene que Vy € SNN(B) = N. Luego, considerando
el complemento ortogonal en S, SGN C V,®V_ y entonces V, ®V_ = (S&N)aU yU C N. Pero
U = {0} pues, si u € U, u # 0 entonces u = vy +v_ con vy € Vo, v_ € V_, vy #0 (or v_ #0)

y Bu = 0. Por lo tanto, Bvy = —Bv_ y, por el item (iii), 0 < (Bvy,vy) = — (Bv_,vy) =
— (v—, Buy ) = (Bv_,v_) < 0, lo que resulta absurdo. Entonces, V; ®Vs = SGN y la unicidad
de la descomposicion es una consecuencia del Teorema 2.3.4. ]

2.3.1. Proyecciones B-contractivas y B-expansivas

Sea ) una proyeccion actuando sobre un espacio de Hilbert H. De la teoria cldsica de
operadores sobre espacios de Hilbert sabemos que

Q'=Q < Q=<1 (2.3.1)

es decir, en la variedad formada por las proyecciones que actian sobre H, las proyecciones
ortogonales estdn caracterizadas por la contractividad. Esto nos motiva a preguntarnos, fija-
do B € L(H)®, en qué casos puede encontrarse un resultado andlogo para proyecciones B-
autoadjuntas. Veremos que, en el caso indefinido, este problema no tiene una respuesta inmediata
como la que mencionamos anteriormente para espacios de Hilbert.

Definicién. Dado B € L(H)® consideremos el espacio con métrica indefinida (H,(, )z). Un
operador T' € L(H) es una B-contraccion si

(Tz,Tx)p < (x,x)p paratodo xz € H, (2.3.2)
o equivalentemente, 7" BT < B.

En primer lugar, recordemos que ocurre si consideramos una perturbacién positiva A €
L(H)™. Este es un resultado conocido que puede citarse, por ejemplo, de [19, Lema 3.2].

Proposicién 2.3.6. Sean A € L(H)" y Q € Q. Luego, Q es A-autoadjunta si y sélo si Q es
A-contractiva.

Demostracién. En primer lugar, supongamos que 0 < Q*AQ < A. Como (Q*A/?)(Q*A/?)* =
Q*AQ < A =AY/ 2(Al/ 2)* por el Teorema de Douglas, sabemos que existe una solucién reducida
E € L(H) de la ecuacién AY2X = Q*A'/? y esta cumple que || E|| < 1. Ademés, por el Corolario
1.1.3, tenemos que E € Q y la Ec. (2.3.1) asegura que E € P. Luego, Q*A = AY2EA'Y/2 es un
un operador autoadjunto, i.e. Q*A = AQ.

Reciprocamente, supongamos que @ es A-autoadjunta. Notemos que AQ = (AQ)Q =
(Q*A)Q = Q*AQ € L(H)™" y, si llamamos E = I — Q, entonces también AE = E*AE € L(H)™".
Por lo tanto,

A=AQ+E)=Q*AQ + E*AE > Q*AQ.
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Para un operador autoadjunto B € L(H)®, S. Hassi y K. Nordstrom [38, Proposicién 5]
probaron el siguiente resultado, que caracteriza aquellas proyecciones B-autoadjuntas que son
B-contractivas.

Proposicién 2.3.7. Sea B € L(H)*. Si Q € Q entonces, Q es una B-contraccion si y sdlo si
Q es B-autoadjunta y N(Q) es un subespacio B-no negativo.

Demostracién. Supongamos que @ es una B-contraccién, es decir, B — Q*BQ € L(H)™. Luego,
si C = (B — Q*BQ)Y?Q € L(H), tenemos que C*C = Q*(B — Q*BQ)Q = 0. Entonces,
C = 0 y, multiplicando por (B — Q*BQ)Y/?, vemos que (B — Q*BQ)Q = 0. Por lo tanto,
BQ = Q*BQ € L(H)*. Ademds, como consecuencia de (2.3.2) tenemos que N(Q) es B-no
negativo.

Reciprocamente, si () es B-autoadjunta entonces (I — Q)*B(I — Q) = B — Q*BQ. Luego, si
N(Q) es B-no negativo tenemos que, para todo = € H,

((B-Q"BQ)z,z) =((I-Q)"B(I -Q)r,z)=(B(I—-Q)z,(I - Q)r) =0,
es decir, () es B-contractiva. ]
Observacion 2.3.8. Sean B € L(H)® y Q € Q. Entonces,

1. Q es B-contractiva si y sélo si I — @) es B-positiva. De hecho, si ) es B-contractiva
entonces @ es B-autoadjuntai.e. BQ = Q*B. Luego, B(I—Q) = B—BQ = B—Q*BQ > 0.
Reciprocamente, si I —(Q) es B-positiva entonces I —(Q y ) son proyecciones B-autoadjuntas.
Ademsds, B > BQ = Q*BQ i.e. (Q es B-contractiva.

2. Un operador T' € L(H) es una B-expansion si (Tx,Tx)z > (x,x)5 (le. T*"BT > B) y
T es una B-isometria si (Tz,Tx )z = (z,x )z (i.e. T*BT = B). Siguiendo un argumento
analogo al del item anterior se puede probar que @ € Q es B-expansiva (respectivamente
B-isométrica) si y sélo si I — @) es B-negativa (respectivamente B-neutra).

Finalmente, mostraremos que las proyecciones B-autoadjuntas pueden factorizarse en términos
de proyecciones B-contractivas, B-expansivas y B-isométricas.

Teorema 2.3.9. Toda proyeccion B-autoadjunta Q@ € L(H) admite una factorizacion Q =
QoQ1Q2, siendo Qo, Q1 y Q2 proyecciones en L(H) que conmutan entre si y tales que Qg es
B-isométrica, Q1 es B-contractiva y Q2 es B-expansiva.

Demostracion. Si @ es B-autoadjunta entonces I — @Q € P(B, N(Q)) y, por el Corolario 2.3.3,
[-Q=FEy+E, +E_,

con Ey una proyecciéon B-neutra, E; una proyeccién B-positiva y F_ una proyeccién B-negativa.
Ademss, estas proyecciones satisfacen ELE_ = FE_E, = E,Fy= EyE; = E_Ey = EgE_ = 0.
Sillamamos Qo = I — FEy, Q1 =1 —FEy y Q2 = I — E_ tenemos que estas proyecciones conmutan
entre si y

Q=I—-(Eo+Ey+E)=(I-Eo)I—-E;)I—-E-)=QuiQ.

Notemos que, por la Observacion 2.3.8, Qo es B-isométrica, ()1 es B-contractiva y Q2 es B-
expansiva. O
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Observacion 2.3.10. El Corolario 2.3.5 también nos asegura la unicidad de esta factorizacion
bajo las siguientes hipétesis sobre los nicleos de las proyecciones Q;:

(i) son dos a dos B-ortogonales;
(ii) son dos a dos ortogonales (con respecto al producto interno de H);
(iii) N(Q1) es B-positivo y N(Q2) es B-negativo.
En [38, Teorema 2], S. Hassi y K. Nordstrém probaron un caso particular del Teorema 2.3.9.

Corolario 2.3.11 (Hassi & Nordstrom). Si B € GL(H)®, toda proyeccion B-autoadjunta Q
puede representarse como el producto de dos proyecciones Q1 y Q2 que conmutan entre st y tales
que Q1 es B-contractiva y Q2 es B-expansiva.

2.3.2. El fibrado de descomposiciones candonicas de un espacio de Krein

Para finalizar esta seccién daremos una descripcién de las decomposiciones candnicas de
un espacio de Krein. Dado un espacio de Krein (H,[, ]) con simetria fundamental .J, una
descomposicion canonica de H es una descomposicion de H como una suma directa

H=8+8H,

siendo S y SH) subespacios cerrados de H tales que S es J-positivo y S es J-negativo.
Observemos que H = S + S es una descomposicién canénica de H si y sélo si Pg /Sl es
B-expansiva y I — Pg //Slu] €s B-contractiva (para més detalles, consultar la seccién 1.2.2 de los
preliminares).

Luego, cada descomposicién candnica define una reflexion Kgs (i.e. un operador acotado
invertible que coincide con su inversa), por medio de Kg = 2Pg /)81 — 1.

Lema 2.3.12. Dado B € L(H)*®, sea Q € Q tal que R(Q) es B-no negativo y N(Q) es B-no
positivo. Entonces, QQ es B-autoadjunta si y sélo si la reflexion 2QQ — I es B-positiva.

Demostracion. Supongamos que () es una proyeccién B-autoadjunta. Luego, si K = 2Q — I,

(Ka,2)p = (Qu,x)p = ((I = Q)z,2)p = (Qr,Qr)p — ((I = Q)z,(I - Q) )5 >0,

porque R(Q) es B-no negativo y N(Q) es B-no positivo. Por lo tanto, K es B-positiva. Recipro-

camente, si K es B-positiva entonces K es B-autoadjunta y también Q = I££ es B-autoadjunta.

2

O

Consideremos el conjunto de reflexiones K = {K € GL(H) : K~! = K} y el conjunto de

simetrias J = {J € GL(H)*: J ! =J} CK.Si K € Ky K = Jg|K| es la descomposicién
polar de K entonces Jx € J (ver [25, Proposicién 3.1]). Entonces, la aplicacién

T K—J, n(K)=Jg,

estd bien definida y es continua. Ademads, el conjunto de decomposiciones canénicas de H pueden
parametrizarse mediante las reflexiones en la fibra 7= 1({J}).

El contenido del siguiente resultado puede leerse como una reformulacién de las proposiciones
3.1y 3.2 de [25], sin embargo las técnicas utilizadas en este caso son distintas.
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Proposicion 2.3.13. Sea H un espacio de Krein con simetria fundamental J. Entonces, H =
S + SM es una descomposicion candnica de H siy sélo si Ks € w1 ({J}).

Demostracién. Supongamos que H = S + SM, o equivalentemente, PS//SH] es J-autoadjunta,
S es J-positivo y S es J-negativo. Por el Lema 2.3.12, K es un operador J-positivo i.e.
A:=JK € L(H)". Luego, K = JAy A*A = K*J?K = K*K, es decir, A = |K| y J es la parte
unitaria de la descomposicién polar de K. Por lo tanto, Ks € 71 ({J}).

Reciprocamente, si K € 7~ 1({.J}) entonces K es J-positivo. Por el Lema 2.3.12, la proyeccién
Q = # es J-autoadjunta y es facil probar que § := R(Q) es J-positivo y S = N(Q) es
J-negativo. Por lo tanto, H = S + S es una descomposicién canénica de H. O

2.4. Foérmulas para Pps

El objetivo de esta seccién es obtener féormulas para ciertas proyecciones B-autoadjuntas en
términos de la descomposicién polar de B y de proyecciones J-autoadjuntas, en cierto espacio
de Krein con simetria fundamental J. Comenzaremos estudiando el caso de una perturbacién
autoadjunta inversible y posteriormente intentaremos generalizar estos resultados a un contexto
mas amplio.

Sea B € GL(H)® y consideremos su descomposiciéon polar B = JA, con A € GL(H)" y
J = J* = J~L. Luego,

(z,y)p =(Bzx,y)=(AJz,y) =(Jx,y),, paratodoz,yecH.

Como A € GL(H)™", la forma sesquilineal {, ), es un producto interno en H equivalente al
producto interno original ( , ). Ademé&s, como J conmuta con A, tenemos que J también es
una simetria con respecto al producto interno ( , ), vy, por lo tanto, (H,(, ),) también es un
espacio de Krein con simetria fundamental J.

Recordemos que, en este caso, el Corolario 2.2.14 asegura que la compatibilidad del par (B, S)
es equivalente a la existencia de una (inica) proyeccién J-ortogonal con rango M = A/2(S),
en el espacio de Krein (H, (, ) 4)-

Proposicién 2.4.1. Sean B € GL(H)® y S un subespacio cerrado de H. Si (B, S) es compatible,
entonces
Pps = A71/2PM//J(M)LA1/2- (2.4.1)

Demostracidn. Si (B,S) es compatible entonces, por el Teorema 2.2.16, Py //jmyr € L(H).
Consideremos el operador Q = A~/ 2Py /) J(M)L- AY? ¢ L(H). Notemos que @ es una proyeccién
con R(Q) = A Y2(M) = S y ademis BQ = JAI/QPM//J(M)LAI/Q = Q*B (recordemos que
Jy AY? conmutan y que Pryrgmyr es J-autoadjunta). Luego, como P(B,S) posee un solo
elemento (ver Corolario 2.1.13), tenemos que Q = P s. O

Consideremos ahora un operador B € L(H)® no necesariamente inversible, con descomposi-
cién polar B = JA, siendo A € L(H)* y J = J* = J~1. Si S es un subespacio cerrado de H,
sea P = Ps la proyeccién ortogonal sobre S y definamos el subespacio cerrado M = A/2(S).

Recordemos que, por el Corolario 2.2.6, si (B,S) es compatible entonces M es un subes-
pacio J-no degenerado del espacio de Krein H con simetria fundamental J. Por lo tanto, en
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general, la proyeccién Ppy/; a1 tiene dominio denso (el subespacio M + J(M)1) pero puede
resultar un operador no acotado. Sin embargo, la siguiente proposicién muestra que el producto
Priyssoms A2 permanece acotado.

Proposicién 2.4.2. Sean B € L(H)® y S un subespacio cerrado de H. Si (B,S) es compatible
entonces el operador T' = PM//J(M)LAUQ resulta bien definido y acotado.

Demostracion. Si el par (B,S) es compatible entonces, por el Corolario 2.2.5, sabemos que
R(AY?2) = M N R(AY?) £ J(M)F N R(AY?) € M 4+ J(M)*.

Luego, T esta bien definido pues Dom(Py//jpp)r) = M+ J(M)*. Dada Q € P(B,S), para
todo x € 'H tenemos que

Te=TQx+T( - Q)x.
Notemos que TQx = PM//J(M)LA1/2QJI = AY2Quz, porque Qz € S,y T(I — Q)x = 0, pues
AV2(I - Q)x € AV2(B71(S1)) = J(AY2(S))E N R(AY?) C J(M)L. Por lo tanto,

PM//J(M)LAl/Q = Al/zQ S L(H) (242)
O

En [20, Proposicién 2.14], G. Corach et al. probaron el siguiente resultado para perturbacio-
nes positivas de un producto interno:

Proposicién 2.4.3. Si A € L(H)" y S es un subespacio cerrado de H, entonces (A,S) es
compatible si y solo st

R(PpAY?) C R(AY?P).
Los préximos corolarios son generalizaciones del mismo.

Corolario 2.4.4. Dados B € L(H)® y un subespacio cerrado S de H, el par (B,S) es compatible
siy sélo si R(AY?) C M+ J(M)* y

R(Ppy /52 AY?) C R(AV2P).

Demostracion. Si (B,S) es compatible entonces, por el Corolario 2.2.5, sabemos que R(Al/Q) C
M+ J(M)* y, por la Ec. (2.4.2), PM//J(M)J_Al/z = AY2Q para cierta Q € P(B,S). Por lo
tanto, R(PM//J(M)J_AUQ) = R(Al/QQ) = R(Al/gp)

Reciprocamente, supongamos que R(AY?) C M+J(M)+y R(Prg)/g(myt A%y C R(AY2P).
Dado y € R(Al/Z), consideremos los vectores y1 = Py a1y € y2 = (I— PM//J(M)J_)y. Note-
mos que y; € R(PM//J(M)J_Al/Q) C R(A'/2P) = AY2(S). Luego, es facil ver que y =y — y1 €
R(AY?) y ademis 1 € N(Prg)/5m)r) = J(M)L. Entonces, y; € J(AY2(S))F N R(AY?) y 1a
descomposicién R(A/?) = AV2(S) + J(AV2(S))t N R(AY?) queda probada. Finalmente, como
consecuencia de la Proposicién 2.2.4, tenemos que el par (B,S) es compatible. O

Corolario 2.4.5. Sea B = JA la descomposicién polar de B € L(H)%, con A € L(H)" y
J = J*=J7'. Dado un subespacio cerrado S de H, consideremos el subespacio M = AV/2(S).
Entonces, (B,S) es compatible si y solo si se cumplen las siguientes condiciones:
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1. PryygomyrAY? € L(H),
2. AY2(8) es cerrado en R(AY?),
3. R(Ppy g2 AY?) C R(AYV?),

Demostracion. Si (B,S) es compatible, PM//J(M)LAI/z € L(H) como consecuencia de la Pro-
posicién 2.4.2. Ademds, por el Corolario 2.2.5, sabemos que A'/2(S) es cerrado en R(AY?) y

R(AY?) = AY2(8) + J(M)* N R(AY?).

Por lo tanto, R(PM//J(M)J_AUQ) = A1/2(8) - R(Al/g)
Reciprocamente, supongamos que se cumplen las condiciones 1,2 y 3. Si Py, /] I(M)~ A2 ¢
L(H) entonces (I — PM//J(M)L)AUZ también estd acotado y, para todo = € H,

A1/2l‘ = PM//J(M)LAI/QIE + (I - PM//J(M)l)Al/%CC
Observemos que PM//J(M)LA1/2$ € R(PM//J(M)J_Al/z) C M N R(AY2), y en consecuencia
(I = Pryyyyoan)AY 2w € J(M)E N R(AYV?).

Luego, R(AY?) = M N R(AY?) + J(M)*+ N R(A'?) y, por el Corolario 2.2.5, el par (B,S) es
compatible. 0

Consideremos la ecuacién (AY/2P)X = Praygomt A2 y recordemos que D es su solucién
reducida si y sélo si R(D) C R((A'/2P)*) C R(P) = S. Entonces,

A1/2D — PM//J(M)LA1/2

Ademss, si A/2 es inyectivo, tenemos que A~1/2 : R(Al/ 2) — H estd densamente definido.
Luego,

Proposicién 2.4.6. Sea B € L(H)® un operador inyectivo y supongamos que (B,S) es compa-
tible. Entonces,
Pps= APy s A2,

Demostracion. Como B is inyectivo, aplicando la Proposicién 2.1.3 tenemos que P(B,S) =
{Pp s}. consideremos el operador @) = A*I/ZPM//J(M)L A2, Recordemos que, por la Proposi-

cion 2.4.2, P/\/l//‘](/\/t)yéll/2 estd bien definido y es acotado. Ademas, por el Corolario 2.4.4,
R(Ppgyyymyr AY?) C R(AM?),

y en consecuencia ) estd bien definido. De la Ec. (2.4.2) tenemos que PM//J(M)J_Al/Q =
A1/2PB,5 y luego,
Q= A_1/2A1/2PB,5 = PB,S-
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Podemos generalizar esta férmula para el caso en que B € L(H)® no es necesariamente
inyectivo de la siguiente manera: dada la descomposicién matricial inducida por el subespacio

R(B) de H,
_ ( Br O
o= (00)
y el operador B = B|® € L(R(B))® es inyectivo. Definamos
Bp' 0
f_— R
v (%0)

donde B;zl : R(B) — R(B) es la inversa densamente definida de Bgr. Observemos que B* es
un operador lineal densamente definido. Més atin, si R(B) es cerrado entonces BT = BﬁPR( B);

siendo B la inversa generalizada de Moore-Penrose de B.

Proposicién 2.4.7. Sean B € L(H)® y S un subespacio cerrado de H tales que (B,S) es
compatible. Luego,

1. Si § C R(B) entonces
Pps = (Al/Q)ﬁPM//J(M)iAl/Q. (2.4.3)

2. Si N ={0} entonces

Pps = (PWPS)TPB,PW(S) = (P@PS)T(A1/2)ﬁPM//J(M)iA1/2- (2.4.4)

Demostracidn. Notemos que, en ambos casos, P(B,S) = {Pp s} ya que N = {0}.

1. Si § C R(B), por el Corolario 2.4.4, podemos afirmar que el operador
Q = (A Py oy A

estd bien definido. Por el Corolario 2.2.5, P/ a0t (R( (A/2)) = M N R(AY?) = AV2(S) ya
que AY2(S) es cerrado en R(AY?). Luego, R(Q) C (AY/?)EA/2(S) = S. Pero ademads, como

S C R(B), Qx = z para todo z € S. En conclusién _R(Q) S. Por otra parte, Qx =0siy sélo
si Pyg/rgomyr A 123 = 0, o equivalentemente, z € A~Y2(J(M)1), i.e. N(Q) = B~1(S1). Por lo

tanto, Q = Pps.

2. Si (B,S) es compatible entonces, por la Proposicién 2.2.2; el subespacio 7 = PR(B) (S) es

cerrado y el par (B,7) es compatible. Ademas, 7 C R(B) y A/2(T) = AY2(S) = M. Luego,
aplicando el caso anterior, tenemos que Pp 7 = (Al/Q)ﬁPM//J(M)L Al/2

Sélo resta probar entonces que Pp s = (Prrpy

R B)Pg) Pp 7. Para ello, mostraremos que Pp s es

solucién reducida de la ecuacién

(PrzyPs)X = Ppr, (2.4.5)

R(B)
luego, por la unicidad de la misma, concluiremos que Pp s = (PﬁPS)TPB T.

Sea Q = Pr5y mpLsPss = PrpPn.s- Como N = {0}, tenemos que N(Pgs) = B(S)*
N(B) = N(Psray (B)) Entonces Pp.sPgpy = Pps y

Q* = Prey(P.sPrgy) Pos = PrpPs = Q-
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Ademss, R(Q) = PW(S) =Ty BQ = BPps = P B = (PE,SPW)B = @Q*B. Luego,
Q € P(B,T) ={Pp1}, es decir, Q = Pp 7. Por lo tanto, Pp s es una solucién de la Ec. (2.4.5).

Como N(Pps) = B(S)* = B(T)* = N(Pg7), tenemos también que Pg s es una solucién
reducida de la Ec. (2.4.5). Por lo tanto, Pp s = (PTB)PS)TPB,T O
En la seccién 2.1.1 mostramos que, dados B € L(H)® y S un subespacio cerrado de H, (B,S)
es compatible si y sélo si la ecuacién

GpsX = PB (2.4.6)

admite una solucién acotada (siendo P la proyeccién ortogonal sobre S).

Por el Corolario 1.1.3, la solucién reducida es una proyecciéon @ € L(H). Ademds, por ser
la solucién reducida de la Ec. (2.4.6), tenemos que R(Q) C R(Gps) = R(Gpsen) =SSNy
N(Q) = N(PB) = B~Y(8%) = B(S)*. Por lo tanto, Q = Pg scn y

Pps = Ppscn + Py =0Q+ Py. (2.4.7)
Proposicién 2.4.8. Si el par (B, S) es compatible, entonces la solucion reducida de la ecuacion
(PBP)X = PB (2.4.8)

coincide con la solucion reducida de
(A'2P)X = Py st A2 (2.4.9)

Demostracion. Por la Proposicion 2.4.2, Pyg/) 7 av) - A2 s un operador (bien definido) acotado.
Luego, la Ec. (2.4.9) esta bien definida y, por el Corolario 2.4.4, tiene una solucién acotada.

Por la discusién que acompana a la Ec. (2.4.6), la proyeccién Q = P son es la solucién
reducida de la Ec. (2.4.8). Veamos que también es la solucién reducida de la Ec. (2.4.9). Si
z € SON entonces (AY2P)Qz = A2z = PM//J(M)LA1/2Z. Por otra parte, si z € B(SON)+ =
B(S)* tenemos que A2z € J(M)' y entonces PM//J(M)J_Al/zZ =0 = (A2P)Qz. Luego, Q
es una solucién de (2.4.9). Mds ain, @ es la solucién reducida porque

RQ)=SoN = (ST + Nt = (St +SNN(B))*: = N(AYV2P)L = R((A1/2P)*),

lo que completa la demostracion. ]

Supongamos ahora que B € L(H)® es un operador de rango cerrado. Si (B, S) es compatible
y N = {0}, la demostracién de la Proposicién 2.2.12 sugiere la siguiente férmula para Pp s:

Pps=PGps' PB=P(PBP)'PB. (2.4.10)

Por su parte, si N # {0} tenemos que P = Pscar+ Py Luego, de la ecuacién anterior concluimos
que
Pps = Py + P(PBP)'PB. (2.4.11)

A continuaciéon mostraremos que, en las formulas anteriores, podemos reemplazar la proyec-
cién ortogonal P por cualquier otro operador C' € L(H) con R(C) = S, atn en el caso en que
B es un operador autoadjunto arbitrario.
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Proposicién 2.4.9. Sea B € L(H)® y consideremos un subespacio cerrado S de H. Luego,
(B,S) es compatible si y sélo si R(C*BC) = R(C*B) para todo C € L(H) con R(C) =S.

Demostracion. Que la igualdad entre los rangos es una condicién suficiente para la compatibili-
dad del par (B, S), es consecuencia de la Ec. (2.4.6), tomando C' = Ps, la proyeccién ortogonal
sobre S.

Reciprocamente, fijemos C' € L(H) con R(C) = S y observemos que C = PC. Como
R(PBP) = R(PB), tenemos que

R(C*BC) = C*(PB(S)) = C*(R(PBP)) = C*(R(PB)) = R(C*B).
0

Proposicién 2.4.10. Sean B € L(H)® y S un subespacio cerrado de H tales que (B,S) es
compatible. St consideramos un operador C € L(H) con R(C) = S, entonces Ppsony = CD,
siendo D la solucion reducida de la ecuacion

(C*BC)X = C*B. (2.4.12)

Demostracion. en primer lugar, notemos que podemos suponer que N = SN B(S)+ = {0}
sin pérdida de generalidad. De hecho, como (B,S) es compatible, N' = S N N(B) y, fijado un
operador C € L(H) con R(C) =S, BC = BPsC = B(Psgn + Py)C = BPsgnC. Entonces, si
llamamos Cy = PsgpnC, tenemos que R(C1) =S© N, BC; =BC'y

C:BCy = C;BC = (BCy)*C = (BC)*C = C*BC.

Por lo tanto, la ecuacién (C*BC)X = C*B puede reescribirse como (C7BC1)X = C{B, con
R(C))=SON yN =(SON)NBSoN)t =(SeN)nB(S)*+ = {0}.

Luego, fijemos C' € L(H) con R(C) = S y supongamos que N' = {0}. Si D € L(H) es la
solucién reducida de la Ec. (2.4.12), entonces R(D) C R(C*BC) y N(D) = N(C*B) = B(S)*.
Ademas,

(C*BC)DCD = C*BCD = C*B

y R(DCD) C R(D) C R(C*BC). Como consecuencia de la unicidad de la solucién reduci-
da, tenemos que DCD = D. A su vez, esta igualdad asegura que C'D es una proyeccién con
N(CD) = N(D) = B(S)*.

Es claro que R(CD) C R(C) = S pero, dado que H = S+ B(S)* y N(CD) = B(S)*, vemos
que en realidad R(C'D) = S. Sélo resta probar entonces que C'D es B-autoadjunta, pero como

(CD)*B = D*(C*B) = D*(C*BC)D,
tenemos que (CD)*B = B(CD), es decir, CD es B-autoadjunta. Por lo tanto, CD = Psgy. O

Dados B € L(H)® y S un subespacio cerrado de H supongamos que (B,S) es compatible.
Si D es la solucién reducida de la Ec. (2.4.12) entonces, como R(D) C R(C*B('), tenemos que

Pp.sen = CD = C(C*BO)*C*B
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y, por la Ec. (2.4.7), vemos que
Pps = Py +C(C*BC)*C*B. (2.4.13)

Esta férmula para la proyecciéon minimal Pp s generaliza la obtenida previamente por G.
Corach et al. en [20, Proposicién 3.6]. Recordemos que aquella sélo era vélida en el caso en que
B fuera un operador positivo con rango cerrado.



Capitulo 3

Complementos de Schur en espacios
de Hilbert

En analisis matricial, el complemento de Schur de una matriz de bloques se define de la
siguiente manera: dadas matrices a, b, ¢, d de p X p, p X q, ¢ X p y q X g, respectivamente,
supongamos que a es inversible y consideremos la matriz A de (p + q) X (p + ¢) definida por

a b
(o),
El complemento de Schur de la matriz A (respecto al bloque a) es la matriz de ¢ x ¢ dada por
Ay =d—ca'b. (3.0.1)

El complemento de Schur aparece naturalmente al resolver sistemas de ecuaciones lineales de la
forma

au+bv = =
cut+dv = y

siendo u y x vectores columna p-dimensionales, v e y vectores columna g-dimensionales. Multi-
plicando la ecuacién de arriba por ca™! y luego restando a la ecuacién de abajo se obtiene

(d—ca tb)v =y —ca'x.

Entonces, si uno puede invertir la submatriz a y el complemento de Schur de A, uno puede
resolver el sistema de ecuaciones. Es decir, el problema de resolver el sistema de p+ q ecuaciones
(con p + g incdgnitas) se reduce a invertir dos matrices, una de p X p y otra de ¢q X g.

Si en cambio el bloque a de la matriz A no es inversible, D. Carlson et al. [13] definieron el
complemento de Schur A/, utilizando la inversa de Moore-Penrose de a:

A, =d— ca'd. (3.0.2)

3.1. Complemento de Schur de operadores positivos

En 1971, W. N. Anderson Jr. [2] descubrié una nueva manifestaciéon del complemento de
Schur al estudiar el operador cortocircuito. La motivacién para estudiar esta operacién, asi como
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también su nombre, provienen de la teoria de circuitos eléctricos: dado un circuito de n = p+ ¢
puertos, con matriz de impedancia A, si los primeros p puertos (es decir, los correspondientes
al bloque a) son cortocircuitados, entonces el voltaje es forzado a permanecer en el subespacio
{0} ® C? — ya que no puede haber voltaje a lo largo de un circuito en corto — y es facil ver que
la nueva matriz de impedancia es

0 0

siendo a' la pseudoinversa de Moore-Penrose de a. En 1975, Anderson y G. E. Trapp [3] exten-
dieron la nocién de complemento de Schur (u operador cortocircuito) a espacios de Hilbert.

Definicién (Krein [51], Anderson-Trapp [2] [3]). Sea H un espacio de Hilbert. Dados A € L(H)™
y un subespacio cerrado S de H, el operador cortocircuito de A a S esta definido por

Ajs= mSéX{X cL(H)T : X <A, R(X)CS},

siendo < el orden natural inducido por el cono L(H)*.

Vale destacar que, dados un espacio de Hilbert H, un operador A € L(H)* y un subespacio
cerrado S de H, la existencia del méximo (respecto al orden usual entre operadores autoadjuntos)
del conjunto

M(A,SH ={X e L(H)": X <A, RIX)CS} (3.1.2)

fue probada por M. G. Krein [52] en 1947, como parte de su teoria de extensiones autoadjuntas
de operadores semiacotados simétricos.

Teorema 3.1.1 (M. G. Krein, [52]). Sea H un espacio de Hilbert. Dados A € L(H)* y un
subespacio cerrado S, el conjunto M(A,SJ—) posee un elemento mdxrimo, respecto al orden <
inducido por el cono positivo L(H)™.

Demostracion. Sean M = A/2(S) y T = AP, AY/2. Notemos que, T € M(A,S*). Si
X € M(A,S1) entonces X < Ay, por el Teorema de Douglas, existe una contraccién C' € L(H)
tal que X/2 = AY/2C' y R(C) C N(A)*. Luego,

R(C) € ATVA(R(X'?) € ATVA(R(X)) € ATVA(ST) = MY,

y en consecuencia, CC* < Py... Por lo tanto, X = AY2CC*AY/? < AP, A2 = T ie.
T = méx M(4, Sh. O

En esta seccién recopilaremos algunos resultados sobre el complemento de Schur de ope-
radores positivos. Para una exposicién méas amplia sobre este tema, derivamos al lector a los
trabajos de Anderson y Trapp [3], E. L. Pekarev [59] y G. Corach et al. [19], [22].

En primer lugar, enumeraremos algunas consecuencias de la definicion.
Proposicién 3.1.2. Sean A € L(H)" y S un subespacio cerrado de H. Luego,
1. (aA),s = aA s para todo a € C;

2. siT es un subespacio cerrado de S entonces A7 < A/s;
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3. si Be L(H)" y B < A entonces Bjs < Ays.

Notemos ademas que, como parte de la demostraciéon del Teorema 3.1.1, hemos obtenido una
formula para el complemento de Schur de A a S:

Ajs = AV2Py A2 (3.1.3)

siendo M = A1/2(S). La misma fue descubierta por Pekarev y Ju. L. Smul’jan en [60] y poste-
riormente utilizada exhaustivamente en [59].
A continuacidn, caracterizaremos el rango y el ntcleo del complemento de Schur.

Proposicién 3.1.3. Dados A € L(H)" y un subespacio cerrado S de H, sea M = Al/2(S).
Luego,

1. R((As)Y/?) = R(AY?) NSt
2. R(A)NS*t C R(A;s) C R(AY?)nSt;
3. N(Ass) = A712(M).

Demostracion. En primer lugar, notemos que

R(A1/2) mSJ_ — A1/2(A71/2(SJ_)) — Al/Q(MJ_) — R(A1/2PML) — R((Al/szLAl/Q)lﬂ) —
= R((As5)"?).

Los items 2. y 3. son un caso particular de la Proposicién 3.3.5, la cual demostraremos mas
adelante. ]

El complemento de Schur de un operador positivo también puede caracterizarse como el
infimo de un conjunto de operadores positivos. Mas precisamente,

Teorema 3.1.4. Dados A € L(H)" y un subespacio cerrado S de 'H,
Ass =mf{Q"AQ : @ € Q(H), N(Q) = S}

Omitiremos la demostracién de este resultado para no extendernos con los resultados preli-
minares. Mds adelante probaremos que, si el par (A,S) es compatible, entonces A /s €s en
realidad el minimo de dicho conjunto.

A continuacién presentaremos la férmula de conmutatividad del complemento de Schur, para
el caso en que pueda calcularse.

Proposicién 3.1.5. Sean A € L(H)" y S un subespacio cerrado de H. Luego, si T es un
subespacio cerrado de H tal que S + T es cerrado, entonces

(Ays)jr = Ayser = (Ay7))s-

Demostracion. Supongamos que 7 es un subespacio cerrado de H tal que S+7 es cerrado. Para
probar que A5, = (A/s)7, mostraremos que los conjuntos M(A, (S +7T)*) y M(A;s,T+),
definidos como en (3.1.2), son iguales.
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Si X € M(A,(S+T)*) entonces R(X) C (S+7)* = S*NT . Luego, tenemos que X < A g,
va que X < Ay R(X) C 8*. Ademds, como R(X) C T+, vemos que X € M(A;5,T+).
Reciprocamente, si Y € M(4 /s, T) entonces Y < A/s, lo que implica que R(Y') C R(Y'?) C
R(Al/Q) C R(A/s) C §*. Como ademés R(Y) € T+, tenemos que R(Y) C S*NT+ = (S+7)*.

/S
Finalmente, como Y < A5 < A, tenemos que Y € M(A, (S + T)1). Por lo tanto, Aisir =
(As)/T-

De la misma forma puede probarse que 4,57 = (4,7)/s- O

Si (An)nen es una sucesién de operadores en L(H), diremos que (A;)nen converge en la
topologia SOT a un operador A € L(H) — y lo denotaremos A,, —— A — si

n—oo

|Anx — Az|] — 0 para todo z € H.
SOT
Ademds, si los operadores (A, )neny y A son autoadjuntos, anotaremos A, \, A para indicar
que A, ST A y An > Apt1 (= A) para todo n € N.
Los Sr_)(’);ﬁmos resultados estudian la continuidad del complemento de Schur con respecto al
limite SOT de operadores y al limite creciente de subespacios. Los mismos pueden encontrarse
en [3] y en [6].

sorT

Proposicién 3.1.6. Sean A, (n € N) y A operadores en L(H)" tales que A, \, A cuando
soT

n — oo. Entonces, (An)/s \. A/s cuando n — oo, para todo subespacio cerrado S de H.
Demostracion. Como la sucesion { A, / S fnen es decreciente, posee un limite en la topologia fuerte
de operadores, al cual llamaremos L. Dado que 4,5 < (4,) /s < A, para todo n > 1, es claro
que A/s < L < A. Luego, basta verificar que R(L) C S+, pues en tal caso L € M(A,S1) y,
como A/s = méxM(A,SL), tendremos que L = A s.

Para proba; que R(L) C S, notemos que, por el Teorema de Douglas, la desigualdad L <
(An) /s implica que

R(L) € R(L'?) C R((An) s /?) C S.

SOT
Por lo tanto, (A,),s \, A/s cuando n — oo. O
soT
Proposicién 3.1.7. Sean S, (n € N) y S subespacios cerrados tales que Ps, ,/ Ps cuando
soT

n — oo. Entonces, A;s. \, A)s cuando n — oo, para todo A € L(H)".

SOT -
Demostracion. Como Ps, /' Ps, tenemos que S, C Sp41 € U,,>1 Sn = S para todo n € N.

Luego, A;s, > As,., > A;s para todo n > 1, es decir, {A/s, }nen s una sucesién decreciente
y, por lo tanto, posee un limite en la topologia fuerte de operadores, al cual llamaremos L y
cumple L > A s.

Notemos ademéds que, por el Teorema de Douglas, la desigualdad L < A,s, < A implica que

R(L) C R(L'?) C R(Ays, /2y c 8-, para todon > 1.

Entonces, R(L) C (,>; S;- = S*. Por lo tanto, L € M(A,S*) y, como As = m?XM(A,Sl),
tenemos que L = A . - O
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sSOT
El siguiente ejemplo muestra que Ps, \, Ps no es una condicién suficiente para asegurar la

convergencia de la sucesion (A /s, Jnen a 4.

Ejemplo 3.1.8. Sea A € L(H)" tal que N(A) = {0} y R(A) no es cerrado. Consideremos un
subespacio denso T de H tal que 7 N R(AY?) = {0} y sea {e, }nen una base ortonormal de H

contenida en 7.
SOT

Llamando S,, = span{e; : k > n} paran > 1, vemos que Ps, \, 0. Ademas, 4,5, = 0 para
todo n € N, porque

R((Ass,)"?) = R(AY?) N S+ = R(AY?) nspanfey, ..., e,} = {0}.

Sin embargo, A1y = A # 0.

3.2. Complemento de Schur de operadores autoadjuntos

En [5], T. Ando propuso una definicién para el complemento de Schur de un operador ar-
bitrario T' € L(H) bajo la hip6tesis de que éste sea complementable respecto al subespacio en
cuestion.

Definicién (T. Ando). Dados un operador 7' € L(H) y un subespacio cerrado S de H, diremos
que T es S-complementable si existen dos operadores M;, M, € L(H) tales que:

1. MyP=M; y MiTP =TP;
2. PM, = M, y PTM, = PT,
donde P = Ps es la proyeccién ortogonal sobre S.

Si T € L(H) es un operador S-complementable, puede existir méas de un par de operadores
(M;, M) que cumplan con los items de la definicién anterior. Sin embargo, los productos 7'M,
y M;T s6lo dependen de Ty S. De hecho, tenemos que

TM, = M,TM, = MT, (3.2.1)

ya que, como consecuencia de la definiciéon, TM, = TPM, = M;TPM, = M;TM, = M;PT M, =
M;PT = M,T. Luego, como el miembro izquierdo de la Ec. (3.2.1) no depende de M; (y el derecho
no depende de M), hemos demostrado la afirmacién.

Definicién (T. Ando). Dado un subespacio cerrado S de H y un operador S-complementable
T € L(H), definimos la compresion de Schur Ts de T a Sy el complemento de Schur (genera-
lizado) T)s de T a S, respectivamente, mediante

Ts:=TM, y T)s:=T—-TM,.

Para justificar la terminologia que utilizamos, consideremos la representacién matricial de T'
inducida por el subespacio &
a b
T =
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y supongamos que el operador a € L(S) es inversible. Luego, si consideramos los operadores

I a1 I 0
Mr_(O 0 > yJV[l_(ca_1 O)’

estos satisfacen la definicién de S-complementabilidad con Ty, en este caso,

a b 0 —a1b 0 0
Tys =TI = Mr) = (c d) <o I )‘ <0 d—calb>'

Esta expresion claramente nos recuerda a la definicién del complemento de Schur de una matriz
de bloques, mencionada en la Ec. (3.0.1).

Por otra parte, en [22, Proposicién 3.1] G. Corach et al. mostraron que, dado un subespacio
cerrado S de H, la S-compatibilidad y la S-complementabilidad son propiedades equivalentes
para operadores autoadjuntos.

Proposicién 3.2.1. Dados B € L(H)® y un subespacio cerrado S de H, el par (B,S) es
compatible si y solo si B es S-complementable.

Demostracion. Supongamos que (B,S) es compatible y que @ € P(B,S). Luego, si P es la
proyeccién ortogonal sobre S,

PQ=Q y PB=PBQ+PB(I-Q)=PBQ+P(—Q)B = PBQ,
ya que R((I —Q)*) = N(I — Q)+ = St = N(P). Por su parte, Q*P = Q* y Q*BP = (BQ)P =

BP. Entonces, vemos que M, = Q y M; = Q* satisfacen la definicién de S-complementabilidad.
Reciprocamente, si B es S-complementable y M, € L(H) satisface el item 2. de la definicién,

R(PB) = R(PBM,) = R(PBPM,) = PBP(R(M,)) C R(PBP).
Por lo tanto, aplicando la Proposicién 2.1.7, tenemos que el par (B,S) es compatible. ]

En la demostracién anterior hemos visto que, si (B, S) es compatible y Q € P(B,S), entonces
M, = Q y M; = Q* satisfacen la definicion de S-complementabilidad. Por lo tanto, si QQ €
P(B,S),

Bs=BQ and B;s=B(I-Q), (3.2.2)

y estos operadores resultan autoadjuntos ya que () es una proyecciéon B-autoadjunta.
a

b*
B/s inducida por S nos recuerda a la Ec. (3.1.1), ya que, por la Observacién 2.1.19:

a b 0 —alb 0 0
Bjs = BUI = Pps) = <b* c> (0 I )_ (0 c—b*aTb>'

Observacién 3.2.2. Si (B,S) es compatible y B = I; >, la representacién matricial de
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3.2.1. Extremalidad del complemento de Schur a subespacios B-definidos

Recordemos que si A € L(H)™ el complemento de Schur de A a S puede caracterizarse como

Ajs =mf{Q"AQ : Q€ Q, N(Q) =S},
(ver Teorema 3.1.4 y [3]). Més atn, G. Corach et al. [19] probaron que:

Proposicién 3.2.3. Dados A € L(H)" y un subespacio cerrado S de H, si (A, S) es compatible
entonces

Ajs =min{Q"AQ : Q€ Q, N(Q) =S} (3.2.3)
Demostracién. Teniendo en cuenta el comentario anterior, sélo falta probar que A,s pertenece
al conjunto en cuestion. Pero, si Q = I — Py s, la Ec. (3.2.2) asegura que Ais=AQ =Q"AQ y
N(Q) = S. Por lo tanto, 4/, = min{Q*AQ : Q€ Q, N(Q) =S}. O

A continuacién nos proponemos generalizar la férmula (3.2.3) para operadores B € L(H)® y
subespacios cerrados S de H que sean B-definidos y tales que el par (B, S) resulte compatible. A
pesar de que los resultados de estos parrafos estan enunciados para ambas clases de subespacios
B-definidos, sélo presentaremos las demostraciones para el caso B-no negativo.

Cabe destacar que parte de las Proposiciones 3.2.4 y 3.2.8 fueron probadas anteriormente.
Mas precisamente, como consecuencia de los resultados probados por P. Massey y D. Stojanoff
en [54] se deduce que, dados B € L(H)® y un subespacio B-no negativo S de H, si (B,S) es
compatible entonces B,s puede representarse como

Bjs =min{Q BQ: Q € Q,N(Q) = S}.

Proposicién 3.2.4. Dados B € L(H)® y S un subespacio cerrado de H, supongamos que (B, S)
es compatible. Luego,

1. Bjs = mgl’n{Q*BQ Q€ Q,N(Q) =S8} siysdlo si S es B-no negativo.
2. Bis = méix{Q*BQ Q€ Q,N(Q) =S8} siysdlo siS es B-no positivo.

Demostracion. Supongamos que (B,S) es compatible y S es B-no negativo. Por la Ec. (3.2.2),
B/S = B(I — PB,S) = (I — PB73)*B(I — PB,S) y entonces B/S S {Q*BQ Qe Q, N(Q) = S}
Por otro lado, dada @ € Q con N(Q) = S, consideremos la proyeccion E = I — Q. Luego,

(Q*BQz,z) = (BQz,Qx)=(x—FEz,x—FEz)p =
= (PB751'—|—(I—PB73>$—EJ},PB7S$+(I—PB7$)1‘—ECII>B =
= ((I—-Pps)r,(I —Pps)xr)g+(Ppsr— Ex,Pgsx— Ex)y >
> <B/S.%',.I'>,

para todo z € H. Por lo tanto, Q*BQ > B/s para toda Q € Q con N(Q) = S, es decir,
Bjs =min{Q'BQ: Q € Q,N(Q) = 5}.

Reciﬁrocamente, supongamos que B/s = m<1’n{Q*BQ : Q€ Q, N(Q) =S8}. Notemos que,
dados z € H\ Sy s € S, existe £ € Q con R(E) = S tal que Ev = s. Entonces,

(Bsz,z) (B(I —E)x,(I-E)x)=(B(xr—s),r—s) =

(B((x — Ppsz) + (Ppsx —s)),(x — Ppsx) + (Ppst —s)) =
<B(1‘ - PB731‘), xr — PB’$$> + <B(PB7333 — 8), PB,SQC — S> =
<B/Sa:,:c>+<B(PB7537—3),PB,5$—3), para todo s € S,

I IA
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ie. (B(Ppst—s),Ppsr—s)>0paratodos € S, o equivalentemente, S es B-no negativo. [

Proposicién 3.2.5. Sea B € L(H)® y supongamos que el par (B,S) es compatible. Entonces,
las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Bjs € L(H)*;
2. N(Q) es B-no negativo para alguna proyeccion Q € P(B,S);
3. B7Y(S1) es un subespacio B-no negativo de H.
Demostracion. 1 < 2 : Dada Q € P(B,S), tenemos que B/s = B(I — Q). Siz € H,

(Bjse,x) = (B(I - Q)z,2) = (I - Q). (I - Q)a) 5. (3.2.4)

Entonces, B/s € L(H)" siy sélo si R(I — Q) = N(Q) es B-no negativo.

2 < 8 : Notemos que AN es un subespacio B-neutro de H y, dada cualquier proyeccién @Q €
P(B,S), resulta que N(Q)LgN y B~1(S1+) = N(Q) + N. Por lo tanto, N(Q) es B-no negativo
si y s6lo si B71(S1) es B-no negativo. O

Lo siguiente es una consecuencia directa de las Proposiciones 3.2.4 y 3.2.5.

Corolario 3.2.6. Sean S un subespacio cerrado de H y B € L(H)® tales que el par (B,S) es
compatible. Luego, B € L(H)" si y sdlo si B)s € L(H)* y S es B-no negativo.

Observacion 3.2.7. Recordemos que, dada una matriz de bloques autoadjunta

a b
= ()

el complemento de Schur de M en A estd definido por
Aj, =c—ba'b, (3.2.5)

donde a' denota la inversa de Moore-Penrose de a. En [1], A. Albert mostré que A > 0si y sélo si
a>0,A,,>0y N(a) C N(b*) (o equivalentemente, R(b) C R(a)). Luego, el corolario anterior
puede interpretarse como una extensién de [1, Teorema 1]; recordemos que, por el Teorema
2.1.17, el par (B, S) es compatible si y sélo si R(b) C R(a), donde

a b
= (5 0)

es la representacién matricial de B inducida por el subespacio S.

El resultado de Albert es frecuentemente citado en la teoria de Control Robusto, ver por
ejemplo, [12, Seccién 2.1] y [31, Teorema 1.10]. Ademés, en [69, Corolario 2 (del Teorema 1.7)]
puede encontrarse otra posible generalizacién de [1, Teorema 1].

Ahora, dados B € L(H)® y un subespacio cerrado S de H, consideremos los conjuntos

M~ (B,SY) = {XeL(H)*: X <B, R(X)CS},
MFT(B,SY) = {XcL(H)*: B<X, R(X)CS+})
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Proposicién 3.2.8. Supongamos que el par (B,S) es compatible. Luego,
1. S es B-no negativo si y sélo si B;s = max< M~ (B,Sh).
2. § es B-no positio si y sélo si B;s = min< M*(B,S1).

Demostracion. Supongamos que S es B-no negativo. Luego, si Q = I — Pp s, por la Proposicién
2.3.7 tenemos que @) es B-contractiva. Entonces, B)s = BQ = Q*BQ < By R(B/s) C St ie.
B)s € M™(B,S*). Mas atn, si X € M~ (B,8%), vemos que X = Q*X = XQ = Q*XQ <
Q*BQ = BQ = B/s. Por lo tanto, B/s = méx< M~ (B,S4).

Reciprocamente, supongamos que B,s = max< M~ (B, S+). Como

R(Bys) = R(B(I — Pps)) = B(N(Pgs)) C B(B™'(§%)) € 8+,

es facil ver que B)s = Q*B/sQ < Q*BQ para todo @ € Q con N(Q) = S. Por otra parte,
B/S = (I — PB73)*B(I — PB73) y N(I — PB,S) = R(PB73) = S. Entonces,

Bjs =min{Q"BQ: Q € O,N(Q) = S}
Luego, aplicando la Proposicién 3.2.4, vemos que S es B-no negativo. 0

3.2.2. El complemento de Schur a una suma de subespacios

En esta seccién, dados un operador autoadjunto B € L(H) y dos subespacios cerrados S y
Sy de H, nos interesa calcular (siempre que sea posible) el complemento de Schur a Sy de B /51
y compararlo con el complemento de Schur a & de Byg,.

En primer lugar necesitamos probar que, si el par (B,S) es compatible, el complemento de
Schur B/ s no depende de la parte B-isotrépica del subespacio §. Més precisamente, probaremos
que B/7 = B/sgn para todo T en una familia de subespacios de H (entre los que figura el
subespacio S).

Lema 3.2.9. Sean B € L(H)® y S un subespacio cerrado de H. Si (B,S) es compatible y T es
un subespacio cerrado de 'H tal que

SONCTCS+N(B),
entonces (B,T) es compatible y B/r = Bsen-

Demostracion. Supongamos que (B,S) es compatible. Luego, por la Proposicién 2.1.4, el par
(B,S6N) es compatible. Notemos que, si S&GN C 7 C S+ N(B), entonces B(7) = B(S&N)
y consecuentemente H = S © N + B(S)* € 7 + B(T)* . Luego, (B, T) es compatible.
Veamos ademds que B;7 = Bjsey. Como R(I — Ppson) = N(Ppscn) = B[SON)* =
B(T)* = N(Pp1)+ 7T N N(B), tenemos que BPp 7(I — Pgscn) = 0. Luego, Br = BPg 1 =
BPp 1P scn = BPpscn = Bson ya que S © N C 7. Por lo tanto, B/’T = B/Se/\/'- O

Proposicién 3.2.10. Dado un operador B € L(H)?®, consideremos dos subespacios cerrados de
H, S1 y Sa, tales que S1 LSz y (B, S;) es compatible para i = 1,2. Entonces, el par (B/s,,S;)
es compatible y

P(B,Sj) = P(Bys,,S;)  (para i j).
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Demostracion. Supongamos que (B,S;) es compatible y consideremos una proyeccién @Q; €
P(B,S;), para i = 1,2. Como S;LpSs, tenemos que BQ;Q; = Q;BQ; = 0 si i # j. Entonces,

Bs,Qj = B(I — Q:)Q; = BQ;(I — Qi) = Q;Bys,,
ie. Qj € P(B/Si,Sj). La otra inclusién se prueba de manera analoga. ]

Proposicién 3.2.11. Dado un operador B € L(H)*, consideremos dos subespacios cerrados de
H, S1 y S, tales que S1 1L pSs y S1NSy = {0}. Si S = 81+ Ss es cerrado y (B, S;) es compatible
para i = 1,2, entonces (B,S) es compatible y

Bis = (Bys,)/s, = (B/s,) /s, -

Demostracion. Considerando el subespacio N1 = S N N(B), observemos que N3 NSy = {0}
y que N7 + Sy es un subespacio cerrado de B(S;)*, esto tltimo se debe a que ¢o(N7,Ss) <
co(S1,82) < 1. Si definimos 77 = B(S1)* © (N1 + S2), entonces el subespacio 71 + Sa es cerrado
y se satisface la siguiente igualdad 7; + Ni + Sy = B(S1)*. Si Q1 = Ps, ) /1, +s,, notemos que
Q1 € P(B,S1) y Q1P =0 para toda P € Q con R(P) = S,.

Andlogamente, consideremos Ny = So N N(B), To = B(S3)* © (N2 + S1) y la proyeccién
Q2 = Ps,//r4+s, € P(B,S2). Luego, @ = Q1 + Q2 € Q es B-autoadjunta (pues Q1 y Q2
lo son) y R(Q) = R(Q1) + R(Q2) = S1 +S2 = S, ie. (B,S) es compatible. Ademds, como
I-Q=({-Q1)—Q2), tenemos que

Bis=B(I-Q)=B(I—-Q1){I - Q2) =Bys,(I - Q2) = Bys,(I = Q2) = (Bys,)s,-
De la misma manera, podemos probar que B/s = (B/SQ)/S1‘ ]

Para obtener una representacion del complemento de Schur B,s para un subespacio cerrado
B-indefinido S, es necesario descomponer a S como S = S8, +8_, siendo S un subespacio B-no
negativo y S_ un subespacio B-no positivo — recordemos que descomposiciones de este tipo son
posibles gracias al Teorema 2.3.2 del Capitulo 3 —. Utilizando la descomposiciéon mencionada y
la Proposicion 3.2.11, puede probarse la siguiente caracterizacion de B/s.

Proposicién 3.2.12. Sean S un subespacio cerrado de H y B € L(H)*®. Si (B,S) es compatible
entonces
B)s = (Bs,);s. = (B/s_)/s.
donde SGN =8, ®S_ es la descomposicion dada en el Teorema 2.3.2.
Demostracion. Si (B,S) es compatible entonces, por el Lema 3.2.9, sabemos que Bs = B/scn-

Recordemos que, si SON =8, @ S_ es la descomposicién dada en el Teorema 2.3.2, los pares
(B,S+) son compatibles y Sy 1 pS_. Por lo tanto, aplicando la Proposicién 3.2.11 tenemos que

B)s = (Bs,.)/s. = (Bys_) /s,
O

Supongamos que el par (B,S) es compatible y consideremos la descomposicién del Teorema
2.3.2. Luego, como Sy y S_ son subespacios B-definidos, la Proposicion 3.2.8 asegura que

Bjs, <B<Bs .

El siguiente corolario muestra que el complemento de Schur B/s también pertenece a este inter-
valo de operadores autoadjuntos.
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Corolario 3.2.13. Sean B € L(H)® y S un subespacio cerrado de H. Si (B,S) es compatible
entonces
Bss, < Bjs < Bys_, (3.2.6)

donde SOHN =8+ ©&S_ es la descomposicion dada en el Teorema 2.3.2.

Demostracion. Si (B,S) es compatible, consideremos la descomposicién dada en el Teorema
2.3.2. Aplicando las Proposiciones 3.2.12 y 3.2.8, vemos que

Bys = (Bys_) s, = mix M (Bys_,Sy) < Bys_

, _ _ , + 1
y, andlogamente, B/s = (B/s,)/s_ = mgm/\/l (B/s,»S=) = Bys, - O

3.2.3. Una representacion minimax respecto a subespacios B-indefinidos
A partir de la expresion obtenida en la Proposicién 3.2.12 para el complemento de Schur de
un operador autoadjunto B € L(H) a un subespacio B-indefinido S de H:
B)s = (B/s.)/s_;

mostraremos que B,s admite una representacion del tipo minimax, es decir, es el minimo entre
el conjunto de maximos obtenidos al variar adecuadamente cierto conjunto de operadores.

Teorema 3.2.14. Sean B € L(H)® y S un subespacio cerrado de H. Si (B,S) es compatible
entonces

B/s= min mix Q7 (Q*BQ_)QL = mix min Q" (Q7BQ.)Q_, (3.2.7
187 N s, n@EEs. O @+ = B8 v, O (QLB0) (8.27)

donde SON =8, ®S_ es la descomposicion dada en el Teorema 2.3.2.

Demostracion. Si (B,S) es compatible entonces, por el Teorema 2.3.2, SN = S, & S_,

siendo S; un subespacio (cerrado) B-positivo y S— un subespacio (cerrado) B-negativo tales

que (B, S+) es compatible y S4 1 pS_. Luego, aplicando las Proposiciones 3.2.12 y 3.2.4, tenemos

que

Bis = (Bys_);s, = ml'n& Q1 B/s_ Q4 = o in Q4 (N(méxs_ Q*BQ—> Q+ =

N(@Q+)= (Q+)=S8+ Q-)=
= min max P QY BQ_ )
N(Q4)=S+ <N(Q)$ Q+Q-B6 Q+)
Andlogamente, B/s = (B/s,)/s. = max ( min Q2 (Q1BQ+)Q-). O

N(Q-)=8- N(Q4)=S+

El siguiente corolario es una interesante consecuencia de este teorema ya que, fijado un vector
x € 'H, caracteriza el valor <B /5%, :U> como un minimax.

Corolario 3.2.15. Sean B € L(H)® y S un subespacio cerrado de H. Si el par (B,S) es
compatible entonces, para todo x € 'H,

(Bisz,x) = ;161‘1511 {rel‘zsp_((B(a; —(s+1t),z—(s+1)), (3.2.8)

donde SOHN =8+ & S_ es la descomposicion dada en el Teorema 2.3.2.
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Demostracion. Por el Teorema 3.2.14, sabemos que

B/, = min max (QFBQ_ = min *B .
187 N s, n@Es. GHO-BA)Qe = i Q485 Qx

Por lo tanto, fijado = € H, <B/5x,x> < <Qj_B/$7Q+CL',$> para toda Q4+ € Q con N(Q4) =
St. Ademéds, como B)s = (I — Pps, )*B)s_ (I — Pgs,) y N(I — Pps,) = Sy, vemos que
<B/3x,x> = mln <Q+B/3 Qyx, x> Luego,

N(Q+)=
<B/Sx,x> = N(Cgmn <Q+B/S Qx, :U>
N(ém)n (Bs (= (I=Q4)r),x—(I-Q4)r)= nggi (Bs_(x—s),x—s).

Como S_ es un subespacio B-negativo, por la Proposicién 3.2.4 tenemos que

B = mix *BQ_
/S N(Qi):&Q Q

y un argumento similar al anterior muestra que

(Bsz,x) = m1n<B/5 (x—s),z—s)=minméx(B(z —(s+1t),z—(s+1)),
sESL teS—

para todo x € H. O

3.3. Una féormula para el complemento de Schur

En [59, Teorema 1.4], E. L. Pekarev probé que el complemento de Schur de un operador
A € L(H)* a un subespacio cerrado S de ‘H puede representarse mediante la siguiente férmula:

Ajs=AV2Py A2 (3.3.1)

donde Py, es la proyeccién ortogonal sobre M+ y M = AY/2(S).

En esta seccién probaremos que, dados un operador B € L(H)® y un subespacio cerrado S de
H tales que (B, S) es compatible, hay una generalizacion natural de la férmula de Pekarev (3.3.1)
para el complemento de Schur de B a §. Mas atin, mostraremos que, si la férmula dada define
un operador acotado, la misma puede utilizarse para extender la definicién de B,s en casos en
los que el par (B,S) no sea compatible, manteniendo las propiedades bésicas del complemento
de Schur.

En lo que sigue, dado un operador B € L(H)*® utilizaremos la descomposicién polar de B
dada por B = JA, donde A = |B| € L(H)T y J = J* = J~! cumple que Jx = z para
todo € N(B). Recordemos que, si el par (B,S) es compatible y M = A!/2(S), la proyeccién
Pyriy/7(myr estd densamente definida pero el producto Puy/) ()t A2 permanece acotado (ver
la Proposicién 2.4.2).

Teorema 3.3.1. Sean B € L(H)® y S un subespacio cerrado de H tales que el par (B,S) es
compatible. Si B = JA es la descomposicion polar de B, con A € L(H)* y J =J*=J7', la
compresion a S y el complemento de Schur de B a S pueden calcularse como

Bs = JAY2Py ;00 AY? y Bjs = JAYV2Py 01 m AV, (3.3.2)

siendo M = AV/2(S).
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Demostracion. Si (B,S) es compatible entonces, por el Corolario 2.2.6, la proyeccién PM//J(M)L

estd densamente definida. Mds atin, la composicion Py, /5 aq)+ A2 est4 bien definida y resulta
un operador acotado que satisface

Pry gy AY? = AV2Q,

siendo Q € P(B,S). De hecho, si x € § = R(Q) luego PM//J(M)LAl/Q.’I] = AY2p = AV2Qu, y
si y € N(Q) tenemos que AY?y € J(M)’ y en consecuencia PM//J(M)LAl/Zy =0 = AY2Qy.
Por lo tanto, si Q € P(B,S) vemos que Bs = BQ = JAY/2(AY2Q) = JAl/QPA/[//J(M)LAl/2 y

B/S :B—BS — JA1/2PJ(M)J_//MA1/2.
]

En particular, si B € L(H)™, la férmula (3.3.2) para el operador cortocircuito de B a S
coincide con la férmula de Pekarev [59, Teorema 1.4]. El préximo ejemplo muestra que la Ec.
(3.3.2) proporciona operadores bien definidos y acotados atin en algunos casos en los que la
definicién del complemento de Schur dada por T. Ando en [5] no puede aplicarse.

Ejemplo 3.3.2. Sean S y 7 dos subespacios cerrados de un espacio de Hilbert H (de dimensién
infinita) tales que S+ 7 no es cerrado. Denotemos por W al complemento ortogonal de 7 en ‘H
y consideremos el espacio de Hilbert Ho = H @& H y los operadores A, J € L(Hz) definidos por

[Py O (T 0
= r) =)

en la representacién matricial inducida por el subespacio H @ {0}. Notemos que A € L(H2)™,
su rango R(A) = W @ H es cerrado y J es una simetria i.e. J = J* = J~!. Luego, como J y
A conmutan, el operador B = JA es autoadjunto, A = |B| y J es el operador unitario de la
descomposicién polar de B.

Dado el subespacio cerrado So = S @ {0} de Hs, mostraremos que los operadores dados por
la Ec. (3.3.2) estan bien definidos y sin embargo el par (B, S3) no es compatible.

Observemos que M = Al/2(8S5) = Py(S) & {0} C H & {0} es un subespacio invariante por
J y en consecuencia Pyn1//m = Py € L(Hz). Por lo tanto, el operador B/s, (dado por la

Ec. (3.3.2)) estd definido, de hecho tenemos su representaciéon matricial —inducida por H @& {0},

. _ ( PwPzPy 0
/82— 0 -1 )"

siendo Z el complemento ortogonal del subespacio Pyy(S) en H. Por otra parte, el subespacio
A2(8y) = Py(S) @ {0} no es cerrado ya que S + 7 no es cerrado (ver la Proposicién 1.1.18
6 [11, 47]). Luego, por la Proposicién 2.2.1, el par (B, S2) no es compatible.

Lo apuntado en el ejemplo anterior nos motiva a ampliar la definicién de operador cortocircuito.

Definicién. Sean B € L(H)® con descomposicién polar B = JA y S un subespacio cerrado de

H. Consideremos el subespacio M = AY/2(S) y supongamos que el operador PJ(/\/I)L///\AAI/2
esta bien definido y es acotado. Luego, se define el operador cortocircuito de B a & mediante

B/S — JA1/2PJ(M)J_//MA1/2

y la compresién a S como Bg = JAl/ZPM//J(M)iAl/Q.
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Observaciéon 3.3.3. Recordemos que, si la composicién PJ( ML/ MAI/ 2 estd bien definida y
acotada, entonces R(AY?) ¢ M + J(M)* y M n J(M)+ = {0}. Por lo tanto, la proyec-
cién Pjagy1//am es un operador densamente definido (posiblemente no acotado) que admite un
operador adjunto.

Proposicién 3.3.4. Sean B € L(H)® con descomposicion polar B = JA y S un subespacio
cerrado de H. Supongamos que el operador PJ(M)J_//MAl/Q estd bien definido y es acotado.
Luego, los operadores B;s y Bs dados por la Definicion 5.3 son operadores autoadjuntos.

Demostracion. Si P = PravyL/ms €s facil ver que JP es un operador simétrico con dominio
M + J(M)*L. De hecho, si mi,ms € My ny,ng € J(M)*L,

(JP(mi+mn1),ma+ny) = (P(mi+n1),J(ma+n2))={(mi,JJme+ Jng)=(my,Jmg) =
(Jmy,mg) = (Jmy+ Jni,me) = (J(m1 +ny), P(ma +ng)) =
= <m1—|—n1,JP(m2—|—ng)).

Luego, para todo z,y € H,
< B/Sxa y> = < JPA1/2$7 A1/2y > = <A1/233‘, JPA1/2y> = <$7 B/$y> ’
ya que R(A'?) estéd contenido en el dominio de .JP. Por lo tanto, B/s € L(H)®. O

Proposicién 3.3.5. Sea B € L(H)® con descomposicion polar B = JA y supongamos que B)g
y Bs estdan dados por la Definicion 3.3. Luego,

1. B(S) C R(Bs) € B(S) y N(Bs) = B(S)*;
2. R(B)NS* C R(B)s) C R(AY*) NSty N(B/s) = A"V2HM).

Demostracion. 1. Es facil ver que B(S) = JAY2(AY?(S)) = Bs(S) € R(Bs) C JAY2(M) C
B(S). Por otra parte, como M C N(A)L, entonces

N(Bs) = N(Puyyp s AYV?) = AT (I (M)T) = BTH(ST) = B(S)*.

2. Siy € R(B)NS* entonces existe € H tal que y = Bz € S*. Notemos que A2z € J(M)+
y Bist = JAl/QPJ(M)L//M(Al/Qx) = Bz = y. Luego, R(B) NS+ C R(Bys). Por otro lado,
R(B/s) € JAYV2(J(M)L) = AV2(A-1/2(S81)) = ST NR(AY?). Al igual que en el item 1, vemos
que N(B/S) = N(PJ(M)L//MAI/z) = A_I/Z(M). O
En general, las inclusiones de los items 1. y 2. de la proposicién anterior son estrictas. A continua-

cién presentamos dos ejemplos que ilustran la afirmacién anterior, los mismos estdn inspirados
en los publicados en [3] y [22].

Ejemplo 3.3.6. Sea A € L(H)" tal que R(A) no es cerrado. Dado z € R(AY?)\ R(A) con
|z|| = 1, sea St el subespacio generado por z. Luego, R(A) N S+ = {0}. A continuacién
probaremos que A g # 0 y, por lo tanto, R(4) NS+ = {0} C R(A/s).

Consideremos el operador X = ( Az,x ) Pg1 € L(H)". En primer lugar, notemos que R(X) C
St. Ademss, es facil ver que X < A, ya que, dado y € H,

(A= X)y,y) = (Ayy)—(Az,z)(Psry,y) = |ly|* (Az,2) — (Az,2) | Psoy|® =
= ||Ps ylI* (Az,z) > 0.

Por lo tanto, X € M(A,S*). Luego, R(A/s) # {0} pues 0 # X < A/s.
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Ejemplo 3.3.7. Dado un operador T' € L(H)™ inyectivo pero no inversible, sea

T Tl/2 T1/2 0 T1/2 I n
A—<T1/2 0 >—< I 0)( 0 O)GL(H@H).

En primer lugar, notemos que R(A) es cerrado ya que

R< < T;/Q é )) = (R(TY?) + R(I)) ® {0} = H & {0}.

Si consideramos el subespacio S = H @ {0} de H @ H, es fécil ver que A /s = 0. De hecho, como
Ajs =Inf{Q*AQ : Q € Q, N(Q) = S}, tenemos que

0 0 T TY? 0 0

Por lo tanto, As = Ay A(S) € R(As) € A(S).

Sean A € L(H)" y S un subespacio cerrado de H. El rango y el nticleo de Ais y As
fueron estudiados originalmente en [3], [51] y [59]. Suponiendo que el par (A,S) es compatible,
G. Corach et al. [20] obtuvieron una descripcién més precisa de los mismos: R(As) = A(S),
R(A;s) = R(A) NS+ y N(Ass) = N(A) + 8. Mas atin, estas caracterizaciones del rango y el
niicleo de A/s y As se alcanzan si y sdlo si el par (A,S) es compatible. El siguiente teorema
prueba que el mismo resultado es valido también para operadores autoadjuntos.

Lema 3.3.8. Sean S un subespacio cerrado de H y B € L(H)® con descomposicion polar B =

JA. Supongamos que B)s estd dado por la Definicion 3.3 y consideremos M = AY/2(S). Luego,
valen las siguientes inclusiones:

J(M)E 0 R(AY?) C R(Pypye jyaAY?) © J(M)E N R(AY2).

Demostracion. Dada P = PJ(M)L//M, supongamos que PAY? et4 bien definido y es acotado.

Luego, la primera inclusién es claramente cierta. Si y € R(PAY?), tenemos que y € J(M)* y
existe = € H tal que y = PA'Y/2z. Es facil ver que M* + .J(M) es denso en H, esta contenido en
dom(P*) y P*u = P,/ myu para todo u € ML 4+.J(M). Entonces, dado que N(A/?) € M+,

(y,2) = <A1/2x,P*z> = <A1/2x,z> =0 paratodo z € N(AI/Q).

Por lo tanto, y € R(AY2) N J(M)*. O

Teorema 3.3.9. Sean B € L(H)*, con descomposicion polar B = JA, y S un subespacio cerrado
de H. Supongamos que B,s estd dado por la Definicion 3.5. Luego, las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. (B,S) es compatible,
2. R(B)s) =St NR(B) y N(B)s) =S8+ N(B);
3. R(Bs) = B(S).
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Demostracion. 1 = 2: Si (B,S) es compatible, la ecuacién B;s = B(I — Pps) implica que
R(B;s) € R(B) N S+, mientras que la otra inclusién ya la hemos probado en la Proposicién
3.3.5. También de la Proposicién 3.3.5, sabemos que

N(Bjs) = A7V2(M)=ATP(A2(8)) = A7V2(AV2(S) N R(AV?)) =
ATY2(AY2(8)) =S + N(AY?) = S + N(B),

ya que, por la Proposicién 2.2.1, A/2(S) es cerrado en R(AY/?).

2= 3 Sea P =Pyt /m Si AV (M) =S+ N(B) = N(Bys) entonces M N R(AY?) =
AYV2(S + N(B)) = AY2(S), es decir, AY%(S) es cerrado en R(A'/?). Ademés, si R(Bs) =
St N R(B), tenemos que AY2(R(JPA'Y?)) = S+ N R(A). Tomando la preimagen por A2 de

esta ecuacion, obtenemos
R(JPAY?) 4 N(AY?) = A7V2(St N R(A)) = M- N (R(AY?) + N(AY?))

y, aplicando J, resulta que R(PAY?) + N(AY2) = J(M)* n (R(AY?) + N(AY?)). Como
N(AY2) C J(M)*, es facil ver que

R(PAY?) + N(AY?) = J(M)= 0 R(AY?) + N(AY?).

Luego, por el Lema 3.3.8, concluimos que J(M)-NR(AY?) = R(PAY?). A partir de este hecho,
es facil ver que R((I — P)AY?) = M N R(AY?)y

R(AY?) = R(PAY?) + R((I — P)AY?) = J(M)* N R(AY?) + AV2(S).
Por lo tanto, R(Bs) = JAY2Py, ;s (R(AY?)) = JAY2(AV2(S)) = B(S).
9= 1: La identidad R(Bs) = B(S) implica que
H = B5'(R(Bs)) = B5'(B(S)) = B5'(Bs(S)) = § + N(Bs) = § + B~(81),
porque, por la Proposicién 3.3.5, N(Bs) = B~!(S*). Por lo tanto, (B,S) es compatible. O

Observacion 3.3.10. Algunos de los resultados de la seccién 4.2, enunciados para pares (B, S)
compatibles, siguen valiendo al considerar la nueva definicién para el complemento de Schur.
Por ejemplo, no es dificil probar que, dados B € L(H)® y un subespacio cerrado S de H tales
que By estd bien definido, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. (B,S) es compatible y S es B-no negativo;
2. Bjs =minc{Q*BQ : Q € Q,N(Q) = S};
3. B/s =mix<{X € L(H)*: X < B, R(X) C §*}.



Capitulo 4

Complementos de Schur en espacios
de Krein

Sean H un espacio de Krein con simetria fundamental J y A € L(H) un operador J-
autoadjunto con la PFU. Supongamos que A = DD¥, donde D € L(K,H) con N(D) = {0}
y K es un espacio de Krein. Dado un subespacio cerrado S de H, consideremos el subespacio
M = D#(8) y supongamos que M es un subespacio de Krein de K.

Definicion. Bajo las hipétesis anteriores, definimos el complemento de Schur de A a S como
Ayis) = DPpyir i D¥,

y la compresion de A a § como Ag) = DPM//M[L] D#.

En primer lugar, veamos que los operadores A5 y A/[s] estdn bien definidos: por la PFU de A, si
A = D;D¥ con D; € L(K;, H) y N(D;) = {0} parai = 1,2, existe un isomorfismo U € L(K1, Kz)

tal que D1 = DyU. Fijados los subespacios M; = DZ#(S), para i = 1,2, notemos que M;j es un
subespacio de Krein de Ky si y sélo si My = U(M;) es un subespacio de Krein de Ko, y en ese

#
caso UPMl//M[lj_]U = PMQ//M[Q“' Luego,
# #\DH#F _ #
DiPyi i PV = Do(UP i UT)DF = Doy i D5

Las siguientes son algunas propiedades que se desprenden de la definicién anterior:
L. As), Ays) € L(H),
2. Ais), Ajjs) son operadores Jy-autoadjuntos,
3. Aisi + A5 = A

La segunda afirmacién es consecuencia de que las proyecciones P, /MY Py //M SOn Jic-
autoadjuntas.

A continuacién, caracterizaremos el rango y el nicleo de Ajs) y A/[s). Para esto necesitaremos
el siguiente lema técnico.

99
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Lema 4.0.11. Sean H y K dos espacios de Krein. Si T € L(H,K) entonces,
1. N(T#) = R(T)Hx,
2. T#(S) Hrn = 7=1(SHK) para todo subespacio S de K.

Proposicién 4.0.12. Sean A = DD# € L(H) un operador J-autoadjunto con la PFU y S un
subespacio cerrado de H tal que M = D#(S) es un subespacio de Krein de K. Entonces,

1. A(S) C R(As) CA(S) y N(Ag) = AS)H;

2. R(A) NSk - R(A/[S]) - R(D) N SH Y N(A/[S]) = (D#>71(M).

Demostracion. 1. Notemos que,

A(S) = D(D(S)) = Ag)(S) € R(Ag) € D(M) = D(DF(S)) C DD#(S) = A(S).
Por otra parte, como N (D) = {0}, tenemos que
N(Ag)) = N(Pyyyy s D) = (DF) 7 (M) = A7 (8H) = A(s)M.

2. En primer lugar observemos que, por la Observacién 1.2.24, R(D) no depende de la fac-
torizacién utilizada. Ahora, si y € R(A) N SHI entonces existe un vector z € H tal que
y = Az € SH. Notemos que D#z € MU y Ajsir = DPM[J_]//M(D#.T) = DD#z = 3. Luego,
R(A) nSH c R(A/s))- Por otra parte, R(A/s)) C DM = D(D-1(SH)) = S n R(D).
Al igual que en el item 1, se deduce que N(Ag)) = N(PMM//MD#) = (D#)"Y(M). O

En general, las inclusiones entre rangos probadas en la proposicién anterior son estrictas. El
préximos ejemplo, similar a uno de los presentados en el capitulo anterior, ilustra esta afirmacion.
De manera analoga, pueden contruirse ejemplos para mostrar que las demads inclusiones son
estrictas.

Ejemplo 4.0.13. Dado un espacio de Hilbert H, sea T" € L(H) un operador autoadjunto tal
que N(T) = {0} y R(T) no es cerrado. Si la descomposicién polar de T estd dada por T' = U|T],
con |T| € L(H)T, U =U*=U"'y U|T| = |T|U, consideremos el espacio de Krein H; = H con
simetria fundamental U. Ademas, sea Hy = H®H el espacio de Krein cuya simetria fundamental

J estd dada por
1 0
= (o),

respecto a la descomposicién matricial inducida por H @ {0}. Sea A € L(H3) el operador J-
autoadjunto definido por
A T UT|V?
=N 1)
y notemos que A = DD#, donde D € L(Hy,Hs) estd dado por

_ (U2
po (U,

Si & = H @ {0} entonces D¥(S) = R(|T|"/?) € Hy y M = D#(S) = H;. Luego, N(D) =
M = {0} ya que Hy = M C R(D#) = N(D)Hhu,
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Entonces, A = DD# es una descomposicién como la del Teorema 1.2.21 y
Luego, tenemos que Ajg) = Ay A5 =0 € L(Hz). Por lo tanto,
A(S) = R(T) & R(T|"?) ¢ R(T|"?)@H = (R(T) + R(T|'*)) & (R(IT|'?) + H)
= R(Ag)) & Ha = A(S).

Proposicién 4.0.14. Dado un operador J-autoadjunto A € L(H) con la PFU, sea D € L(K,H)
tal que N(D) = {0} y A = DD¥. Sea S un subespacio cerrado de H tal que M = D#(S) es un
subespacio de Krein de K. Si T es un subespacio cerrado de H tal que S C T C (D#)~Y(M)
entonces D#(T) = M y

Ay = Ays)-

Demostracion. Sea T un subespacio cerrado de H tal que S € 7 C (D#)~}(M). Aplicando
D7 a estas inclusiones, tenemos que D#(S) C D#(7) C D¥((D#)~Y(M)) C M. Por lo tanto,

D#(T)ZMyA/[T]:A/[S]. O

4.1. Propiedades extremales para subespacios .J-definidos

El objetivo de esta seccién es mostrar que, si S es un subespacio J-definido de un espacio de
Krein H, el complemento de Schur de un operador J-autoadjunto A € L(H) a S puede caracte-
rizarse como un elemento extremal dentro de cierto conjunto de operadores. Mas precisamente,
obtendremos una representacién para A /s similar a la probada por W. N. Anderson Jr. y G.
E. Trapp [3, Teorema 1] para el complemento de Schur de operadores positivos actuando en un
espacio de Hilbert.

Los resultados de esta seccién estan enunciados tanto para subespacios J-no negativos como
para subespacios J-no positivos, sin embargo presentaremos las demostraciones para subespacios
J-no negativos. Las demostraciones del otro caso son andlogas, realizando las modificaciones
pertinentes.

Sea A € L(H) un operador J-autoadjunto con la PFU. Si A = DD¥, siendo D € L(K,H)
con N (D) = {0} y K un espacio de Krein, consideremos el conjunto

I(A) ={X = EE* . F ¢ L(K,H), R(E) C R(D)}.

Por la Observacién 1.2.24, el subespacio R(D) s6lo depende del operador A y, en consecuencia,
lo mismo ocurre con el conjunto Z(A). Luego, dado un subespacio cerrado S de ‘H, consideremos
dos subconjuntos de Z(A):

M (A, SH) = {XeZ(Ad): X <; A RX)cCsH,
MFT(A,SH) = (X eZ(A): A<; X, R(X)CSHY.
El resultado principal de esta seccién es el siguiente teorema:

Teorema 4.1.1. Dados un operador J-autoadjunto A € L(H) con la PFU y un subespacio

cerrado S de H, supongamos que el subespacio M = D#(S) es un subespacio de Krein de K,
siendo D € L(K,H) tal que N(D) = {0} y A = DD?%. Luego,
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1. si M es J-no negativo entonces A s = nizix M~ (A, SH.
>J

2. si M es J-no positivo entonces A s) = n<1in MH(A,8H).
>J

Antes de probarlo, estudiaremos un caso particular que resulta interesante en si mismo. Si
consideramos el operador identidad I € L(H), notemos que I tiene la PFU ya que I =1 <; I,
es decir, satisface una de las condiciones suficientes apuntadas en el Teorema 1.2.25. Ademas,
la tinica factorizacién de I (salvo isomorfismos) es la dada por I = DD#, con D = I € L(H).
Luego, dado un subespacio de Krein S, resulta que M = S y el complemento de Schur de I a
S coincide con la proyeccién J-ortogonal con nicleo S. Ademéds, Z(I) = L(H) y los conjuntos
M=(I,8H) y M*(1,8H) son naturalmente comparables con el del Teorema 3.1.1.

El préximo lema describe las condiciones de extremalidad que tienen las proyecciones J-
autoadjuntas con nucleo J-definido, probando el Teorema 4.1.1 en el caso particular del operador
identidad.

Lema 4.1.2. Sean S un subespacio de Krein de H y Q = Pst1y)/s la proyeccion J-autoadjunta
con nucleo S. Luego,

1. si S es J-no negativo entonces Q = max M~ (I,SH).

<J

2. st S es J-no positivo entonces () = Igl'n M+(I,S[J‘]).
>J

Demostracion. Supongamos que S es un subespacio (de Krein) J-no negativo de H. Luego, por la
Proposicién 2.3.7, tenemos que @ es J-contractivay R(Q) = SHI. Por lo tanto, Q € M~(I, SM).

Ademés, si X € M~(I,SH]) entonces X <; Q: de hecho, la inclusién R(X) € SH implica
que QX = X, y luego QXQ = (QX)Q = XQ = QX = X porque X y @ son J-autoadjuntos.
Entonces, si x € H,

[(Q—X)z, 2] =[QU - X)Quz,z] =[(I - X)Qz,Qz] >0,
i.e. X <; Q. Por lo tanto, Q@ = méx<, M~ (I,SH). O
Ahora si, presentamos la demostraciéon del Teorema 4.1.1.

Demostracion del Teorema 4.1.1. Sea QQ = Ppiii//am ¥ supongamos que M es J-no negativo
(i.e. Q es J-contractiva). Notemos que A5 = (DQ)(DQ)* y R(DQ) C R(D), por lo que
Ais) € Z(A). Como Q < I tenemos que A5 = DQD# <; DD# = Ay, por la Proposicién
4.0.12, R(A/g)) C SH1. Entonces, Ajs) € M~ (A, SH).

Ademds, A5 = ngi]XM_(A, SM). De hecho, si X = EE# € M~ (A, SM) entonces R(F) C
R(D) y, por el Teorema de Douglas 1.1.1, la ecuacién DY = E admite una solucién en L(K). Si

Z € L(K) es una solucién de la ecuacién anterior, tenemos que X = DZZ# D#. Como X <; A,
dado un vector x € H,

[ - ZZ#)D#;U,D#:ULC — |PU - 22*)DFaw| = [(A= X)z,2]y > 0,

H

entonces | (Ix — ZZ#)y7y],C > 0 para todo y € R(D#) = N(D)Hk = K. Luego, ZZ# < Ik.
Dado que R(X) C SHI, podemos concluir que R(ZZ#D#) C Dil(SM) = MMy luego
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R(ZZ#) = ZZ#(R(D#)) C R(ZZ#D#) C MW Entonces, ZZ# € M~(I, M) y, poe el
Lema 4.1.2, ZZ# <; Q (notemos que el espacio de Krein considerado en este argumento es ).
Por lo tanto,

X =DZZ#D¥% <; DQD¥ = A g,

. o - (]
i.e. Ag] —n%zixM (A,S). O

Corolario 4.1.3. Sea S un subespacio de Krein de H. St Q = Ps[J_]//S, existen dos subespacios
de Krein S+ y S— de H tales que S=81 +S_ y

Q = max M~ (I, S—[i—J_]) min M (I, S[_L]).
<J <J

Demostracion. Si S es un subespacio de Krein de H entonces, por el Teorema 2.3.9, QQ = Q1 Q_,
siendo )+ una proyeccién J-contractiva y (Q— una proyeccién que conmutan entre si. También
podemos probar que (I — Q4)(I — Q-) = 0 (ver la demostracién del Teorema 2.3.9) por lo que
[-Q=(I-Q:)+(I-Q_)yS=N(Q) =NQs)+NQ).

Por el Lema 4.1.2, sabemos que Q4 = méx<, M~ (I, R(Q4))y Q— = min<, MT(I,R(Q-)).
Entonces, considerando los subespacios St = N(Q+ ), completamos la demostracion.

O

Corolario 4.1.4. Sean H un espacio de Krein y A € L(H) un operador J-autoadjunto con la
PFU. Consideremos una factorizacion A = DD¥ donde D € L(K,H) con N(D) = {0} y K
es un espacio de Krein. Si A tiene rango cerrado y S es un subespacio cerrado de 'H tal que
M = D#(S) es un subespacio de Krein de K, entonces existen dos subespacios cerrados Sy y
S_ de H tales que Sy +S_ = (D#)"H (M) y

Ay = mix M~ (A, 51) + min M (4, 8) — A,

Demostracién. Supongamos que M es un subespacio de Krein de K y sea ) = P, 1) /M- Por el
Teorema 2.3.9, existen dos proyecciones Q)+ y (J— que conmutan entre si tales que QQ = Q1 Q_,
Q+ es J-contractiva, Q_ es J-expansiva y N(Q) = N(Q4) + N(Q-) (esta ultima afirmacién se
desprende de la demostracién del Teorema 2.3.9).

Sea Sy = (D#)"Y(N(Q+)) y definamos My = D#(S,.). Por la Observacién 1.2.24, R(D¥) =
K y en consecuencia My = D#(S+) = N(Q+) N R(D#) = N(Qx+). Por lo tanto, A/s,) =
DQ+D% y

Ais)=D(I —Q)D* = D((I — Q1)+ (I —Q_))D¥ = Ais,) + Ais .-

Ademas, recordemos que, por la Proposicién 2.3.7, los subespacios M4 y M_ son J-no negativo
y J-no positivo, respectivamente. Luego, utilizando las caracterizaciones del Teorema 4.1.1,
tenemos que

Ajs) = A-Ag=A— (A5, T As ) = Ayisy) T A)s ) — A=
= max M~ (4,85 + min M+ (4, 8H) - 4.
<J <J
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Teorema 4.1.5. Sea S un subespacio cerrado de H. Supongamos que A € L(H) es J-autoadjunto
y satisface la PFU. Si A= DD# con D € L(K,H), N(D) = {0}, supongamos que M = D#(S)
es un subespacio de Krein de IC. Luego,

1. st M es J-no negativo entonces A/[S} = filf{Q#AQ : Q€ Q(H), N(Q)=S}.
>J

2. si M es J-no positivo entonces A s) = sup{Q7AQ : Q € Q(H), N(Q) = S}.
<J

Demostracion. Supongamos que M es un subespacio J-no negativo y consideremos la proyeccién
P = PM[L]//M. Notemos que, para todo = € K,

Pz.Pz]. = mi - — .
[ Pz, Px ) T{Zrél/r\l/l[x m,r —m|c

De hecho,dados x € K y m € M,

[t —m,x—m] = [Px+ (I —P)x—m,Px+ (I —-P)x—m)]
= [Pz,Pzx]+[({ —P)x —m,(I — P)x —m]| > [Pz, Px].

Ademss, R(D*) es denso en K pues N(D) = {0}. Entonces, si y € H,

[Ajsiwsy],, = [PD#y,PD#y}Kzngé%[D#y—m,D#y—m =

_ ¢ (0 _ H (0 _ _ _ _
= it [ DFy—s). DF(y—s)| = it [Aly—s).y— sy

SiQ € Q(H) con N(Q) =S, dado = € H,
|Q*AQu.x| = [AQe,Qaly = [Alw— (I - Qa).a — (I - Qaly = [4ga.2],,

porque (I — Q)z € S. Luego, 45 <, Q" AQ para toda Q € Q(H) con N(Q) = S i.e. Ays) es
una cota inferior del conjunto {Q” AQ : Q € Q(H), N(Q) = S}.

Dada C una cota inferior cualquiera del conjunto {Q* AQ : Q € Q(H), N(Q) = S}, mos-
traremos que C' <; A/(s). Fijemos un vector x € H. Si x ¢ S, notemos que para todo s € S
existe una proyecciéon @ € Q con N(Q) = S tal que (I — Q)x = s. Entonces,

[A(x —5),2 — 5]y = [AQx,Qx ] > [Cx,x ]y

]H > [Cx, x|y Por otra parte, si x € S entonces Q#*AQx =0

para todo s € §. Luego, [A/[S]{L‘, x
=&, y tenemos que,

para toda Q € Q(H) con N(Q

[Cx, 2], < |:Q#AQ$,$]H =0.

v

Pero también A gz = DPM[L]//MD#.T = (0 porque D#x € M. Entonces, [A/[S]x, x]H =0
[Cx,2]y. Como el vector x € H era arbitrario, concluimos que A /5] > C'y, por lo tanto,

Ajis) = ngf{Q#AQ 1 Q€ Q(H), N(Q) =S}
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4.2. Complementos de Schur de operadores .J-positivos en es-
pacios de Krein

En el Teorema 1.2.25 de los Preliminares mencionamos que los operadores J-positivos tienen
la propiedad de factorizacién unica. Ademéds, observamos que, dada una factorizacién A = DD#
como la del Teorema 1.2.21, podemos elegir el espacio vectorial K (que cumple el rol de dominio
del factor D) de manera que resulte un espacio de Hilbert.

Dado un operador (acotado) J-positivo A actuando en un espacio de Krein H, en esta seccién
utilizaremos la siguiente factorizacién de A: si |[A| = JA € L(|H|)™, consideremos el espacio
de Hilbert K = J(N(A)*) y el operador D = J|A|Y2J|x € L(K,H). Luego, N(D) = {0},
D# = J|A|'? € L(H,K) y DD# = A.

Notemos que, si K es un espacio de Hilbert y S es cualquier subespacio cerrado de H, el
subespacio M = D#(S8) es un subespacio cerrado de K y por lo tanto resulta un “subespacio de
Krein” de K. Entonces, el complemento de Schur A s estd bien definido para todo subespacio
cerrado § de ‘H y ademss,

Ays) = DPpuD¥# = (JIAIM2)Pyyo (J|A]Y?) = JIA[V2 (T Py J)| A2 =
JIA[M2 Py A2, (4.2.1)

donde Pjry € L(K) es la proyeccién ortogonal sobre .J (M), Esto implica que Ajg] es
un operador J-positivo y ademds si consideramos el operador E € L(M™ H) definido por
Ex = Dz = J|A|Y? ]z, para € ML, tenemos que

Ajs)=EE*, y N(E)={0},
es decir, esta es la factorizacién tnica (salvo isomorfismos) de A (g).

_—
Observacién 4.2.1. Es importante destacar que J(M+) = JD#(S)" = (JA|'/%(S))*. Enton-
ces, de la Ec. (4.2.1) y el item 1. del Teorema 3.1.5, podemos concluir que, si A € L(H) es
J-positivo entonces

Ayisy = J (1Als), (4.2.2)

donde |A] /s es el operador cortocircuito (en el sentido de operadores actuando sobre un espacio
de Hilbert) de |A| a S.

En consecuencia, el complemento de Schur de un operador J-positivo A, actuando en un espacio
de Krein H, estd intimamente relacionado con el complemento de Schur del operador positivo
JA, el cual actia en el espacio de Hilbert |H|. Las siguientes proposiciones traducen algunos
resultados clasicos de operadores cortocircuito al contexto de un espacio de Krein. En primer
lugar, enunciaremos una version del Teorema de Douglas para operadores J-positivos en espacios
de Krein.

Teorema 4.2.2. Sea H un espacio de Krein y consideremos operadores J-positivos A, B € L(H).
Si A = DD¥, D € L(K1,H), N(D) = {0} es una factorizacion cualquiera de A como la
del Teorema 1.2.21 (resp. B = EE#, E € L(Ko,’H), N(E) = {0}) entonces las siquientes
condiciones son equivalentes:

1. la ecuacion DX = E admite una solucion en L(KCo,K1);
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2. R(E) C R(D);
3. existe una constante A > 0 tal que B <j \A.
En este caso, existe un tinico X € L(K2,K1) tal que DX = E. Ademds, N(X) = N(E) y
| X|| = f{\>0:B <;AA}

Demostracion. Recordemos que si A (resp. B) es J-positivo entonces K (resp. K2) es un espacio
de Hilbert. Luego, D# = D*.J y E# = E*.J. Por lo tanto, la desigualdad A <; AB es equivalente
a DD* < A\EFE* y el resultado es consecuencia del Teorema de Douglas. O

Proposicién 4.2.3. Si S y 7 son subespacios cerrados de H y A, B € L(H) son J-positivos,
luego

1. Ajys) = niéx/\/l_(A,S[L]) = rrééx{X €EL(H): 0<; X <;A, R(X)CS8H;
>J <J

2. Ay = H{QPAQ : Q € Q(H), N(Q) = Sk
3. si A <; B entonces A;s) <j Bjs];
4. siT C S entonces A/[S} <y A/[T].

Demostracion. 1. Dados un operador J-positivo A € L(H) y un subespacio cerrado S de H,
Ayis) = méx<, M~ (A, SHI) por el Teorema 4.1.1 (recordemos que K es un espacio de Hilbert).
Ademas,

M (ASHY={XeLH): 0<; X <; A, R(X)CSH.

Sea A={X e LH): 0<; X <; A, R(X)CSH} Si X € Aentonces X >; 0y admite
una factorization X = FE# | siendo E € L(K1,H) con N(E) = {0} y K1 un espacio de Hilbert.
Luego, mediante un isomorfismo, podemos sustituir K por el espacio de Hilbert I que aparece
en la descomposicién de A. Por el Teorema 4.2.2, R(E) C R(D) ya que X <; A. Entonces
X € I(A), y las condiciones X <; Ay R(X) C S implican que X € M~ (4, SH).

Reciprocamente, si X € M~ (A, SH), existe un operador E € L(K,H) tal que X = EE# =
EE*J, donde la ultima igualdad estd justificada porque K es un espacio de Hilbert. Luego,
X >; 0y las demés condiciones sobre X aseguran que X € A. Entonces, M~ (A4, SH]) C A.

3. Si A <; B entonces |A| = JA < JB = [B|. Por el Teorema 3.1.5, |A],s < |B|/s y luego
Ays) = J(|Alys) <5 J(IBlss) = Bys) (see Eq. (4.2.2)).

Los items 2.y 4. también se demuestran a partir de la identidad (4.2.2). O
La siguiente Proposicién generaliza el item 3. del Teorema 3.1.5:

Proposicién 4.2.4. Sean S un subespacio cerrado de H y A € L(H) un operador J-positivo.
Si A = DD¥ (con K un espacio de Hilbert y D € L(K,H) tal que N(D) = {0}) y Ayis) = EE*
(con € un espacio de Hilbert y E € L(E,H) tal que N(E) = {0} ), entonces

R(E) = R(D) n S,
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Demostracion. Si A = DD#, siendo D € L(K,H) con N(D) = {0}, entonces Ag) = FF#
donde F € L(M™*,H) es el operador definido por Fz = Dx para € M. Luego,

R(F) = R(DPy.) = D(M*) = D(D7Y(SH))) = R(D) nSH,
y, por la Observacién 1.2.24, R(E) = R(F) = R(D) NS, 0

Proposicién 4.2.5. Sean H un espacio de Krein and A € L(H) un operador J-positivo. Si Sy
y So son subespacios cerrados de H tales que S1 4+ S es cerrada, entonces

Ayisirsy) = (Asis) /182 = (Ayisa1) isa)-

Demostracion. Supongamos que S; Si 81 y So son subespacios cerrados de H tales que S1 + So
es cerrada. Consideremos el operador |A| = JA € L(|H|)™. Luego, por el item 4. del Teorema
3.1.5, tenemos que |A /s, 15, = (|Al/s,)/s, = (|Al/s,) /s, - Entonces, por la Ec. (4.2.2),

Asisivss) = JAls1+s,) = J(1Al)s,) /8.1 = (J(1Al/s1)) j15) = (Asisi)) Ji8a)-
Anélogamente, A/[$1+52] = (A/[Sz])/[sl] Il

En los préximos pérrafos, dada una sucesién (7),),en de operadores (acotados) J-positivos,
J-SOT
usaremos la notacién T,, \, 1 para expresar que 1, St y que T, >5 Tpy1(>5 T) para
n—oo

todo n € N.

J-SOT SOT J-SOT
Notemos que T, \, T siy solo si JI,, \, JT: De hecho, si T,, \, 7T, tenemos que
T, 2, T y Ty >j Tht1 (> T). Equivalentemente, JT,, ST T (ya que J es inversible) y
n—oo n—oo

SOT
JT, > JTh (= JT), 1. e. JT, N\, JT.
La siguiente Proposicién puede deducirse facilmente utilizando la observacién anterior y las
Proposiciones 3.1.6 y 3.1.7.

Proposicion 4.2.6. Sea H un espacio de Krein.

J-50T
1. Si (Ap)nen es una sucesion de operadores J-positivos en L(H) tal que A, \, A, entonces

J-SOT

Anjis) N Ayis)-

2. 51 (Sp)nen y S son subespacios cerrados de H tales que Sy, C Sp41 para todo n € N y
J-SO0T

S = Unen Sn, entonces Ayis,) . Ajs) para todo operador J-positivo A € L(H).

Observacion 4.2.7. El ejemplo 3.1.8 puede modificarse para probar que el item 2. de la Pro-
posicion 4.2.6 no es cierto para sucesiones de subespacios decrecientes, es decir, si S, 2 Sp41
para todon € Ny & =, oy Sn-
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Capitulo 5

Cuadrados minimos indefinidos

Un problema clasico estudiado en procesamiento de senales es la estimacién de cuadrados
minimos medios de procesos estocasticos. Suponiendo que los procesos son estacionarios, este
problema ha sido estudiado desde 1940 por A. N. Kolmogorov [50] y por N. Wiener [71], quien
introdujo esta idea en distintas areas de la ingenieria, como la teoria de control y el procesa-
miento de senales. Posteriormente, a finales de los anos 50, R. E. Kalman [48] extendi6 esta
teoria a procesos no estacionarios y, desde entonces, el fitro de Kalman se transformé en una de
las técnicas mas tutiles en aplicaciones de control. Después del trabajo de Kalman se han desa-
rrollado teorias similares en control 6ptimo, conocidas como control gaussiano lineal-cuadratico
(LQG). En la teorfa de control LQG, las propiedades estadisticas de los procesos estocésticos
subyacentes se suponen conocidos, una importante limitaciéon en algunas aplicaciones relaciona-
das con la ingenieria. A comienzos de los anios ‘80, la teoria de control H*° aparecié como una
alternativa para solucionar esta limitaciéon en problemas précticos (para més detalles sobre el
tema, referimos al lector al trabajo de G. Zames [72]). El control H* se volvié un drea muy
activa, la cual ha sido estudiada desde diferentes puntos de vista, algunos de ellos relacionados
con problemas en espacios con métrica indefinida. En particular, la introduccién de los espacios
de Krein propuesta por B. Hassibi, A. H. Sayed y T. Kailath en técnicas de estimacién y control
H> permitié adaptar herramientas tradicionales de la teoria de control LQG al control H* (en
[42] hay una completa exposicién sobre este tema). Ademas, la introduccién de los espacios de
Krein otorgé una explicacion a algunos aspectos importantes en la teoria de filtrado adaptativo,
ver [39] y [41].

Algunos de estos problemas (planteados en espacios de dimensién finita) pueden interpretarse
adecuadamente como problemas de cuadrados minimos indefinidos. Dada una matriz A € R™*"™
con m > n y un vector y € R, una solucién de cuadrados minimos indefinidos de la ecuacién
Ax =y es un vector u € R” tal que

(Au—y)"J (Au —y) = min (Az — )" (Az — y),
I, 0
0 -1
soluciones de cuadrados minimos indefinidos de Ax = y estd relacionada con una técnica de
estimacién lineal en espacios de Krein, estudiada por S. Chandrasekaran et al. [14] y A. H.
Sayed et al. [66].
Andlogamente, dados dos espacios de Hilbert H y X, un operador de rango cerrado C' €

donde J = es una matriz de signatura con p + ¢ = m. La descripcién de las
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L(H,K), un operador autoadjunto B € L(K) y un vector y € K, diremos que un vector u € H
es una B-solucién de cuadrados minimos (y lo anotaremos B-LSS) de la ecuacién Cz = y si
satisface

(B(C’u—y),Cu—y>:gé%l<B(C$—y),C:z:—y>. (5.0.1)
En particular, si B = I la ecuacién anterior define el problema clasico de cuadrados minimos,
i.e. calcular u € ‘H tal que

Cu — y||* = min ||Cz — y||.
[Cu—y ggﬁH z —y

Este tltimo problema siempre admite una (tnica) solucién de norma minima, dada por u = C'y,
siendo C' la inversa de Moore-Penrose de C. Por otra parte, si B es una reflexién, i.e. B = B* =
B~! la Ec. (5.0.1) presenta un problema de optimizacién en espacios de Krein similar a aquellos
considerados anteriormente en dimensién finita.

Cuando consideramos la forma sesquilineal (z,y); = (Bx,y) inducida por un operador
autoadjunto arbitario B € L(K), ni la existencia ni la unicidad de B-LSS estdn garantizadas en
general, atn cuando H tiene dimensién finita. De hecho, la existencia de B-LSS de la ecuaciéon
Cx = y resulta estar intimamente relacionada con la compatibilidad del par conformado por el
operador B y el rango del operador C.

En [18], utilizando estas ideas y suponiendo que el operador B es (semidefinido) positivo,
G. Corach y A. Maestripieri estudiaron el problema de cuadrados minimos pesados. El presente
capitulo puede entenderse como una extension de dicho trabajo a operadores autoadjuntos.

5.1. El problema de cuadrados minimos indefinidos

Dado un operador C € CR(H,K) y un vector y € K, una solucién pesada de cuadrados
minimos de la ecuacién Cz = y es un vector u € H tal que

Cu — y|[4 = min ||Cz — y|| 4, 5.1.1
|Cu = ylla = min |[Co — ylLa (5.1.1)

siendo A € L(K)™ y || || 4 la seminorma sobre K definida por ||z|4 = ||AY2z| = ( Az, z)'/? (ver
[18]). Notemos que la Ec. (5.1.1) es equivalente a

(A(Cu—y),Cu—y)=min(A(Cr —y),Cz—y).

En esta seccion, estudiaremos el problema analogo considerando pesos autoadjuntos. Dados
C € CR(H,K), y € K y un operador B € L(K)®, nos interesa caracterizar, si existe alguno,
aquellos vectores u € ‘H tales que

(B(Cu~—y),Cu—y)=min(B(Cz ~y),Cx—y).
Estableceremos condiciones necesarias y suficientes para asegurar la existencia de vectores u €
‘H que satisfagan la ecuacién anterior; y, en este caso, parametrizaremos el conjunto de tales
soluciones.
Esa clase de problemas ha sido estudiada anteriormente; por ejemplo, por A. H. Sayed et al.
[66]. Dadas dos matrices autoadjuntas inversibles IT y W, un vector columna y, y una matriz
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arbitraria T' de dimensiones apropiadas, ellos estudiaron el siguiente problema de minimizacién:
caracterizar aquellos vectores zg tales que

2 2 + (y — Tzo) Wy — Tz) = mzl’n [Tz + (y — T2)* Wl (y — T%2)].

Observemos que, si Hy y Hz son espacios de Hilbert de dimensién finita, II € GL(H1)®, W €
GL(H2)%, y € Hy y T € L(H1,H2), el problema anterior puede reformularse como: caracterizar
aquellos vectores zg € H; tales que

(B(w—Czp),w—Cz) = mﬁgl (Blw—Cz),w—Cz),
Z€H

siendo

0 ot o s I
w—<y>€H1€9H2,B—< 0 Wl)EGL(Hl@Hz) yC—<T
Definicién. Dados C € CR(H,K), B € L(K)* ey € K, un elemento u € H es una B-solucién de
cuadrados minimos de la ecuacién Czx = y (lo abreviaremos B-LSS, por las iniciales de “B-least
square solution”) si

> € L(H1, Hl@Hg).

(Cu—y,Cu—y)p=min(Cr—y,Cz—y)p. (5.1.2)

En primer lugar, presentaremos condiciones necesarias y suficientes para garantizar la exis-
tencia de B-LSS de la ecuacion Cz = y. Resultados similares fueron demostrados con anterio-
ridad para operadores positivos [18, Observacién 4.3] y para espacios con métrica indefinida |9,
Teorema 8.4].

Lema 5.1.1. Sean C € CR(H,K), B € L(K)® ey € K. Luego, w € 'H es una B-LSS de la
ecuacion Cx =y si y solo si R(C) es B-no negativo y ademds y — Cu € R(BC)* .

Demostracion. Sea u € H una B-LSS de Cx =y. Six € Hy a € R, entonces
(Cu—y,Cu—y)g < (Cut+aCx—y,Cut+aCx—y)g=
= (Cu—y,Cu—y)g+2aRe(Cu—y,Cx)y+a*(Cr,Cx)y.

Luego, 2aRe (Cu —y,Cx) 5 + a? (Cux, Cxz)p > 0 para todo @ € R, y un argumento standard
prueba que Re (Cu — y,Cz ) g = 0. De la misma manera, considerando = ia, a € R, podemos
asegurar que Im (Cu —y,Cz )z = 0. Por lo tanto, (Cu—y,Cx )z =0y (Cz,Cx)z > 0 para
todo x € H.

Reciprocamente, supongamos que R(C') es B-no negativo y que existe un vector u € H tal
que y — Cu € R(BC)*. Luego, para todo = € H,

(y—Cz,y—Czx)g=(y—Cu,y—Cu)g+(Clu—z),Clu—2x))5 > (y—Cu,y — Cu)p.
Por lo tanto, u es una B-LSS de Cx = y. O

Corolario 5.1.2. Sean C € CR(H,K), B€ L(K)* ey € K. Si u,v € H son dos B-LSS de la
ecuacion Cz =y, entonces C(u —v) € N = R(C) N R(BCO)* .

Demostracion. Si uw y v son B-LSS de Cx = y entonces, por el Lema 5.1.1, y — Cu,y — Cv €
R(BC)*. Por lo tanto,

Clu—v) = (y—Cv) — (y — Cu) € R(C) N R(BC)* = N.
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5.1.1. La ecuaciéon normal

Dados C € CR(H,K), B € L(K)* e y € K, el Lema 5.1.1 nos motiva a estudiar aquellos
u € H tales que y — Cu € R(BC)*. Observemos que, fijado un vector u € H, y — Cu € R(BC)*
si y sélo si (y — Cu,Cx )z = 0 para todo z € H, o equivalentemente, (C*B(Cu —y),z) = 0
para todo x € H. Luego, y — Cu € R(BC)* siy sélo si u es una solucién de la ecuacion normal

C*B(Czx —y)=0. (5.1.3)
Es decir,

Proposicién 5.1.3. Sean C' € CR(H,K) y B € L(K)®. Dado un vector y € K, el vector u € H
es solucion de la ecuacion normal C*B(Cx —y) = 0 si y sélo si y — Cu € R(BC)* .

La proposicién anterior muestra ademds que, fijado un vector y € IC, existe una solucién de
la ecuacién normal C*B(Cz —y) = 0 si y sélo si

y € R(C)+ R(BC)* . (5.1.4)

Ademsds, en este caso, el conjunto de soluciones de la ecuacién normal puede parametrizarse
como una variedad afin paralela al nicleo de un operador acotado.

Proposicién 5.1.4. Supongamos que la ecuacion normal C*B(Cx—y) = 0 admite una solucion
ug € H. Luego, el conjunto de soluciones de C*B(Cx —y) = 0 coincide con

uo + N(C*BO). (5.1.5)

Demostracion. La prueba es muy simple ya que, si v € N(C*BC) y consideramos el vector
U = ug + v,
C*B(Cu—y)=C*"B(Cup —y)+ C*"BCv =0.

Reciprocamente, si u # ug es otra solucién de la Ec. (5.1.3), entonces C*BC(u—ug) = C*B(Cu—
y) — C*B(Cup — y). Es decir, u € ug + N(C*BC). O

En algunas aplicaciones, resulta tutil suponer que, para cada y € K, la ecuacién normal
C*B(Cu—1vy) = 0 admite al menos una solucién. Luego, la Ec. (5.1.4) asegura que esta condicién
es equivalente a la compatibilidad del par (B, R(C)) (ver la Ec. (2.1.1) en los Preliminares). Esto
es exactamente lo que enunciaremos a continuacién:

Corolario 5.1.5. Sean C € CR(H,K) y B € L(K)*®. Entonces, existe una solucién u € H de la
ecuacion normal C*B(Cx —y) = 0 para todo y € K si y solo si el par (B, R(C)) es compatible.

Utilizar esta hipdtesis nos permitira dar otra caracterizacion de las soluciones de la ecuacion
normal, ahora a partir de ciertas proyecciones B-autoadjuntas.

Proposicién 5.1.6. Dados C € CR(H,K) y B € L(K)?*, supongamos que (B, R(C)) es compa-
tible. Sty € K\ R(C), entonces uw € H es una solucién de C*B(Cx —y) =0 si y sélo si existe
una proyeccion Q € P(B, R(C)) tal que Cu = Qy.
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Demostracion. Para y € Ky u € H supongamos que existe @ € P(B, R(C)) tal que Cu = Qy.
Luego, por el Lema 2.1.1, y — Cu = (I — Q)y € N(Q) C R(BC)* y, aplicando la Proposicién
5.1.3, vemos que u es una solucién de C*B(Cx — y) = 0.

Reciprocamente, fijado y € K\ R(C), sea u una solucién de C*B(Cx — y) = 0. Por la
Proposicién 5.1.3, y = Cu + z con z € R(BC)*, z ¢ R(C). Dado que z € R(BC)* \ R(C) y
K = R(C) + R(BC)*, es facil ver que existe un subespacio cerrado S de R(BC)* tal que z € S
y H = R(C) +S. Por lo tanto, Q = Pr(c)//s € P(B,R(C)) y

Qy=Q(Cu+ z) =Cu.

Observacién 5.1.7. Con las hipétesis de la Proposicién 5.1.6,

(a) se sigue de la demostracién de la Proposicién 5.1.6 que, dado y € K, si Cu = Qy para
alguna @ € P(B, R(C)), entonces u es una solucién de la ecuacién normal;

(b) la reciproca de la afirmacién anterior no es cierta para y € R(C). En este caso, Qy =y
para toda Q € P(B, R(C)) y el conjunto de soluciones de Cz = y es CTy + N(C) pero
el conjunto de soluciones de la ecuacién normal C*B(Cx — y) = 0 puede parametrizarse
como Cty + N(BC) (ver la Proposicién 5.1.14 mas adelante).

Corolario 5.1.8. Dados C € CR(H,K) y B € L(K)?® tales que (B, R(C)) es compatible, supon-
gamos que N = {0}. Entonces, fijado y € K, u € H es una solucion de C*B(Cx —y) =0 si y
solo si Cu = Pp sy.

Demostracion. Si (B, R(C)) es compatible y N' = {0} entonces P(B, R(C)) = {Pgr(c)} ¥
N(BC) = N(C). Por lo tanto, el corolario se desprende de la Proposicién 5.1.6 y la observacién
anterior. O

Finalmente, presentaremos una ultima caracterizacion del conjunto de soluciones de la ecua-
cién normal C*B(Cz — y) = 0; ahora en términos de una solucién (acotada) de las ecuaciones
CXC=CyBCX = (CX)*B.

Proposicién 5.1.9. Sean C € CR(H,K) y B € L(K)? tales que el par (B, R(C)) es compatible.
Dado y € K\ R(C), u € H es una solucidn de la ecuacion normal C*B(Cxz —y) = 0 si y sélo
st existe una solucion D € L(IC,’H) del sistema

CXC=C, BCX=(CX)'B,
que satisface Dy = u.

Demostracion. Dado y € K\ R(C), supongamos que u = Dy, con D € L(K,H) cumpliendo las
ecuaciones CDC = C y BCD = (CD)*B. Luego, es facil ver que @ = CD es una proyeccién
B-autoadjunta. Ademads, R(Q)) C R(C) = R(CDC) C R(Q) i.e. Q € P(B,R(C)). Entonces,
Cu = CDy = Qy con Q € P(B,R(C)) y, por la Proposicién 5.1.6, u es una solucién de la
ecuacién normal.

Reciprocamente, si u € H es una solucién de C*B(Cz—y) = 0, existe Q € P(B, R(C)) tal que
Cu = Qy. Luego, u = CTQy + z para algiin z € N(C). Consideremos un operador T € L(K, H)
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con R(T) C N(C) tal que Ty = z, y definamos D = CTQ + T. Como CD = C(CTQ+T) = Q

es facil ver que D es una solucién de
CXC=C, BCX=(CX)"B,

y cumple Dy = CTQy + Ty = u. O

Como afirmamos en el Lema 5.1.1, una condicién necesaria para asegurar la existencia de
B-LSS de la ecuacién Cz =y es que R(C) sea B-no negativo. El siguiente teorema describe el
problema de cuadrados minimos indefinidos suponiendo esta hipétesis.

Teorema 5.1.10. Dado B € L(K)*, sea C € CR(H,K) tal que R(C) es B-no negativo. Luego,

1. dadoy € K, u € H es una B-LSS de la ecuacion Cx =y si y solo si u es una solucion de
la ecuacion normal C*B(Cx —y) = 0;

2. existe una B-LSS de la ecuacion Cxz =y para todo y € K si y sdlo si el par (B, R(C)) es
compatible. En este caso, siy € K\ R(C), u € H es una B-LSS de Cx =y si y sdlo si
existe Q € P(B, R(C)) tal que Cu = Qy.

Demostracion. Este teorema es la conclusién a la que arribamos al interpretar los resultados
anteriores en el caso en que R(C) sea B-no negativo. O

El siguiente resultado muestra que, si ) es una proyeccion B-autoadjunta con rango B-no
negativo, ésta se comporta de manera andloga a una proyecciéon ortogonal (con respecto al
producto interno del espacio de Hilbert H) en el siguiente sentido: fijado un vector z € H, Qx
resulta un minimo para un funcional lineal definido sobre H.

Corolario 5.1.11. Sean @ € L(H) una proyeccion B-autoadjunta y x € H. Si R(Q) es B-no
negativo entonces

<(I—Q)$a(I_Q)x>B:Sg]l%i(%)<x_3)x_s>3'

Mads ain, si R(Q) es B-positivo, Qx es el inico vector en R(Q) que alcanza el valor minimo.

Demostracion. Es una consecuencia del teorema anterior, considerando la B-LSS de la ecuacién
Pz =z, donde P € L(H) es la proyeccién ortogonal sobre R(Q). O

Observacién 5.1.12. Dados C € CR(H,K) y B € L(K)®, si R(C) es un subespacio B-no
positivo de K, los vectores u € ‘H que satisfacen

(B(Cu—vy),Cu—y) :n1€é73{<<B(Cﬂ:—y),Cx—y> para todo x € H,

pueden caracterizarse siguiendo las mismas ideas que utilizamos para resolver el problema de
B-cuadrados minimos. De hecho, resultados similares al Teorema 5.1.10 y al Corolario 5.1.11
pueden demostrarse mutatis mutandis.
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5.1.2. El conjunto de B-soluciones de cuadrados minimos

Dados los operadores C € CR(H,K) y B € L(K)?®, supongamos que (B, R(C)) es compatible.
Luego, si y € K, es posible caracterizar, cuando existen, todas las soluciones de la ecuacion
normal C*B(Cz — y) = 0. Con este propdsito, definimos una solucién particular de la ecuacién
normal a partir de la proyeccién distinguida Pg r(cy € P(B, R(C)).

Definicién. Sean C € CR(H,K), B € L(K)® e y € K. Supongamos que el par (B, R(C)) es
compatible. Luego,
uy = C'Pp poyy (5.1.6)

es la solucion minimal de la ecuacién C*B(Cx —y) = 0.

Observando que Cuy = Pp r(c)y y aplicando la Observacion 5.1.7 vemos que u, es una soluciéon
de C*B(Cx — y) = 0. El siguiente resultado caracteriza la solucién minimal de la ecuacién
C*B(Cx —y) =0.

Proposicién 5.1.13. Sean C € CR(H,K) y B € L(K)* tales que (B, R(C)) es compatible.
Dado y € K, u, € H es la tinica solucién de C*B(Cx —y) =0 en N(C)*t que satisface

|ly — Cuyll = min{|jly — Cul| : u es una solucion de C*B(Cx —y) = 0}. (5.1.7)

Demostracion. Si y € R(C) es facil ver que u, satisface la Ec. (5.1.7). Ahora, supongamos
que y € K\ R(C). Si up es una solucién de C*B(Cx — y) = 0 entonces existe una proyeccién
Q € P(B,R(C)) tal que Cug = Qy vy, por la Proposicién 2.1.14,

ly = Cuoll = [[(I = Qyll = |(I = Pp,rc))yll = lly = Cul.

Luego, ug satisface ||y — Cug|| = min{|ly — Cu|| : u es una solucién de C*B(Cx —y) =0} siy
sélo si Qy = Pp g(c)y, i-e. Cug = Cuy, o equivalentemente, ug € uy + N(C). O

Dado y € K, la proxima proposicién presenta una parametrizacion del conjunto de soluciones
de la ecuacién normal C*B(Cz —y) = 0 en términos de la solucién minimal de C*B(Cz—y) = 0.
Con este propdsito observemos que, si (B, R(C)) es compatible, entonces N(C*BC) = N(BC).

Proposicién 5.1.14. Sean C € CR(H,K), B € L(K)* ey € K. Si (B,R(C)) es compatible
entonces el conjunto de soluciones de C*B(Cx —y) = 0 es la variedad afin

uy + N(BC).
Demostracion. Es una consecuencia de la Proposicién 5.1.4 y el comentario anterior. O

Considerando un operador C' € CR(H, K) con rango B-no negativo y aplicando el Teorema
5.1.10, obtenemos el siguiente corolario de la proposicién anterior.

Corolario 5.1.15. Sean C € CR(H,K), B € L(K)®* ey € K. Supongamos que (B, R(C)) es
compatible y que R(C') es un subespacio B-no negativo. Entonces, la variedad afin

uy + N(BC),

coincide con el conjunto de B-LSS de la ecuacion Cx =y.
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Corolario 5.1.16. Sean C € CR(H,K), B € L(K)* ey € K. Supongamos que (B, R(C)) es

compatible y R(C) es B-no negativo. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:
1. N ={0};
2. R(C) es B-positivo;
3. uy es la tnica B-LSS de Cz =1y en N(C) .

Demostracion. Como C*BC € L(H)", Cx € N siy sélo si (Cz,Cz)z = 0. Por lo tanto, el
item 1 es equivalente al item 2. Por otra parte, por el Corolario 5.1.15, el item 1 es equivalente
al item 3. O

En [40], dados un espacio de Hilbert (de dimensién finita) H, un operador B € L(H)*, un
subespacio (cerrado) B-no negativo S de H y un vector y € H, B. Hassibi et al. estudiaron el
problema de encontrar vectores u € S tales que

(u—y,u—y)g=min(s—y,s—y)g=min(Psz —y,Psx —y)p, (5.1.8)
seS zeH
siendo Ps la proyeccién ortogonal sobre S. Ellos estaban particularmente interesados en aquellos

casos en los que hay una unica solucién del problema. Por el Lema 5.1.1, u € S satisface la Ec.
(5.1.8) si y s6lo si y — u € R(BPs)™*. Es facil ver que esta condicién se satisface si y sélo si

PsBPsu = PsBy. (5.1.9)

Cuando H es un espacio de Hilbert de dimension finita, si existe una tnica soluciéon v € S de
(5.1.9) para algun yo € H, entonces el operador PsBPs|s es inyectivo. Por lo tanto, PsBPs|s
es inversible, y existe una unica solucién de (5.1.9) para todo y € H.

Si ‘H es un espacio de Hilbert de dimensién infinita esto puede ser falso, ya que PsBPs|s
puede ser inyectivo sin ser inversible. De hecho, en este caso, existe una solucién de la Ec. (5.1.9)
para todo y € H si y solo si la ecuacién

(PsBPs)X = PsB

admite una solucién en L(H), o equivalentemente, el par (B, S) es compatible, ver la Proposicién
2.1.7.

5.1.3. Minimizando en el conjunto de B-LSS de una ecuacién lineal

Recordemos que, dado y € K, el problema de cuadrados minimos clésico (en espacios de Hilbert)
asociado a la ecuacién Cz = y admite una (inica) solucién de norma minima, més precisamente,
aquella definida por v = CTy.

En los siguientes parrafos estudiaremos un problema de minimizacién en el conjunto de B-
LSS de Cz =y. Dados y € K, C € CR(H,K), By € L(H)®, By € L(K)® tales que (Bg, R(C)) es
compatible y R(C') es By-no negativo, consideremos el conjunto u, + N(B2C) de Bo-LSS de la
ecuacion C'x = y. Intentaremos caracterizar aquellas Bo-LSS w € 'H de Cx = y tales que

(w,w)pg <(u,u)p , paratodou € uy+ N(BC).

En lo que sigue, denotaremos Ny = R(C) N R(ByC)*. Observemos que, si (Bg, R(C)) es com-
patible entonces No = N (B2C).
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Definicién. Un elemento w € H es una Bj Bs-solucién de cuadrados minimos (6 brevemente,
una B By-LSS) de Cx =y si w es una Bo-LSSde Cz =y y

<w7w>B1 < <U7U>Bla
para toda B-LSS u de Cx = y.

Proposicién 5.1.17. Sean C € CR(H,K), By € L(H)* y B2 € L(K)* tales que (B2, R(C)) es
compatible y R(C') es Ba-no negativo. Luego, existe una By Bs-LSS de la ecuacion Cx =y para
todo y € K si y sélo si (B1,N(B2C)) es compatible y N(B2C) es Bi-no negativo. Ademds, si
y € K\ R(B2C)*, w es una ByBy-LSS de Cx =y si y sélo si existen una Q € P(By, N(B2C))
y una P € P(Ba, R(C)) tales que

w= (I —-Q)CTPy.

Demostracion. En primer lugar, supongamos que, para todo y € K, existe una By B>-LSS wy € H
de la ecuacién Cz =y, i.e.

; = [ , , 5.1.10
(wy wy>B1 uEuyT]{fl%BQC) (u,u)p, ( )

donde u, = C’TPB%R(C)y es la Bs-LSS minimal de la ecuacion Cx = y. Para cada y € K, sea
zy € N(B20) tal que wy = uy, + 2, = uy, + Ezy, siendo E = Py(p,c) la proyeccién ortogonal
sobre N(ByC'). Luego,

(uy + Ezyyuy + Ezy ) = (wy,wy)p, :Zeﬁgc)<uy+zv“y +2)p, =
= { E E .
gg{l(uy—i- z,uy + Ex)p
Por lo tanto, z, es una B;-LSS de la ecuacién Ex = —u,. Entonces, por el Lema 5.1.1, R(F) =

N(B32C) es Bj-no negativo.

La compatibilidad del par (By, R(C)) asegura que {u, : y € K} = N(C)*, es decir, la
ecuacion Ex = z admite una B;-LSS para todo z € N(C)*. Ademds, la ecuacién Ex = z
admite una solucién exacta — la cual resulta ser también una B;-LSS — para todo z € N(C),
porque N(C) C R(E) es un subespacio B;-no negativo. Por lo tanto, Fz = z admite una B;-LSS
para todo z € K y, aplicando el Teorem 5.1.10, tenemos que el par (B, N(B2C)) es compatible.

Observemos que, si y ¢ R(B2C)* entonces u, ¢ R(E) = N(ByC): De hecho, u, € N(B2C)
si y sélo si BQPB27R(C)y =0 y N(B2PB27R(C’)) = R(BQPB%R(C))J‘ = R(BQC)J_. Luego, dado
y € K\ R(B2C)*, por el Teorema 5.1.10, existe una Q € P(By, N(B2C)) tal que Ez, = —Quy,.
Por lo tanto,

Wy = Uy + 2y = Uy + Ezy = ([ — Quy = (I — Q)CTPB%R(C)y.

Reciprocamente, supongamos que (B, N(B3C')) es compatible, N(ByC') es Bj-no negativo
y sea Q € P(By, N(B2()). Si P € P(By, R(C)), notemos que (I —Q)CTP = (I —Q)C'Pg, p(c).-
De hecho, si P € P(Ba, R(C)), existe un operador Z € L(R(C)*,N2) tal que P = Pp, pc) + Z
(ver la Proposicién 2.1.12). Entonces, (I —Q)CTP = (I—Q)CTPBQ’R(C) porque (I —Q)CTZ = 0.

Dado y € K, consideremos el vector w = (I — Q)CTPBZ,R(C)y. Luego, w € uy + N(BC) y,
por el Corolario 5.1.15, es una Bo-LSS de Cz = y.
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Por otra parte, dada cualquier B3-LSS u de Cx = y, existe un vector z € N(ByC') tal que
U=Uy+2=1uy +Qzy

(w,u)g, = ((I—Quy+Qluy +2),(I = Quy + Quy +2) ), =
= (w, w>31+2Re<(I_Q)uyaQ(“y+Z)>Bl+< (uy—i—z) Q(“y+z)>31:
(w > <Q(uy+z),Q(uy+z)>B > (w, w>Bl

porque R(Q)Lp, N(Q)y R(Q) = N(B2C) es Bi-no negativo. Por lo tanto, w es una Bj B2-LSS
de Cx =y. O

Como consecuencia de la demostracion de la Proposicién 5.1.17 tenemos que, dado y €
K\ R(B2C)*, el conjunto de By Bo-LSS de la ecuacién Cz = ¥ es

{(I - Q)C'Pp, pcyy: Q € P(B1,N(B:0))}. (5.1.11)
Por otra parte, si y € R(B2C)* entonces u, € N(B2C) ya que
ByCuy = ByCPp, r(c)y = (PB,,r(c)) B2y,

y N((Pp,,r(c))*) = R(Pp, rc))t = R(C)*. Por lo que, dado y € R(B2C)*, al problema de
caracterizar las B;B2-LSS de Cx = y podemos traducirlo en encontrar aquellos u € N(ByC')
tales que (u,u)p = 0 (ver la Ec. (5.1.10)), es decir, el conjunto de B Ba-LSS es

N = N(Bl) N N(BQC)

Corolario 5.1.18. Sean C € CR(H,K), By € L(H)® y By € L(K)*® tales que (B2, R(C)) es
compatible y R(C) es Ba-no negativo. Supongamos que (B1, N(B2C)) es compatible, N(B2C)
es Bi-no negativo y N1 = {0}. Si y € K entonces, w es una B1By-LSS de Cx =y si y sélo si

w=(I—- PBl,N(BQC))CTPBg,R(C)y-

Como mencionamos anteriormente, si y € R(BoC)*, la Ec. (5.1.11) describe un subconjunto
propio del conjunto de todas las By B2-LSS de C'x = y. Sin embargo, este subconjunto contiene
a la B1B>-LSS de norma minima.

Proposicién 5.1.19. Sean C € CR(H,K), By € L(H)® y By € L(K)® tales que (Bg, R(C))
es compatible y R(C) es un subespacio Ba-no negativo de K. Supongamos ademds que el par
(B1, N(B2C)) es compatible y N (B2C) es un subespacio Bi-no negativo de H. Siy € K entonces
vy = (I — PBl,N(BQC))CTPBg,R(C)?J es el unico elemento de norma minima en el conjunto de

B1By-LSS de Cx = y.

Demostracion. Siy € K\ R(B2C)* y v es una By By-LSS de Cx = y, sabemos que existe
Q € P(B1,N(B2C)) tal que v = (I — Q)uy y, por la Proposicién 2.1.14,

[0l = (T = Q)uyll = [(I = Pp, n(Bac) ) uyll = [loyl-

Por lo tanto, v, = (I — Pp, n¢ BQC))CTPB% R(C)Y es el unico elemento de norma minima en el
conjunto de B1Bs-LSS de Cx = y.

Por otra parte, si y € R(BQC)J_ tenemos que u, € N(B2C) y, en consecuencia, el vector
vy = (I — PBI’N(BQC))CTPBQ,R(C)y tiene norma minima porque v, = 0. O
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5.2. Inversas generalizadas pesadas

Dados C € CR(H,K) y By € L(K)?, supongamos que (Bg, R(C')) es compatible y R(C') es
Bs-positivo. Luego, por el Corolario 5.1.16, tenemos que Ny = {0} y en consecuencia N (BsC') =
N(C). Consideremos un operador By € L(H)® tal que (By, N(C)) es compatible y N(C) es
Bi-no negativo. Entonces, por la Proposicién 5.1.17, w € H es una By B3-LSS de la ecuacién
Cx =y siy solo si

w = (I = Q)C"Pg, gy,

siendo @ € P(B1, N(C)). Esto nos motiva a estudiar el siguiente conjunto de operadores:
{I-Q)CTP: Q € P(By,N(C)) and P € P(Bs, R(C))}.

Sean Q € P(By, N(C)), P € P(Bz, R(C)) y consideremos D = (I — Q)CTP. Luego, a partir de
las identidades CTCCTP =Py (I — Q)CTC = (I — Q), es facil ver que

CD=Pand DC=1-Q.

Por lo tanto, D es una inversa generalizada pesada de C' en el siguiente sentido:

Definicién. Dado un operador C' € CR(H,K) y pesos By € L(H)* y By € L(K)*, D € L(K, H)

es una inversa generalizada pesada de C si D es una solucién de
CXC=C, XCX=X, B(XC)=(XC)'B1, B(CX)=(CX)"Bs. (5.2.1)

Las ecuaciones anteriores pueden entenderse como una extensién de las definiciones previas,
dadas para pesos positivos, por L. Eldén [32] (en espacios de dimensién finita) y por G. Corach
y A. Maestripieri [18] (para espacios de Hilbert de dimensién infinita).

Esta seccién esta dedicada a presentar condiciones necesarias y suficientes para la existencia
de inversas generalizadas pesadas (respecto a pesos autoadjuntos B; y Bg) de un operador C'
con rango cerrado, y a caracterizar estas inversas en términos de la inversa de Moore-Penrose
de C'y el conjunto de proyecciones B;-autoadjuntas (i = 1,2). La prueba del siguiente Teorema
5.2.1 es andloga a la presentada en el caso de pesos positivos en [18, Seccién 3.

Teorema 5.2.1. Dados C € CR(H,K), By € L(H)*® y By € L(K)® eziste D € L(K,H) tal que
D es una solucion de (5.2.1) siy sdlo si (B1, N(C)) y (B2, R(C)) son pares compatibles. En este
caso,

GI(C,Bi1,B2) = {(I-Q)CTP: Q € P(B1,N(C)) and P € P(By, R(C))}
coincide con el conjunto de soluciones de (5.2.1).

Demostracion. Supongamos que (B1, N(C)) y (B2, R(C)) son pares compatibles. Luego, dadas
P € P(B2,R(C)) y Q € P(B;1,N(C)), consideremos el operador D = (I — Q)CTP y notemos
que, por el comentario que precede a la definicién de inversa generalizada pesada,

CD=P y DC=1-Q.

Por lo tanto, D es una solucién de (5.2.1), es decir, es una inversa generalizada pesada de C.
Reciprocamente, supongamos que existe una inversa generalizada pesada de C. Notemos en-
tonces que P = C'D (resp. E = DC') es una proyeccién By-autoadjunta (resp. Bj-autoadjunta).
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Ademss, R(P) C R(C) = R(CDC) C R(CD) = R(P) y N(C) C N(E) = N(DC) C
N(CDC) = N(C). Por lo tanto, P es una proyeccién By autoadjunta con R(P) = R(C) y
I — E es una proyeccién B; autoadjunta con R(I — E) = N(Q) = N(C), es decir, los pares
(B1, N(C)) y (B2, R(C)) son compatibles.

Ademés, D = DCD = D(CCTC)D = (DC)C'(CD) = ECTP y, si llamamos Q = I — E,
entonces D = (I — Q)C'P con P € P(Bs, R(C)) y Q € P(By, N(C)). Por lo tanto, el conjunto
de soluciones acotadas de (5.2.1) coincide con GI(C, By, B2). O

Para poder caracterizar el conjunto de B; Bs-LSS de C'z = y necesitaremos los siguientes
lemas técnicos.

Lema 5.2.2. Sea C € CR(H,K) y consideremos un subespacio cerrado S C R(C). Entonces,
PsC € CR(H,K) y
(PsC)T = Py pgey C.

Demostracién. Dado el operador C = PsC € L(H,K), notemos que R(C) = S. Consideremos
el operador T = PN(G)LC’T € L(K,H). Luego,

CT = CPy(g C" = CCT = PsCCT = PsPrcy = Ps = Ppey.
Por lo tanto, QN'TC’ = C:’ Ademéas, (T C)? =T(CTC) = TC, ie. TC es una proyeccién. Como
N(C)C N(TC)C N(CTC)=N(C)y R(T ) R(T) C N(C)*, tenemos que TC = Pyéye-
Entonces, TCT = T. Por lo tanto, (PsC)t =T =P (Psc)LCT
O

Lema 5.2.3. Sean C € CR(H,K), By € L(H)® y B € L(K)®. Si Q € P(B1, N(B2(C)), entonces

(I=Q)CT = (I -Q)CT,
siendo C = Prc)en,C € L(H, K).

Demostracién. Si C = Prcyen,C entonces, por el Lema 5.2.2, ct = PN(PR(O)QNQC)LCT =
PN(BQC)J_CT ya que

N(Pr(c)yen,C) = C7HN2) = N(B20).
Ademids, si Q € P(By, N(B2C)) entonces (I — Q)Pn(p,cy = 0. Por lo tanto, (I — Q)Ct
(- Q)PN(BQC)lCT = - Q)CT-
Proposicién 5.2.4. Sean C € CR(H,K), By € L(H)® y By € L(K)® tales que (Bg, R(C))

y (B1, N(B2C)) son compatibles, R(C) es Ba-no negativo y N(B2C) es Bi-no negativo. Dado
y € K\ R(B2C)*, el conjunto de ByBs-LSS de la ecuacion Cx =y estd dado por

Ol

{Ty T e GI(PR(C)GNQCa By, BQ)}

Demostracion. Por la Proposicién 5.1.17 sabemos que, dado y € K\ R(BQC)L, el conjunto de
B1Bs-LSS de Cx = y es

{(I-Q)CTPy: Q € P(By,N(B:C)), P € P(Bs, R(C))}.
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Dada P € P(Bz, R(C)), sea E = Py, /r(c)eNsinNP)- S C = Prcyen,C entonces R(C) =
R(C)&N3 y, de acuerdo a la Proposicién 2.1.16, P = Py, R(O)+E' Por otra parte,, dada cualquier
Q € P(B1, N(By()), puede comprobarse que (I—Q)CTE = 0 ya que R(CTE) C N(B,C). Luego,
el conjunto de By Bs-LSS de Cz = y puede describirse como

{1 = Q)CTPy, peyy s Q € P(Bi, N(B:C))}.

Aplycando el Lema 5.2.3, y gracias a que P(B2, R(C)) = {PB2 R(C’)}’ es facil ver que este
conjunto coincide con {T'y : T € GI(C, By, By)}. O

5.3. Una solucién minimax para la ecuacién Cz =y

En la Seccién 5.1 establecimos la relacién existente entre las B-LSS de Cxz = y y las solu-
ciones de la ecuacién normal C*B(Cz — y) = 0. Mdas precisamente, suponiendo que R(C') es un
subespacio B-no negativo de I, probamos que u € H es una B-LSS de Cz = y si y sélo si éste
es una solucién de la ecuacién normal C*B(Cz — y) = 0. También mostramos que la ecuacién
normal C*B(Cz — y) = 0 admite solucién para todo y € K si y sélo si el par (B, R(C)) es
compatible, y que las soluciones de la ecuacién normal estdn relacionadas con los elementos de
P(B,R(C)).

El propésito de esta seccion es estudiar las soluciones de la ecuacién normal en el caso en
que R(C) no es un subespacio B-definido. Recordemos que, por el Lema 5.1.1, en este caso
no existen B-LSS de la ecuacién Cz = y. Sin embargo, las soluciones de la ecuaciéon normal
C*B(Cx — y) = 0 pueden relacionarse con las soluciones de un problema minimax:

Dados C' € CR(H,K), B € L(K)® y un vector y € K \ R(C), supongamos que (B, R(C)) es
compatible y u € H es una solucién de C*B(Cx —y) = 0. Luego, por la Proposicién 5.1.6, existe
Q € P(B, R(C)) tal que Cu = Qy vy, por la Proposicién 3.2.14,

(y=Cuy—=Cu)p=(I-Q)y,I - Q)y)p =g§gg§§<y—(8+t%y— (s+1t))p, (5.3.1)

donde R(C) & N = R(C)& N(B) = 8+ & S_ es la descomposicién dada en el Teorema 2.3.2.

Observemos que esta representacién depende de la existencia de una descomposicion B-
ortogonal de R(C). En consecuencia, introduciremos un nuevo concepto relacionado con la
métrica indefinida ( , )5 definida sobre K.

Definicién 5.3.1. Dado B € L(K)?*, diremos que un subespacio cerrado S de K es B-descompo-
nible si puede ser representado como la suma directa B-ortogonal de un subespacio B-neutro
So, un subespacio B-positivo Sy y un subespacio B-negativo S_, i.e.

S=8+8 +8-.

Cabe destacar que ésta es un caso particular de la definicién dada en la seccién 1.2.1, por lo
tanto, recomendamos al lector referirse a dicha seccién para una exposicién completa sobre este
tema. En principio, notemos que no todo subespacio cerrado S de ‘H es B-descomponible (ver
el Ejemplo 1.2.11) y recordemos ademds que, si S es B-descomponible, entonces Sg = N.
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Definicién. Sean C € CR(H,K) y B € L(K)* tales que R(C) es B-descomponible. Dado y € I,

un vector v € H es una solucién B-minimax (B-MMS) de la ecuacién Cx = y si

— Cu,y—C = minmix(y—(s+1),y—(s+1))p=
<y u,y U>B se‘lsritegiqy (3 ),y (3 )>B
= méxmin (y— (s+1),y— (s+1 5.3.2
mdx mfn (y — (s +)y— (s +8))p (5.3.2)

siendo R(C) = N 4+ 84 + 8- una descomposicién como la de la Definicién 5.3.1.

Observacién 5.3.2. Dada una descomposicién R(C) = N + S + S— como la mencionada
anteriormente, notemos que

méx min (y—(s+t)y—(s+t))p= ,{relgfggegljgj\/(y —(z+t)hy—(z+t)p.  (53.3)

De hecho, para un vector t € S_ fijo,

i (a4t y—(x+1))p < min(y—(s+1t),y—(s+1t
%ghw (x+1t),y (w+)>3_gég<y (s+t)y—(s+t))p

porque S; C S; + N. Por otra parte, si w € Sy + N satisface

- t),y — £))p = mi —(z+t),y— (z+1t
(y—(wtt)hy—(wtt))p= min (y—(@+t)y— =+,
por el Lema 5.1.1 tenemos que y — (w+t) es B-ortogonal a S4 + N, es decir, (y — (w+t),2) g =
0 para todo z € S + N. Supongamos que w = sg + ng, con sop € Sy y ng € N. Luego,
((y—t)—w,no)g =01y (no,no )z = 0 porque ng € N. Por lo tanto,

vty —(w+t))p={—1 =50, (y—1) —s0)p 2 min (y = (t+5),y = (t+5))p-

Finalmente, si calculamos el maximo sobre los vectores t € S_, probamos la Ec. (5.3.3).

Recordemos ademds que la descomposiciéon R(C) = N + 84 +S- de la Definicién 5.3.1 no es
necesariamente tinica. Sin embargo, el proximo resultado muestra que la definicion de B-MMS es
independiente de la descomposicion seleccionada. Mas atn, la proxima proposiciéon caracteriza
a las B-MMS de la ecuacion Cz = y. En lo que resta de esta seccién, M denotara al conjunto
de vectores B-neutros de K.

Proposicién 5.3.3. Sean C € CR(H,K) y B € L(K)® tales que R(C) es B-descomponible.
Dado y € K, u € H es una B-MMS de Cx =y si y sdlo si u € ug + C~H(M), siendo ug € H
una solucion de la ecuacion normal C*B(Cx —y) = 0.

Demostracion. Supongamos que u € H es una B-MMS de Cx = y. Luego, por la Observacién
5.3.2,

_C _C pr— 3 { —_— t - t
(y—Cu,y —Cu)p gggf;géri(y (s+t),y—(s+1))g,

donde R(C) = N 4+ 84 + S es una descomposicién como la de la Definicién 5.3.1. Fijado un
vector t € S_, por el Lema 5.1.1, tenemos que el m‘lén ((y—t)—s,(y—1t) —s)p se alcanza en
seS+

so(t) € S4 siy sélo si (y—t—so(t),z)z = 0 para todo & € S;. Entonces, (y— so(t),z)z =
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(y —t—s0(t),x )z = 0paratodoz € S; porque S_ es B-ortogonal a S, .. Por lo tanto, so(t) = sg
es el Unico vector en Sy que satisface

(=1 =s0,(y—t)=so)p=muin((y—1) =5, (y—1) = 5)p.

En conclusién, (y — Cu,y — Cu)pg :gngx<(y—so)—t,(y—so)—t)B.
es-

Analogamente, por la Observacién 5.1.12, este maximo se alcanza en ty € S_ si y sélo si
(y —so—to,t)z = 0 para todo t € S_. Ademas, por la Observacién 5.3.2, (y — so —to,z )5 =0
para todo z € S_ + N.

Sea ug € H tal que Cug = sp+to. Como R(C) = N+S++S_, es fécil ver que (y — Cug, z) g =
0 para todo z € R(C). Luego, ug es una solucién de la ecuacién normal C*B(Cx —y) =0y

(y—Cu,y—Cu)g=(y—Cup,y —Cug ).
Como (y — Cug, z) 5 = 0 para todo z € R(C), tenemos que

(y—=Cuo,y —Cup)p = (y—Cu,y—Cu)p=
= ((y—Cu) + (Cug — Cu), (y — Cup) + (Cup — Cu) ) g =
= (y—Cuo,y—Cup)p+ (Cup — Cu,Cug — Cu)p,,

o equivalentemente, { Cug — Cu, Cug — Cu) z = 0. Por lo tanto, u € ug + C~1(M).

Reciprocamente, consideremos una solucién ug € ‘H de la ecuacién normal C*B(Cz —y) =0
y sea u € ug + C~1(M). Notemos que (Cu —y,Cu—y)p = (Cup —y,Cug — y ) 5.

Supongamos que R(C) = N +8; +S_ es una descomposicién como la de la Definicién 5.3.1,
y sean zg € St + N y tg € S_ tales que Cug = xg + to. Como (y — Cug,z )z = 0 para todo
z € R(C),y S4+N es B-ortogonal a S_, es facil ver que (y —xo —t,x) g = (y —x —to,t )3 =0
para todo x € S + N y t € S_. Luego, dada P la proyeccién ortogonal sobre S, + N y
considerando la ecuaciéon Px = y — tg, por el Lema 5.1.1 tenemos que

(y—Cu,y—Cu)p = (y—xo—to,y—xo—to>3:ggr{My—to—Px,y—to—PmB:
= { —tg— 8,y —to — = mf —to— 8,y —to — —
Segﬂw/ 0—Sy—to—S)p ggg(y 0o—s,y—to—S)g

- { ] t— t— .

LI L A I

O]

Corolario 5.3.4. Sean C € CR(H,K) y B € L(K)?® tales que R(C) es B-descomponible. Dado
y € K, si (B,R(C)) es compatible entonces u es una B-MMS de Cx = y si y sélo si Cu €
Pg ricyy + M.

Demostracion. Supongamos que (B, R(C)) es compatible. Si u es una B-MMS de Cz = y
entonces u = ug + z, siendo uy una solucién de la ecuacién normal C*B(Cz —y) =0y z €
C~1(M). Por el Corolario 5.1.15, ug = CTPp p(cyy+n con n € N(BC) = C~1(N). Por lo tanto,
Cu=Cup+Cz= PBVR(C)y +C(n+=z2) € PB,R(C’)y + M.

Reciprocamente, si Cu = Ppg p(c)y+2 con z € M, luego u = CTPB,R(C)y—i- (C’TZ—FPN(C)u) €
uy+C~1(M), donde u, es la solucién minimal de la ecuacién normal C* B(Cz—y) = 0. Entonces,
por la Proposicion 5.3.3, u es una B-MMS de la ecuacion Cx = y. O
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