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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Generalidades

Los Sistemas Diferenciales Algebraicos (SDA) son también conocidos
como sistemas singulares, implicitos, descriptores o sistemas generalizados.
Surgen naturalmente como modelos dindmicos de aplicaciones de la inge-
nieria (tales como redes de circuitos eléctricos [1], sistemas de potencia [2],
sistemas mecénicos con restricciones [3], ingenieria aeroespacial [4] y proce-
sos quimicos [5]); se utilizan también para modelar sistemas sociales, siste-

mas econdémicos, sistemas bioldgicos; etc.

En muchos casos los SDA pueden resolverse eficientemente por medio
de métodos numéricos standard utilizados para la resolucién de Sistemas
Diferenciales Ordinarios (SDO). Este enfoque fue introducido por Gear [6],
y utilizado por diferentes autores, por ejemplo en [7] y [8]. Sin embargo,
los SDA suelen tener algunas propiedades que provocan que estos métodos
numéricos fracasen. En [7] y [9], por ejemplo, se presentan algunos resultados
acerca de las causas de tales dificultades para el caso particular de una clase

de SDA lineales. Las técnicas utilizadas en estos trabajos son de naturaleza
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6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

algebraica, y no brindan una informacién completa acerca de la existencia
y unicidad de soluciones.

Otro enfoque diferente surge al considerar un SDA como un conjunto de
ecuaciones diferenciales sobre una variedad. Esta aproximacién geométrica
permite desarrollar una teoria de existencia y unicidad de soluciones que da
lugar a conocer nuevas propiedades de los SDA, y a analizar cuales son las

causas por la que los métodos numéricos fallan algunas veces, [10].

1.2. Por qué SDA?
Consideremos un sistema diferencial de la forma,
BF(t,z(t), #(t)) = 0, (1.1)

donde F': R x R™ x R™ — R" es una aplicacién suave. Si la derivada parcial
D,F(t,z,p) tiene rango constante n sobre el dominio (abierto) de F' 6 sobre
algtin entorno de F~1(0) en R x R™ x R™, entonces aplicando el Teorema de

la Funcién Implicita (1.1) se puede escribir como,
(t) = f(t, (1)) (1.2)
El sistema (1.1) representa un SDA cuando
rg (DpF(t,x,p)) = p <n,

sobre el dominio de F' 6 localmente sobre algtin entorno de F~1(0).

En la actualidad las diferencias entre un SDA y un SDO estan bien
establecidas. En particular, un concepto que es comunmente usado para dar
una medida de tales diferencias es el de ndice (diferencial). Bésicamente,

el indice de un SDA es el nimero minimo de diferenciaciones requeridas
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para obtener un SDO equivalente. Precisaremos este concepto en el Capitulo
siguiente. Los SDA de indice > 1 son conocidos como de alto indice y han
sido ampliamente estudiados en las tltimas décadas; por ejemplo en [11, 12]
desde el punto de vista numérico y en [13] analizando una clase particular:

los SDA lineales y con control.

1.3. Distintas clases de SDA

En esta Seccién mencionaremos algunas clases de SDA, que apareceran
en los capitulos siguientes.
(i) Sistemas Diferenciales Algebraicos Semiexplicitos (SDAS)

Son sistemas de la forma

p(t) = f(t,2(t),2()) (1.3)

0 = g(tx(t),2(t)) (1.4)

con f: RXxR"XR™ —- R"y g: R xR"xR"™ — R™ suficientemente
suaves. A las variables x las llamaremos diferenciales y a las variables z
algebraicas.
Llamamos

e[t8) x-[2) ~-[1]

con I la matriz identidad de orden n. Entonces, matricialmente, el sistema

(1.3)-(1.4) resulta,

EX(t) = F(X(t)). (1.5)

Observar que la singularidad de E transforma a (1.5) en un SDA.
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(ii) Sistemas Diferenciales Algebraicos con Control (SDAC)

Tienen la forma general:

F(i(t),z(t),u(t),t) = 0 (1.6)

Gla(t), ult).y(t),t) = 0 (L.7)

donde z(t) es el vector de variables de estado del sistema; u(t) es la entrada
o control; y(t) es la salida; y F'y G son funciones vectoriales a valores en es-
pacios de dimensiones apropiadas. Generalmente, (1.6) y (1.7) son llamadas

ecuaciones de estado y de salida del sistema, respectivamente.

Un caso especial de (1.6)-(1.7) es

con H y J funciones vectoriales a valores en espacios de dimensiones ade-

cuadas y F(t) singular.

Si H y J son funciones lineales de z(t) y u(t), otra forma especial de

(1.8)-(1.9) es el sistema lineal singular:

Ei(t) = Az(t)+ Bu(t) (1.10)

y(t) = Ca(t) (1.11)

con z(t) € R", u(t) e R™, y(t) e R"; E, Ac R™" Be Ry (C e R
matrices constantes. Esta forma es posiblemente la méas estudiada hasta el

momento, [13].
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1.4. Aplicaciones

Existen diferentes clases de problemas donde los SDA aparecen frecuen-
temente: problemas variacionales con restricciones, modelado de redes, re-
duccién de modelo y perturbacién singular (que se tratard en el Capitulo
4), discretizacién de ecuaciones diferenciales parciales, diferentes procesos
quimicos, etc.

En esta Seccion, y a modo de ejemplo, describiremos brevemente como
surgen los SDA en el tratamiento de problemas variacionales con restriccio-
nes. Para ello supongamos un sistema mecanico restringido con posicion ,
velocidad u, energia cinética T'(z,u), fuerza externa f(z,u,t) y restriccién

¢(z) = 0. La formulacién de Euler-Lagrange [14], da lugar a las ecuaciones:

PR (1.12)
%%T(:ﬂ,u) = g%+f(m,u,t)+GT)\ (1.13)
0 = ¢(a) (1.14)

donde G = %, GT es la traspuesta de la matriz G, y X es el multiplicador

de Lagrange. Este sistema puede reescribirse como

9T .

F2 0 = g(z,u,t) +GT A (1.15)

T = u (1.16)

0 = o¢(x), (1.17)

que resulta un SDA en las variables u, x y A. Si ‘3273 es una matriz definida
positiva, entonces, premultiplicando (1.15) por (827:5)_1, el sistema (1.15)-

(1.17) se transforma en un SDAS.
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Las ecuaciones de movimiento de un péndulo de longitud L constituyen
un ejemplo cldsico de un problema variacional que da lugar a un SDA. Si g
es la constante gravitacional, A la fuerza en la barra, y (x,y) las coordenadas

cartesianas de la bola infinitesimal de masa uno, se obtiene el SDA,

i = Az (1.18)
= Ay—yg (1.19)
0 = 2*4+y* L2 (1.20)

Diferentes problemas en robdtica han sido formulados como SDA utili-
zando este enfoque variacional, [15]. Un ejemplo es un brazo de robot que
se mueve con un punto final en contacto con una superficie. El movimiento

de este objeto puede modelarse como,

M(z) i+ G(z,&) = u+ BT (z)\ (1.21)

0 = o), (1.22)

con B = ¢z, x € R", A € R™, u € R”. M es la matriz de masa, G carac-
teriza los efectos de Coriolis, centrifugo y gravitacional del sistema, u es la
entrada dada por el torque aplicado a las juntas, ¢ representa la superficie
de contacto, y BT \ es el vector que representa la fuerza de contacto. Este
sistema puede transformarse, mediante la sustitucién & = v, en un SDA.
Por ltimo, mencionaremos otro ejemplo de SDA que surge a partir de
un problema variacional con restricciones: control éptimo con controles sin

restriccién. En este tipo de problemas existe un proceso dado por

= f(x,u,t) (1.23)
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y un costo

t1
J[z, u] :/t g(x,u,s)ds. (1.24)

0

El objetivo es elegir el control u para lograr minimizar el costo (1.24) sujeto
a (1.23) y a ciertas condiciones iniciales y de borde. Las ecuaciones variacio-
nales de (1.23)-(1.24) para el problema de tiempo fijo y punto final fijo dan
lugar al SDAS:

z = f(x,u,t) (1.25)
A= —ge(wut) = i) (1.26)
0 = gulz,u,t)+ fI A (1.27)

1.5. Esquema general

En este capitulo, hemos introducido de modo general el concepto de
SDA, y hemos comentado dos enfoques diferentes: numérico y geométrico.
Hemos citado, ademds, algunas clases particulares de SDA; y también algu-
nas problemas de aplicaciéon donde los SDA surgen naturalmente.

En el Capitulo 2 estableceremos que tipo de hipétesis se pediran para
los campos vectoriales y funciones con los que se trabajard a lo largo de
la tesis. Se enunciaran ademds algunos resultados standard cuya validez se
garantizard a partir de las hipdtesis que mencionamos antes.

En el Capitulo 3 nos ocuparemos especialmente de los SDAS, analizan-
do bajo qué condiciones existen y son tnicas las soluciones (caso regular).
En particular, hallaremos el espacio de configuracion de un SDAS, también
conocido como dominio de condiciones iniciales consistentes.

En los Capitulos 4 y 5 aplicaremos los conceptos fundamentales detalla-

dos en el Capitulo 3 a dos problemas particulares. En el Capitulo 4 trabaja-
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remos con Sistemas de Perturbacién Singular. Estos sistemas (que dependen
de uno o varios parametros de perturbacién) se convierten en SDA al anular
los pardmetros de perturbacién. Luego, es posible aproximar sus trayectorias
a partir de las trayectorias del SDA asociado. En particular, se obtendra un
resultado de aproximacién cuando el SDA que resulta es de indice 2. En
el Capitulo 5 trabajaremos con sistemas no-lineales con control, sujetos
a restricciones algebraicas. Entonces, considerando a las variables de con-
trol como variables algebraicas, hallaremos la variedad maximal invariante
por realimentacién de estados correspondiente al sistema no-lineal. Es decir,
construiremos un control por realimentaciéon y hallaremos una subvariedad
u de aquella que definen las restricciones algebraicas, de modo tal que, las
trayectorias del sistema realimentado, con condiciones iniciales en pu, evolu-
cionan sobre u. Ademas, se aplicara el algoritmo propuesto en este capitulo
para hallar la dindmica cero de un sistema no-lineal con multiples entradas
y salidas.

Por 1ultimo, en el Capitulo 6 enunciaremos las conclusiones, resumiendo
las contribuciones de la tesis y citando algunas futuras lineas de investiga-

cién.



Capitulo 2

Preliminares

A lo largo de la tesis trabajaremos con campos vectoriales y funciones
suficientemente diferenciables (en general C'™°), que estaran definidos sobre
conjuntos abiertos de espacios euclideos 6 sobre variedades, que precisaremos
en cada caso.

El objetivo de trabajar con campos 6 funciones suficientemente diferen-
ciables es garantizar la validez de algunos resultados, en particular el Teo-
rema de la Funcién Implicita (TFI) y el Teorema de Existencia y Unicidad
de Solucién para Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, que enunciaremos a

continuacién, [16].
Teorema de la Funcién Implicita:
Sean U C E, V C F abiertos de espacios de Banach Fy F,y
f:UXxV =G
de clase C™, r > 1. Para algin xg € U, yg € V, supongamos que
Dy f(wo,y0) : F — G

es isomorfismo. Entonces existen entornos Uy de zg y Wy de f(zg,y0) y una

13



14 CAPITULO 2. PRELIMINARES

tnica aplicacién
g: Uy x Wy —V,

tal que para todo (z,w) € Uy x Wy, f(z,g(z,w)) = w.

Teorema de Existencia y Unicidad de Solucién para Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias:

Sea E un espacio de Banach y X : U C F — F de clase C*°. Para cada
xo € U, existe una curva ¢ : I — U en zg tal que ¢/(t) = X(c(t)), Vt € I.
Dos cualesquiera de tales curvas son iguales sobre la interseccion de sus
dominios. Ademas, existe un entorno Uy de xg € U, un nimero real a > 0
y una aplicaciéon C* F : Uy x I — E, donde I = (—a,a), tal que la curva
cu(t) : I — E, definida por ¢,(t) = F(t,u) es una curva en u € E que

satisface la ecuacién diferencial ¢, (t) = X (¢ (t)), Vt € 1.

Finalmente observamos que todos los resultados que se obtendran seran
locales, es decir seran validos en un entorno del punto de operaciéon donde

se trabaje en cada caso.



Capitulo 3

SDA Semiexplicitos

En este capitulo analizaremos algunos aspectos vinculados a una clase
particular de Sistemas Diferenciales Algebraicos: los Sistemas Diferencia-
les Algebraicos Semiexplicitos (SDAS), ya mencionados en la Seccién 1.3.

Trabajaremos con SDAS auténomos de la forma

w(t) = flz(t),2(t)) (3.1)

0 = g(z(t),2(t)) (3.2)

con f y g definidos sobre Dy x Dy, con Dy C R"™ y Dy C R™ abiertos; su-
ponemos ademaés que g toma valores en R™. Nos ocuparemos esencialmente
de los SDAS desde el punto de vista geométrico. Existen en la literatura
diferentes trabajos que analizan a los SDA con un enfoque geométrico, co-
mo por ejemplo [10], [17], [18], [19] y [20]. La idea bdsica con que se
trabaja en estos articulos es la de asociar al SDA un campo vectorial defi-
nido sobre una cierta variedad, de modo tal que las soluciones del SDA y
las del campo vectorial estén en correspondencia uno a uno. En [17] y [18]
se estudia la existencia y unicidad de solucién para SDA més generales; se

introducen ademas algunos conceptos tales como regularidad e indice de un

15



16 CAPITULO 3. SDA SEMIEXPLICITOS

SDA, campo vectorial y espacio de configuracién correspondientes a un SDA,
familia de variedades restringidas, etc. En [21] hemos aplicado estas ideas
al caso particular de los SDAS de la forma (3.1)-(3.2), y hemos construido
un algoritmo que permite describir en forma explicita la familia de varie-
dades restringidas, campo vectorial y espacio de configuracion asociados al
sistema, y que detallaremos en la Seccién 3.2. Luego, aplicaremos este algo-
ritmo al caso particular de un SDO con restricciones algebraicas. Ademaés,
analizando dos ejemplos simples, ilustraremos algunos de los conceptos y

resultados presentados en el capitulo.

3.1. Regularidad de SDAS

Comenzaremos esta Seccién dando la definicién de soluciéon correspon-

diente a un SDA y a un campo vectorial, respectivamente.

Definicién 3.1: Una solucién del sistema (3.1)-(3.2) es una aplicacién dife-
renciable ¢ = (c1, ¢2) : I — R"™™ (donde I representa un intervalo real) tal

que, para todo t € I,

dey

) = ), e)

0 = gle(t),ea(t)).

Dada M variedad diferenciable, llamamos T'M al fibrado tangente de M y

T, M al espacio tangente a M en x.

Definicion 3.2: Un campo vectorial sobre M es una aplicacionv : M — TM
tal que v(z) € T, M, para todo z € M. Una solucién del campo vectorial v

por xg € M es una aplicacion diferenciable w : I — M (I intervalo real) que



3.1. REGULARIDAD DE SDAS 17

pasa por xg, tal que, para todo t € I,

dw
Wity = o(w(e).

Rheinboldt, [10], fue el primer autor en dar una caracterizacién geométrico-
diferencial para cierta clase de SDA auténomos. Esta caracterizacién dio
lugar a considerar a un SDA como una descripcién implicita de un campo

vectorial, y a introducir la nocién de SDA regular.

Definicién 3.3: el SDAS (3.1)-(3.2) se dice regular si existe una variedad
diferenciable M C R™™™ y un campo vectorial v : M — TM tal que una
aplicacién diferenciable w : I — M es una solucién del campo vectorial sii
la aplicacién ¢ = jow : I — R™™ es una solucién de (3.1)-(3.2); siendo

j: M — R™™ la inclusién candnica.

A la variedad M maximal que cumple con la definicién anterior se la llama
espacio de configuracion del SDAS (3.1)-(3.2) y al campo vectorial v campo

vectorial correspondiente al sistema (3.1)-(3.2).

Observacién 3.1: cuando la regularidad de un SDAS (o en general de un
SDA) ha sido probada, pueden obtenerse resultados de existencia y unicidad
de soluciones para ese sistema empleando la teoria de existencia y unicidad

de soluciones ya desarrollada para campos vectoriales.

En [17] y [18] se caracterizaron el espacio de configuracién y el campo
vectorial correspondiente para cierta clase de SDA. Se establecié, ademas,
una condicién suficiente que garantiza regularidad para un SDA dado. Re-

sumiremos esta caracterizacién para el caso particular de los SDAS.
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Definicién 3.4: El conjunto correspondiente al sistema (3.1)-(3.2) es

N = {(x,2,8,2) € %M ¢ i = f(a,2), 0= g(x,2)}.

Observacién 3.2: Una aplicacién ¢ = (c1,cz) : I — R™™ es solucién del
SDAS (3.1)-(3.2) sii (c(t), 2¢(t)) € N, para todo t € I.
Si llamamos

M1 = 7T1(N),

siendo m : R2(m) _ R?M 13 proyeccién canénica sobre las primeras
n + m componentes, se tiene que: si M; es variedad diferenciable, entonces
¢ = (c1,¢2) es solucion del SDAS (3.1)-(3.2) sii (c(t), %(t)) € NNTM,, para
todot e I.

Definiendo ahora,

My = Wl(NﬂTMl)

y suponiendo a My variedad diferenciable, se tiene nuevamente que ¢ = (cy, ¢2)

es solucién de (3.1)-(3.2) sii (c(t), %(t)) € NNTMs,, para todo t € I.

Este proceso puede continuarse hasta que
M; = 7T1(N N TMl;l)
sea variedad diferenciable, y se detiene si M;+1 = M,;.

Definicion 3.5: Sea N el conjunto correspondiente asociado al sistema
(3.1)-(3.2). Se define la familia de variedades {M;}{_, recursivamente en la

forma:
(i) My = R*t™

(ii) Mj41 = m(NNTM;), parai=0,1,...,s — 1,
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siendo s el mayor entero tal que M; es variedad diferenciable y M1 # Mj.

A la familia {M;}?_, se la llama familia de variedades restringidas y al
entero s grado del SDA.

Observar que dim M; 11 < dim M;, paratodoi: =0,1,...,s—1. Sidim(M;11) =

dim(M;) > 0, se tiene

TM; = TM;41 U U mMm),
r€EM;—M;41

y en consecuencia

NNTM; = NNTM;q;

luego, M;+1 = M;1o. Se concluye entonces que el grado s del SDA satisface

s<n+m.

El siguiente resultado garantiza regularidad para el sistema (3.1)-(3.2):

Proposicién 3.1: Sea N el conjunto correspondiente al sistema (3.1)-(3.2),
y sea {M;}?_, la familia de variedades restringidas asociada a este sistema,
que suponemos de grado s. Si para cada (z, z) € M, existe un unico (%, 2) €

T(y,)Ms tal que (z,2,4,2) € N, entonces (3.1)-(3.2) es un SDA regular.

Definicién 3.6: Si (3.1)-(3.2) es un SDA regular, al nimero s se lo llama

indice del sistema.

Observacion 3.3: Es importante resaltar que dado un SDA regular, existe
un unico campo vectorial que lo representa. Ademas, la variedad M = M,
obtenida con el procedimiento anterior es el espacio de configuracion del
sistema. Esta variedad constituye el conjunto de condiciones iniciales con-

sistentes del SDA. Es decir, si tomamos una condicién inicial sobre M, la
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solucién del SDA con esta condicién inicial, evoluciona sobre la variedad a

lo largo del tiempo.

En [21], suponiendo regularidad para (3.1)-(3.2), obtuvimos una descrip-
cién explicita de la familia {M;};, para poder establecer, también explici-
tamente, el espacio de configuracién y el campo vectorial asociados a este
sistema. A continuacién se detallard esta descripcién para los casos particu-
lares de SDAS de indices 1, 2 y 3, para luego generalizarlo al caso de indice

S.

3.2. Campo vectorial y espacio de configuracion

En esta seccién se establecerd un algoritmo para caracterizar la familia
de variedades restringidas ya definida antes, y se obtendran, ademas, al-
gunos resultados que garantizan indices 1, 2, 3 y en general indice s para
un SDAS del tipo (3.1)-(3.2). Estos resultados, ademds de algunos comen-
tarios, se intercalaran en los distintos pasos del algoritmo, de modo tal de
poder continuar con el paso siguiente de manera maés simple. Las hipétesis
que se pediran a lo largo del algoritmo son de naturaleza local, es decir,
valdran en un entorno de algin punto de operacién (aunque no lo aclaremos
en cada caso). Entonces, los campos vectoriales quedaran definidos también

localmente.

s Paso 0:
My = R*™

s Paso I:
M, = 7T1(N) = g_l(O)
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s Paso 2:
My = Wl(NﬂTMl)

Para determinar la forma explicita de Mj observar que (z, z, &, 2) € NNTM;

sii

z = f(x,2)
0 = g(.I,Z)
0 = 2449%;

Caso I:

a(%) = 59

Proposicién 3.2: Si se cumple (3.3), el sistema (3.1)-(3.2) tiene indice 1.
Demostracion:
Por hipétesis, la matriz (%) tiene inversa, entonces es posible obtener

explicitamente una expresién para Zz,

Z=— 99 _1@ (z, 2)
N 0z Ox "7

y se tiene que My = M;; y entonces, el sistema (3.1)-(3.2) tiene indice 1.0

Observacién 3.3: Si el SDAS (3.1)-(3.2) tiene indice 1, el espacio de con-

figuracién es Mi, y el campo vectorial correspondiente es

-1
vy : My — TM, con vi(z,2) = (x,z,f(m,z),— (%) g:gvf(:z:,z))l:l

Nuevamente observemos que si bien consideramos a M como dominio de
v1, en realidad este dominio estara restringido al conjunto de puntos de M;
donde se cumple la hipétesis (3.3). De la misma forma, los dominios de los
campos vectoriales que se iran definiendo en adelante estaran restringidos
al conjunto de puntos que verifiquen las hipotesis de rango constante que se

pediran en cada caso.
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Entonces, si el sistema tiene indice 1, el algoritmo termina. Si en cambio,

Caso II:
rg () =my <m (3.4)
g 2] 1 ; .

entonces, existe una permutacion P tal que z; = Pz y g1 = Pg, con

o [ 211 } _ [ g1 ]
21 = y g1 = )
212 g12

donde z1; € R™, z19 € R™ gyp : R™ — R™ gy : R*F™ — R™-™1;

rg 8911 —m
D211 b

y de modo tal que

Luego, la aplicacién
(96711)117212) = ¢1(33,2’117212) = (957911(9072’11,212)72’12)

resulta un difeomorfismo. Ademads, aplicando a gi11(x, 211, 212) el TFT (ver

Capitulo 2), existe una funcién suave aj(z, w1, z12) tal que

911(30,041(96, wit, 212), Z12) = W11;

y se verifica
g11 0 ¢ (z,wi1, 212) = w11
Entonces, mediante el cambio de coordenadas definido por ¢1, la restriccion
algebraica 0 = g1 (z, 211, 212) es equivalente a:
w11 = 0 (3.5)

gr20 97 (z,win,212) = 0 (3.6)

Sin embargo, bajo la hipdtesis (3.4), puede probarse que:
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Proposicién 3.3: Existe una funcién suave H; que depende sélo de z y a

valores en R™™™1 | tal que (3.5)-(3.6) es equivalente a

w11 = 0
H1 (x) = 0
Demostracion:
. _ -1 i 1 m
Sillamamos gi2(z, w11, 212) = g120¢; * (7, w11, 212), y w11 = (wiy, ..., W),
_ . . 0 o -1
219 = (2%2, ...,215 "', entonces la matriz Jacobiana % en cada pun-
to (z, w11, 212) es:
1 0 0 0 0 ]
0 1 0 0 0
0 0 ... 1 0 ... 0
dwl, ow3, owy ! 021, 9z "1
dwiy w?, o dwyy! 02}, 0z, ™M

gt gt .o .
donde ag)lﬁ, %, con 1l <i4,5<m-—mq, 1<1[]<m, estan evaluados en
11 212

(z, w11, 212). Ademds, como

rg <8g1 > =m
5(211,7312) ’

rg (8(g1 ° ¢1_1)) =m,

de donde se concluye que

entonces

0g’
;2 (x,wi1,212) =0,
021y
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para todo 1 < 4,57 < m — my. Se tiene entonces que gi2 no depende de zio.
Es decir, glg(a?,’wn, 212) = glz(x,wn).

Luego (3.5)-(3.6) es equivalente a

con Hl(ﬂf) = glg(fE,O). O

Para determinar en este caso la forma explicita de M», trabajando por sim-
plicidad en coordenadas (x, w11, 212), se tiene que (z, w11, 212, &, W11, 212) €
H NTM sii:

= fi(z, w11, 212)
w11

Hy(z)

w11

O £ (z, w11, 212)

coc oo
Il

con fi(z, w11, z12) = f(z, a1 (z, w11, 212), 212). Luego,
My = {(xz,wi1,z12) : wnn =0, Hi(x) =0, Ly Hi(z, w1, 212) =0},
OH1

donde Llel(.T,wH,Zlg) = o5 fl(.’E,wn,Zlg).

Volvemos ahora a nuestro algoritmo,

= Paso 3:
Ms = 7T1(N N TMQ)

Razonando como antes se tendréd que (z, w11, 212, &, W11, 212) € N NT My sii
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= filz, w1, 212)
w11

Hi(z)

w11

= LgHi(z, w1, 212)
O(Ly, Hy) oLy, Hy) .
= —5— filz,wi, 212) + =51 21

o oo oo &
I

Caso I:
L H

Proposicién 3.4: Si suponemos (3.9), entonces el sistema (3.1)-(3.2) tiene
indice 2.
Demostracion:

Por hipdtesis (3.9), se puede obtener una expresién para Z1s:

oLy H)\ ' (0L H
219 = — (%ﬁml)) <(§;1)) fl(x,wn,zu),

y se concluye entonces que Mz = M. O

Observacidén 3.4: si el SDAS (3.1)-(3.2) tiene indice 2 el espacio de confi-
guracién es Mo, y el campo vectorial correspondiente resulta

vy : My — T My, con vo(x, w11, 212) =

(L Hi)\ ~L 0(Ly, Hy)
(9677«011,212,f1($7w11,212),0,—( P > = fi(z,win, 212) | -

En este caso el algoritmo termina.

Caso II:

o (A1)

= —mj. 3.10
Do > mg < m —my (3.10)

Nuevamente, podemos reordenar las componentes de z12 y Ly, Hy, y llaman-

do zg = 212, g2 = Ly, Hy, se tendra
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_ [ 221 } _ [ 921 ]
Z2 = y g2 = ’
222 g22

con za1 € R, 299 € RM-(mitm2) g RM=M1 _ RM2 gy s RM-T R (matma),

rg (2921) _ 1
g D71 2.

de modo tal que

Luego, la aplicacién
($,w11,w21,2’22) = ¢2(x,w11,221,222) = (m,w117921($,w117221,2’22),2’22)

es un difeomorfismo; y aplicando a go1(x, w11, 221, 222) el TFI, existe una

funcién suave ag(z, w11, wa1, z22) tal que,
go1(w, w11, az(w, w11, wa1), 202) = wa1
Ademas, se verifica:
921 0 ¢y (2, w11, Wwar, 292) = w1

Entonces, bajo el cambio de coordenadas definido por ¢o, la restriccion al-

gebraica 0 = go(x, w11, 291, 222) €s equivalente a:

w1 = 0 (3.11)

9220 §3 (@, w11, wa1, 200) = 0 (3.12)

De la misma manera que en la Proposicién 3.3, y suponiendo rg (gg; ) = My,

se puede probar que existe Ha(x) tal que, (3.11)-(3.12) es equivalente a:
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y entonces (.%','U}H,wgl, 299, T, W11, Wa1, 222) e N NTM, sii

( = falz, w11, w21, 222)

w11

= Hi(z)

w11

wa1

Hy ()

wa1

= Ly, Ho(z, w11, wa1, 222)

coococoo ok
Il

donde fao(x, w11, wa1,222) = f1(x, w11, o, wi1, war, 222), 222).
La forma explicita de M3 es,

Mz = {(2, w11, w21, 222) + w11 =0, Hi(z) = 0, way = 0, Ha(x) =0,
Ly, Hy(x, w11, w1, 222) = 0}.

= Paso 4:
My = 7T1(NﬁTM3)

Caso I:
rg (6(Lf2H2)

Doms ) =m — (my + mo). (3.13)

Proposicién 3.5: Si se verifica (3.13), entonces el sistema (3.1)-(3.2) tiene

indice 3.

Observacién 3.5: Si (3.1)-(3.2) tiene indice 3, el espacio de configuracién

es M3 y el campo vectorial correspondiente

v3 : My — TMs,
con

vg(m, w11, W12, 222) =

5(Lf2H2)>_1 d(Ly, H2)

(JJ,IU11,1U21,222,fz(w,wll,wm,ZQQ),0,0,— ( Oz Oz fz(l’,wll,’LU217322))> .
22
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Caso II: Lo H
o (st

D299 > =m3 < m — (m1 + mz); (3.14)

en este caso el algoritmo continta.

MS = 771(N N TMS—I)
Caso I:

<8Lfs2 H5_2
rg | =5

az(s_g)g > =m—(m1+ma+...+ms_2);

y entonces el sistema (3.1)-(3.2) tiene indice s — 1. Si en cambio,

Caso II:

<8Lf52H52
rg | =5

> =me_1 <m—(mi+ma+...4+ms 2);
32(5—2)2

como antes, renombramos zs—1 = 2(s_2)2, gs—1 = Ly, _,Hs—2, y obtenemos

Zeq = [ Z(s—1)1 } C geq = [ 9(s—1)1 }

A(s=1)2 9(s—1)2
con
511 € R™1) 2, 1y9 € RMT(mFtma)
9(5—1)1 . Rm—(m1+---+ms—2) _ Rms_l’
Is—1)2 : RM—(mat..+ms2) _, Rm_(ml"'"-""msfl)’
tales que

, a9(5—1)1 —m
g Oz(s—11/) .
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En este caso, la aplicacién

(1:7 W11, W2ly .-y W(s—2)1, W(s—1)1; Z(s—l)2) = ¢5(x7 W11, W2ly .-« W(s—2)152(s—1)1) 2(3—1)2)
es un difeomorfismo; y por el TFI existe
Qs—1(T, W11, Wat, - -+, W(s—2)15 W(s—1)15 Z(s—1)2)

funcién suave, tal que

9(571)1(337 Wiy .oy W(s—2)1, Ols—1(36, Wity -, W(s—2)1, W(s—1)1) 2(371)2)7 2(571)2) = W(s—1)1;

y

9(s—1)1 © ¢ (T, w1, s W(s—1)15 Z(s—1)2) = W(s—1)1
Ademads, existe Hs_1(x) tal que,

we—1y1 = 0

9(s—1y2 0 51 (T, wit, - Wis1)15 Z(s1)2) = O
es equivalente a:

w11 = 0

Hs_l(l’) =0
La forma explicita de M; es ahora:

MS = {(:L’,wn,wm, s Wis—1)1 2(571)2) LW = 0, Hl(ﬂj) = 0, Wwo1 = O,

HQ(JJ) = O, ce ,w(s,1)1 = O, Hs_l(a:) = 0, Lf571H5_1(CE, Wily -y w(s,l)l, 2(371)2) = O}

con

fs—1(z, w11, W11, 2(s—1)2) =

foQ(:Ea w11, .- - ,015,1(:1/‘, Wity - -+ W(s—1)15 2(8—1)2)’ 2(8—1)2)
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s Paso s+1:

Mg = Wl(NﬂTMs)

Supondremos que

O(L; Hs 1
rg <(f315)) =m—(m1+mg+...+ms_1).
32(5—1)2
Se tiene entonces M1 = My, y luego el sistema (3.1)-(3.2) tiene indice s.
En este caso el espacio de configuracién es M, y el campo vectorial corres-

pondiente vy : Mg — T M, se define asi:

Vs (T, W11, -+ Ws—1)15 Z(s—1)2) =
($, Wils -+ W(s—1)152(s—1)2> fs—l(xa W11, -+ W(s—1)1, 2(871)2)7 07 oo 707
OLs, Hs 1\ ' (OL; Hs
_ <8z(511)2) <a;> fs—l(x7 W11y .- - ,w(s,l)l, 2(571)2) .

Para terminar esta Seccién establecemos el siguiente resultado que generaliza

las proposiciones probadas a lo largo del algoritmo.

Teorema: Dado el sistema (3.1)-(3.2), supongamos que

0
rg ((95) =mp < m.

Reordenando si fuera necesario las componentes del campo g y del vector z;

glzg:[gn} zl:z:[zu]
g12 |’ 212 |’

con gi1 a valores en R™ . g1 a valores en R™™™1 21 € R™! 219 € RM™"1;

0911 —m
g D711 1

llamamos

de modo tal que
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Suponemos también que

o (At

>:mi+1<m—(m1+...—|—mi), i=1,...,8—2;
82’12

(a(LfslH'Sl)
r R

R > =ms=m—(my+...+ms_1);

donde definimos recursivamente,

fo=1f
film,win, .. w1, wit, 2i2) = fim1 (6 (@, Wi, - W11, Wit Zi2)),
con
(T, w11, w21, -+, We—1)1, Wity Zi2) = Qi T, W1t W2t - -, W(i—1)15 Zil 5 Zi2) =
= (2, w11, -, We—1)1, i1 (T, W11, - -, W—1)15 2015 Zi2), Zi2)-

En la expresion anterior hemos considerado
gi1 .
g; = |:ng :| :Lfiile;l, 222,...,8—1;

donde H;—1 = g(;_1)2 © d)i__ll, gi1 a valores en R y z;; € R™:.

Entonces, el sistema (3.1)-(3.2) tiene indice s y su espacio de configuracién

es
M = {(z, w11, w21, - - -, W(s—1)1, 2(s—1)2) * w11 =0, Hi(z) = 0, wa1 =0,

Hy(z) =0, ...,we_1)1 = 0,Hs—1(x) =0, Ly, Hs—1(z, w11, .. ., Ws_1)15 2(s—1)2) = 0}

Ademas, se verifica

fo(m,win, wor, . wis_1)1, 2(s—1)2) = F(67 (@, win, war, - Wi 1)1, Z(s—1)2))5

siendo

(T, w115+ We—1)15 Z(s—1)2) = O(T, W1, -+ -5 Z(s—1)15 Z(s—1)2) = Ps—10- . .0P2001 (T, 211, 212)-
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3.3. SDO con restricciones algebraicas

En esta Seccién analizaremos sistemas diferenciales ordinarios con res-

tricciones algebraicas. Estos sistemas tienen la forma

w(t) = Fw(t)) (3.15)

0 = Gw(t)) (3.16)

con F'y G campos vectoriales definidos en un abierto de R" y a valores en
R™ y R™, respectivamente. Los conceptos de regularidad, indice y familia de
variedades restringidas establecidos en la seccién anterior pueden extenderse

para este tipo de sistemas. Para ello definimos,
M; = G70),
que suponemos suave.

Definicién 3.7: El sistema (3.15)-(3.16) se llama regular si existe una

subvariedad suave M C M tal que
Im(F|y) CTM

es decir, F'(w) € T,M,Yw € M. A la variedad M maximal que cumple con

esta definicién se la llama espacio de configuracion del sistema (3.15)-(3.16).

Observacion 3.6: Sea I un intervalo real, si (3.15)-(3.16) es regular, enton-
ces ¢ : I — M es solucién del campo vectorial v = F|pr sii joc: I — R™ es
solucién de (3.15)-(3.16); siendo j : M — R™ la inclusién candnica. Esto sig-
nifica que el dominio M es el conjunto de condiciones iniciales consistentes

del sistema (3.15)-(3.16). Mds precisamente, si wy € M7 y w(t) es la solucién
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de
w(t) = F(w(t)), w(0)= wo;

para que esta solucién satisfaga la restriccién (3.16) se deberia verificar que
F(w(t)) € TyyMi, para todo t € I, 1o que no ocurre en general. En cambio,

si wy € M, entonces w(t) € M, para todo t € I.

Definicién 3.8: El conjunto correspondiente al sistema (3.15)-(3.16) es
N = {(w,w) € R*™ : w = F(w), 0 =G(w)}.

Definicion 3.9: Se define la familia de variedades restringidas asociada a
(3.15)-(3.16) como:

(i) My =R"

(ii) M; = m(NNT M;—1),i=1,...,s; siendo s el mayor entero tal que M;

es variedad suave y M;_1 # M.

La siguiente proposicién establece una forma explicita para los elementos de
esta familia.

Proposicién 3.6: Sea {M;};_, la familia de variedades restringidas asocia-

das al sistema (3.15)-(3.16), entonces
M;=M; 1 N{weR" : 0 =L G(w)}, Vi>1,

siendo LpG(w) = g—gF(w) y Lt.G(w) = Lp(LS 1 G(w)).
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Demostracion:

Observar que (w,w) € N NT M sii

w o= F(w)
0 = Gw)
0 = LpG(w)

y entonces My = My N{w € R" : 0 = LpG(w)}.
Razonando inductivamente se tiene que,

M;=M;_1N{weR" : 0= L G(w)};
con lo que queda probada la proposicién.O

Definicién 3.10: Al entero s se lo llama indice de (3.15)-(3.16).

Observar que si el indice es s, M = M es el espacio de configuracion del

sistema.

Concluimos esta Seccién con un resultado que garantiza existencia y unici-

dad de solucién para un sistema del tipo (3.15)-(3.16).

Proposicién 3.7: Consideramos el sistema (3.15)-(3.16) con condicién ini-
cial w(tp) = wp. Supongamos que (3.15) con esta condicién inicial tiene
solucién tnica. Supongamos también que el sistema (3.15)-(3.16) tiene indi-
ce s y que wg € M.

Entonces, la tnica solucién c¢(t) de (3.15) definida sobre algtin intervalo
I = [to,to + &), es tal que ¢(t) € Ms, para todo t € I; siendo Mj el es-
pacio de configuracién de (3.15)-(3.16).
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Demostracion:

Consecuencia inmediata de la definiciones de indice y espacio de configura-
cién.

3.4. Ejemplos

En esta Seccion presentaremos dos ejemplos simples, y hallaremos en ca-
da caso la familia de variedades restringidas, indice, espacio de configuracién

y campo vectorial correspondiente.
Ejemplo 1

Consideramos el siguiente SDAS con trayectorias en R?:

B = 3 (3.17)
by = 24 (3.18)
I3 = —T1T4 (3.19)
T4 = —xox5+1 (3.20)
0 = z¥4+23-1 (3.21)

Usaremos el algoritmo de la Seccién 3.2 para determinar la familia de varie-

dades restringidas. En este caso el conjunto correspondiente es

N = {(z1, 29,23, 24, 5, &1, T2, &3, L4, T5) : &1 = X3, T2 = T4,

T3 = —T| X4, T4 = X225+ 1, JI%—I—JJ% = 1}.
= My=R5

» My = {(x1, 29,73, 74,75) € R® : 23 + 23 = 1}, que resulta una subva-

riedad suave de dimension 4.
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s My = 7T1(N ﬂTMl)

Para determinar Ms observar que (1, X2, X3, X4, X5, £1, T2, T3, T4, T5) € N N TM;

sii se verifican (3.17)-(3.21) y ademads
r123+ 29224 =0 (3.22)
Luego,
My = My N {(z1, T2, 23,4, 75) € R® : 2123 + 2924 = 0},
subvariedad suave de R® de dimensién 3.
» M3 =71 (NNTMs)

En este caso se tiene que (x1, x2,x3, x4, T5, L1, T2, T3, L4, T5) € N N T My sii

se verifican (3.17)-(3.22) y
it ae—a5=0 (3.23)
Entonces,
M3 = My N {(x1,x2, 3, 4, 75) € RS : :L'% + ;EZ +x9 — x5 = 0},
subvariedad suave de R® de dimensién 2.
» My =m(NNTMs)

Para determinar My, observar que (x1, x2, 3, X4, T5, 1, T2, T3, T4, T5) € N N T M3

sii se cumplen (3.17)-(3.23); ademas, diferenciando (3.23) se obtiene:
—2x3x1 X5 — 2T4 T T5 + 314 = T (3.24)

Luego, se tiene que My = Ms, y entonces (3.17)-(3.21) es un SDAS regular

de indice 3 y espacio de configuracién M = M3. Su campo vectorial asociado
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tiene dominio M y estd determinado por las ecuaciones (3.17)-(3.20) y la

ecuacién (3.24).

Ejemplo 2

En este ejemplo analizaremos un sistema diferencial lineal en R? con una
restriccién también lineal (es decir un sistema lineal del tipo (3.15)-(3.16)).
Este ejemplo se elige de este modo para poder escribir en forma explicita

la solucién e ilustrar el papel que juegan el campo vectorial y la variedad

correspondientes.
T1 = xTo+x3 (3.25)
To = —x1+x3 (3.26)
T3 = 2T+ 29— T3 (3.27)
0 = x1+290— 23 (3.28)

La familia de variedades restringidas es:
] SO = Rg
n 5 = {(1'17.%'2,-%'3) eER? :0=1x+ 29 _3:3}

Diferenciando la restriccién (3.28), y sustituyendo adecuadamente, se obtie-
ne,

x3—x1 =0 (3.29)
Luego,
Sy = {(z1, 20, 23) €ER3 : 19 = 0,21 = 3}
Ademas, diferenciando (3.29) para obtener S3, no se genera una nueva res-

triccién, se concluye entonces que S3 = Sy. El sistema (3.25)-(3.28) tiene
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indice 2 y su espacio de configuracién es S = Ss.
La solucidn del sistema diferencial ordinario (3.25)-(3.27) (sin considerar la

restriccién algebraica), con condicién inicial (:c(l), azg, azg), es:

1 1
zi(t) = (1—e‘t+26t> o)+ (—1+ef)ad + <—1+26—t> x4
za(t) = (-1+e ") al+a2+ (1—e")af
3 —t 1 t 0 t\ .0 3 —t 1 t 0
z3(t) = 1*56 +§€ )+ (-1+e)ay+ 71+§e +§e T3

Si por ejemplo, se toma como condicién inicial la terna (1,1, 2) que satisface
la restriccién algebraica (3.28), pero no pertenece al espacio de configuracién

S, la solucién que se obtiene es

1 )
x1(t) = ie*t + Eet -2
zo(t) = —et42

3 5
xo(t) = ie*t + Qet -2

En este caso se puede probar que z(t) + z2(t) — x3(t) = 0 sélo si t = 0.

Si en cambio se toma como condicién inicial (—1,0,—1) € S, la solucién es

r(t) = —é
xa(t) = 0
r3(t) = —é,

luego, las trayectorias del sistema evolucionan sobre S, para todo tiempo t.



Capitulo 4

Sistemas con Perturbacion
Singular

4.1. Introducciéon

Las soluciones exactas de ecuaciones diferenciales no-lineales se pueden
obtener sélo en un nimero limitado de casos. En general se debe recurrir a
métodos de aproximacion.

En este capitulo estudiaremos un método de aproximacién de solucién
para un Sistema con Perturbacién Singular (SPS), cuya forma precisa esta-

bleceremos mas adelante.

Sistemas con Perturbacion Regular

Consideremos primero el sistema perturbado,

@(t) = F(t,z(t),€), x(to) = nle) (4.1)

donde x es un vector y € un parametro de perturbacion pequeno. Suponga-
mos el siguiente problema: si bajo ciertas condiciones el sistema (4.1) tiene

solucién z(t, €), se quiere obtener una funcién Z(¢, €) tal que la diferencia
x(t,€) — x(t,€)

39
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sea pequena (en alguna norma) en algin dominio de las variables ¢ y €; de
modo tal que Z(t, €) se pueda expresar en términos de soluciones de ecua-
ciones mas simples que las del sistema original (4.1). Este problema ha sido
completamente resuelto y el método utilizado ha “explotado” esencialmen-
te que € es pequeno, y luego la aproximacién mads simple se ha obtenido

tomando € = 0 en (4.1), que da lugar al sistema nominal
x(t) = F(t,z(t),0), z(to) =n(0). (4.2)
En efecto, suponiendo que,

» el sistema nominal (4.2) tiene tnica solucién xg(t) sobre [to, 1], con

xo(t) € D (D conjunto conexo y abierto de R™), para todo t € [tg, 1],

= f y n son ambas dos veces continuamente diferenciables en sus argu-

mentos para (t,z,€) € [to,t1] X D x [—€, €],

entonces, para |e| suficientemente chico, el sistema (4.1) tiene solucién tnica

x(t, €) definida en [tg,t1]; que verifica
[z(t,€) —2o(t)[| < kle|, Vle| <er, VEE [to, ta],

para algin £ > 0y €1 < ¢. Este resultado se obtiene basicamente por
continuidad de la soluciéon con respecto a las condiciones iniciales y a los

parametros, [22].

Sistemas con Perturbaciéon Singular
Un problema de perturbacion diferente se origina cuando el o los parame-
tros de perturbacion que aparecen en el sistema provocan discontinuidades

en las soluciones, y es por esto que a esta clase de sistemas se los llama
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de perturbacion singular. La esencia de la teoria desarrollada para los SPS
es que la discontinuidad de la solucién, ocasionada por las perturbaciones
singulares, puede evitarse si analizamos el sistema en dos escalas diferen-
tes de tiempo. Este enfoque permite representar al sistema a través de dos
subsitemas: el reducido o lento, y el “capa limite” o rapido.

En este capitulo describiremos el comportamiento de las soluciones de

un SPS de la forma

z = f(x,z2) (4.3)

ez = g(x,z) (4.4)

con f: Dy x Dy —R" g: Dy x Dy — R™ donde Dy y D2 son conjuntos
conexos y abiertos de R™ y R™, respectivamente.
Cuando € = 0, las propiedades dindmicas del sistema tienen un cambio

abrupto pues (4.4) se convierte en la ecuacién algebraica o trascendente

0=g(z,2) (4.5)

y el sistema (4.3)-(4.4) en el SDAS

r = f(z,2) (4.6)
0 = g(z,2) (4.7)
Supongamos que
89 o * % -1
rgly,) =" enun entorno de (z*,2*) € g~ (0). (4.8)
z

Sir = m, sabemos por lo visto en la Seccién 3.2 que (4.6)-(4.7) es un SDAS

de indice 1, localmente alrededor de (z*, z*).
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Definicién 4.1: Si r = m en (4.8) se dice que (4.3)-(4.4) es un SPS dado

en forma standard.

Existen diferentes modelos de SPS que no estian en forma standard. En
[23] se analiza un SPS no standard lineal y con control, que bajo ciertas
hipétesis puede representarse a través de un SDA con control (correspon-
diente al sistema lento) y de un sistema diferencial con control (correspon-
diente al sistema rapido). Un andlisis similar se realiza en [24], pero en este
caso considerando un SPS no-standard, no-lineal y con control. En ambos
trabajos se “explota”’ la descomposicién obtenida para disenar un control
compuesto. En [25] se considera una clase particular de SPS no standard,
lineales y con control; bajo hipétesis de estabilizabilidad y detectabilidad
se extiende la teoria de control por realimentaciéon ya conocida para SPS
lineales dados en forma standard. Por otro lado, en [26] se estudia la vincu-
lacién entre un SPS no standard y con control (que representa el modelo de
un proceso quimico) y el SDA con control y de indice mayor que uno que
resulta al anular el pardmetro de perturbacién (que corresponde al sistema

lento).

En [27] hemos explorado otra conexién entre los SPS y los SDA. Consi-
derando que el sistema (4.6)-(4.7) es de indice 2 (y luego el SPS (4.3)-(4.4)
no estd en la forma standard), hemos caracterizado su correspondiente sis-
tema reducido o lento como un SDO con restricciones algebraicas (de la
forma dada en la Seccién 3.3). Se ha analizado la existencia y unicidad de
solucién para tal sistema. En [28], considerando nuevamente a (4.6)-(4.7) de
indice 2, hemos estudiado las trayectorias de (4.3)-(4.4). En este caso se ha

profundizado en el estudio del sistema “capa limite” o rapido, cuya matriz
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jacobiana resulta singular. En particular, para garantizar ciertas hipétesis
de estabilidad en este sistema se ha utilizado la Teoria de la Variedad Cen-
tro, [29]. Hemos obtenido en este trabajo un resultado de aproximacién de
las soluciones del SPS, a partir de las soluciones del sistema reducido o lento.

En la Seccién 4.2 se dara una breve descripcion de los SPS dados en forma
standard. Se enunciard un resultado fundamental (Teorema de Tikhonov)
que garantiza existencia y unicidad de solucién para estos sistemas, y esta-
blece también una aproximacién de las soluciones. En las secciénes 3 y 4 se

detallaran los resultados obtenidos en [27] y [28].

4.2. SPS en forma standard

Supondremos en esta Seccién que (4.3)-(4.4) es un SPS dado en forma
standard en (z*, 2*) € g~1(0). Entonces, por el TFI, existen entornos U* y
V* de z* y z*, respectivamente, y una tnica funciéon suave h : U* — V* tal
que:

{(x,2) eU* xV* : g(x,2) =0} = {(z,h(z)) : z€U"}
y ademads, g(z,h(x)) =0, Vx € U*.
Luego, a partir de (4.3)-(4.4), y suponiendo condicién inicial

(z(to), 2(t0)) = (%o, 20) (4.9)

se obtiene el sistema reducido o lento:
= f(z,h(x)), x(ty) = xo (4.10)

Si Z(t) es la solucién de (4.10), entonces podemos obtener z(t) = h(Z(t)).

Sin embargo, observemos que

Z(to) = h(zo),
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y no necesariamente coincidird con z. Luego, Z(t) no es una aproximacién

uniforme de z(¢, €); se podria esperar, sin embargo, que
z(t,e) — 2(t) = O(e)

sobre algin intervalo [tp,¢1], con t, > to.

Por otro lado, seria razonable que
x(t,e) — z(t) = O(e).
uniformememte en ¢ € [to, t1].

Observacion 4.1: Si el error z(t,e) — Z(t) fuera efectivamente O(e) sobre
[ty, 1], entonces, durante el intervalo inicial [to, t3], deberfa cumplirse que z
se aproxime a Z, y para que esto suceda se deben satisfacer ciertas hipotesis

de estabilidad.O

Por simplicidad se trabajara en coordenadas (z,y), siendo y = z — h(z). En

las nuevas variables (z,y) el sistema (4.3)-(4.4) resulta:

z = flz,y+h(zx)), (4.11)
(i = glay+ b)) - gy +h), (1.12)

con condicién inicial
(2(to),y(to)) = (20,20 — h(z0))- (4.13)

Ademas, establecemos

dy dy dr 1

€E— = — — ==

dt dr dt €
y utilizamos 7 = 0 como valor inicial en ¢t = tg; entonces la nueva escala de
tiempo es

t—to
T =
€
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En el tiempo 7 el sistema (4.11)-(4.12) es:

%'Z e f(x),y(7) + h(x)), (4.14)
%,: M%y+M@%wgy@w+h@m (4.15)

con condicién inicial
(2(0),9(0)) = (w0, 20 — h(0))- (4.16)

Si € tiende a 0, se obtiene t = tg y * = xp; y el sistema (4.14)- (4.15) se

transforma en el sistema auténomo:

dz

-— = 4.1
dr 0 (4.17)
dy N

= g0+ h(xo)), (4.18)

Si suponemos g € U*, entonces § = 0 es punto de equilibrio de (4.18), pues
g(xo, h(zp)) = 0. Al sistema (4.18) se lo llama boundary layer, “capa limite”

o rdpido.

Teorema de Tikhonov
El Teorema de Tikhonov establece condiciones suficientes que garantizan
la existencia y unicidad de solucién para el SPS (4.3)-(4.4) con condicién
inicial (4.9). Se obtiene ademé&s una aproximacién para la solucién a partir
de la solucién del sistema nominal que resulta de considerar e = 0.
Supongamos que la solucién z(t) del sistema reducido (4.10) estd definido
para t € [to,t1], y que ||Z(t)|| < 1 sobre [to,t1]. Se define el conjunto B, =
{z € R" : ||z|| < r}, con r > r;. Reescribimos el sistema (4.18) como
dy _

7 = 9(@, g+ h(z)) (4.19)
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donde los z € B, son tratados como parametros fijos.

Definicién 4.2: El equilibrio § = 0 del sistema (4.19) es exponencialmente
estable, uniformemente en = € B, si existen constantes positivas k, v y po

tales que la solucién de (4.19) estd definida para todo 7 > 0 y satisface
Iy < EllyO)le™7, Yly(0)I] < po, Y& € By, V7 > 0. (4.20)

Teorema: Consideremos el SPS (4.3)-(4.4) con condicién inicial (4.9), y
supongamos que se cumple la condicién (4.8), es decir, existe h(x) tal que
z = h(x), localmente alrededor de (z*,2*). Supongamos, ademds, que las
siguentes hipdtesis se satisfacen para todo (z,z — h(x)) € B, x B,, para

cierto p > po k:

» Las funciones f y g, y sus primeras derivadas parciales con respecto

a x y z son continuas. La funcién h(x) y el Jacobiano % tienen

primeras derivadas parciales continuas con respecto a sus argumentos.

» El sistema reducido (4.10) tiene solucién dnica Z(t) definido sobre

[to, t1], que cumple ||Z(t)|| < r; para todo t € [to, t1], para cierto rp < r.

» El origen del sistema (4.19) es exponencialmente estable, uniforme-

mente en x.

Entonces existen constantes positivas p y €* tal que, para todo ||zo—h(xo)|| <
ny 0 <e< e, elsistema (4.3)-(4.4) con condicién inicial (4.9) tiene solucién

tunica (z(t, €), z(t, €)) sobre [tg,t1], y

x(t,e) —x(t) = Ofe) (4.21)

z(t,e) — h(z(t)) —y(t/e) = O(e), (4.22)
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uniformemente en ¢ € [tg,t1], donde §(7) es la solucién de (4.18). Ademés,

dado t; > ty, existe €** < €* tal que
2(t,€) — h(3(t)) = O(e), (4.23)

uniformemente en t € [tp,¢;], cuando € < €*.0

Diferentes pruebas de este Teorema pueden encontrarse en [30], [31]y [32].

4.3. SPS no-standard

En esta seccién consideraremos un SPS no-standard cuyo SDA corres-
pondiente, que se obtiene al anular el parametro de perturbacién, resulta de
indice 2 localmente alrededor de (z*,z*). Como en el caso standard, halla-
remos los sistemas reducido y “capa limite”. Estudiaremos la existencia y
unicidad de solucién para el primero y la estabilidad del equilibrio para el

segundo.
Sistema reducido o lento

Queremos analizar cudl sera en este caso el sistema reducido, que como
en el caso standard debera depender sdlo de las variables lentas del sistema
(las variables z).

Sabemos que al anular el pardmetro de perturbacién el SPS (4.3)-(4.4) se

transforma en el SDAS (4.6)-(4.7). Supongamos que

0
rg (82) =7 <m, en un entorno de (z*, z*).

Supongamos también que el sistema (4.6)-(4.7) tiene indice 2. Sabemos en-

tonces, por lo analizado en la Seccién 3.2, que existe un cambio de coorde-
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nadas
(x, w1, 22) = p1(x, 21, 22)

tal que (4.6)-(4.7) en las nuevas coordenadas resulta

T = fl(.%‘,’wl, 22) (4.24)
0 = w1 (4.25)
0 = H(z); (4.26)

siendo fi(x,w, 22) = f(é7 " (x,w1,22)). Se obtiene entonces el primer siste-

ma reducido en las variables (z, 22):

z = fi(x, 29) (4.27)
0 = H(x) (4.28)
con fl(a:,zg) = f1(z,0, z2).
Proposicién 4.1: El sistema (4.27)-(4.28) tiene indice 2 en (z*, 23).
Demostracion:
N* = {(z,20,2,%0) : & = fi(z,22), 0= H(x)}

es el conjunto correspondiente a (4.27)-(4.28), y llamamos { M/} a la familia
de variedades restringidas asociada a este sistema. Entonces,
o My ={(x,%) : 0= H(x)}
» My =m(NNT M) =MN{(z,22) : Lle(x,ZQ) =0},
dH 7

con Ly H(x,22) = G- fi(x, 22).

s M3 =m (N*NTM)
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Observar que (x, 22, &, 22) € N N T My sii

& = fi(z,2)
0 = H(x)
0 = LpH(z,2)
OL; H(z,22) = ALz H(z,22) |
0 = %fﬂx,@)—i—%zz

Ademads, como estamos suponiendo que (4.6)-(4.7) tiene indice 2, se tiene

que
g (8(Lf1H(a:, 29))

25 ) =m—r en (z¥ 23), (4.29)

entonces M3 = My, resultando (4.27)-(4.28) un SDAS también de indice 2,

localmente alrededor de (z*,23). O

Observar que el sistema reducido obtenido no depende sdlo de las variables
lentas del SPS, sino también de algunas de las variables rapidas. Ahora bien,
bajo la hipétesis (4.29) y aplicando nuevamente el TFI, existen entornos
Ui CcR"y Vi CR™ " de 2" y 23, respectivamente, y una funcién suave

asg : Uy — V1 de modo tal que,
Ly H(z,22) =0 sii 22 = ag(w).

De esta manera, podemos obtener el siguiente sistema reducido, que depende

solo de las variables lentas del SPS:

i = fi(z) (4.30)

0 = H(z) (4.31)

con fi(z) = fi(x,as(z)). Se observa que (4.30)-(4.31) es un SDO con res-
tricciones algebraicas de la clase estudiada en la Seccién 3.3; ademas vale el

siguiente resultado:
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Proposicién 4.2: El sistema (4.30)-(4.31) tiene indice 1 en z*.
Demostracion:

Sea {M;*} la familia de variedades restringidas correspondiente a (4.30)-

(4.31). Luego se tiene,

ok * OH ;
My* ={z e My : %fl(l’):o}

Sabemos que el sistema tendrd indice 1 si M| = M3*. Ahora bien, utilizando
la notacion utilizada en la Proposicién anterior se tiene que,

r € M = (x,22) € M7,

y entonces (x, az(x)) € My pues Lz, H(x,az(x)) = 0. Como ademds M3 C M,
vale que M{* = M3, y (4.30)-(4.31) tiene indice 1. O

Corolario: Consideramos el sistema (4.30) con condicién inicial z(tg) = zo.
Si H(xzg) = 0, entonces la tnica solucién de (4.30), que estard definida en

alguin intervalo I = [tg, d + o], satisface (4.31), para todo t € I.
Demostracion:

Consecuencia de la Proposicién 3.7.0

Sistema “capa limite” o rapido

Queremos obtener las ecuaciones del sistema rapido correspondiente a
(4.3)-(4.4) con condicién inicial (z(to), 2(t0)) = (zo, 20), para luego estudiar

la estabilidad del equilibrio en este sistema. En coordenadas (x,ws, 2z2) el
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sistema (4.3)-(4.4) es,

T = fl(l‘,wl, 22), (4.32)

€W, = € (%(Qﬁ_l(:v,wl, 22))> filz,wy, z2) + (4.33)
S (5w ) (67 s wn, 22)) s )

62'2 = §2(:r,w1), (4.34)

con condiciones iniciales (z(tg), w1 (to), 22(to)) = (x0, w10, 220), siendo wy (tg) =
91(20, 210, 220) ¥ G2(x, w1) = ga(¢~ ' (2, w1, 22)) (que depende sélo de x y wy,
por lo visto en la Seccién 3.2). Observemos ademds que para obtener la

ecuacién(4.33) hemos considerado que w; = g1(z, 21, 22).

En el tiempo 7 = =10 el sistema (4.32)-(4.34) es:

dx
E = efl(a:,wl,zg), (435)
dw1
- = e Az, w1, z2) f1(x, w1, 22) + B(z, w1, 22)wy + (4.36)
C(x7w1722)§2($7/w1)7
% = ga(z,wn), (4.37)
con condicién inicial (x(0),w1(0), 22(0)) = (zg, w10, 220); donde,
Az, wi,z2) = G (67 (@, w1, 22))
B(w,wy,z) = $8(¢ (w1, 2))
C(x7w1722) = %(¢_1($,UJ1,22))

Cuando € tiende a 0, se obtiene el sistema,

dzx
B — 4.
e 0, (4.38)
dn i e .
- = B(&,11, 22) w1 + C (&, w1, 22)g2(T, 1), (4.39)
dz o

2 = G(dan), (4.40)

dr
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A~ ~

con condicién inicial (£(0),w1(0), 22(0)) = (zo, w10, 220)-

Observacién 4.3: De (4.38) se tiene que &(7) = zo, luego (4.38)-(4.40) es

equivalente a:

d

e B(z0, 101, 22) W1 + C (20,101, 22)G2(z0, W1), (4.41)
!
CTZ: = ga(wo,wn), (4.42)

con condicién inicial (w1(0), 22(0)) = (w1, 220)-

El sistema (4.41)-(4.42) es el sistema rdpido correspondiente a (4.3)-
(4.4). Todos los puntos de la forma (0, z5) son puntos de equilibrio del sistema
rapido (4.41)-(4.42), cualquiera sea z§, pues supondremos de aqui en més
que ga2(z0,0) = H(xg) = 0. Para estudiar la estabilidad de cualquiera de
estos puntos calculamos la matriz jacobiana del sistema, la evaluamos en el

punto de equilibrio, y obtenemos:

B(xo,0, 25) +C(m0,0,z§)g—%(a£0,0) 0
J =
992 (24, 0) 0

oWy

Si llamamos

96
Ar = B(20,0,25) + C(20,0, 25) 52 (0, 0),
Bwl
092
Ay =
2 37@1 (1:[), 0)7
el sistema (4.41)-(4.42) puede escribirse como
d . .
F = Ajuy —I—Fl(iL'o,wl,Zg) (4.43)
dz
TZ: = Ay —i—Fg(l’o,wl); (4.44)

donde
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Fi(zg, w1, 22) = B(xg, W1, 22) W1 + C(x0, W1, 22)g2(x0, w1) — A1 W1,

Fy(z0,w1) = ga(xo, w1) — Ag .

Consideramos ahora una transformacion de similaridad 7" de modo tal que

_ Blo =1 Alo
R

es la forma candnica de Jordan correspondiente a
A 0
Ay 0 |7

Luego de aplicar esta transformacién de similaridad, en las nuevas coorde-

nadas (que seguiremos llamando (w1, 22)), el sistema répido resulta:

dw -

dlj_l = Bl uA)l + Fl (’ZEOa ’(Z)l, 22) (445)

dZ ~

Tm = Fy(wo, in); (4.46)
T

donde F} y Fy son las expresiones de F; y F5 en las nuevas coordenadas.

Ademas mediante calculos sencillos se prueba que
Fl(IOa 0; Z;) - 07 FQ(IOa 07 Z;) - 07
OF;
(w1, 22)

oF,

b (20,0,25) = 0,
a(wl,zg)(xo’ %)

(l‘o, 07 Z;) =0.

Como M es singular, con m—1r autovalores nulos, recurriremos a la Teoria de
la Variedad Centro para estudiar la estabilidad del equilibrio. En el Apéndice
A se establecen algunas definiciones y resultados vinculados a esta Teorfa.

Como resultado de aplicar al sistema (4.45)-(4.46) estos resultados se tiene,

Proposition 4.3: w; = 0 es una variedad centro para el sistema (4.45)-

(4.46) que pasa por el punto de equilibrio (0, 25).
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Demostracion:

En general, una variedad centro para (4.45)-(4.46) por un equilibrio (w$, 25)
es una funcién suave w; = y(22) que verifica:
L 7(25) = wf
0
2. 8—;2(25) =0
3. La variedad es invariante para el sistema, es decir,

dw . ~ AN s dvy = .
T = Bia) + Filao (), ) = o Ba(ao, ().

En este caso, para la variedad w; = 0 y algin punto de equilibrio de la
forma (wf, 25) = (0, 25), las condiciones 1 y 2 se verifican trivialmente. Para

probar la condicién 3, observar que la dindmica sobre la variedad w; = 0 es,

d ~
ﬂ :F1($0,0,22) =0
dr

lo que prueba la invariancia; luego concluimos que w; = 0 es una variedad

centro para (4.45)-(4.46) por el punto de equilibrio (0, z5).0

Observacion 4.4: Por Teorema A-2 (parte a)), la estabilidad del equili-
brio de (4.45)-(4.46) estd determinada por la estabilidad de u® = z§ en la
dindmica

du

— = Fy(x0,0
dr 2(.’E0, )

Como en este caso Fy no depende de u, y F5(z9,0) = 0, entonces (0, 25) es

un punto de equilibrio estable del sistema (4.45)-(4.46).0

Teniendo en cuenta la Proposicién 4.3 y la observacién 4.4, aplicamos nue-

vamente el Teorema A-2 (parte b)). Entonces, existe una constante p > 0y
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una solucion ug de

du
1= 0
tal que, si T — 00,
w1 (1) =0(eP7) (4.47)
Zo(T) —up =0(eP7) (4.48)

Concluimos entonces,

Proposition 4.4: El equilibrio (@, 25) = (0, up) de (4.45)-(4.46) es asint6ti-

camente estable.O

4.4. Aproximacion de trayectorias

En esta Seccién utilizaremos el resultado de la Proposicion 4.4 para pro-
bar que las trayectorias del sistema (4.35)-(4.37) pueden aproximarse con las
del sistema (4.38)-(4.40), cuando € tiende a 0, uniformemente en 7 > 0. Para
probar este resultado utilizaremos la Teoria de Perturbacién Regular para
ecuaciones diferenciales ordinarias, pues en este caso se tienen funciones que
dependen en forma suave del pardmetro de perturbacion.

Entonces, (4.35)-(4.37) es el sistema perturbado y (4.38)-(4.40) el sistema
nominal o no perturbado.
Si llamamos,
X = [z wy 2|, X = [& w1 2],
F(X,e) = [e fi(z,wy,22) €A(x,w1,22)f1(x, w1, 22) + Bz, wy, z2)wi+

C(z, w1, 22)2(x,w1)  go(z,w1)],

~

F(X)=[0 B(&,in 22)in + C(&, 01 22)g2(#,101)  Go(@,1n)],
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entonces podemos establecer el siguiente resultado de aproximacién valido

en el intervalo infinito, (ver [30]).
Proposicién 4.5: Supongamos que
» [ estd definida para (X,e€) € D x [0, ¢€p], con D conexo y abierto.

» X¢ = (20,0,up) es punto de equilibrio asintéticamente estable del

sistema nominal.

Entonces,

X(r,e) — X(1)

tiende a 0 cuando ¢ — 0, uniformemente en 7, para todo 7 > 0; siendo

X (7€) la solucién de

dX
P F(Xa 6)) X(O) = Xo,
dr

y X (1) solucién de
dX 50 o
), X0 = %

Observacién 4.5: la segunda hipdtesis de esta proposicion vale como con-

secuencia de la Proposicién 4.4.

Para terminar esta Seccién enunciaremos y probaremos una extension del
Teorema de Tikhonov para el caso en que el SPS (4.3)-(4.4) es no-standard

localmente (z*,2*) € g~1(0).
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Resultado principal

El siguiente resultado garantiza existencia y unicidad de solucién para el
sistema (4.3)-(4.4) con condicién inicial (z(to),z(t9)) = (x0,20). Se obtiene
también una aproximacién de la solucién del sistema a partir de la solucién

del SDAS (4.6)-(4.7) que se supondrd de indice 2 en (z*, z*).

Teorema: Consideramos el SPS (4.3)-(4.4), pero en coordenadas (z, w1, 22),
es decir en la forma (4.32)-(4.34), con condicién inicial (z(ty), w1 (to), 22(to)) =
(an w10, ZQO)‘

Supongamos que

(i) E1 SDAS que resulta de hacer € = 0 tiene indice 2 localmente en algin

punto (z*,z*) € g~ *(0).

(ii) El sistema reducido que resulta en este caso, es decir el sistema de
ecuaciones (4.30)-(4.31), es tal que H(zp) = 0; y entonces admite tnica
solucién z,(t) en algin intervalo [to,?1] (consecuencia del Corolario de la
Proposicién 4.2).

(iii) Considerando el sistema répido (4.45)-(4.46), B; es una matriz con

todos sus autovalores de parte real negativa.

Entonces, existe una constante p > 0 tal que si ||(w10, 220 —2(x0))|| < ,
el sistema (4.32)-(4.34) tiene solucién tdnica (z(t,€), wi(t,€),z2(t,€)) y se

verifica

x(t,e) —x,(t) — 0 (4.49)

(010,61 22(8.0) = anar0) = (1 () 20 () = )
(4.50)
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cuando € — 0, uniformemente en t € [to, t1]; siendo (w1 (7), Z2(7)) la solucién
de (4.41)-(4.42).
Ademids, dado t, > t,

wi(t,€) — 0 (4.51)

cuando € — 0, uniformemente en ¢ € [ty, t1].

Demostracion:

Las hipétesis generales supuestas en el Capitulo 2 (Preliminares) garan-
tizan existencia y unicidad de solucién para el sistema (4.32)-(4.34).
Nos ocuparemos entonces de la aproximacién de las trayectorias de este

sistema con las del sistema reducido,

ir = fl(xr) (4'52)

0 = H(z,) (4.53)
Analizamos en dos partes: el error para z y el error para (w, 22).

FError para x:

Si definimos e, (t,€) = z(t,€) — x,(t) entonces,

efli(tae) = / [fl(l'(s,6),’(01(5,6),2’2(8,6)) - fl(:ET(S))]dS =

to

/t [fl((li(s,6),11)1(8,6),2’2(2,6)) - fl(xT(S)707a2($T(s)))]d5 =

/ [f1(z(s,€),wi(s,€),2a(s,€)) — fi(xr(s), wi(s,€),z2(s,€))]ds+

to

+/ [fl(xr(s)vwl(sﬂ6)722(576)) _fl(xr(s)’O)OQ(x(sv6)))]d5+

to

4 [ (o (5),0.a(0(5. ) = il (). 0, (5))]ds

to
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y en consecuencia, suponiendo que f; y ag son Lipschitz en sus argumentos,

t
lex(t; )l S/t kllz(s, €) — @r(s)|ds+
0

t

/kg](wl(s,e),ZQ(s,e)—ag(a:(s,e)))]ds—i—/ ksl|z(s, €) — 2o(s) | ds.

to to

Para obtener una cota para

(w1(s,€), 22(s,€) — aa(x(s,€)))

trabajaremos, por simplicidad, en el tiempo 7. Entonces,

[(wi(7, €), 22(7; €) — az(z(7, €))[| <

[(wi (7, €) —1(7), 22(7, €) = 22(7))|| + [|(@1(7), Z2(7) — c2(0))[|+
+llaz(z(r, €)) — az(zo))ll
Por Proposicién 4.5, dado 6; > 0, existe €1 > 0 tal que

|(w1(T,€) — wi(T), z2(T,€) — 22(7))|| < %1, V1 >0, Ve < €.

Por lo visto en la Seccién 4.3, (0, a2(zg)) es un punto de equilibrio estable
del sistema (4.45)-(4.46); entonces existe una constante p > 0 tal que, si

| (w10, 220 — 2(x0))|| < p, se cumple que
. . 01
(@1 (7), 22(7) — @z2(zo))|| < 5 V7 = 0.
Ademss, existe una constante K > 0, tal que
laa(z(7, €)) — az(x0))|| < Kl[z(7, €) — ol

pues «g es Lipschitz en x. Ademas, dado d9 = 3‘5—}{, existe €5 > 0 tal que

|z (7, €) — xg|| < d2, para todo € < ez (nuevamente se aplica la Proposicién
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45).

Entonces, concluimos que
01
l|aa(z(T,€)) — aa(xo)|| < 3 Ve < e, VT >0
Finalmente, si elegimos €* = min(ey, €2), obtenemos que,
|(wi(T,€), za(T,€) — az(x(T,€)))|| < I, Ve <€, V>0,
0 equivalentemente,
H(UJ1($,€),Z2(S,€) - O‘Q(ZU(Saﬁ)))H <01, Ve< 6*7 Vs € [t07t1]'
Ahora, dado ¢ > 0, se tiene,

t
leatt.0ll < | Killeats, ds + bada(t1 ~ to)
to

con Kl = min(kl, kﬁg)

Por la desigualdad de Gronwall, concluimos que
lealt, Ol < kb (b1 — to)eX1E), vt € [t0, 1],

Entonces, si elegimos

1
ko(t] — to)el1(ti—to)

01 =

resulta,

llex(t,€)]] <6, Ve < € =min(er,ea),

uniformemente en ¢ € [to, t1]; lo que prueba (4.49).
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Error para (wy, z9):

Para probar (4.50) trabajaremos nuevamente en el tiempo 7.

A~ ~

(wi(T, €), 22(7; €) — g (7)) = (@1(7), 22(T) — az(20)) =
(w1 (7, €) = wi(7), z2(7, €) = 2a(7)) + (0, az(x(7; €)) — aa((7)))+

+(0, aa(o) — az(x(7, €)))

que tiende a 0, para € suficientemente paqueno, uniformemente en 7 > 0. Mas
precisamente, para que cada término de la suma sea suficientemente pequeno
se ha utilizado: para el primer término la Proposicion 4.5; para el segundo
término que ap es Lipschitz y la cota (4.49) probada antes; para el tercer
término que « es Lipschitz y nuevamente la Proposicién 4.5. Asi queda
probado (4.50). Para probar (4.51), consideremos t, > top y 6 > 0. Luego,

existe e3 > 0 tal que,

€

et (5] <

para todo € < e3 y todo t € [tg, t1].

Entonces,

lw(t,€)l| < 6/2+

a ()]

e invocando el Lema del Apéndice A, si ||wypl| es suficientemente pequertio,

existen constantes positivas c; y 3 tales que,

— t—t
. <t to) H < e e 5 . (4.54)

€

Como

e_ﬁ<%) <e VB(t—ty) >eln (1) ,
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entonces (4.54) serd O(e) uniformemente en [t,¢1] si € es suficientemente

paqueno para satisfacer

€

eln <1> < B(ty — to).

Ma3s precisamente, existen constantes A > 0 y e4 > 0 tales que,

t—t
€

para todo € < €4, uniformemente en ¢ € [tp, t1].

Ahora podemos elegir €5 < €4 tal que Ae < §/2, para todo € < €5; entonces

o ()| <o

para todo € < €5, uniformemente en ¢ € [tp, t1].

Finalmente, si €** = min(es, €5), se cumple que

|lwi(t,e)| <0, Ve < €™

uniformemente en ¢ € [tp,t1]; y se prueba (4.51).

Ejemplo
En esta Seccién analizaremos el comportamiento de las trayectorias del

siguiente SPS no-standard,

r = l’% + 21— 292 (4.55)
To = x1+ 21 (4.56)
€21 = —z1+x129 (4.57)

€29 = 1+ X2 (4.58)
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Cuando € = 0, obtenemos el SDAS,

T = IL‘% + 21— 292 (4.59)
To = x1+ 21 (4.60)
0 = —z14+2120 (4.61)
0 = 21+ 29 (4.62)
Si llamamos,
g(x1,m2, 21, 20) = [g1(21, 2, 21, 20) g1, 20, 21, 2] = [~z14+@1 20 T1+a0],
entonces,
( 99 > 1 ara todo ( )
9\ 57—~ | = L, par L1,T2,21,22);
8(21, Zz)
ademds,

rg % =1
821
En este caso trabajaremos directamente en las coordenadas (1, z2, 21, 22),

pues a partir de la restriccién algebraica (4.61) obtenemos,
21 = aq (w1, w2) = X1 X2
Por otro lado, llamando
flxy,m9,21,20) = [2+ 21 — 20 x1 + 2], H(z) =21 + 2,
J1(w1, 22, , 22) = f(21, 22, a1(21, 72, 22), 22)),

entonces

Ly H(xy,22,22) = x% + 2x129 + T1 — 29,

y entonces el sistema (4.59)-(4.62) tiene indice 2 en todo punto, pues

o (P -
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Ademads, de la expresién
Lle(l‘l, T, 22) =0

se obtiene

2
29 = ag(x1,x9) = x5 + 211 T2 + 271.

Luego, el sistema reducido correspondiente es en este caso,

Tir = X1r Tor — T1p (463)
Tor = —X1p Tor + T1p (464)
0 = x4+ o (465)

que resulta un SDAS de indice 1 (como habiamos visto en la Proposicién
4.2).

Si expresamos al sistema (4.55)-(4.58) en el tiempo 7 = £ tenemos,

d

an e(z3 + 21 — ) (4.66)
drt

d

ST~ a1+ ) (4.67)
drt

d

TZ: = —z1+x122 (4.68)
d

T? = 21+ X9, (4.69)

Cuando € tiende a 0, y suponiendo condiciones iniciales (x19, Z20, 210, 220),

se obtiene el sistema “capa limitecorrespondiente,

ds
TZ; = —Z1+ x0T (4.70)
d?

7d2;-2 = {1}10 —|— xQO (471)

Como en las hipétesis del Teorema se debe satisfacer:

H(z10,220) = 10 + 220 =0
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Luego, el sistema (4.70)-(4.71) se reduce a,

ds
T? = —Z1+Z10Z0 (4.72)
dZo

- 4.
e 0, (4.73)

cuyos puntos de equilibrio son de la forma (19720, 25), para cualquier 2§,
y la variedad centro correspondiente por cualquiera de estos equilibrios es

Z1 = T10%20-

En las siguientes figuras se comparan las trayectorias del SPS y las del sis-
tema reducido en el intervalo de tiempo [0, 4], para distintos valores del
pardmetro de perturbacién (e = ,0005, ,0001 y ,00005), cuando las condi-

ciones iniciales son,
(l’]_ (0)7 $2(0), Z1 (0)7 ZQ(O)) - (757 _757 _727 324)

Para el caso de las variables lentas sdlo realizamos la comparacién para
€ = ,0005, pues los graficos para los pardmetros méas chicos son similares.

Para el caso de las variables rapidas 21 y 22, se comparan con sus corres-
pondientes aproximaciones que se obtienen a partir de las trayectorias del
sistema reducido; es decir z; con z1, = a1(z1y,2r) = Tir Tap, ¥ 22 CON
294 = Qo(T1p, Top) = x%r + 221, Tor + x1,. Ademds, para poder observar el
sistema “capa limite”, se grafican las trayectorias de z1 y z1, en el intervalo

de tiempo [0, ,1].
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L L L L L L L
] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Figura 4.1: z1(t)(—) y x1,(..)(¢), e = ,0005
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Figura 4.2: z2(t)(—) y z2r(t)(..), € = ,0005.
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—0.05 -

01} 4

-0.15 =

—-0.25
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Figura 4.3: z1(t)(—) y z14(..)(t), € = ,0005.

Figura 4.4: z5(t)(—) y 224(t)(..), € = ,0005.
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-0.2

—0.205 - |

—0.21 | —

—0.215 |- —

—0.22 |- —

—0.225 - -

—-0.23
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—0.24
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Figura 4.5: z1(t)(—) y 2z14(t)(..) en [0, ,1], € = ,0005.
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Figura 4.6: z1(t)(—) y z14(t)(..), € = ,0001.
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Figura 4.7: z5(t)(=) y 2z24(t)(..), € = ,0001.

Figura 4.8: z1(t)(—) v z14(t)(..) en [0, ,1], € = ,0001.
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—0.05 -

01} 4

-0.15 =

L L L L L L L
o 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Figura 4.9: z1(t)(—) y 2z1a(t)(..), € = ,00005.

Figura 4.10: 22(t)(—) y 224(t)(..), € = ,00005.
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Figura 4.11: z1(t)(—) y 2z14(t)(..) en [0, ,1], € = ,00005.
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Capitulo 5

SDAS: un problema de
control

5.1. Introduccién

Como hemos visto brevemente en la Seccién 1.5, existen diferentes tipos
de problemas de aplicacién donde los SDA aparecen con frecuencia.
Un problema particular es el llamado prescribed path control (PPC). En

este caso se considera el modelo de un proceso (o planta) dado por:

w(t) = fa(t), u(t),t) (5.1)

donde x representa el vector de variables diferenciales o variables de estado
del sistema y u el de variables de control. El objetivo es elegir u(t) adecua-

damente de modo tal que la trayectoria z(t) siga algin camino prefijado,

g(x(t),u(t), t) =0 (5:2)

Observar que (5.1)-(5.2) resulta un SDAS. Con frecuencia u no aparece en
(5.2), y luego el SDAS es de indice mayor que uno.
Dentro de los casos particulares correspondientes al problema PPC cita-

remos:

73
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1. El PPC de un brazo de robot con junta flexible [33, 34], donde pue-

den considerarse dos situaciones. Si existe un punto de contacto que
se estda moviendo a lo largo de una superficie, entonces la restriccion
estd impuesta por la superficie. La superficie aplica fuerzas de reaccién
sobre el robot y el problema es con frecuencia analizado en forma va-
riacional (aplicando el principio de las deformaciones virtuales). Si en
cambio el robot se estd moviendo libremente en el espacio de trabajo
y la restriccién (5.2) aparece para evitar una colisién con objetos fijos,
entonces el problema deberfa modelarse considerando a (5.1) como la

dindmica libre e imponiendo la restriccién (5.2).

. Problemas de trayectoria PPC: en este caso el SDA modela una nave

volando en el espacio cuando las restricciones algebraicas del camino
se imponen sobre sus trayectoria, [4]. En este problema las ecs. (5.1)
incluyen las ecuaciones de movimiento del vehiculo, mientras que una

ecuacién algebraica de la forma

g(z(t),t) =0 (5.3)

describe las trayectorias. El vector de variables de estado x representa
la posicién y velocidad del vehiculo. Se elige a u (variable de control)

como el dngulo bank.

. Otro tipo de problemas de PPC surge cuando existen invariantes (es

decir, relaciones que valen a lo largo de cualquier trayectoria solucién)
presentes en la solucién de un SDO. Estos invariantes pueden ser igual-
dades (o en general desigualdades) que describen la conservacién total

de energia, masa o momento de un sistema. Los problemas de este tipo
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se pueden formular como SDA donde los invariantes se imponen como

restricciones algebraicas, [35].

Planteo del problema
En este capitulo trabajaremos con sistemas no-lineales, afines en el con-

trol, de la forma
b= f(@) + g(x)u (5.4)

con f:R" - R"y g:R" — R™ suficientemente suaves; z € R" vector de
variables de estado y u € R™ vector de variables de control. Supondremos

que las soluciones de (5.4) deben satisfacer la restriccién algebraica

k(z) =0 (5.5)

con k : R — R™ suave y rg (%) =m.

Las siguientes definiciones nos ayudaran a formular en forma precisa el

problema que nos ocupara.
Definicion 5.1: Consideremos el sistema no-lineal
i= f(x), (5.6)
una variedad N C R" se dice invariante para (5.6) si
f(xz) e T,N, Vx € N.

Observar que si N es una variedad conexa, esto implica que las soluciones

de (5.6), para z(0) € N, permanecen en N para todo ¢ > 0.

Definicién 5.2: Dado el sistema (5.4), una variedad N C R" se llama

(localmente) invariante por realimentacion de estados si existe (localmente
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sobre N) una realimentacién de estados estdtica u = «(z), tal que N es

invariante para el sistema realimentado

&= f(z) +g(z) a(z) (5.7)

es decir,

f(z)+g(z)a(z) € TN, Vre N.

En nuestro caso, considerando la superficie suave
S={zeR" : k(z) =0},

nuestro objetivo serd hallar un control por realimentacion de estados u =
a(z) y la subvariedad p C S maximal, invariante para el sistema realimen-
tado. De este modo, realimentando el sistema con u = a(x) y considerndo
x(0) € u, nos aseguramos que las trayectorias permanecen en /.
Para resolver este problema consideraremos el sistema compuesto (5.4)-(5.5),
que resulta un SDAS si tomamos a & como el vector de variables diferenciales
del sistema y a u como el vector de las variables algebraicas.

Kumar y Daoutidis [26], analizaron el comportamiento de un SDAS con

control de la forma:

&t = f(x)+bx)z+g(x)u (5.8)
0 = kiz)+l(z)z+c(x)u (5.9)
Y = hz(x), ’i=1,...,m. (5.10)

donde z € x C R" es el vector de variables diferenciales del sistema, z € Q2 C
RP es el vector de variables algebraicas (x y §2 conjuntos conexos y abiertos),
u € R™ es el vector de variables de control e y; es la i-ésima salida, que se

supone una funcién suave de las variables diferenciales.
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Suponiendo [(x) singular (es decir, el SDAS es de indice mayor que uno),

los autores se ocuparon de dos problemas:

1. Obtener una realizacién en el espacio de estados del SDAS, es decir un
conjunto de ecuaciones diferenciales para x que describen la dindmica

del sistema bajo restricciones algebraicas.

2. Formular y resolver un problema de control a partir de la realizacién
en el espacio de estados obtenida, utilizando resultados conocidos para

SDO con control.

A su vez el paso 1 involucra:

(i) Identificar las ecuaciones algebraicas para z impuestas por las ecuaciones
singulares; estas restricciones dan lugar a la regién del espacio de estados

donde las variables diferenciales evolucionan.

(ii) Obtener una solucién para las variables algebraicas z en términos de z

y u, consistente con las restricciones algebraicas ya identificadas para x.

En nuestro caso aplicaremos el algoritmo propuesto por los autores para
resolver el problema 1, pero para el caso particular del SDAS (5.4)-(5.5).
Consideraremos a las variables de control w como variables algebraicas, lo
que nos permitird hallar una realimentacién v = «a(x) y luego una reali-
zacién del SDAS en el espacio de estados (que en este caso corresponde
al sistema realimentado) junto con un conjunto de restricciones algebraicas
(que dependerén sélo de las variables diferenciales).

Por tdltimo, aplicaremos la técnica desarrollada para hallar la dindmica
cero de un sistema no-lineal de multiples entradas y multiples salidas sin

grado relativo vectorial, [36].
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5.2. Casom=1

En esta Seccién consideraremos el SDAS (5.4)-(5.5) para el caso parti-
cular de u € Ry k : R" — R. Definimos Lk(x) = % f(x) y recursivamente

Lik(x) = Ly(L} k().
Caso I:
Lyk(z) #0 (5.11)

Diferenciando la restriccién algebraica k(x) = 0 respecto de ¢ se tiene,

ok

57 (@) +g(@)u(t)) = Lyk(z) + Lok(x) u(t) =0,

y se obtiene la realimentacion de estados:

Lyk(x)
Lgk(x)

up = a(x) = —

Observar que si la condicién (5.11) se cumple en un punto z°, entonces la
realimentacién u; estara definida localmente alrededor de x°. Se concluye

entonces,

Proposicién 5.1: Supongamos (5.11), entonces el sistema (5.4)-(5.5) reali-
mentado con u; = aj(z) es un SDA de indice 1 y espacio de configuracién S.
Luego, en este caso S es la variedad invariante maximal por realimentacion

de estados.
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Demostracion:

Consideremos el sistema (5.4)-(5.5) realimentado con u; = a;(x), se obtiene

el siguiente SDO con restricciones algebraicas (del tipo (3.15)-(3.16)),

(5.12)

0 = k(z). (5.13)

Diferenciando la restriccién algebraica respecto del tiempo se tiene,

ok . Ok Lyk(z) -
Gt = g (1@ - 5 9@) =0,

entonces, (5.12)-(5.13) es un SDA de indice 1 y espacio de configuracién S.
Luego, la variedad invariante maximal por realimentacién de estados es en

este caso S.

Caso II:
Lyk(x) =0y LgLsk(x) #0 (5.14)
Diferenciando la restriccién k(z) = 0 respecto de t se obtiene,
Lyk(x) =0,
y diferenciando nuevamente esta expresion,
L3k(x) + LyLsk(z) u = 0.

De la igualdad anterior resulta la realimentacién:

B L}k‘(m) .
LyLk(x)

ug = () =
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Proposicién 5.2: Si se cumple (5.14), el sistema (5.4)-(5.5) realimentado

con ug = ag(x) tiene indice 2 y espacio de configuracién
pe={x € R" : k(x) =0, Lyk(xz) =0}.

Demostracion:

El sistema (5.4)-(5.5) realimentado es,

(5.15)

0 = kz) (5.16)

Diferenciando k(x) = 0 y Lgk(x) = 0 respecto del tiempo se obtienen,

respectivamente,
Ok L3k(x) L3k(x)
%(fv)( ) — m g(@)) = Lk(x) — W%k(w) = Lyk(z) =0
y
O(Lsk(x LQk(l’) L3k(x)
AL () - s ) = L) = Lo k() =0

Luego, el sistema realimentado tiene indice 2 y espacio de configuracién us.
Observar que por ser us el espacio de configuracion del sistema realimentado,
resulta maximal (consecuencia de la definicién de espacio de configuracién

dada en la Secci6n 3.1).0

Generalizando, supongamos que,

LyLyk(z) =0, sir<s—1 y LyLi 'k(z) #0 (5.17)
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Diferenciando sucesivamente la restriccion k(x) = 0 se tiene,

Lik(x) + Lok(z)u = Lygk(x)=0
L?k(x) + LgLsk(x)u = Lfck(m) =0
L5 k(x) + LgLchk:(x) w = Ly 'k(z)=0
Lik(z) + LgLy "k(z)u = 0

De la ultima igualdad se obtiene,
Lik(z)

y concluimos con el siguiente resultado,

Proposicién 5.3: Asumiendo (5.17), entonces el SDAS (5.4)-(5.5) reali-

mentado con us = as(z) tiene indice s y espacio de configuracién
ps ={r € R" : k(x) =0, Lyk(xz) =0, ..., L‘;_lk(a:) =0}

Demostracion:

El sistema (5.4)-(5.5) realimentado con us = as(x) es,

. Lik(z)
LyLy 'k(x)

0 = k(x), (5.19)

(5.18)

luego, si € usg, se tiene

M%m = Lik(z) =0
“gir i = Lik(z)=0
(L 2k) . ' o
8(Lém1k) & = Lj Ye(z) :(L)Sk( )
f—i = Lik(z) - ngL‘;}_lk(x) =0,

Nuevamente observamos que la variedad obtenida es maximal pues es el

espacio de configuracién del sistema realimentado.O
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La proposicién anterior generaliza el problema cualquiera sea s. Por ejemplo,
si s = 1, resulta la Proposicién 5.1, mientras que para s = 2 se obtiene la

Proposicion 5.2.

5.3. Casom >1

En esta seccién analizaremos el problema planteado en la Introduccién
para el caso en que el sistema (5.4) tenga m controles (m > 1). Supondremos
g(x) = [g1(z) ... gn(®)] v k(z) = [k1(z) ... kn(z)]’. Las condiciones de
rango constante que se establecen a lo largo del algoritmo son locales, es

decir valen en un entorno de un punto de operacion.
= Paso 1:

Renombramos k'(x) = k(z); y diferenciamos k' (x) = 0 con respecto a t,

Okt
%(f(a:) +g(x)u) = Lfkrl(x) + Lgkrl(:c) u=0,
siendo
Lfk%(@ Ly, k%(x) e Lgmk% ()
Lyk!(z) = : , Lgk'(z) = : :
Lfkrln (x) Lgl krln(x) tte LgnL krln (x)
Evaluamos,
rg(Lgkl(m)) =my
Caso I:

mp=m

En este caso el algoritmo termina y se obtiene

ur = an () = — (Lek'(2)) " Lik!(x). (5.20)
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Se concluye con el siguiente resultado,

Proposicién 5.4: Supongamos que rg(Lyk'(z)) = m, entonces el sistema

(5.4)-(5.5) realimentado con (5.20) tiene indice 1. Ademads la variedad
p1={z eR" : k'(z) =0}
es la variedad invariante maximal para el sistema (5.4) realimentado con
(5.20).
Demostracion: andloga a la prueba de la Proposicion 5.1.
Caso II:
m; <m

Entonces, existe una matriz no singular y suave Ej(x) de dimensién m x m

tal que,

(i) Las primeras m; filas en Ej(z) Lyk!(z) resultan linealmente indepen-

dientes vy,
(ii) las ultimas m — m; filas se anulan.

Premultiplicando la restriccién Lsk!(z) + Lgk' () u = 0 por Ej(x) se obtie-

ne:

con rgl? = my.
s Paso 2:

Diferenciando la restriccion k%(z) = 0 respecto de t se obtiene,

Ok?

r (@) +g(2)u) = Lik*(z) + Lyk*(z) u = 0.
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Se evalua

Y { Z(g(w } -

Caso I:

mo =m

En este caso el algoritmo termina y de las expresiones:

E(x)+P(x)u = 0 (5.21)
Lik*(z) + Lyk*(z)u = 0, (5.22)

se obtiene
wee == [0 | [ ] o

Se tiene entonces que,

Proposicién 5.5: Si rg(Lgk'(x)) = mi < m y rg [?(z) Lgk*(z)] =m,
entonces el sistema (5.4)-(5.5) realimentado con (5.23) tiene indice 2 y es-
pacio de configuracién pus = {z € R" : kl(x) =0, k*(x) = 0}.
Demostracion:

Consideremos el sistema (5.4)-(5.5) realimentado con (5.23),

2(z -1 L2 (g
. f(fv)—g(x)[ng(kg(x)] [;;kg(x)] (5.24)
0 = k' (x). (5.25)

Diferenciando k!(z) = 0 se tiene,
o [ pioy— o | 2@ ] [R@) T
ox (f( ) g( ) { Lng(:E) ] |: Lka(:E) ]) -

Lyk!(z) — Lk () [ Zfig(x) yl [ LI;Z(;EL) } ’
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y premultiplicando por Ej(z) se obtiene,
)] [ B) ][R 7' R
k() 0 Lyk*(z) Lek?(z) |
Por otro lado si consideramos las restriccién k%(z) = 0 y derivamos respecto

del tiempo obtenemos,

3 (f -0 [ 1 | [ Bk D -
et 50 | [ 2 |

Por 1ltimo, de lo que resulta de diferenciar ambas restricciones se tiene:

Ba) ] [ P@ 1[B@) 1R« _,
Lk?(z) Lgk*(z) Lgk*(z) Lek?(z) |
Luego, el sistema realimentado tiene indice 2 y espacio de configuracion ps.0
Caso II:
mo < Mm

Entonces, existe una matriz Fy(z) no singular y suave de dimensién m x m

tal que,

(i) Las primeras my filas en Es(z)[I?(z) Lyk?(z))’ resultan linealmente in-

dependientes y,
(ii) las ultimas m — mq filas se anulan.

Luego,

ool 50,0 )4 - (B3 )

con rg13(x) = mo.
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s Paso 3:

Derivamos la restriccién k3(x) = 0,
Lk (z) + Logk®(z) u = 0;

y evaluamos
T Ba) =m
I Lykd(@) | =™
Caso I:

m3=m

Si esto ocurre el algoritmo termina y de

B)+Bx)u = 0 (5.26)
Lik*(z) + Lok (x)u = 0, (5.27)
se obtiene
Pa) 17 B
ug = as(x) = — [ Lok () } [ Lyk(a) ] . (5.28)

Luego, se concluye:
Proposicion 5.6: Supongamos que

rg(Lyk'(z)) = mi <m, rg [F(a:) Lgk:2(x)]’ =mg < m,

rg [F’(x) Lgk:3(:c)]/ =m;

entonces el sistema (5.4)-(5.5) realimentado con (5.28) tiene indice 3 y es-

pacio de configuracién

p3={x € R" : kYz) =0, k*(z) =0, k3(z) = 0}.
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Demostracion:

El sistema (5.4)-(5.5) realimentado con (5.28) es:

) — ol Bz) 17 [ K@)
P = f@) o ><[Lgk3(m)} e x)D (529
0 = kl(z) (5.30)

Diferenciando las restricciones k'(z) = 0 y k?(z) = 0, y premultiplicando

por E1(x) y FEa(x), respectivamente, se tiene:
T 10 ([ ] Tt ]) -

B) ] [ P) Pa) 17 @ 1) _,
E3(z) 0 Lok () Lk3(z) -
Luego, derivamos la restriccién k3(x) = 0,
P(a) ] { F(a) }
Lk (z) — Lgk®(x [ =0.
f ( ) g ( )( Lgk3(37) Lfk3(x)
Por 1ltimo obtenemos,
B |_[ P Pa) 17 B 1),
L¢k3(x) Lgk3(x) Lgk3(z) L¢k3(x) -
lo que concluye la demostracién.O
Generalizando, supongamos que
rg [N @) Lok* M (@)]" = mooy < m;
entonces existe Es_1(z) no singular y suave de dimensién m x m tal que,
ko~ H(x) () _ [ () Pa) |, _
a0 (| gyaeiy |+ gy [ o) = [ J+[ 57 [ om0

con rgl*(z) = ms_1.
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s Paso s:

Diferenciamos k*(z) respecto de ¢,

Ok®
ox

(f(z) + g(z) u) =0,

y suponemos que
Luego, de la expresion

Lot |+ [ o | [0

=) = - | L ] [ L | (531)

obtenemos

Concluimos esta Seccion enunciando el siguiente resultado que generaliza los

obtenidos para los casos de indice 1, 2 y 3.
Proposiciéon 5.7: Supongamos que,

rg [Lgk‘l(x)] =mi; <m, rg [P(IL‘) Lgk‘Q(m)]/ =mg<m, ...,

rg [P0 Lok (@)] = meoy <m y rg [P(a) Lyk*(2)] = m.

Entonces, (5.4)-(5.5) realimentado con (5.31) tiene indice s y espacio de

configuracién

ps ={z € R" : kEYz) =0, k*(z) =0, ..., k°(z) = 0}.
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Ejemplo

Consideremos el siguiente sistema no lineal con controles uy y uso:

1 = T1T4+up +us (5.32)
iy = a3 (5.33)
T3 = x4up (5.34)
T4 = T1T4+ To+ U2 (5.35)

junto con las restricciones algebraicas,

7 = 0 (5.36)

g = 0 (5.37)

Queremos hallar, para el sistema (5.43)-(5.46), la variedad invariante maxi-

mal por realimentacién de estados contenida en

H1 = {l‘ = (531,332,1‘3,1‘3) eR* : 1 =0, 10 = 0},

Llamamos,
T T4 1 1
1 T . T3 . 0 O
k()_l:x2:|7f<w)_ 0 ’g(l')— x4 0
T1T4 + X2 0 1
Se tiene,

Lgkl(x)z(?;jg(x):[(l) (1)], Lfkl(x):[ﬁ?].

Luego, rg Lyk'(z) = 1, y por ser su segunda fila nula, tomaremos F(x)
igual a la matriz identidad de orden 2.

Entonces, en este caso llamamos,

E2(x) = 2y 24, KX (x) =23, P(z)=[1 1];
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y obtenemos,

Lok*(x) =[ x4 0], Lyk*(x)=0;

72
rg[Lik(;il)}:rg[; [1)]:2, si xq # 0.

De la expresion

et |+ il ] [ ][0

se obtiene la realimentaciéon

[Z;]:_[; (1)]‘1[9;10354]:_[_2“]' (5.38)

De lo anterior se tiene que el sistema (5.43)-(5.46) con las restricciones alge-
braicas (5.36)-(5.37) satisface las hipédtesis de la Proposicién 5.5. Entonces,
concluimos ast:

(i) E1 SDAS (5.43)-(5.37) realimentado con (5.38) tiene indice 2 y espacio

de configuracién
po = {(x1, 22, x3,14) € R* : 21 =0,29=0, 23 = 0}.

(ii) pg es la variedad invariante maximal por realimentacién de estados con-
tenida en p;.

El sistema (5.43)-(5.46) realimentado con (5.38) es,

r1 = 0
Ii‘g = I3
3 = 0

j:‘4:33‘2
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Si tomamos como condiciones iniciales (0,0,1,1) € puj, las soluciones son

xl(t) =0
T2 (t) =t
T3 (t) =1
1 2
zy4(t) = St + 1

y entonces las trayectorias no evolucionan sobre ;. Por tltimo, observar que
en este caso ug es un subespacio de equilibrio para el sistema realimentado;
entonces, para cualquier condicion inicial en po el sistema permanece en esa

condicién inicial, y luego en pus.
5.4. Dinamica cero sin grado relativo vectorial

En esta Seccion aplicaremos el algoritmo desarrollado en la secciéon an-
terior para hallar la dindmica cero de un sistema no-lineal con multiples
entradas y salidas, ain cuando ciertas hipétesis standard (como pedir que
el sistema tenga grado relativo vectorial) no se verifiquen. Mds adelante
describiremos en forma precisa esta idea.

Trabajaremos con un sistema de la forma,

t = f(x)+g(x)u (5.39)
y = h(x) (5.40)
conu € Ry h:R* — R™.
Definicion: Sea U un conjunto abierto de R" y x¢ € U. Una subvariedad

anuladora de la salida para el sistema (5.39)-(5.40) es una variedad conexa

M C U tal que:
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1. zg € M;
2. para cada z € M, h(xz) = 0;
3. M es localmente invariante por realimentacion.

Entonces, si M es subvariedad invariante anuladora de la salida, existe
una realimentacién de estados tal que, las trayectorias del sistema a lazo
cerrado que empiezan en M, permanecen en M en un entorno de ¢t = 0.
Ademas, la correspondiente salida es idénticamente nula en ese intervalo de
tiempo.

Para hallar la subvariedad invariante maximal por realimentacién de
estados contenida en h~!'(0) aplicaremos el algoritmo de la Seccién 5.3 al

sistema (5.39) con la restriccién algebraica
h(z) = 0; (5.41)

de este modo se hallardn la realimentacién u* = o*(z) y la variedad p*,
subvariedad maximal anuladora de la salida para el sistema (5.39)-(5.40)
realimentado con u* = a*(z).

Observacion: el sistema

i = f*(z), (5.42)

con f*(z) = f(z) + g(x) a™(x) y « € p*, identifica el comportamiento in-
terno dindmico inducido sobre el sistema cuando la salida ha sido forzada,
mediante una eleccién adecuada del estado inicial y de la entrada, a per-
manecer nula por algin intervalo de tiempo, es decir, la dindmica cero del

sistema, [37].
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Para determinar la dindmica cero del sistema (5.39)-(5.40), localmente
alrededor de =z, se supone usualmente que el sistema tiene algin grado

relativo vectorial {ri,...,r,m} en xg, es decir que:

1. ngL’;hi(m) =0,paratodo 1 <j<m,k<r,—1,1<i¢<m,y para

todo x en un entorno de x;

2. la matriz de dimensién m x m,

Lo L ha(z) oo Lgm L™ ha(x)
Az) = : :
Lor Ly i (2) oo Lgm Ly ()

es no singular en xg.

La existencia de grado relativo vectorial en zy permite definir un cam-
bio local de coordenadas y obtener una representacién especial del sistema
llamada forma normal, a partir de la cual se obtiene de manera sencilla
la dindmica cero. Sin embargo, aplicando el algoritmo de la Seccién 5.3,
podemos hallar la dindmica cero adn sin tener grado relativo vectorial y tra-
bajando en las coordenadas originales. Para ilustrar esto analizaremos un

caso particular.

Ejemplo

Consideramos el sistema

i‘l = Ul (5.43)
To = X4+ T3uUp (5.44)
T3 = T3+ 24 (5.45)

j:‘4 = ug (5.46)
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con salidas,
hi(z) = w1 (5.47)
ho(z) = w2 (5.48)
Queremos hallar la variedad invariante maximal por realimentacién de es-
tados contenida en h~'(0) siendo h(x) = [x; x2]'. Para eso aplicamos el

algoritmo de la Seccién 5.3 al sistema (5.43)-(5.46) considerando la restric-

cién algebraica

Llamamos
0
X4
f(z) = s + 24
0
y
1 0
. I3 o 0
g1 (.T) - 0 ) g2(f17) - 0 P
0 1
entonces

Lo hi Loh 1 0
1 _ g1l g2''1 _
Lok () = [ Lghy Lgyhy } - L;g 0 }

tiene rango 1 para todo x; ademas el sistema no tiene grado relativo vectorial

en ningin punto. Mediante célculos sencillos se tiene que, si

El(m):[ 1 0]

—xI3 1

resulta,
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luego,
Lik*(z) =0 y Lgk*(x) =[0 1].
Ademids, de la expresién
k% (x) 2(x) |0
[ Lik2(x) ] " [ Lok?(x) | " 0

se obtiene u* = 0. Luego, el sistema

o= fi(x)
hl(x) = I
hg(x) = X9

95

(5.49)
(5.50)

(5.51)

con f*(x) = f(z), tiene como variedad maximal anuladora de la salida a

w={re R : k'(2) =0, K(x) = 0} =

:{xER4 : x1 =x2 = x4 = 0}.

El sistema (5.43)-(5.46) cuando u = u* = 0 es,

1 = 0

562 = T4

T3 = X3+ 14
T4 = 0

Entonces, si tomamos condiciones iniciales en p* se tiene que z1(t) = z2(t) =

x4(t) = 0, para todo t. Luego,
i‘g = I3

es la dindmica cero del sistema.

(5.52)
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado una clase particular de sistemas diferen-
ciales algebraicos: los semiexplicitos. Los hemos considerado desde el punto
de vista geométrico, es decir como campos vectoriales sobre cierta variedad
diferencial. De este modo la existencia y unicidad de solucién para un SDAS
puede inferirse a partir de la teoria de existencia y unicidad de solucién para
campos vectoriales.

En la Seccién 6.1 detallaremos en forma precisa los aportes del trabajo.
En la Seccién 6.2 enunciaremos algunas posibles lineas de investigacion en

base a las ideas generadas en los Capitulos 3, 4 y 5.

6.1. Resumen de las contribuciones

1. Hemos desarrollado un algoritmo que permite describir la familia de
variedades restringidas, campo vectorial correspondiente y espacio de
configuracion asociados a un SDAS. Hemos considerado los casos de
indice 1, 2 y 3, para luego pasar al caso general de indice s. Enton-
ces, es posible asegurar la existencia y unicidad de solucién para un

SDAS a partir del estudio de las soluciones de su campo vectorial co-

97
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rrespondiente. Ademads, el dominio de este campo vectorial (espacio
de configuracién) representa un conjunto de condiciones iniciales po-
sibles para el SDAS para asegurar existencia y unicidad de solucién

(condiciones iniciales consistentes).

. Considerando un SPS no-standard, hemos considerado el sistema re-

ducido correspondiente (que resulta un SDAS). Suponiendo que el sis-
tema reducido es de indice 2, hemos obtenido un resultado de apro-
ximacién de trayectorias para el SPS a partir de las trayectorias del
sistema reducido.

Las hipdtesis fundamentales para obtener este resultado fueron dos:
(i) Asegurar existencia y unicidad de solucién para el sistema reduci-
do. El estudio de las soluciones de este sistema se realizo sobre la base
del andlisis hecho en el Capitulo 3.

(ii) Suponer la estabilidad del equilibrio del sistema répido (que en
este caso, por la naturaleza del problema, resulta con matriz jacobia-
na singular). Esta estabilidad se garantizé utilizando la Teoria de la

Variedad Centro.

. Considerando un sistema no-lineal, afin en el control y con restricciones

algebraicas, se ha resuelto el problema de hallar la variedad invariante
maximal por realimentacion de estados incluida en la superficie defi-
nida por las restricciones algebraicas.

Se ha considerado al sistema no-lineal junto con las restricciones alge-
braicas como un SDAS, donde las variables de control fueron tomadas
como variables algebraicas. Se obtuvo un algoritmo para determinar

tal variedad invariante. Se analizaron los casos de sistemas con un con-
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6.2.

trol y con multiples controles.

Como aplicacién de lo anterior, se ha considerado un sistema no-lineal
con control y con salida, y se ha resuelto el problema de hallar la subva-
riedad maximal por realimentacién de estados anuladora de la salida.
Este procedimiento permite describir la dinamica cero del sistema, ain

en los casos en que no exista grado relativo vectorial.

Futuras investigaciones

A partir de los resultados obtenidos en los capitulos 2, 3 y 4, podemos

enumerar algunas posibles futuras lineas de investigacién.

1.

Considerando el SDAS de ecuaciones (3.1)-(3.2) con el que se ha traba-
jado en el Capitulo 3, se plantea el problema de hallar sus soluciones
en el contexto de dérbitas de familias de campos, [38]. Este andlisis
generalizaria el estudio de soluciones realizado en el Capitulo 3 para
sistemas regulares, al caso de sistemas no-regulares. Se puede plan-
tear el problema de construir una distribucién K en R®*™  de modo
tal que las soluciones del sistema sean curvas contenidas en las hojas

integrales maximales de K.

Considerando un SPS no-standard con control, hallar una realimen-
tacion de estados de modo tal que el sistema realimentado resulte
estable. En la Teoria de Perturbaciéon Singular que analiza el caso
standard [39], la estabilidad de los sistemas reducido y rapido son las
hipétesis basicas para garantizar la estabilidad del sistema perturbado.

Luego, considerando el caso no-standard estudiado en el Capitulo 4,
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se deberfa analizar bajo que condiciones el sistema reducido (en este

caso un SDAS de indice 2) y el sistema rapido son estabilizables.

En la Teoria de Control por Modos Deslizantes, se trata de hallar una
superficie ideal de deslizamiento para las trayectorias del sistema. Para
que tal superficie exista se deben garantizar ciertas condiciones, [40].
Sin embargo, cuando estas condiciones no se cumplen, seria posible ha-
llar una superficie ideal de deslizamiento (aunque de dimensién menor)

a partir de los resultados obtenidos en el Capitulo 5.



Apéndice A

Teoria de la Variedad Centro

Consideremos un sistema no-lineal
&= F(x) (A1)
donde F' € C" (r > 0) estd definido en un abierto U C R", y sea xp un
punto de equilibrio para F', es decir, F/(z¢) = 0. Sin pérdida de generalidad
supondremos que xg = 0. Es bien conocido que la estabilidad asintética

local del equilibrio puede determinarse a partir del comportamiento de la

aproximacion lineal de F' en x = 0. Luego, si llamamos

oOF
/= <8x>x:0

(i) si todos los autovalores de J estan en el semiplano complejo izquierdo,

entonces,

x = 0 es un punto de equilibrio asintéticamente estable de (A.1),

(ii) si uno o méas autovalores de J estéan en el semiplano complejo derecho,
entonces z = 0 es un punto de equilibrio inestable de (A.1).

Este resultado, conocido como Principio de Estabilidad de la Primera Apro-

ximacion, no cubre el andlisis de la estabilidad local del equilibrio en el caso
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critico, es decir cuando J tiene algin autovalor con parte real 0.
En este Apéndice describiremos algunos resultados que forman parte de
la Teorfa de la Variedad Centro, [29], y que resultan utiles en los casos

criticos para el andlisis de la estabilidad asintotica.

Definiciéon A-1: Una subvariedad C", S C U, se dice localmente invariante
para (A.1) si, para cada zg € S, existen t; < 0 < t3 tal que la curva integral
x(t) de (A.1) que satisface x(0) = x¢ es tal que z(t) € S, Vt € (t1,t2).

En adelante trabajaremos con un sistema de la forma
i = Azt f(z,y) (A.2)
y = By+g(z,y) (A.3)
con x € R" y € R™ y A y B matrices constantes tales que todos los

autovalores de A tienen parte real 0 y todos los autovalores de B tienen

parte real negativa. Supondremos ademaés que

JO.00=0. 90,07 =0, (8(?6{11)) e <3(i,gy)> =0;

donde los dos jacobianos anteriores estan evaluados en (z,y) = (0,0).

Definicién A-2: y = h(z) variedad invariante para (A.2)-(A.3) se llama
variedad centro si h(0) =0y %(0) = 0.

Observacion: Si en (A.2)-(A.3), f y g son idénticamente nulos, entonces el
sistema tiene dos variedades invariantes, x = 0 e y = 0. La variedad y = 0
es la variedad centro; luego, todas las soluciones de (A.2)-(A.3) tienden

exponencialmente rapido, cuando t — oo, a las soluciones de

T = Az
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Es decir, la ecuacién sobre la variedad centro determina el comportamiento
de las soluciones sobre el sistema completo. Este resultado puede extenderse

cuando f y g son no nulos.

Teorema A-1: Existe una variedad centro y = h(x) para (A.2)-(A.3), con

lz|| <§y heC?O
El flujo sobre la variedad centro estd gobernado por el sistema n-dimensional
= Au+ f(u,h(u)) (A.4)

El lema siguiente describe las propiedades de estabilidad de la variedad

centro.

Lema: Sea (z(t),y(t)) una solucién de (A.2)-(A.3) con ||(x(0),y(0))| su-
ficientemente pequeno. Entonces existen constantes positivas ¢; y u tales
que,

ly(t) = h(z()]] < cr e [ly(0) — h(=(0))]], Vvt >0

Por dltimo, el siguente resultado establece que (A.4) tiene toda la informa-

cién necesaria para determinar el comportamiento asintético de soluciones

de (A.2)-(A.3).

Teorema A-2:

(a) Supongamos que la solucién nula de (A.4) es estable (asintéticamen-
te estable) (inestable). Entonces la solucién nula de (A.2)-(A.3) es estable

(asintéticamente estable) (inestable).

(b) Supongamos que la solucién nula de (A.4) es estable. Sea (x(t),y(t))

una solucién de (A.2)-(A.3) con (z(0),y(0)) suficientemente pequeno. En-
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tonces existe una solucién u(t) de (A.4) tal que, cuando t — oo,

x(t) = u(t)+0(e )

y(t) = h(u(t))+0(e)

con v > 0 constante.
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