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Introduccidon

Los campos aleatorios, generalizaciéon multidimensional de las sucesiones de va-
riables aleatorias, aparecen naturalmente en modelos donde las variables estdn
subindicadas por los puntos de un reticulado. En muchas ocasiones no se tiene
la situacion tan deseable de independencia de estas variables sino una dependencia
(o interaccién, terminologia habitual en las aplicaciones) que se va debilitando con
la lejania.

Nuestro trabajo se ocupa de la normalidad asintética de los procesos de sumas
parciales subindicados por conjuntos, de campos aleatorios estacionarios con condi-
ciones de dependencia de tipo ¢-mezcla no uniforme. Como se sabe, este tipo de
dependencia se presenta en ciertos campos de Gibbs.

La primera parte consta del material basico de conceptos, notaciones, definiciones
y resultados conocidos que permiten delinear los objetivos. Alli se dan precisiones
sobre temas como condiciones de mezcla y procesos de sumas parciales subindicados
por conjuntos.

En la segunda parte se presenta, en primer lugar, una condicién de integrabilidad
uniforme que modifica una de las hipdtesis de un criterig general de Goldie y Green-
wood ([18], 1986) para la convergencia de las distribuciones finito-dimensionales de
procesos subindicados por conjuntos. Se demuestra una degigualdad de cuarto mo-
mento para campos acotados que permite verificar la nueva condicién para campos
con varianza finita y cierta velocidad de decrecimiento en la funcion de mezcla, y
probar un teorema de convergencia al movimiento browniano subindicado por todos
los conjuntos borelianos de [0, 1]%; esto mejora un resultado de Chen([9], 1991) que
es para rectangulos con hipotesis de momento mayor que 2.

La demostracién de una segunda desigualdad de cuarto momento para campos
con sexto momento finito y velocidad ligeramente mayor en el decrecimiento de la
funcién de mezcla, permite volver a aplicar el mismo criterio y obtener un teorema
para el caso de varianza infinita.

A continuacion se demuestra que, bajo una condicién general que no involu-
cra la dependencia, la convergencia de las distribuciones finito-dimensionales al
movimiento browniano implica un teorema central del limite para sucesiones cre-
cientes de rectangulos con la misma condicién geométrica de B.Nahapetian (23],
1980). Las consecuencias son una prueba alternativa del teorema central del limite
con varianza finita del citado trabajo y la obtencién de su extensién a varianza
infinita.

La tercera parte se inicia con un teorema central del limite funcional (o uni-
forme) para campos acotados y sumas parciales subindicadas por rectangulos. Su
demostracion es una nueva aplicacion de la primera desigualdad de cuarto mo-
mento, esta vez en combinacion con una desigualdad maximal de Bickel y Wichura
([4], 1971), y muestra que hay casos interesantes (co}no el modelo de Ising, ejem-
plo en [9]) que pueden resolverse trabajando de manera discreta y con herramien-
tas elementales. Seguidamente se extiende un teorema funcional de [9], donde los
procesos estan subindicados por rectangulos, a procesos subindicados por familias
sustancialmente mayores de conjuntos y ademas se requiere menor velocidad de de-
crecimiento de la funcion de mezcla. Los principales resultados que hemos obtenido



para varianza finita estan contenidos en [22].
La cuarta parte presenta ejemplos obtenidos a partir de ciertos campos de Gibbs.
Mi gratitud a Jorge Samur, por su direccion cientifica y calidad humana, es
infinita.



1 Conceptos basicos

1.1 Convergencia débil de medidas de probabilidad.

Consideremos, dado un espacio métrico (5, ¢), el conjunto Z(S) de medidas de
probabilidad sobre la clase de los conjuntos borelianos.

Se dice que una sucesiéon (P,) de estas medidas converge débilmente a P,y
suele indicarse P, = P, si para toda funcion continua y acotada f a valores
reales, se cumple f[¢ fdP, — fs fdP. Esto es equivalente a que P,(A) — P(A)
para cada conjunto de Borel A que cumpla P(0A) = 0. Esta convergencia es la
correspondiente a la topologia débil de Z(S) para la que los entornos basicos de
una medida P tienen la forma

(Q: |Jf £dQ - J/ fidP| <eyi=1,.,k),

cone >0y fi,.., fr funciones reales continuas y acotadas.

Una conjunto II C Z(S) se dice tenso cuando para cada € > 0 existe K C S
compacto tal que P(K) > 1 — ¢ para toda P € II.

Un resultado basico es el Teorema de Prohorov ([5, p.37] ), que establece que si
S es separable y completo, un subconjunto II de Z(S) es relativamente compacto
si y sOlo si es tenso.

Consideremos ahora variables aleatorias (es decir aplicaciones medibles), (X, ), X
a valores en S y con dominio en espacios de probabilidad no necesariamente iguales.
La distribucion de probabilidad o ley de la variable aleatoria X es la medida de
probabilidad sobre S definida por £(X)(A) = P[X € A], A conjunto de Borel. Se
dice que la sucesién (X,) converge débilmente o en distribucién a X en S y se
suele indicar X, = X, si £(X,) => L£(X).

Cuando S = R? nos reencontramos con los conceptos usuales de convergencia en
distribucion o en ley y el uso de notaciones donde sin ambigliedad se pueden iden-
tificar las leyes con las variables distribuidas segin las mismas, como por ejemplo

X. B N0, 1).

1.2 Espacios de funciones continuas.

Un caso de interés en relacion a los conceptos de la seccién anterior es S = C(E),

el conjunto de las funciones reales continuas sobre un espacio métrico compacto E,

que es un espacio de Banach separable, con la norma uniforme ||f||g = maéc|f(;c)|
e

Haremos una breve revision de propiedades basicas.

La o-algebra C de los conjuntos borelianos de C(E) es la minima que hace
medibles a las funciones de evaluacién e; (e:(f) = f(z), ¢ € E, f € C(E)).

Para cada M = {z,...,z,}, subconjunto finito de E, se define ITp; : C(E) — R?,
Op(f) = (ex (f)soner, () = (f(x1),..., f(zp)). Las IIp (o proyecciones finito-

dimensionales) son evidentemente continuas. Una medida de probabilidad P sobre
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(C(E),C) induce, para cada M, la medida PII;,' sobre (R”,B,), donde B, son
los conjuntos borelianos de R?: son las llamadas medidas de probabilidad finito-
dimensionales . Estas medidas determinan la medida P en el sentido de que si para
otra medida () es PU}\_,I1 = QII,Ql para todo M, entonces P = ().

Cuando se tiene una sucesién P,, = P, necesariamente PnHA—,I1 —= P‘I];,Il
para todo subconjunto finito M de E. Lo reciproco no es cierto: la convergencia
de las medidas finito-dimensionales no es suficiente para la existencia de un limite
en Z(C(FE)). Una condicién adicional, que aparece naturalmente, es la compacidad
relativa de {P,}. En este punto, como veremos en la siguiente seccién, se vuelve
importante el Teorema de Prohorov.

1.3 Procesos. Formas de convergencia en distribucién.

Consideremos un espacio de probabilidad (2, F, P), un conjunto cualquiera E y
el conjunto F(E) de las funciones reales con dominio E.

Un proceso Y = {Y(z)};cr sobre E es una familia de variables aleatorias
Y(z)(= Y:) sobre (2,F,P) con indice z € E. Denotaremos Y(z,w), z € E,
w € , al valor que la variable aleatoria Y(z) le asigna a w. Dicho proceso
también puede describirse como la aplicaciéon Y : Q@ — F(F) que a cada w € Q
le asigna la funcién Y(.,w); éstas son las trayectorias del proceso. Las distribu-
ciones finito-dimensionales de Y son las distribuciones de los vectores aleatorios
(Y(z1),...,Y(zp)) asociados con los subconjuntos finitos {z1,,...,z,} de E.

Si se tiene una sucesiéon (Y,) de procesos sobre E, decimos que convergen al
proceso Y en el sentido de las distribuciones finito-dimensionales cuando para todo
subconjunto finito {z1,,...,zp} de E,

(Ya(21), ooy Yal2p)) —= (Y(21), .0, Y ().

La informacion que da la convergencia de las distribuciones finito-dimensionales
puede no ser suficiente cuando se desea considerar variables aleatorias que dependen
de los valores de Y,(r) para infinitos £ € E. Si las trayectorias de cada uno de
los procesos Y, pertenecen a C(E), siendo E un espacio métrico compacto, es
interesante tener la convergencia en distribucion de (Y, ) en C(FE), entendiendo los
procesos Y, como variables aleatorias a valores en dicho espacio (cada Y, es (F,C)-
medible pues e, 0o Y, = Y,(z) es F-medible para todo z € E). La convergencia
de las distribuciones finito-dimensionales es la convergencia de las medidas finito-
dimensionales asociadas a las leyes de las Y5,.

Teniendo en cuenta las secciones anteriores, se deduce que para la convergencia
de (Y, ) en C(FE) es necesario y suficiente la convergencia de las distribuciones finito-
dimensionales de los Y,, y la compacidad relativa de la sucesion de sus distribuciones
de probabilidad. La segunda condicién, por el teorema de Prohorov, equivale a la
tensiéon de este conjunto de medidas: diremos, brevemente, que la sucesion (Y;,)
debe ser tensa.

Un resultado importante, basado en el teorema de Arzela-Ascoli, que caracteriza
esta propiedad en C(F) ( ver por ejemplo [19, p.837]) es:



Sea (E,d) un espacio métrico, B C E un conjunto relativamente compacto y

(Y,) una sucesién de procesos sobre B con trayectorias continuas. Entonces (Ya)

es tensa en C(B) si y sdlo si

(1.3.1) Existe D C B denso y numerable tal que para cada r € D la sucesién de
variables aleatorias reales (Y,(z)) es tensa ,

(1.3:2)¥e > 0 lim lim sup P( sup [Yo(t) — Ya(s)| > 5\] =0.
aN\0 n-oco \t,s€B, d(t,s)<a /

Estas condiciones son versiones, respectivamente, de la acotacién puntual y de la
equicontinuidad uniforme. Una prueba en C([0, 1]), que es esencialmente igual a la
del caso general, puede verse en [5, Teor. 8.2, p.55]. Cuando se tiene la convergencia
de las distribuciones finito-dimensionales se cumple (1.3.1), de modo que en ese caso
solamente debe probarse (1.3.2).

1.4 Procesos subindicados por conjuntos. Movimiento browniano. En-
tropia métrica con inclusion.

Ingresamos ahora al tipo de procesos en que se enmarca nuestro trabajo. Sea
d >'1 un entero fijo y A C B, donde B es la clase de los conjuntos borelianos de
[0,1)¢. Diremos que un proceso Y sobre A es aditivo cuando, para cada par de
conjuntos A, B tales que A,B,AN B,AU B € A, se cumple con probabilidad 1
Y(AUB)=Y(A)+Y(B)-Y(ANB).

Para cada ¢ > 0 y A C B existe el llamado proceso de Wiener W sobre A,
que es aditivo, con distribuciones finito-dimensionales gaussianas y cumple que
EW(A). =0y Cov(W(A),W(B)) = 0?|AN B| para todos A,B € A (|.| indica la
medida de Lebesgue). En el caso o = 1 se tiene el proceso standard de Wiener o
mowmiento browniano.

Si para cada A, B € B se define d;(A, B) = |AAB]| y se identifican A y B cuando
di(A, B) = 0, se obtiene un espacio métrico completo.

Si (E,d) es cualquier espacio métrico totalmente acotado y, para cada € > 0,
n(E,e) es el menor numero de bolas de radio € necesario para cubrir F, se llama
entropia métrica de (E,d) a la funcién H(E,e) := log(n(E,e)) y ezponente de
entropia. métrica de ese espacio a

L log(H(E, ¢))
TE) = B P gy

Si A 'es un subconjunto totalmente acotado de (B,dL), se sabe ([13]) que la
condicion j;: (”(—':‘I—))l/zdr < oo implica que existe una version del proceso de
Wiener W sobre A con trayectorias continuas, que entonces sera una variable

aleatorta a valores en C(A); es un proceso de Wiener continuo sobre A y también

a valores en C A(A), el subespacio cerrado formado por las funciones continuas y
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aditivas sobre A (f es aditiva sobre Asi f(AUB) = f(A)+ f(B)— f(ANB) cuando

A,B,AN B,AU B € A). Esto sucede por ejemplo cuando r(A) < 1.

Para las subclases de (B,d) existe una nocién mas fuerte que la de acotacién
total. Se dice que A C B es totalmente acotado con inclusién si para todo € > 0,
existe un conjunto finito N'(A4,e) C A de cardinal minimo nj(A4,¢) tal que para
todo A € A existen A7, At € M(A,e) con A~ C A C At | |At — A7| < e
Siguiendo el mismo esquema anterior se llama entropia métrica con inclusidn de
A ala funcién Hi(A,e€) := log(nr(A,¢€)) y el ezponente de entropia métrica con
inclusion de A es

N log(H (A, ¢))
ri(A) = llr?\S‘;lpTg(éT.

Es inmediato que r(A) < ry(A).

1.5 Ejemplos de exponentes de entropia. La clase § de rectiangulos.

Que una clase esté formada por conjuntos con propiedades como la convexidad y
con bordes no demasiado irregulares, ayuda en la construccién de subclases aprox-
imantes mas reducidas. Se conocen exponentes de entropia métrica con inclusién
de clases usuales de conjuntos ([1]): la clase de todos los conjuntos convexos de B
tiene r; = (d — 1)/2. La clase de las regiones poligonales de [0,1]¢ con a lo sumo
m vértices (m fijo) y la clase de las regiones elipsoidales de [0,1]¢ tienen r; = 0.
Sean M > 0, 8 > 1y ng el mayor entero estrictamente menor que 5. Consideremos
los subconjuntos de [0, 1]¢ cuyos bordes son imagen de la esfera S?~! por via de
una funcién con derivadas de orden hasta ng uniformente acotadas por M y cuyas
derivadas de orden ng satisfacen una condicién de Lipchitz de orden 8 — ng con
constante M; la clase formada por estos conjuntos tiene r; = (d — 1)/8 ([14]).

A continuacién introducimos la clase G que se utiliza en [9] y aparece en varios

tramos de nuestro trabajo. Si a = (aj,...,aq) y b= (b1,...,bs) pertenecen a R¢,
diremos que a < b cuando a; < b; para todo ¢, y anotaremos (a,b] = Hle(ai, bi].

Sea G = {(a,b] : a,b € [0,1]d}; G es cerrado en B. En lo que sigue, ademads
de introducir notaciones que usaremos frecuentemente, aprovechamos para ilustrar
el concepto de exponente de entropia métrica con inclusién efectuando una prueba

del conocido hecho r;(G) = 0.

Para cada n € Z ; (enteros positivos) y k = (k1,...,kq) € Z¢ tal que 1<k<n

(anotamos z = (z,...,z)) se definen las “n-celdas”

n n

(1.5.1) Cnk = %(k—l,k]:n(k’ 1’E].

1=1

Para cada n designamos G, a la subclase de G formada por los rectangulos que
son union de n-celdas. Es claro que si A € G existen Ay, A2 € G, con A} C A C A,
y |A; — A2| < 2d/n. Dado € > 0, llamemos n. = [2d/e| + 1. Entonces n;(G,¢) <

6



#(Gn,) = (ne(ne +1)/2)* = O(e72?) y por lo tanto H;(G,e) = O(log(e 1)) lo cual

conduce de inmediato a la conclusién r;(G) = r(G) = 0.

1.6 Campos aleatorios. Condicién de ¢-mezcla no uniforme. Otros tipos
de mezcla.

Dado un espacio de probabilidad (2, 7, P), un campo aleatorio es una familia
(€ )keze de variables aleatorias sobre el mismo. Se dice que el campo es estacionario
cuando para todo subconjunto finito {k;,...,k.»} de Z¢ y j € 24, las distribuciones
conjuntas de (€k;, s €kn) ¥ (Eki4jy - Ekyntj) SON iguales.

Para cada E € 2% sea Sg C F la o-algebra generada por las funciones £k con
k € E. Decimos que el campo (€k)xez¢ satisface una condicién de ¢-mezcla no
uniforme si existe ¢ : [0,4+00) — [0, +00) con t_lé_}n_rlood)(t) = 0 tal que para todo par

A;, A, de subconjuntos finitos de 74

(1.6.1) sup |P(E,|Ey) — P(Ey)| < #(A1)¢(d(A1, 42)),
ElesAl,EQGSA2,P(E2)>O

donde d(A;, A2) = min{||k; — k2| : ki € A;} y ||.|| es la norma euclidiana. No se

pierde generalidad si se supone que ¢ es decreciente y que ¢(0) = 1. Un camino

equivalente es definir, dado el campo aleatorio, la funciéon

|P(E)|E,) — P(Ey)|
#(A1)

donde el supremo es tomado sobre todos los conjuntos finitos A;, A2 de Z% con
d(Ay,A2) >ty E; € S4, con P(E;) > 0. En caso de que tliin ¢(t) = 0 tendremos

satisfecha la condicién de mezcla no uniforme.

Este tipo de mezcla, que es considerada en [23] y [9], se presenta en ciertos
campos de Gibbs (veremos este caso en la cuarta parte). La ¢-mezcla uniforme,
en la que el factor #(A;) no aparece, es considerada en trabajos como [15],(10]
pero, como se sefiala en (23, p.533], no se ha presentado en casos de interés para las
aplicaciones. Por otra parte ([7]), la ¢-mezcla uniforme en campos estacionarios es
equivalente a la m-dependencia (existencia de m tal que ¢(t) = 0 para t > m).

Sean, para ¢ = 1,2, conjuntos finitos 4; € Z% y 4; variables aleatorias Sa;-
medibles. Si p y ¢ son numeros reales positivos con 1/p + 1/q = 1, E(|11|P) < oo,
E(|v2|%) < oo, entonces se tiene la desigualdad

(1.6.2) $(t) = sup

(1.6.3)
JE(m72) = E(m)E(72)| < 2(#(A1)/P6'/7(d( A1, A2))EYP(Imi [P)EM9(|72]7),

que puede ser demostrada adaptando el argumento de [5, Lema 1, p. 170], donde
la mezcla es uniforme. De modo similar ([5, Lema 2, p. 171]), si se tiene adicional-
mente |v;| < C; para t = 1,2, entonces

(1-6~4) IE(’Yl’Yz) - E(’h)E(‘72)| < 20102#(A1)¢(d(A1,A2))-
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La ¢-mezcla se caracteriza por utilizar como medida de dependencia

~

¢(A1, A2) := sup |P(E\|Ez) — P(Ey )],

tomando el supremo sobre los conjuntos E; € S4;. Son usuales también la a-mezcla,
en la cual

a(Al,Az) = sup |P(E1 N Eg) - P(El )P(E2)|,

la p-mezcla, donde
ﬁ(Al 3 A2) = Sup COI‘I‘(X] ) .Xz)

(el supremo se toma bajo las condiciones X; € £2(S4,)) y la f-mezcla caracterizada
por

~

B(A1, A2) = sup [|£(X1, X2) — L(X1) @ L(X2)|var =
r J

sup 5 3° 3" IPW)P(V;) - U V)

i=1 j=1

donde ||.||var es la norma de la variacion total, el primer supremo se toma con la
condicién de que X; sea S4,-medible y el segundo es tomado sobre las particiones
(U;), (V;) del espacio total § tales que paratodo ¢y j, U; € Sa,, Vj € Sa,. Detalles
sobre estas y otras alternativas asi como relaciones entre las mismas y ejemplos,
pueden consultarse en [12].

1.7 Velocidad de decrecimiento.

Daremos algunas definiciones y notaciones que permitiran ajustar las hipdtesis
de ¢-mezcla en varios resultados. Para cada par de enteros positivos ¢ y j sea

|P(Ey|Ep) — P(E )|
#(A1)

donde el supremo se toma como en (1.6.2) con el agregado de #(A4;) =1, #(A,) =
j. Definimos ¢4 = max{¢i;, ¢ +j < 4} (ndtese que ¢;;(t), ds(t) < ¢(¢)). Las
siguientes cantidades (eventualmente infinitas) seran usadas para medir la velocidad
de decrecimiento de las diferentes funciones de mezcla:

(1.7.1) ¢i;(t) = sup

S=Yvem 8 2VID,  Si = Sveze 61 2UIVID,
Sa=veza i 2V, T =ocmlIVIP2(Iv]),

T = Yoe IVIPG2AVID,  To = Soeze IVIF63 2 VDD,

Todas estas cantidades dependen finalmente del campo que se considere pero
no lo explicitamos para aliviar las notaciones y por la observacion siguiente de
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uso permanente: si un campo aleatorio es de la forma (gx(€k)), con gk medibles
Borel, las funciones ¢, ¢;;, ¢4 son menores o iguales que las correspondientes a
(§k). Usaremos, por ejemplo, campos construidos truncando las variables, que son
un caso especial de gy = I, donde los By son borelianos de R.

Respecto al tratamiento de las series de la forma ) .74 o(||V||), comenzamos
recordando que existen constantes positivas L, Ly, Ky, K, tales que si r > 1:

(1.7.2) Lir" <#({vez’:|v|] <r}) <K,

(1.7.3) L' <#({vez®:r—1< vl <r}) < Kprf ™t

El siguiente lema permite trabajar con series numéricas unidimensionales.

Lema 1.7.1. Si¢:[0,400) — [0,+00) es decreciente entonces

(1.7.4) > p(lIvl) < 400 = Y n?Tlg(n) < +oo,
VEZd n=1
d—1 : d _
(1.7.5) Z:ln p(n) < o0 = tlainoot @(t) =0.
Demostracién. Anotemos J, = {ve€ z?:n—1<|v| <n}

La parte ( => ) de (1.7.4) resulta, aplicando (1.7.3) y el decrecimiento de ¢, de
la desigualdad

n®lo(n) <Ly Y e(lIvID.

vEJy,

Para ( <= ) usamos que, por razones similares

Y. wlliviD) € Kz(n+ 1) Mo(n) = O(n" 1 p(n)).

Ve]‘n+l

En cuanto a (1.7.5), se tiene

n

wtom=0( Y 1o <0 B K eh)) =olt)

k=[n/2] k=[n/2]

y la conclusién resulta observando que

t4o(t) < ([t] + 1)%([t]) = O([t]%»([t]). O



1.8 Procesos de sumas parciales.

Sea (£k )kez¢ un campo aleatorio estacionario con media finita. Paracadan € z
y A € B se define

|;"1_ m C’ln,k|

(1.8.1) Sa(4) = ) W(ék—Eﬁk)

1<k<n

(las celdas Cp k fueron definidas en (1.5.1) ). Sin pérdida de generalidad supon-
dremos que el campo esta centrado, es decir que para todo k es Ey = 0.
Para cada n, S, es un proceso subindicado por B que suele ser llamado suma

. 2. . o ANCy, g
parcial n-ésyma. Debido a la presencia de los factores lT'k—l“l se dice que la suma

estd suavizada. Este tipo de procesos fueron considerados por R.Pyke en [26, 1983],
para campos independientes, lo mismo que en R.Bass y R.Pyke ([3, 1984]), R.Bass
([2, 1985]) y K.Alexander y R.Pyke ([1, 1986]). En el caso de mezcla uniforme los
encontramos en C.Goldie y P.Greenwood ([18, 1986], [19, 1986]) y en el de mezcla
no uniforme en D.Chen ([9, 1991]).

Describiremos algunos objetivos que, en la linea de algunas de las citas anteriores,
son de interés en este tema.

El primer tipo de resultado al que se apunta es, para una sucesién apropiada (c,)
de constantes positivas, la convergencia de la sucesién de procesos Z, := S,/c, en
el sentido de las distribuciones finito-dimensionales al movimiento browniano sobre
alguna clase A C B lo mas amplia posible.

El segundo objetivo es la obtencién de teoremas centrales del limite derivados
de la convergencia anterior en los que, dada una sucesién (A,) de conjuntos de z ¢
que sean de un tipo adecuado con A, / Z¢, se pruebe la existencia de una sucesién
(tn) de constantes positivas tal que

(1.8.2) ti Y a2 N(O,1).

" keAn

Teoremas de este tipo, demostrados con otras técnicas, podemos encontrar en
B.Nahapetian ([23, 1980]) y E.Bolthausen ([6, 1982]), donde se consideran campos
con varianza finita y mezcla no uniforme. Un caso de varianza infinita y mezcla
uniforme es tratado por R.Bradley ([8, 1991]).

Volviendo a los procesos S,, observamos que las trayectorias de los mismos y
de Z, son funciones continuas y aditivas (sobre B con la métrica d; definida en
§1.4). M4ds precisamente, para cadan € Z4 y w € {2, la aditividad de la trayectoria
Sa(.,w) es inmediata por construccién; la continuidad (uniforme) es consecuencia
de que para cada A,B € B

ISn(A,w) — Sa(B,w)| < |[AAB|M,(w) = di(A, B)M,(w),

siendo
Mp(w) = max |[éx(w)| < oo.
1<k<n
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En vista de la observacion anterior, si ya se ha obtenido (c,,) para la convergencia
de las distribuciones finito-dimensionales de los procesos Z, sobre una clase A y
existe el movimiento browniano continuo sobre cierto conjunto compacto X C A,
el tercer objetivo es la obtencién de convergencia en distribucién, en C A(K), de las
Z, a ese proceso. Un resultado de este tipo se denomina teorema central del limite
funcional o uniforme.

En todos los casos, se busca mejorar las hipotesis de resultados anteriores en
alguna de las siguientes direcciones: validez bajo condiciones de mayor depen-
dencia entre las variables (por ejemplo menor velocidad de decrecimiento de ¢),
menor exigencia en la condicion de momento sobre las £y, ampliacién de las clases
de conjuntos que subindican los procesos. Finalmente, aplicaremos los resultados
obtenidos a campos de Gibbs.

11



2 Convergencia de las distribuciones finito-dimensionales

La Proposicién 2.1.1, al sustituir una condiciéon que forma parte de un criterio
general de convergencia en [18] por otra que involucra cierta integrabilidad uni-
forme, resultara ser una herramienta util para nuestros objetivos.

En el Lema 2.2.1 se prueba una desigualdad de cuarto momento para campos aco-
tados y con cierta velocidad de decrecimiento de la funcién de mezcla, que permite
verificar la citada condicién y probar en el Teorema 2.3.5, para campos con varianza
finita, la convergencia en el sentido de las distribuciones finito-dimensionales de los
procesos S,/n?%/? (ver (1.8.1)) a un proceso de Wiener sobre B.

El Lema 2.4.1 es otra desigualdad de cuarto momento, esta vez para campos
con sexto momento finito y velocidad ligeramente mayor en el decrecimiento de la
funcién de mezcla. Esta desigualdad se usa para llegar a la requerida condicién
de integrabilidad uniforme para ciertos campos con varianza infinita y hallar en el
Teorema 2.6.5 una sucesién (a,) tal que las distribuciones finito-dimensionales de
Sn/an convergen a las de un proceso de Wiener sobre B.

Finalmente, la Proposiciéon 2.7.1 da una condicidén general, que no alude a la
dependencia pero es satisfecha por nuestros procesos, para pasar de la convergencia
de las distribuciones finito-dimensionales a un teorema central del limite para ciertas
sucesiones crecientes de rectangulos. En ese marco se obtienen el Corolario 2.7.2
(donde la varianza es infinita y las condiciones de dependencia coinciden con las del
Teorema 2.6.5) y el Corolario 2.7.3 (donde la varianza es finita y las condiciones de
dependencia son las del Teorema 2.3.5), que ofrece una prueba alternativa de un
resultado conocido.

2.1 Un criterio general.

Sea R la familia de conjuntos que son union de una cantidad finita de elementos
de G. Recordaremos dos resultados de Goldie y Greenwood ([18]) a partir de los
cuales se desarrollardn los nuestros. En primer lugar extraemos el Teorema 2.1,
pagina 804:

Sea W un proceso aditivo sobre R que satisface:
(i) EW(C)=0. VCeG,
(ii) EW?*C)=|C| VC€g,

(i) SiCy,...,Ck € G son tales que d(C;,C;) > 0 para ¢ # j entonces
W(C),...,W(Ck) son independientes,

(iv) Ve>0 lim Y P(|W(Cmy)| =€) =0 (Cm,; son las celdas definidas

m—oo _ _
1<j<m

en (1.5.1)).
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Entonces W es el movimiento browniano sobre R.

El resultado siguiente, que aparece como consecuencia del anterior y puede pen-
sarse como la versién asintética del mismo, es el Teorema 2.2 del mismo trabajo:

Si (Zy) es una sucesién de procesos aditivos sobre R tales que:

(i) lim EZ,(C)=0. VCE€G,

n—oo

(i) lim EZX(C)=|C| ¥C €4,

(i1)  S1Cy,...,Ck € G son tales que d(C;,C;) >0 parat #jy z1,...,2x €R,
entonces

k
P(Zx(Cy) < 21, ., Zn(Ck) < 2k) = [[ P(Za(Ci) < i) — 0

i=1
cuando n — oo,

(iv) Ve>0 lim lim sup ), P(|Z.(Cmj;) >€)=0,

(v) (Zg(c))nefﬁh es uniformemente integrable para cada C € G.

Entonces (Z,) converge, en el sentido de las distribuciones finito-dimensionales
al movimiento browniano sobre R.

En el criterio que se prueba en la proposicidon que sigue se modifica el punto
(iv) de este teorema, presentando una condicién de integrabilidad uniforme mas
ajustada que la propuesta en [18, Corolario 3.3].

Llamaremos Q a la clase de los cuadrados, es decir los conjuntos H?zl(ai,b,]
pertenecientes a G, tales que para algin a > 0 y para todo : se cumple b; — a; = «

Proposicién 2.1.1. Sea (Z,) una sucesién de procesos aditivos sobre R.

Supongamos que:

(i) lm EZ,(C)=0. VCe€g,
(ii) lim EZ2(C)=|C| VC e g,

(i1i) SiCy,...,Ck € G son tales que d(C;,C;) >0 parat # j y si z;,...,2zk € R
entonces

k
P(Za(Ch) < 21,...,2a(Ck) < 2t) = [ P(Za(Ci) < 20) = 0

i=1
cuando n — 00,

13



(iv) Existe una funcionn : (0,1] — Z tal que si F = {(n, A) : A € Q,n > A(|4])}
entonces (Z2(A)/|A|)(n,a)eF €s uniformemente integrable

(v) (Z,%(C’))HGZJr es uniformente integrable para cada C € G.

Entonces (Z,) converge, en el sentido de las distribuciones finito-dimensionales
al movimiento browniano sobre R.

Demostracion. Las condiciones (i),(ii),(iii) y (v) son las del citado [18, Teorema 2.2].
Probaremos que nuestra hipétesis (iv) implica la condicién (iv) de ese teorema.
Sean €,7 > 0. Nuestra condicién implica que existe p € Z tal que para todo

(n,A) € F
22<A>)
E dg2 Z < 62’)’
» ( 4]

(usamos la notacién E.(X) = EXI{|x|>;}). Dado m > p, para todo n > n(m~¢)
y todo j se tiene (n,Cp ;) € F. Entonces:

Z P(|Z7(Cmy)l 2 €) < Z P( lemr) _62md)5

1<j<m 1<j<m

(Cm,j) 1 2
< d€2 Z Ep452< Com| ><md€2 Z ey =7~.0

1<j<m 1<j<m

2.2 Una desigualdad de cuarto momento para campos acotados.

La desigualdad que probaremos en el Lema 2.2.1 nos permitira trabajar a la
manera de Billingsley en [5, Capitulo 4], donde se trata el caso unidimensional con
mezcla uniforme. En [10, Teorema 1], se prueba una desigualdad similar pero en
el caso de mezcla uniforme, campo estacionario y donde los subconjuntos de z¢
considerados son rectangulos. Nuestro resultado nace de la observacién de que la
prueba de la desigualdad similar unidimensional [5, Lema 4, Pag. 172] no utiliza el
concepto de mezcla uniforme en toda su potencia. Las dificultades técnicas de la
extension a dimensiones mayores pasan en general por la carencia de orden entre
las variables.

Lema 2.2.1. Sea (ni)xez¢ un campo aleatorio con h = sup t2¢¢4(t) < 400 (ver
>0

§1.7). Supongamos que existe C > 0 tal que |ny(w)| < C para todo k y w y que

Eny = 0 para todo k. Entonces, para todo conjunto finito M C z¢ :

(S m) <Kal#00)C

\]'CEA"! s
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con Ky, = 4/(1 +4( Y, ez <z§4(||w||))2 + 6K294h) donde K, es la constante de la
desigualdad (1.7.2).

Demostracion. En primer lugar acotaremos el valor de |E(min;nkm)| en las dife-
rentes formas en las que el conjunto V = {i,]j,k,1} se puede presentar. Cuando
#(V) = 1 se tiene Enf < C* Si #(V) > 2, sea r = 7(V) la mayor distancia
entre dos conjuntos no vacios A y B tales que {A, B} es una particién de V.
Supongamos,por ejemplo, que |[i — j|| = rconi € Ay j € B. Afirmamos que
AC{x:|x—i| <3}y BC{x:|x—j| <3r}. Si #(V) = 2 no hay nada que
probar. Supongamos que #(V) =3,k € Ay ||k —1i|| > 3r; entonces |k —j|| > r
y {{k},{i,j}} seria mejor que {A,B}. Si #(V) =4,k € Ay |k—i]| > 3r
entonces podemos tomar la particién {{k}, {1,j,1}} si ||l = k|| > r o {{1, k}, {i,j}}
si |[I — k|| < r. De este modo quedan comprobadas las anunciadas inclusiones de
Ay B. Ahora aplicaremos la desigualdad (1.6.4) observando que, debido a que
#(A) + #(B) < 4, ¢ puede ser sustituida por ¢4. Si #(V) > 2 hay dos casos:

a) i3l =7, Ik =il < 3r, 1—ji| < 3r

ECrmo) ()| < |E(nm) B(nym)| +2.2.02.C%a(r) < 4C* (da(lk—il)a([1 -3l +
$a(r)).

b) [li—jil =, [k —1i| <3r, [[1-il| <3r.

|E(nimem)(13)] < 2C%.Cgq(r) = 2C%pa(r).

Y ahora, teniendo en cuenta (con exceso) las permutaciones entre i, j, k, I:

B(Y n) <#ODC +

keM

wac' S (X @l ieai— i+ esli-i))

ieM jeM “lik—i|l, 1=l <3/li-jll g

LD 30 3] (NND SRR T}

iEM JEM * |[k—ill,[[I-i[|<3li-j]]

<#ct +44cty. Y Yo sl sl +

IEM vHIEM |1k ||, |1 |I<3] vl

a6’ Y S aliviy

IEM vHIEM 1K' ||, 1" I<3]v i

< #)C* + 4140 (#00) Y dulliw]) )

) o o)
+ 4160 #(0) S sup (94K [vIFga(IvI)
iem ¥V N 7

< Ky (#(M))*CH.

Nétese que la convergencia de Y ¢4(||v]|) es consecuencia de que h < +oo apli-
cando (1.7.4). O

Observacién. El lema anterior vale bajo la condicion de a-mezcla

(2.2.1) sup t*%ay(t) < 400,
>0
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donde (ver §1.6)

a(A;, A
ay(t) = sup a(A1, 42)
d(A1,A2) 28, #(A)+#(A<s F(A1)
(se supone siempre que A; y A; son no vacios). Esto se debe esencialmente a
que para variables acotadas con a-mezcla vale una desigualdad similar a (1.6.4).
Hacemos esta observacién por la semejanza con una condicidn en [6].

La primera consecuencia de la desigualdad de cuarto momento es un resultado
de integrabilidad uniforme para campos con varianza finita.

Lema 2.2.2. Sea ({k)keze un campo aleatorio cuyas variables £y tienen todas la
misma distribucién, E€x = 0, E€} < 400 y que satisface Sy < +oo (ver §1.7).

Si para cada conjunto finito M C Z% y cada familia A = ()\j)jem de nimeros
reales tal que 0 < X; < 1 Vj se define Ty = Z_ieM Aj€; entonces la familia

478
( ’ ) es uniformemente integrable.
M

#(M)

Demostracién. Nuestro argumento adaptara el de [5, p.176] donde se trata el caso
unidimensional. Fijemos M y \. Sea u > 0; para cada k € M se define:

1) {/\kgk s1 |£k| < u, (2) _ { 0 si lék' < %,

ko = 0 si [t >w, Mew =\ Al si 6] > u,
4 1 1 n 2 2
M u = mﬁ,l - Em((,l ; Meu = m((,l - Enf(,l,
YM,u = Z nk,u ; DM,u = Z nk,u .
keM keM

Tenemos Tv x = Ym,u + Dy, Ahora aplicamos el lema 2.2.1 a (UL‘u)keM (la
condicién h < +oo se cumple por (1.7.4) y (1.7.5) ) y obtenemos, para cada v > 0,

Y2 Y4 i 4
(2.2.2) Ev(_M_’"> < .1_E( M,u 2) < Kg,(2u)
#(M) )~ v \(F#(M)) Y
Aplicando (1.6.3) (ndtese que los cardinales valen 1y ¢1; < ¢4) resulta
E(; )] < 265 (I~ SIDE' (150" E *((1,0)*) < 863" (11K = §1) Bua(£D).
Entonces
(2.2.3) E(Di) € 3 (3 1Eumen)]) < S#ONE(E)S:
JEM “keM
Por (2.2.2), (2.2.3) y la desigualdad T}, , < 2Y§ , + 2D3,

E@Z\f)) : 4E”“(ﬁﬁ>) +4E<:<%J4v’;>) <K <7 +Ea(6)

donde K~ depende solamente de ¢4 y d.
Dado € > 0, se toma u tal que K FE,2(£5) < €/2; entonces si v > 2K u?/e,

&

obtenemos E., (%) < € para cualquier M y A. O
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2.3 Teorema para campos con varianza finita.

En los lemas 2.3.1-2.3.3 (€x)kez¢ serd un campo aleatorio centrado, equidis-
tribuido, con varianza finita y Sy < +00. En esta seccién, para cada A € B,

B |ANCy k|
PO 2 TG,

1<k<n

y V(n,A) = Ug, .nazo Cnk (€l menor conjunto de G, que contiene a A). Para
cada z € Ry se define A(z) = [z71/9] + 1y F = {(n,A): A € Q,n > 7a(|A|)}. Se

tiene el siguiente lema geométrico:
Lema 2.3.1. Si(n,A) € F entonces |V(n, A)| < 3%|A.

Demostracion. Observamos que |A| > n~¢ por lo que la medida L 4 de cada “lado”
de A satisface Ly > 1/n Pero entonces cada lado de V(n, A) tiene una medida
Ly <Ly +2/Tl <3L,4.0O

Za(A)
|V(TL, A)' / A€EB,n€Z,

Demostracion. Tomemos M = My = {j: Ch,;N A # 0} y para cada j € M sea
!A N Cn.j'.
lcnd|
Ademids |V(n, A)| = n~%#(M) por lo que se finaliza aplicando ese lema. O
Zn(4)

Lema 2.3.3. La familia <TT

Lema 2.3.2. La familia ( es uniformemente integrable.

Aj=Aay = . En la notacién del Lema 2.2.2 se tiene ZZ(A) = "_dTK/r,A-

> es uniformemente integrable.
(n,A)EF

Demostracién. Por el Lema 2.3.1, si (n, A) € F se tiene

Z3(4) _ 3'Z3(4)
4] = Vi, A)°

Aplicando el Lema 2.3.2 se obtiene la conclusién deseada. O

El lema siguiente permitirad para pasar de la convergencia sobre R a la conver-
gencia sobre B y tendra utilidad en la Parte 3 (dedicada a teoremas funcionales).

Lema 2.3.4. Sean (£x)xez¢ un campo aleatorio equidistribuido, con varianza finita
¥ S11 < +0o. Supongamos que f : R — R es una funcién medible-Borel tal que
|f(z)| < |z| para todo z.

Entonces, para todon € Z4 y todo A € B:

1 |Aan,kI X 2
Va.I‘(m Z wf(&d)gzsllEé.dA'

1<k<n
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Demostracion. Para cada k sea m = f(€x) y pk = |A N Cp k|- Recordando que
|Cn x| = n—d, S11 £ 54 < 400 y usando (1.6.3) se tiene:

1 |ANCy il
Var( d/2 Z |Cn,k] _Wk) :Var(”d/zgﬂkﬂk) =

1<k<n

E( Z pinie)” = nt B ( Z i) = n Y 3 wiges (E(niny) — EniEng) <

n? max{ i} Zu: Zw” (i = 3I)EES < 2511 B€5 )~ i = 2511 EG|Al. O

Pasamos ahora al resultado principal de esta seccién

Teorema 2.3.5. Sea (€k)yecz¢ un campo aleatorio estacionario, centrado, con va-
rianza finita y que cumple la condicion de ¢-mezcla no uniforme con § < +oo.

Entonces Y. E(fofk) converge absolutamente a un valor 02 > 0. Si 0% > 0,
keZ4

la sucesion de procesos (Z,) converge, en el sentido de las distribuciones finito-
dimensionales al proceso de Wiener sobre B con parametro o.

Demostracidn. La sumabilidad de ) E(£oéxk) resulta de que S < 400 junto con
la desigualdad |E(£oék)| < 26'/%(||k|)E€E. La suma no puede ser negativa; el
argumento que daremos para probar el punto (ii) de la Proposicién 2.1.1 muestra
que

T —d . 2
> Btat) = fimn 5 3 6)
ke 1<i<n
Si 6% > 0 puede suponerse, sin pérdida de generalidad, que 0? = 1. La prueba
consta de dos pasos:

Paso 1. Convergencia sobre R

Aplicaremos la Proposicién 2.1.1. El punto (i) es de verificacién inmediata. El
punto (i1) resulta del siguiente argumento usado en [19]. Para cada i, sea (i) =
E(&o&i) y para cada x € C, kn(x) el tnico k tal que x € Cy, k. Se define

hn(x) = ) n®|C N Cnjlv( — kn(x)).
J
Usando la estacionariedad se tiene

EZ:(C) = ch ha(x)dx.

Entonces, si probamos que las funciones h, estan uniformemente acotadas y que
hn(x) — 1 para cada X, (i1) estarda cumplido por el teorema de la convergenma
dominada. Lo primero surge de que |h,(x)| < 2SE&§. Definamos

D, =2%={j: Cn5CC}.
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Si x is un punto interior del rectangulo C
hn(x) =1 — Rn(x) , donde

Ro(x) = > wejy(j—kn(X)) ,con0 < wyy<1
JED,

Cuando n — oo R,(x) — 0 porque siempre es posible hallar una sucesién de
numeros positivos L,(x) — oo tal que

[Ra(x)| < Y (i) <2E@&) Y ¢M(lil).

[lill> Ln (x) [lill> L (x)

Con esto el punto (i1) queda resuelto.

Para (iii) probamos el caso k = 2 (el caso general es andlogo). Sean r =
d(Cy,C2), An = {Z:(C1) < 21} y Bn = {Zn(C2) < 22}. Entonces usando (1.7.4) y
(1.7.5) resulta

_ |P(An N By) — P(An)P(B,)| < nlp(nr —2d*/?) - 0 cuando n — oo.

La prueba de (iv) es el Lema 2.3.3. Para (v) observamos que si A € G es un
conjunto fijo, existe ng(A) tal que para todo n > ng es |V(n, A)| < 2|A| y por lo
tanto

Z3(4) _ 223(4)
Al 7 [V(n, 4)]

y se aplica el Lema 2.3.2.

Antes de continuar observamos que en [9, §2] para probar lo demostrado en este
primer paso se usa la condicién mas fuerte E|£|?T® < 400 con § > 0.

Paso 2. Convergencia sobre B
Aqui aplicaremos [18, Teorema 3.1] por el cual es suficiente probar:

(i)- {Zn(A)}aer converge en el sentido de las distribuciones finito-dimensionales
" al proceso de Wiener sobre R con parametro o;

(ii) Si A € By (C}) es una sucesién decreciente de conjuntos de R que contienen
a Ay |[)Ci— A| = 0 entonces, para todo € > 0

llim lim sup P(|Z,(Ci) — Z,(A)| > €)=0.

En el paso anterior se probé (i). La validez de (ii) resulta de la desigualdad

2SEEL|C, — A|

g2

P(|Zn(C1) — Zn(A)| 2 €) <
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que surge de aplicar la desigualdad de Chebyschev, la aditividad de Z,, y el Lema
234.0

Observacion. Los lemas previos al Teorema principal, que suceden al Lema 2.2.1,
son validos bajo (2.2.1) y la condicidn de p-mezcla

(2.3.1) Y pa(llk]]) < +oo,
keZd

donde (ver §1.6)

p2(t) = sup p(A1, Az).
d(A1,A2)>t, #(A1)=#(Az)=1

El Teorema 2.3.5 vale bajo (2.3.1) y

(2.3.2) sup t*4a(t) < 400,
t>0

donde o
at) = sup 0:({1—2)
d(A1,A2)>t, #(A)+#(Ar)<co TF(AL)

(esta condicién resulta natural si se mira (ii1) en la prueba de este teorema). Otra

posibilidad es considerar

(A A
p(t) = sup *0(1—;12’)
d(Ar,A2)>t, #(A)+#(A)<oo (A1)

y observar que la condicién

(2.3.3) sup t24p(t) < 400
>0

implica (2.3.1) y (2.3.2).

2.4 Otra desigualdad de cuarto momento.

En esta seccion presentamos una desigualdad de cuarto momento para variables
con sexto momento finito. El resultado no es mas general que el Lema 2.2.1 ya que
se pide una velocidad mayor en el decrecimiento de la funcién de mezcla (7 < +00).

Lema 2.4.1. Sea (nx)keze un campo aleatorio centrado que satisface Ty < +o0.
Supongamos que se tiene una variable aleatoria ( tal que E(ni™) < E((*™) < 00
para todo k € ¢ y todo entero positivo m < 3.

Entonces existe L > 0 (que depende solamente de ¢4 y d) y tal que para todo
subconjunto finito M de Z¢ :

B( 3" m) < L(#ONEC)+ #ONEE) + #ONE OB )

keM
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Demostracién. La condicién Ty < 400 nos permitira ir més lejos que en el Lema

2.2.1. En principio acotaremos |E(n;injnkm)|, para {i,j,k,1} C M, usando la de-
sigualdad de Holder y (1.6.3).

Sean V = {i,j, k,1}, 7(V) (si #(V) > 2) y K, igual que en el Lema 2.2.1. Hay
tres casos:
)i=j=k=1
|E(minymen)| < E(¢*)
(i) A={i,k}, B={j,1}, [li-jll =7, [k =i < 3r, 1-j| <3r.

IE((mimk)(mym))| <
|E(imOl|E(sm)| + 264/ (r)E2(n2n2)E' 2 (n?n}) <
E*(¢*)40: (i - ks (15 = 1) + 2632 (r)E(¢*)
(i) A= {i,k,1}, B= {3}, [li—jll =r, |k~ <3r, Il -] < 3r.

|E((nimem )(n3))] <
26,/ 2(r) EM 2 (n2nin?) BV (n?) <
2,/ %(r) M (n?)E S (n)EM O (nf ) EN2(n?) =
26, (r)E**(¢®)EM(¢?).

Ahora, teniendo en cuenta (con exceso) las permutaciones entre i, j, k, I:

E(() " mo*) < #(M)E((*)+

keM

1B Y Y S > ek =gy (- In+

i€M JEM |k—il|<3lli-jIl [1-5lI <3l
2.41(E(¢*) + EVA(CHEVA(¢H)) Y N (i - a3l - ) <
ieEMjeM
#(M)E(C*) + #2(M)4.4'E*(¢*) ST+
#(M)2.419° KTy (E(¢*) + EY2(¢4)EY?(¢%). o

2.5 Campos con varianza infinita. Resultados preliminares.

Sea (€k)keze un campo aleatorio centrado y estacionario. Definamos, para cada
>0y kezé, E(r) = &l {|éx| < z}. Supongamos que U(z) := E((f(z))z) es una
funcién de variacién lenta (esto es lim; 4o U(tz)/U(z) = 1 para todo t > 0). El
caso que nos ocupa es el de varianza infinita que equivale a lim; 4., U(z) = +o0.

En toda la seccion trabajaremos bajo las hipdtesis anteriores. El lema siguiente
es conocido del caso unidimensional independiente y caracteriza la propiedad de ser
U de variacion lenta.
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2’ P(|€o| > )

Lema 2.5.1. U(z) es de variacion lenta <= lim =1
z—+o00 U(z)
Demostracion.
— )
.. U(2z) )
Sea € > 0. Elijjamos z¢ tal que para = > z¢ se cumpla U(z) — 1 < min(1,¢).
M M

Entonces, para tales z:

P(léo] > ) =Y P(2" 'z < [éo] < 2F2) < Y 4o 2 (U(2F2) — U2 0)) =
k=1

M8 EMg

U(2%z)
z -2 l kU(2k 1 )( _1)
e :
= U(2F1g)
Pt U(2'z)
Ahora observamos que, parak > 1, U(2* " 'z) = U(z )HJ ' D21 y por lo tanto

el término k-ésimo de la dltima sumatoria es menor o igual que 4627F resultando

Uz
P(l6ol > 2) < 2012

(=

Seat > 1y D = {z < |éo| < tz}; se tiene

_ U(te) - Ulz) _ s P(D)(tz)* _ #252P(lée| > )
U@ T U@ ‘wmﬁ““~ U@ - Uk

Sea M > 0 tal que sup,soz 2U(z) > 1/M. Por una conocida propiedad de las
funciones de variacién lenta lim; .4 2 2U(z) = 0; esto permite definir, para cada
y2> M,

(2.5.1) T(y) = sup{z > 0:z72U(z) > 1/y}
y, para cada entero positivo n > M1/?,
(2.5.2) an = T(n%).

Son bien conocidas las siguientes propiedades (ver por ejemplo [20, Capitulo 2]):

(2.5.3) a2 =n?U(a,) Yn>N y

(2.5.4) an /o0 cuando n — oo
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(255) Et§0’1{|£0|>an} = o(an/nd).

Las dos primeras son una consecuencia directa de las definiciones. La tercera se
prueba con una técnica similar a la del Lema 2.5.1 teniendo en cuenta las dos
anteriores y que

ElolI{|eo|>an} :/I

tolaP =Y [ (ol dP <
k=1

o|>an 2k_1an<|50|<2’cavn

i ) (U(2%a,) - U(2k_1an)).
k=1

En particular se tiene E|{o| < oo. Se define &y, = E(a“). Este truncamiento
apunta a la simplificacion del problema de convergencia de las distribuciones finito-
dimensionales.

Lema 2.5.2. Sié > 0, entonces

Eléo,n*** = o(a}"’n"%)

Demostracion. Seguimos el mismo tipo de idea que [8, Lema 7]. Sea ¢ > 0.
Tomemos ¢ > 0 tal que U(z) — U(z/2) < eU(z) para todo z > ¢ y n cumpliendo
n > N ya, > c. Sea J el menor entero positivo tal que 27 7a,, < ¢. Entonces:

Elfsn|** < Z 2790, (U(2 T ap) — U271 2a,)) + E[e27 0 2+6 <

J—1
eal 3" (2)7U@ T an) + EIEF P <e(1-27%)alU(an) + EIESPH

j=0

donde el ultimo sumando depende solamente de €. Finalmente se aplica (2.5.3). O

El lema que sigue asegura que no varian ciertos comportamientos asintéticos al
centrar las variables truncadas.

Lema 2.5.3. Sea pu, = gz) Yy Az = pr — Ep,. Entonces, para todo enterom > 1

g BT
I_I,TOO EIuZm -

Demostracion. Eu, es una funcién acotada de z y para k < 2m Euk = o( Ep?™)
cuando ¢ — +o00. Por lo tanto EX2™ = Epu2™ + o( Ep?™). O
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2.6 Teorema de convergencia para campos con varianza infinita.

En el Lema siguiente y sus corolarios, (k)kez¢ €s un campo aleatorio esta-
cionario, centrado, con varianza infinita y cuya funcién U, definida en §2.5, es de
variacion lenta. Se define, para cadak € Zz% y n € z

gk,n = ék,n — E{k,n

SiA€Byné€Z4 sean

= |AﬂC,llk|~
Sn(A) — Z W&k,n:

1<k<n

Zn(A) = Sp(4)/an,
donde la sucesién (a,) es la definida en (2.5.2).

Lema 2.6.1. Supongamos que (£k)yxez¢ cumple Ty < oo. Sea A € B y, para cada
n, M, :={k€z?:CpryNA+#0D}. Supongamos que existe n, € Z, y D > 0 tal
que #(M,) < D|A|n? para todo n > n;. Entonces existe un entero positivo ng,
que depende de n; y de |A|, tal que para todo n > ng

ES*(A) < L(3D + 4D?)|A]d,

donde L es la constante del Lema 2.4.1.

Demostracién. Aplicando los Lemas 2.5.2 y 2.5.3 junto con la igualdad (2.5.3) puede
elegirse ng > n; tal que para todo n > ng:

E(& ) < |Alahn™,

E(5.,) < |AlPagn ™,
E(£5,q) < 2a3n"

. ANCn x| = :
Definimos nk n = ‘Iwk’rl{k,n- Para cada n fijo, (7k,n)keze es centrado, con Ty

menor o igual a la del campo inicial y |7k »| < |Ek,n|- Aplicando el Lema 2.4.1 y las
tres desigualdades precedentes obtenemos:

L(#(an(&“é,n) F 2 (MEXE ) + #(Mn)E”Z(ES,H)EW(E%,H)) <

L(3D + 4D%)a% |A|*. O
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72

Corolario 2.6.2. Si A € G entonces ( n \ es uniformermente integrable.
|A| / n€Z+

Demostracion. Si n es suficientemente grande, #(M,) < 2|A|n%. Si anotamos

Vi = Zﬁ(A)/|A|, la aplicacion del Lema 2.6.1 lleva a la conclusién de que la sucesién
(E(Y;?)) estd uniformemente acotada. O

Si A€ Qy|A] >n% porel Lema 2.3.1, #(M,) < 3%|A|n?. Entonces, si se
aplica el Lema 2.6.1 a los cuadrados, con el menor entero n; > [A|Y/¢ y D = 34 el
ng resultante depende solamente de |A|; llamandolo n(|A|) se obtiene:

Corolario 2.6.3. Supongamos Ty < +00. Con la notacion precedente, sea F =

72
{(n,4) s A € Qun > A(A])}. Entonces, la familia ( ZTZ“\
\

es uniforme-
. / (n,A)EF
mente integrable.

Es interesante observar que fracasa el intento de llegar a esta integrabilidad
uniforme con un esquema similar que evite el Lema 2.6.1 y se base en la desigualdad
de cuarto momento para campos acotados del Lema 2.2.1.

Sigue ahora la version del Lema 2.3.4 para este caso.

Lema 2.6.4. Sea ({k)yeze¢ un campo aleatorio equidistribuido y que cumple S;; <
+00. Sea, para cada n, f, : R — R una funcién medible-Borel tal que |f,(z)| < |z|
para todo .

Entonces, para todo A € B:

1 AndcC,
lim sup Var( Z uf ({ n)) < 2S511A].

n— o0 an |Cn,k|
1§kg5

Demostracion. Siguiendo el mismo esquema del Lema 2.3.4 obtenemos:
1 |A NChp k|
Var| — ——— n
(- ¥ B nEn) <
1<k<n
o=t max 4N Cp | Z |AN Cn 251 EE , <
2a;°n? E€G ,Sn1|A|

Tomando lim sup en ambos miembros y usando el Lema 2.5.3 junto con (2.5.3) se

llega a la degi_é?faldad deseada. O

Pasamos al resultado principal. Las hipdtesis a) y b) son las mismas que las de
[27, Corolario 3.3] , donde se trata el caso unidimensional con ¢-mezcla uniforme.
Por el Lema 2.5.1, la hipétesis a) es equivalente a que U sea una funcién de variacién
lenta.
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Teorema 2.6.5. Sea (£x)xeze un campo aleatorio estacionario, centrado y que
cumple la condicion de ¢-mezcla no uniforme con S < 0o y Ty < oo. Supongamos
que lim; 4o U(z) = +00.

Entonces, para todoz >0, . E(( ([,r') - E{f)r))(d:) — E{l(:))) converge abso-
keZ4
lutamente a un valor V(z) > 0 y si se cumplen:

a) liri1 z2P(|éo| > 2)/U(z) =0,
b) existe lir+n V(z)/U(z) =:0% >0,

entonces la sucesion de procesos

_ 1 |[ANCy
Zn(A) o an Z lCn kl £k ’ A € B’

1<k<n

con a, definido en (2.5.2), converge en el sentido de las distribuciones finito-
dimensionales al proceso de Wiener sobre B con parametro o.

Demostracion. La primera afirmacion se prueba del mismo modo que su similar del
Teorema 2.3.5. Separaremos la prueba de convergencia en tres pasos.

Paso 1. Reduccién a la convergencia de (Z,)

Una condicién suficiente para la reduccién a la convergencia de (Z,) es
1Z0(4) = Za(4)] 5 0
para cada A € B. Se tiene

Zn(A) = Zn(A) = Xn + 2o, donde

ANCn
X, = 1 Z M(ék — Eion),

an _ |Cn,k|
1<k<n
1 |AﬂCn kl
e E R By,
& an z |Cn,k| ék,

1<k<n

Aplicando la equidistribucién de las variables y el hecho de que hay n? sumandos

se tiene ,

n
P(|1Xn| > 0) < n?P(l€o| > an) < G_E|§0|I{|Eo|>an}'
De donde, usando (2.5.5):
lim P(|Xn| > 0) = 0.
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La segunda suma es numérica. Se observa que z, = Eg »|A|n?/a,. Como Efg = 0,

se tiene Efon = —Efol{|¢y|>a,}) POT lo cual |E€g 5| < E|fol|l{|¢o|>a.} ¥ aplicando
nuevamente (2.5.5) se obtiene

lim z, = 0.

n—oo
Paso 2. Convergencia sobre R

Suponemos sin pérdida de generalidad que ¢ = 1 y aplicamos la Proposicién

2.1.1. La validez de (i) es inmediata. La prueba de (iii) es la misma que en la
prueba del Teorema 2.3.5. La condicién (iv) es la conclusién del Corolario 2.6.3
y la condicién (v) es consecuencia directa del Corolario 2.6.2. La prueba de la
condicién (ii) requiere adaptar el argumento de la prueba del Teorema 2.3.5 a la
nueva situaciéon: Sea y,(1) = E(Eo,né},n). Para cada x € C se define k,(x) como
en la prueba del citado teorema y

1
hn() = g7 2710 0 Cnslin(i = k().

J
Como en la prueba citada, tenemos

EZX(C) = JL hn(X)dX.

Resta probar que las funciones h, estan uniformemente acotadas y que h,(x) — 1
para cada x. Por el Lema 2.5.3 lim E(&},)/U(an) = 1; entonces la primera
n— oo ’

condicion es consecuencia de la desigualdad
ha(x)| < 2SE(&g ,)/U(an).
Si se toma D, y X como en la prueba del Teorema 2.3.5

ha(x) = V(an)/U(an) — Ra(x) , donde ahora

1 :
Rn(x) = U(an) Z '”-"nj—}’n.(.l == kn(x)) ,con 0 < Wpj < 1.
jeD

Cuando n — oo, V(a,)/U(an) — 1 por b) y R,(x) — 0 porque se pueden tomar
numeros positivos L,(x) — oo tales que

2E(E% .
T vn(i)S% T s,

lil|> L~ (x) Iill> Ln (x)

Paso 8. Convergencia sobre B

Como en el paso analogo de la prueba del Teorema 2.3.5 basta probar el punto
(i) de [18, Teorema 3.1]. Dados A € B, una sucesién decreciente (C;) de conjuntos
de R que contienen a A con |[[(C;— A| =0y e > 0, se cumple

2 2 2 — A
lim sup P(|Za(C1) — Za(4)] 2 ) < 221CL = Al

n—oo €

debido a la desigualdad de Chebyschev, la aditividad de 2,, y el Lema 2.6.4. O

A continuacién damos una condicién mas manejable que b) y es la adaptacién
de [27, Corolario 3.4].

27



Corolario 2.6.6. El Teorema 2.6.5 permanece valido si en lugar de la condicién
b) se pide que exista

. EE&78™)
Wk 1= IEIEOO_U(T

para cada k € Z% y que la serie Y ke7Z4 Wk, que converge absolutamente a un valor
no negativo, lo haga a un nimero positivo o2.

E (I) 2
Demostracion. En vista de que para cada k es lim M
=T U(2)

=0, si
E((e - BEP)(E — E€™))
U(e)

wff) =

entonces wi = limz oo wy ¥ [wk| < 26172([IKI)-

Sea ¢ > 0. En primer lugar tomamos L > 0 tal que >, s, ¢}{2(||k||) < e/8.

Sim =#({k € 2% ||k|| < L}) existe zo (con U(zo) > 0) tal que para z > z¢ y
|k|| < L es |wx — w:f)| < €/2m. Entonces, si z > zo,

> -

keZ4

2
g

-

< Z |wL'E) —wk| + Z |w;(r) —wg| <e. O
ikl <L ki >L

2.7 Teorema Central del Limite para sucesiones de rectiangulos.

La siguiente proposiciéon permite pasar de la convergencia de las distribuciones
finito-dimensionales al movimiento browniano a un teorema central del limite para
una sucesion creciente de rectangulos con la misma condicién geométrica de [23,
Teorema 1], donde el campo satisface las mismas hipétesis del Teorema, 2.3.5.

Sustituiremos las condiciones de dependencia por (2.7.2) que, como veremos, se
satisface en los casos que venimos estudiando.

El caso de mayor interés aqui es el de varianza infinita (Corolario 2.7.2) aunque
hacemos notar la validez en el de varianza finita (Corolario 2.7.3) para presentar una
prueba alternativa a la del citado teorema de Nahapetian (que es un caso particular
del teorema de E.Bolthausen en [6], donde se admiten sucesiones més generales de
conjuntos).

Proposicién 2.7.1. Sea ({x)yeze un campo aleatorio centrado y estacionario.
Supongamos que existe una sucesion (c,) de constantes positivas tal que para cada

Aeg

1 ANnC, 1
(2.7.1) Zn(A) = - Z Lﬁﬂék Z N(0,]A[)

1<k<n

28



¥y que para todo € > (0

2.7.2 lim P(|Z,(A) > €)=0.
(21.2) i PZa(A)] 2 )

Para cada: = 1,..,d sea (l%i)) una sucesion creciente de enteros positivos que
l(l)
tiende a oo tal que existe C > 0 que cumple o < C para todo n,t,j y definimos
I
d [ 1
L =zn I, [-20,5))
Entonces, si se toma cualquier nimero real M > C + 1, j, = [M(#(I,))"/] y
t, = c]"M_d/2 g

—ngHN(o 1).

" kel,

Demostracion. Si ]( D 21( ) + 1, podemos suponer por estacionariedad que I, =
Z OHI N ;n!)] Como t,, —an(#(I )/38)Y? = t,(1+40(1)), es suficiente probar

(2.7.3) — Z &k — N(0,1).
" kel,

La propiedad de acotacion que caracteriza a C y la consecuente elecciéon de M nos
aseguran que _,an] < jn para todo i; la definicion de j, 1mplica

(2.7.4) Jn = M(#(I)4(1 + o(1)).

Luego, existe 0 < H <1 tal que B = ]n)/]n € [H,1] para todo 7,n.
Ahora razonamos por el absurdo: si (2.7.3) no fuera cierto exixtirian b € R,
a > 0 y una sucesion creciente (np)pez+ de enteros positivos tal que para todo p

(2.7.5) }P(an <b) - > a.

N \/~_"r

Podria tomarse entonces una subsucesién (npq) = (my) de (np) tal que, para i =

L.,d, lim b, = ) con ) € [H,1]. 81 By = [[i, 0, bl y B = [I, (0,60,
consideremos la desigualdad

Zimy(Bq)  Zjm,(B)

113 |1/2 |13|1/2
|Bg| ™12, (Bg) = Zpn, (B) + | |Bg| 7'/ — |B|7'?| |Z;,,,(B)|.

La hipétesis (2.7.1) implica Z]-mq(B)/|B|1/2 A N(0,1). Por esta razon, usando
que |B;AB| — 0, el segundo sumando tiende a 0 en probabilidad y también el

imero por la aditividad de Z; (2.7.2). Por lo tanto Zimg (Ba) — Zing(B) | p
primerop g ¥ (272) B BT

}mq q)

D
IBq|1/2 , de modo que Y, — N(0,1), lo cual

0. Pero por construccién Y, =

contradice (2.7.5). O
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Corolario 2.7.2. Si un campo aleatorio (ék )74 satisface las hipdtesis del Teo-
rema 2.6.5 con 6* = 1 y (I,) es una sucesion como la de la Proposicion 2.7.1

entonces
TR o & VO,

kef
donde T es la funcién definida en (2.5.1).

Demostracion. El Teorema 2.6.5 da la convergencia requerida en (2.7.1). Usando
el Lema 2.6.4 obtenemos (2.7.2) para (Z,):

im  P(|Z(A)] > ¢€) =0.

(|A|1n)_‘(01°°)

La prueba del primer paso del Teorema 2.6.5 muestra que |Z,(A) — 2,,(14){ L8
uniformemente en A. Entonces, la desigualdad

Za(A)] < |Za(A) — Za(A)] + | Za(A)).

implica que (2.7.2) es también cumplido por (Z,).

Aplicando la Proposicidn 2.7.1 obtenemos la sucesion t,; concluiremos probando
que T(#(I)) = ta(l + o(1)). En este caso c;, = T(j2). Por (2.7.4) y el hecho
conocido de que para cada k >0 T (kz) = k'/2T(z)(1 4 o(1)), tenemos:

T(jn) = T(M*#(Ia)(1 +0(1))) = T (M #(Ia)) (1 + o(1)) =
MY2T (#(1.)) (1 + o(1)). O

n el siguiente corolario la restriccion ¢ = 1 es irrelevante.
En el t lario 1 triccion 62 = 1 es irrel t

Corolario 2.7.3. Sea (k)xeze un campo aleatorio centrado, estacionario, con
varianza finita y bajo las condiciones de mezcla del Teorema 2.3.5 con 0% = 1.
Si (I,,) es una sucesion de rectangulos como la de la Proposicion 2.7.1 entonces

_Egk_w\f(o 1),

" kel,

donde o, = Varl/z(zkelﬂ £).

Demostracidn. La condicién (2.7.1) resulta del Teorema 2.3.5 con ¢, = n%/? y
(2.7.2) se obtiene usando el Lema 2.3.4. Aplicamos la Proposicién 2.7.1 y, como la
igualdad (2.7.4) implica t, = (#(I,))*/?(1 + o(1)), concluimos recordando que en
este caso (#(I,))'/? = o,(1 4 0(1)). O
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3 Teoremas funcionales

En toda esta tercera parte ({x )yez¢ es un campo aleatorio centrado, estacionario,
con varianza finita y

1 IAﬂ Cn,kl
Zn(A) = —7 ), Wfk-
1<k<n

La Proposicién 3.2.2 da una condicién suficiente de tensién en C A(G) basada en
una desigualdad maximal de Bickel y Wichura ([4]). En el Corolario 3.2.3, usando la
desigualdad de cuarto momento del Lema 2.2.1, se aplica ese criterio para obtener un
teorema funcional para (Z,) cuando el campo es acotado y las hipétesis de mezcla
son las mismas del Teorema 2.3.5. El Teorema 3.3.2 consigue ampliar las clases de
conjuntos de un teorema funcional de Chen ([9]) para rectangulos y, aplicando el
Lema 3.3.1, disminuir la velocidad de decrecimiento de la funciéon de mezcla.

3.1 Condiciones de tensién. Primeras simplificaciones para rectangulos.

Supongamos que un conjunto A C B es tal que existe el movimiento browniano

sobre A con trayectorias en CA(A) y (Z,) converge al mismo en el sentido de las
distribuciones finito-dimensionales. Nos interesa hallar condiciones sobre el campo

para obtener convergencia en distribucién en C A(A). Con este fin ponemos nuestra
atencién en la condicién (1.3.2) que, teniendo en cuenta la aditividad de Z,, en
nuestro caso puede escribirse:

(3.1.1) Ve > 0 li{n‘0 lim sup P(||Zn||la, =€) =0

n—oo

donde A, = {A; —Ay : A1, A2 € A, |A1—Az| < a}y||Zn] .4, eslanorma uniforme,

en concordancia con las notaciones de §1.2. En el caso A = G = G se tiene esta
primera simplificacion:

Lema 3.1.1. Si A=G, (3.1.1) es equivalente a

(3.1.2) Ve >0 lim lim sup P( sup |Z,(A)| >¢)=0.
aN\0 np—ooo AEG,|A|<a

Demostracidn. Basta probar (3.1.2) = ( 3.1.1).
Cuando A,B € G, A — B es unién de a lo sumo 2d conjuntos disjuntos de G;

esto se ve rapidamente por induccién ya que para d = 1 es inmediato y para el caso
general , si A = H?:l A,y B= II?:] Bj, usamos que

A-B= ((EA,«) x(Ad—Bd)) U (((EAZ»—EBJ x(AdﬂBd)).
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Aplicando esta propiedad, se tiene

P(|Zalla. > €) <P( sup  |Za(4)] > ¢/2d),
AEG |A|<a

lo cual, siendo 2d fijo, nos lleva a la conclusién deseada. O

Los resultados que siguen van en la direccion de discretizar la condicién (3.1.2).

Lema 3.1.2. Seann € Z4, A = H:.izl(u,,'v,] € G. Entonces existe p,q € Z¢
_ 1 1 d

con |u; — &| < -yl — —| < - ~ para todo 1, tal que B = H P; ]] cumple
n n =1 n

|Zn(B)| = |Za(A)].

Demostmcio’n Tomemos, para cada ¢, nimeros enteros r;, s; tales que

(,+1) OsﬁgviS(SnLl)

0 < —<u < 1. Afirmamos que exis-

n n
ten pqg E {rd,rd +1} y qd € {sd,sd + 1} con p4 < ¢4, tales que si se toma

,d—1
B, = KH u,,vl]) —' entonces |Z,(B1)| > |Z.(A)|.
., sa+1
Para probar esta afirmacion se toma f : [;d, (sdn—)] — R,

= ((d_l Uu; U,-) X T—d )
ey a\\g<,] (=]

para A > f( ) = 0. Veamos que f es una funcién cuya grafica es una poligonal

m .
con vértlces (T, f(—)) conm € Zyrqg <m < sqg+ 1. Para esto es suficiente com-
n n
m (m+ 1] m m
probar que Vm dc,, tal que VA € (—, ;], f) = f(=) =em(X = —).
n n n n
™m

Si Exm= (H(ui,vi]) X (%,/\] entonces f(A) — f(;) = Z(Ex m) por la aditivi-
1=1
dad de Z,.

Para los siguientes calculos observamos que Ly, := {k : Ch,x N E) » # 0} no

depende de A. Se tiene Vk = (k1,...,kq) € Ly

d—1

m. ki —1) k;,
|Crhk N Exm| = (/\ — ;)wk donde wi = H '{ ((—n—), ;J N (uq,v;) !
1=1
Entonces
Ex.nC, g
Zn(Ez\,m) = n—d/2 Z |)‘—¢1—k| nd/l Z IE/\,m N Cn‘k| gk =
k€L, |C k€L,
m
( _ d/2 Z Wy,

k€Lm
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Obtenemos ¢, = n?/2 ZkeLm wg. Ahora, por ser la gréafica de f una poligonal,
existe pg € {ra,ra + 1}, g4 € {s4,84 + 1} con pg < g4 tal que

Za(A) = |f(om) = f(um) < |F(Z2) - 7(24)| = 2.(B)).

n n

Esto prueba la existencia de B;.

Si aplicamos el mismo argumento en forma sucesiva para k = 2,...,d — 1, obte-
nemos conjuntos By y enteros pg_k+1,q4—k+1 tales que:

By = (dﬂkm,vil) x ( I1 (%,%]) Y 1Z0(Bi)| 2 1 Zu(Bi-1).

=1 1=d—k+1
Finalmente
d - &
B =By = [[ (&, %] satistace |Za(B)| 2 |Za(Ba-1)| > |Z4(4)|. O

; n n
=1

Lema 3.1.3. 5i10 < a; < ap <1 existe ng tal que para todon > ng y todo A € G
con |A| < a; se cumple |V(n, A)| < az ( V(n, A) definidos en §2.3).

Demostracion. Para todo A € G se tiene |V (n, A)| < |A| + 2d/n por lo cual basta
tomar ng > 2d/(az — a1). O

Lema 3.1.4. La condicion

3.1.3 Ve >0 lim li P |Z.(A)l > ¢€) =0.
SLy G I Pl AN 2 )

es equivalente a (3.1.2).

Demostracion. De los dos lemas anteriores resulta, para todo n suficientemente
grande,

P( sup |Zn(A)|>€) < P( max |Z,(A)>¢).O

AEG |Al<a YA€G,,|AlL2a

3.2 Teorema funcional en C A(G) para variables acotadas.

Introducimos las notaciones

By ={i:k<i<j)} , Dy= ) &
i€ By
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. 1 - _
Observamos que si A € G, entonces A = —(k,jjcon 0 <k <j<ny Z.(A) =
) n
nd/? Uk+1j'

n

La siguiente desigualdad maximal es una consecuencia de ([4, Teorema 1]), y
puede deducirse argumentando a partir de una observacién en [5, demostracién del
Teorema 12.2].

Sean 8 > 1,7 > 0. Supongamos que existe C' (que depende solamente de 3, v
y d) tal que para todo k,j € 2 con 1 <k<jytodo A >0y todo me z? con
m > I
(3.2.1) P(|Dy| > \) < CAT(#(By))".

Entonces existe K (que depende solamente de 3, v y d) tal que para todo A > 0

(3.2.2) P( max 1D-.| 2 A) < KATY(#(B- )P

- . 1m
1<i<m

El lema que demostraremos a continuacion permitira oportunamente considerar
solo rectangulos “esquinados”.

Lema 3.2.1. Seam € z¢ tal que m > i Entonces

(3.2.3) max |Dy;| < 2% max |D_ |.
1<k<j<m A
Demostracion. Fijemos j = (J1,..,74), k = (k1,...,kq). Probaremos por induccién

sobre el namero v de coordenadas de k mayores que 1 que

| Dyj| < 2% max |D_ |.
Teann

El caso v = 0 es trivial. Si v > 1 suponemos sin perder generalidad que 1 < kg =
max, {k;} y definimos ky = (k1,...,k4-1,1), 1 = (J1,-.-,Jd—1,ka — 1). Se tiene

Dy; = Dy,j — Dy,j, -

La conclusion resulta de observar que los numeros del segundo miembro estan en
el casov — 1.0

Ahora definiremos familias de rectangulos que permitiran simplificar el manejo
de la condicién de tension.

Sea 0 < a < 1. Consideremos la familia Z, de subintervalos de (0,1] de la
forma (ux,vx] con ux = ka'/4 v<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>