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1 Introduccién

El proyector sobre los datos de Cauchy, llamado habitualmente proyector
de Calderdn, es una de las herramientas mas importante para tratar problemas
elipticos de borde. Es un operador pseudodiferencial de orden 0 [1], [10], si los
coeficientes del operador eliptico a tratar son C*, y el borde de la region en
la que esta definido es también C°°. Permite definir problemas elipticos con
condiciones de borde mas generales que las definidas por las condiciones de
Lopatinsky.

Para analizar sus propiedades cuando el borde de las regiones es menos
regular (Lipschitz), resulté necesario avanzar en el estudio de la integral de
Cauchy en curvas Lipschitz [2], [4]. Los resultados obtenidos permitieron
demostrar la continuidad de los operadores involucrados en la definicion del
proyector de Calderén para el Laplaciano, [7], [20], [6], entre otros.

El objetivo de este trabajo es construir y analizar este proyector para ope-
radores elipticos del tipo L = —div(AV), cuando los coeficientes de la matriz
A son Lipschitz, y en este caso se obtienen las mismas propiedades que en el
caso del Laplaciano.

En la seccién 2, presentaremos el problema, y resefiaremos los resultados
clasicos sobre el proyector, cuando los coeficientes de la matriz A, y el borde
de la region son regulares.

En la seccion 3, analizaremos propiedades de las soluciones fundamentales,
especialmente su relacion con soluciones fundamentales de operadores tipo di-
vergencia con coeficientes constantes. Estos resultados, nos permitiran analizar
los potenciales de capa simple y doble, asociados al operador L, utilizando o-
peradores de Calderén-Zygmund.

En la seccion 4 probaremos que un operador singular, cuyo niicleo es de la
_ n(z) —n(y)

~ |B(z,¢(2))(z - y, 6(z) — 6(y)|
Lipschitz en R*"!| y B una matriz (n x n), con coeficientes en L* y uniforme-
mente eliptica, es un operador de Calder6n-Zygmund.

forma k(z,y) —, donde 7, y ¢ son funciones

En las secciones 5, 6 y 7, a fin de llevar a cabo la construccién y el analisis
del proyector en el caso que nos interesa, analizaremos los potenciales de capa



simple y doble, utilizando los resultados de las secciones anteriores.

En la seccién 8 probaremos inversibilidad en L? del limite no tangencial del
potencial de capa doble y del limite no tangencial de la derivada normal del po-
tencial de capa simple, lo cual nos permitira analizar los problemas de Dirichlet
y Neumann para el operador L en una regién C1. Con los resultados obtenidos
podremos demostrar algunos teoremas de regularidad, indispensables para la
construccion del proyector.

Finalmente, en la seccién 9, construiremos el proyector y analizaremos sus
propiedades, para el caso en que la region es C' y los coeficientes de la matriz
A son Lipschitz.



2 Presentacion del problema

Consideremos el siguiente operador eliptico: L = —div(A(z)V) en una regién
2 C IR™, con @ C*™ (es decir, N se puede parametrizar localmente por una
funcién C*°) con A(z) = (a;;j(z))};=1, una matriz n x n, real, simétrica, con
coeficientes acotados, en C°(f2), y A uniformemente eliptica, es decir, existe
A > 0, tal que

NE < (A(2)E,€) < A e (2.1)

para todo z,£ € (.
Y consideremos el problema de Dirichlet para este operador en Q, es decir:

Lu = 0 sobre Q, u = f en 9Q

Si llamamos K(z,y) a una solucién fundamental simétrica de L, es decir
L.K(z,y) = 8, (obviamente esta igualdad es entendida en el sentido de las
distribuciones, o sea: < K(z,y), Lu(y) >= u(z),donde u € C{(Q)). En-
tonces si u € C°(99) es una solucién de Lu = 0 en £, tenemos la siguiente
férmula de representacion:

u(X) = [ -OnagK(X,Qu(Q)+ K(X,Q0nmu(@)dQ  (22)

donde On4(q) = (A(Q)Vq, Ng) ,y Nq es el vector normal a 99 en el punto Q,
y en general notaremos con X,Y a los puntos del interior de  , y con P,Q a
los puntos del borde, y d@ el diferencial de superficie, también, cuando no se

preste a confusion notaremos dna = na(g) -
Definamos ahora el potencial de capa simple S, y el de capa doble T, de la
siguiente manera:

S1(X) = [ K(X,Q)f(@)dQ, X e ® (23)

THX) = [ @K (X,Q)1(Q)dQ (24

Entonces la formula de representacién dada en 2.2, puede escribirse como

u(X) = —Tu(X) + S(Onau)(X), X€Q (2.5)



Tomando limite (no-tangencial) para X — P € 09
1
u(P) = -2-u(P) — Tu(P)+ S(9nau)(P) (2.6)

donde S y T son las trazas de los potenciales de capa simple y doble, res pecti-
vamente. Si ahora consideramos la condicién de borde u = f en (2, la ecuacién
(2.6) nos da la siguiente igualdad:

Sg=(T+3D)f (27)

donde g = S~'(T+3/) f es el dato de Neumann desconocido, es decir g = dn4u

Podr1 i amos reformular el problema de otra manera, si definimos el operador

Df(X) = Onax) | Onag)K(X,Q)f(Q)dQ (2.8)
a1l

Y ahora consideramos la derivada normal en el borde, de la ecuacién (2.5),
llamando D a la traza de D, y considerando los datos de borde antes men-

cionados, tenemos que:
1

Df = (I~ 11)g (29)
donde T es el adjunto de la traza del potencial de capa doble T.
Por otro lado, dadas dos funciones f y g € C*(99),

U(f,9)(X)=-Tf(X) + Sg(X) (2.10)
entonces existe

limU(f,9)(X) = (51 ~ T)J(P) + Sq(P) (2.11)

X -PedQ
(tomando este limite, p.e por conos no tangenciales a 9} e incluidos en ).

también bajo estas hipétesis de regularidad, se puede probar que existe

JJim na(f,9)(X) = ~DS(P) + G+ TYe(P)  (212)



Definamos ahora el siguiente operador matricial

-7 S
P= (2.13)
-D 3I+T

Como U(f,g)(X) es una solucién de Lu = 0, ImP C {(u|yq, Onaulyq) :
Lu = 0 en Q}. Ademas, como vimos antes, si tomamos (f, g) € {(u|zq , Onaulsq) :

Lu=0enQ}entoncesP(f>=(f).
) g

Definicién 2.1 Dado un operador eliptico del tipo L = —div(A(X)Vx), en
una region 0 C R", @ C C* con A(X) = (a;;(X))?,-,, una matrizn xn, redl,
stmétrica, con coeficientes acotados, en C*(Q), y A uniformemente eliptica,
es decir, existe A > 0, tal que

M < (A(2)¢,€) < A7Mel”

para todo z,§ € ).
Definimos el proyector de Calderdn para L en la region Q, al operador P
definido en (2.13). P tiene las siguientes propiedades:

P :C(09) x C=(00) — C=(9N) x C*(9N) (2.14)
e P2P=P
o ImP = {(ulyq, Onaulyg) : Lu =0 en Q}

e P es un operador pseudodiferencial.

Una demostracién detallada de estos resultados la podemos encontrar en [1].

De la construccion de P, es obvio que analizar este proyector, es analizar los
potenciales de capa simple y doble, es por esto que los trabajos de [7],[6], [11],
y [20], entre otros, han sido un aporte de gran importancia en el caso del
Laplaciano.



Para poder realizar este analisis en el caso qen que la matriz A tiene coefi-
cientes Lipschitz necesitamos demostrar algunas propiedades de las soluciones
fundamentales del problema eliptico, y analizar la continuidad LP de ciertas
integrales singulares que intervendran en el analisis de los operadores involu-
crados en P.



3 Singularidad de las soluciones fundamentales

Sea A(X) = (ai;(X))?;=,, una matriz n x n, real, simétrica, , con coeficientes
Lipschitz, y A uniformemente eliptica,

MEP® < (AX)E,€) < AT

para todo £ € R™, A > 0.
Sea () C IR™, un abierto acotado, y sean

WH(Q) = {fe L}(Q) :J{z |f|2+J{2 V/|? < oo}, y

Wie(Q) = {f € Li,.(Q): ¢f € W*'(Q),V4 € C5° ()}

loc

Consideraremos de ahora en mas el operador eliptico L = —div(AV), en un
dominio §,(por ahora bastard considerar el borde de Q Lipschitz) y A con las
hipdtesis antes mencionadas.

Definicién 3.1
Diremos que u € W,,2(Q) es una solucidn de Lu =0 en § si

J 0¥ ) Vu(¥) V(Y )dy = 0,¥8 € C57()

Observacién 3.2 o Siu e W) es solucidn de Lu = 0, entonces
u € W2HQ) (Por ser A Lipschitz y uniformemete eliptica). Ver por

loc

ejemplo, [13].

o La definicion que hemos utilizado es vdlida inclusive cuando a la matriz
A le pedimos solamete coeficientes acotados, en este caso, como Lu €
L*(Q), tiene sentido

/ﬂ Lu(Y)$(Y)dY =0, € C™(Q)

Definiciéon 3.3

0
Sea G: QA xN - RUoo,G >0, ysea WH|(Q) ={f e WH(Q): f
0 en 0N}, entonces, para cada X € Q y cadar >0

Il
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e G(X,.) € W2(Q\ B,(X))n W (Q)

o Vo € CX(N)
X Y)Levay = g(x),

es decir LG(X,.) = éx
G(X,Y) asi definida es la funcion de Green asociada al operador eliptico L

Teorema 3.4
La funcion de Green antes definida, eziste, es unica yV X,Y € Q

e |G(X,Y) < Ci|X - Y|
o |[V¥G(X,Y)| < Co)X - Y™
o [VyVxG(X,Y)| < CslX —Y|™

donde C) es una constante que solo depende de n, y A\, C,yC3 dependen también
del didmetro de 1.

La demostracion de éste teorema y otras propiedades de G (inclusive pidi-
endo menor regularidad para la matriz A), se pueden encontrar en [9]. Solo
mencionamos aquellas propiedades que utilizaremos.

Definicién 3.5

Diremos que K(X,Y) € W*(Q\B,(X),dY), y K(X,Y) € W2{(Q\B,(Y),dX)
YV r >0, es una solucion fundamental del operador eliptico L = —div(AV),
st L(K(X,.)) = LK(.,X)) = éx, y st llamo u(X,Y) = K(X,Y) — G(X,Y),
entonces u € W'?(Q) en ambas variables, donde G(X,Y) es la funcidn de
Green asociada al operador L en ).

Obviamente K(X,Y) asidefinida tiene las mismas propiedades de la funcidn
de Green mencionadas en el Teorema 3.4.

Queremos obtener algunas estimaciones mas precisas sobre la singulari-
dad de las soluciones fundamentales, para ello las compararemos con solu-
ciones fundamentales del siguiente operador a coeficientes constantes: LX =

—divy (A(X)Vy), X € Q (fijo), y KX(Z,.) € C®(Q\ B,(Z)) una solucién
fundamental cualquiera de dicho operador, tal que: para cada X € Q,
K*¥(Z,Y) <ClZ-Y|"™"
IV, KX (Z,Y)| <ClZ-Y[™



IV.KX(Z,Y)|<C|Z-Y|'™

donde las constantes que intervienen en estas acotaciones no dependen de X,
sino de la constantes de elipticidad de L .

En esta seccién no necesitaremos saber exactamente como es KX, sino las
propiedades de esta, pero cuando sea necesario , en particular en la seccién
4, para analizar el potencial de doble capa asociado a L, consideraremos la
siguiente solucién fundamental de L*:

2—-n

K¥(2,Y) = KX(Z - Y) = - —o—ldetAH O A4 (0)(Z - V)

(n—2)

Proposicién 3.6

Sea L = —div(AV) en un dominio §2, donde la matriz A es real, simétrica, con
coeficientes Lipschitz y uniformemente eliptica, y sea K(X,Y) una solucién
fundamental de L entonces tenemos que:

IVyK(X,Y) - VyK¥(X,Y)|<SCIX =Y ™, VX, YEQ : X£Y (3.1)

donde KX(Z,Y) es una solucion fundamental del operador LX, y C una con-
stante que depende de Q, A\, n,6(X) y 6(Y).

Para demostrar esta proposicién utilizaremos el siguiente lema:

Lema 3.7

Bajo las hipdtesis de la proposicion anterior, sea uzx(Y) = K(Z,Y) —
KX(Z,Y), si tomamos Z = X, y llamamos ux(Y) = ux x(Y), tenemos
que:

ux(¥) = - [ Lux(2)6(2,Y)dZ + | (A(Q)VaG(Q,Y), No) ux(Q)dQ
(3.2)

Demostracién.
Observemos que, fijado X € §)

Ly(K(Z,Y) - K*(2)Y)) = -divy[(A(X) - A(Y))VyK¥(Z,Y)]



= Xn: (A(Y) = A(X));,;0v,0v, K*(Z,Y)

4,J=1

+ Y BA(Y )ty KX(2,Y)

1,7=1

= fx,z(Y)

Entonces si tomamos Z = X, obtenemos que

Lux(Y) = fx(Y) ;con |[fx(Y)| < Cow|X =Y|'™" (3.3)

donde A’ es la constante de Lipschitz de la matriz A.

Sean X,Y dos puntos de  a una distancia positiva, y sea p : 0 < p <
2|X = Y|. Si consideramos el siguiente dominio ' = Q \ (B,(X) U B,(Y)),
tenemos que uy y G(.,Y) € W2%(Q'), por lo tanto LzG(Z,Y) € L} (), y

tiene sentido:

LzG(Z,Y)ux(Z)dZ =0 (3.4)

Qr

Mas atin podemos aplicar teorema de la divergencia, y obtenemos que:

/ﬂ Ix(2)G(Y,2)dZ = — [ naq)G(Y,Q)ux(Q)dQ

aq
+ /an' OMnaux(Q)G(Y,Q)dQ

Analizaremos que pasa con cada una de estas integrales, cuando p — 0,
r

comencemos con ./80' Onaux(Q)G(Y,Q)dQ.

Como G(X,Y) es la funcién de Green asociada a L en 2, sabemos que :
[ anaux(Q)G(Y, Q)dQ = 0 (36)

Y en 0B,y) y 0B,(x) podemos estimar las integrales de la siguiente manera:

10



< _ 1-n _ 2—-n
|y P140x (@G, Q)QL < € [ IX — Q'Y - QPdQ
< ClIX=Y|-p " (3)

— 0, cuando p — 0
Para ver la integral en 0B, (x), observemos primero que:

Jog g 21 (QG(Y,QQ = [ Ix(2)G(Y, 2)dz
+ [ o AVux(2)V6(Y, 2)dz

ya que las integrales de la derecha tienen sentido, mas aiin, ambas tienden a 0
cuando p — 0, pues

Z2)G(Y,2)dZ]| < C X -Z|'™Y - Z*"dZ
|, P (DG, 2)d2 [ X =2 =2
< CollY = X|— g (33)

— 0 cuando p— 0

Y d < _ 1-n _ 1-n
| /B o ADVux(2)VG(Y, 2)iz) < C /B (X =2 - 2z
< CpllY = X| —p|'™" (3.9)

— 0 cuando p — 0

Por lo tanto

/a o, 214X (Q)G(Y, Q)@ — 0 cuando p — 0 (3.10)

De (3.6), (3.7) y (3.10),concluimos que:

11



/39' Onaux(Q)G(Y,Q)dQ@ — 0 cuando p — 0 (3.11)

Para estudiar JI; 0 O aq)G(Y,Q)ux(Q)dQ, observemos que, de la misma ma-

nera que en (3.7):

Jomxy Ona@)G(Y,Q)ux(Q)dQ — 0 cuando p — 0 (3.12)

y si tomamos ¢ € C§°(2) : 6 = len B,(Y), sopé C B%p(Y), tenemos que
ux(Y) = /ﬂ A(Z2)V3G(Z,Y)V 5(ux(Z)$(Z))dZ

= /B iy ABIV2G(Z,Y)V(ux(2)9(2))i2

= [, o, ADVI0(2,Y)V2(ux(2)9(2))dzZ

/Bs/zp(v)\a,,(x') A(Z)V2G(2,Y)V z(ux(2)$(Z))dZ

- Bs/20(Y)\Bo(Y) LZG(Z’ Y)(UX (Z)¢(Z))dZ

/3(33/2,,(1/)\3,,(1/) IMa@G(Y, Q)ux(Q)4(Q)dQ

+ [ ADVIGZY)Vaux(2)iz
- /aB,,(Y) Ina)G(Y, Q)ux(Q)dQ+/BP(Y) A(Z)V3G(2,Y)V zux(Z)dZ

Y de la misma manera que en (3.8), y (3.9), la segunda integral del 1ltimo
término converge a 0 cuando p — 0, y obtenemos que

ux(Y)=lim |~ 9na@G(Y, Q)ux(Q)dQ (3.13)

p=0J3B,(Y)

Entonces, de (3.12), (3.13), y (3.8), podemos concluir que:

Lo 1@ G, Qux(@dQ - [ 9na@)G(Y,Q)ux(Q)dQ — ux(¥)
(3.14)

12



si p— 0,y que

/;,, fx(2)G(Y, Z)dZ — /Q fx(Z)G(Y,Z)dZ, cuando p — 0.  (3.15)

Y con esto queda demostrado el Lema, es decir, de (3.11),(3.14) y (3.15), con-
cluimos que:

ux(¥) = - [ fx(2)G(Z,Y)iZ + [ (A(Q)VoG(Z,Q), No) ux(Q)dQ

0O
Demostracion de la Proposicién 3.6.

Utilizando la féormula de representacién obtenida para ux(Y) en el Lema
anterior, podemos tomar gradiente respecto de la variable Y, y obtenemos que:

drux(Y) = = [ [x(2)00G(2,Y)dZ+ [ (A(Q)%VoG(R,Y), No) ux(Q)dQ,
entonces podemos estimar el gradiente de u de la siguiente manera:
Vyux(¥)l < C [1Z2-XI"Z-Y['"dz+C [ 1Q-Y|7IQ - X""dQ

L+

Ahora bien
L < C/n 1Z - X"z - Y|'""dzZ

< c/ 1Z - X|"™Z - Y|'™"dZ
Rﬂ

= CF Y (F(win * wi_n))(Y — X)

donde F es la transformada de Fourier, w,(X) = | X|°, y

Fw,)(X)=C(n,s)|X|™" ",si—n<s<0

(Obviamente esta igualdad es formal, pero esta perfectamente justificada en el

13



sentido de las distribuciones(ver [8], por ejemplo)).
Entonces podemos acotar I; de la siguiente manera:

I

IA

CF (F (1012 * 01))(X — Y)
= CP(Fwin)(X )

= CFM (VX - Y)

= CFY()(X -Y)

= C|X-YP™

donde las constantes involucradas dependen solo de A\, n, yA’, y para I, obten-
€emos que:

L < Caf 1Q-YIIQ-XPdQ
< o5y [ 1Q - xI*dQ
< Cé§(Y)"(diam(R) — §(X))

< C, donde C =C(Q, A,6(X),8(Y),n).
Entonces, fijado X, VY € ), tenemos que

IVYK(X’ Y) - VYKX(X’ Y)I < C(Q’ A)IX - le_n + C(Q) A,&(X),&(Y),n)

< C(R,A4,8(X),8(Y),n)IX - Y[

Y con esto queda demostrada la preposicion. a

14



4 Estudio de la continuidad de un operador
singular

En esta seccion analizaremos la continuidad LP de un operador singular
que necesitaremos para poder estudiar la continuidad de la traza del potencial
de doble capa asociado a L.

Mas ain, probaremos que dicho operador es de Calderén- Zygmund.

Definicién 4.1

Sea T f(z) = [k(z,y)f(y)dy, diremos que el nicleo k(z,y) satisface “estima-
ciones standard” si es una funcidn continua sobre R xIR" \ {(z,y) : z = y},
tal que ezxisten constantes C,8,con

[k(z,y)| < Clz —y[™"
lk(z,y) = k(z',9)| + |k(y, 2) — k(y, )| < Clz — 2'[’|z — y|~"*?,

si |z —a'| < 3z —y|. Si6 =1, esta segunda condicidn es equivalente a

|Vok(z,y)| + |Vyk(z,y)| < Clz — y|™' 7"

Definicion 4.2
Sea T : D(IR™) — D'(IR™) un operador lineal y continuo, diremos que T es un
operador de Calderdn-Zygmund si se satisfacen las siguientes propiedades

o eriste un nicleo k(z,y) que satisface las estimaciones standard.

o <Tf,g>=[[k(z,y)f(y)g9(z)dzdy, para f y g dos funciones C* con
soporte compacto y disjunto.

o T es continuo de L? en L2.

Observacion 4.3
Recordemos que entre una de las propiedades cldsicas de estos operadores se
tiene que son continuos de LP en L?, V1 < p < oo.

15



En el analisis de los potenciales para el Laplaciano, los operadores singu-

lares, de los cuales se necesita saber continuidad, tienen nicleo de la forma
n(z) —n(y)

k(z,y) = :

[(z — v, ¢(z) — ¢(v))I" )
en IR. La demostracion de que estos operadores son de Calderon-Zygmund,
es consecuencia del mismo resultado para operadores con niicleo de la forma

- — 1
k(z,y) = F (é(‘f) #w) )
\ &-y) JzT—y
dio depende de la constante de Lipschitz de la funcién ¢ [5],[17].

, donde 1 y ¢ son funciones Lipschitz de IR*"!

, donde F es analitica en un disco , cuyo ra-

Ahora bien en el caso que nos interesa, al comparar las soluciones fundamentales
con soluciones fundamentales de operadores con coeficientes constantes (como
se hizo en al seccién anterior), nos encontraremos con la necesidad de analizar

operadores singulares cuyo nicleo es
n{z) —n(y)
k(z,y) = e , donde B(X) es una matriz (nxn
%) = Bt g (e~ v, 0(x) — ST ) ()

uniformemente eliptica, con coeficientes Lipschitz. A continuacién demostraremos
el resultado de continuidad antes mencionado que utilizaremos en la préxima

seccion.

Teorema 4.4

Sean ¢ y n dos funciones Lipschitz en R™™!, B(X) una matriz (nxn) uni-
formemente eliptica, con coeficientes en L*(IR"), es decir: existen u y A, tal
que plé|? < (B(X)E,€) < ME|?, uniformemente en X € IR™. Definamos el
operador

n(z) —n(y)
B .flz) = - d
1= |, Tt 5, 6T —dT O
Entonces K* f(x) = sup,sq | K f(z)| es un operador acotado en L*(IR™™!).
Mas ain eziste lim_o K. f(z) = K f(z) para casi todo z € IR"™! y en L?, por
lo tanto K es un operador de Calderén-Zygmund en IR™!.

Demostracion.

Para la demostracion usaremos el método de las rotaciones y teoremas
de continuidad de operadores singulares con micleos que involucran funciones
Lipschitz. Basta considerar el caso n(z) = z;, ya que si (z) una funcién Lips-
chitz cualquiera la demostracién se puede deducir del caso (z) = z; de forma
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analoga a como se deduce cuando la matriz B es la identidad, [5], [17].

Sea entonces

, _ T;—Y;
oY) = (B @)E — v, 6 = 6T (4.1

Podemos escribir al operador K, como
Kif@)=5 [ koo +3)i(e+)+ Koz —2)f(@ - v)dy
y pasando a coordenadas polares, con ¥ = {y: |y| = 1},
K. f(z) = %/}: /(E,oo) k(z,z 4+ uy) f(z + vy) + k(z,z — uy) f(z — uy)u™ *dudo,
1
= 5 /E K.,f(z)do,

Cada z € IR"! esta univocamente representado como z = w + ty, donde
teR,yw €Y (Y es el hiperplano ortogonal a y que pasa por el origen), con
esta notacion

Kyf(z) = Keyf(w+ty) = / k(w + ty,w + uy)|t — w2 f(w + uy)du

[u—t|>€
_ / Noy (£, 1) funy(u)du w2
lu—t[>e¢

donde
Nogltiu) = n u?;)__u()l:j * ;) B(w + ty, ¢(w + ty))(y, é(w + tyz : Zﬁ(w +ayl|”

= PB4 KR et )

_ Vi ($wtty) - (wtuy)

— f—u w,t,y ron—

Yy Futy(0) = |B(w+ ty, ¢(w + ty))(y,0)|™™ es una funcién C* en la variable
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0, ademads, como solo nos interesa § € [—||V¢||co, || V¥|lo), podemos suponer
que dado € > 0, sopF C I = [—€ = |V®||oo, € + ||VH||x], ¥ por lo tanto F €
L*(I,df). (simplemente convolucionando la funcién F con un mollifier apro-
piado ). Entonces, podemos hacer el desarrollo de Fourier de F,

Fu14(0) = Z ck(w, t,y)eikc+llv¢lloo9
keZZ

donde ci(w,t,y) = [ Fu:,(0)e***d0 es de decrecimiento rapido, como funcién
de k.
Definamos ahora
1 1-( ﬂﬁ'!—ﬂ“))

K(t,u) = me Lt (43)

donde 7(t) : IR — IR es una funcién Lipschitz, por Lema 1 en [5], tenemos que
K(t,u) define un operador continuo en L*(IR), y podemos acotar su norma
por C(1 + ||7’|lco)®, con C una constante absoluta.

Ahora bien, Ny (t,u) =y; > cx(w,t,y)Kiwy(t,u), donde K, (¢, u) es un

keZl
k
nucleo de la misma forma que (4.3), asociado a la funcién 9 4 (t) = W(ﬁ(w + ty)
€ 00
. . V¢||°°|k|7r
ue obviamente satisface ||7}, ,, , (t)|loo < —-——' - — < 7|kl

Por lo tanto, existe el operador definido con el nicleo Ky, 4(2,u), y estad
acotado en L? de la siguiente manera:

l|/Kk.w,y(t,u)fw,y(u)dullm < C+ KDl fuyll 2gar (4.4)

Como obviamente este es un operador de Calderén-Zygmund, podemos aplicar
el siguiente resultado:

Teorema 4.5 (Lema de Cotlar)Sea T un operador de Calderén Zygmund.
Entonces para toda funcidn f € L*(IR*) y todo x € IR™, tenemos la siguiente
desigualdad

T" f(z) < C(M(T f(z)) + M(f(2))

donde C depende de n y de las constantes que aparecen en las estimaciones
standard del nicleo. M es el operador mazimal de Hardy-Littlewood y T* f =

sUPeso [Tefl-
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Para la demostracién de este resultado ver por ejemplo [16] .
Por lo tanto en nuestro caso, si llamamos Kk v,y fu,y(t) = [ Kk w,y(t, @) fuwy(u)du,
tenemos que

[Kiwyfllz < CUIMKywyfllz+ 1M S]2)
< CllKxwyfll2 + 11£112) (4.5)

< O+ KD fll2

Ahora bien,

0o

I{c,yfw.y(t) = Z Ck(w7t7y)yj /.

k=—=o00 Jlu=t|

. Kk,w,y(ta u)fw,y(“)du

Para analizar K, observemos que si llamamos b (w, t,y) al k-ésimo coefi-
ciente de Fourier de la derivada M-ésima de F,,;,(z), entonces:

Z |b£!(w’t’y)|2 = ”dMvatvy”?az(I)

k=-o00

< C(||V¢||m;M,)\,#)'/I|B(w+ty,¢(w+ ty))(y, z)|CM)dz
< Ol M) [ (142750

< C(lIVlloos M, A, 4, )

Ahora bien, como F' € C*, esto vale para todo M € IN, en particular si
tomamos M = 2N, por las propiedades de la transformada de Fourier tenemos

que V k € Z:
lex(w, 2, )|V = B (w,2,9)| < ( X0 [6Ne(w,2,9)*)% < C(IVlloor M, A, p,7)
k=—-o00

Como la constante no depende de las variables involucradas, en particular
tenemos que:

le(w, t,y)llzoeao K1Y < CIRITN, Yk y N (4.6)
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Entonces

I Sgglf(c,yfw,yllm(dt) = | Supl Z ce(w, t, Y)Y KE fuyl |22

k=—o00

INA

Z llex(ws ¢, y)y;ll Looanl SupK fuy(®)llz2(ar

k=—00

< C E “Ck(w’t’y)”L‘”(th)(l+'k|)N||fw,y”L2(dt)

k=—00

< COllfugllz@y D 1kI7Y
k=00
< Ol fuyllLzy

usando (4.6) para N adecuado, y las acotaciones obtenidas en (4.5).

Por lo tanto, usando la desigualdad de Minkowsky y teorema de Fubini,
tenemos que

IK*fll. = (/nsulef(z)|)2d$)%

1
= sup | KC of(w + ty)|dy)*dz)
R" >0

N

IN

1
5 [ sup Koy f (10 + ty) ady
2Js" 0

< /// f(w + ty)|*dtdw) 2 dy

< Clflle

donde obviamente, la constante C no es siempre la misma.

Ahora bien, como k(z,y) satisface las condiciones standard, y por lo anterior
los operadores K, estan uniformemete acotados en ¢, entonces siguiendo los
argumentos cldsicos, existe K f(z) = vpK f(z) V f € L*(R). Y K resulta un
operador de Calder6n - Zygmund. 0O
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5 Existencia y continuidad L? de la traza del
potencial de capa doble asociado al operador

L

Como en la seccién 3, consideremos el operador eliptico L = —div(AV)
definido en ), con A(X) una matriz a coeficientes Lipschitz y uniformemente
eliptica, es decir, existe A > 0, tal que

AP < (A=), €) < A7

para todo z,£ € 2, y ), una region abierta, conexa, acotada en IR™, tal que
IR™ \ ) sea también conexo.

Como vimos en la Introduccién para analizar los operadores involucrados en
el proyector de Calderdn, necesitamos analizar propiedades de los potenciales

de capa simple y doble asociados a L. Dada K(X,Y') una solucién fundamental
de L, el potencial de capa doble de f, en Q esta dado por

Tf(X)= [ (AQ)VeK(X,Q),Ng) f(Q)dQ, X € Q (5.1)

Joq

donde Ng es el vector normal a 9Q en el punto Q.
La traza de este operador esta definida de la siguiente manera: para P € 9%
sea

TIP) = [ (AQIVoK(EQ),No) @4, (52

y, cuando tenga sentido,

Tf(P) =vpfoa (AQVeK(P,Q), No) f(Q)dQ = LmT.f(P). (5.3)

Analogamente, el potencial de capa simple de f esta dado por

1) = [ K(X,Q)f(Q)q, X €Q (5.4)
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y como la singularidad de K(X,Q) (que es del orden de | X — Q|* ™) es inte-
grable, ain cuando X € 09, luego, la correspondiente traza es

Sf(P)= [ K(P,Q)f(Q)dQ, P € dn. (5.5)

Joq

En esta seccién analizaremos la continuidad L? de la traza del potencial de
capa doble. Antes de enunciar el resultado principal de esta seccién, daremos
la siguiente definicion:

Definicién 5.1

Diremos que un abierto 0 C IR™ es un dominio Lipschitz, si para cada Q € 09
eriste un sistema de coordenadas rectangular, (z,s) : z € R™!, s € R, un
entorno U = U(Q) C IR™ que contiene a Q, y una funcidn ¢g = ¢: R*! - R
tal que

1. |¢(z) — ¢(y)| < Calz —y|, Vz,y € R*™, Cq < oo;
20NN ={(z,s):s>¢(z)}NU.

El sistema coordenado(z,s) puede ser tomado siempre como una rotacion y
traslacion del sistema coordenado rectangular standard de IR™.

Observacién 5.2 .

Por la compacidad de 0N} , existen nimeros M < oo, y un nimero finito de
sistemas coordenados {(U;, 4;)}7.,, tal que 00 C 7L, U;, con las propiedades
de la Definicion 5.1, y ||Vl < M, Vj. El menor de estos nimeros, entre
todas las posibles elecciones de {¢;}, es llamado la constante de Lipschitz de

0.

Observacién 5.3 .

Recordemos que dada una funcion ¢ : R™! — IR, Lipschitz, con soporte
compacto, eriste una sucesion de.funciones {;} € C°(IR*™?) tal que sobre el
soporte de ¢, Y; — ¢ uniformemente, y Vip; — V¢ en todo LP(R™1), 1 <
p <00,y |Vjlleo estdn uniformemente acotadas.

Observacién 5.4

Diremos que el dominio Q es C!, si la funcion ¢, en la Definicion 5.1 es una
funcién C'. En ese caso podemos elegir la constante M de la Observacidn 5.2,
lan pequena como sea necesario.
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Ademds eziste una sucesion de funciones {¢;} € CC(IR*?) tal que sobre el
soporte de ¢, ¢p; — ¢ y Vo; = V¢ uniformemente cuando j — oco. Mas ain,
como ¢ tiene soporte compacto, las ¢; pueden ser erplicitamente construidas
como mollifiers de ¢, y por lo tanto ||Vé;]|e < ¢, V.

Teorema 5.5

Sea L un operador uniformemente eliptico de la siguiente forma: L = —div(AV),
en una region acotada §) de R™, n > 3 con borde Lipschitz, y A(X) una matriz
simétrica con coeficientes acotados, y Lipschitz, tal que A|¢[* < (A(X)E,€) <
ATLE?, VX € Q.

Y sea T  f(P) la traza del potencial de capa doble truncado, definido por (5.2).
Entonces si Q es un dominio Lipschitz, la aplicacion T* f(P) = sup,sq |T. f(P)|
es continua de LP(0N) en LP(0Q), 1 < p < oo, y eziste T f(P) = lime—o T f(P)
para casi todo P € 011, y es un operador de Calderén-Zygmund.

Mas ain, si R € C', T f(P) es compacto en LP(99).

Antes de demostrar el Teorema, necesitaremos hacer algunas considera-
ciones sobre las soluciones fundamentales y su relacion con las soluciones
fundamentales de un operador tipo divergencia a coeficientes constantes. Sea
el operador L en un dominio &' : Q C &, y d(Q,09) =d > 0, y
tomemos una solucién fundamental K(X,Y) del operador L en el dominio
¥, y en este mismo dominio consideremos el operador eliptico a coeficientes
constantes LX = —divy(A(X)Vy), y sea KX(Z,Y) la solucién fundamental
de este operador considerada en la seccién 2, es decir

1 1 1 2—n
X Xz _yy—__ Y i | _
K*(Z,Y)=K*(Z-Y) (n_2)wﬂ]detA 1(X)||A72(X)(Z - Y)|
(5.6)
si la evaluamos en Z = X, y derivamos respecto de Y, obtenemos que:

AY(X -Y

Vv KX(X,Y) = ~—ldet AT () X )
Wn, |A73(X)(X - Y)|

Entonces, por el Teorema 3.6, tomando esta solucién en particular obtenemos

que,V X,Y € 0 :
IVYK(X,Y) - VyKX(X,Y)| < C(Q,, N A)X -YP™  (5.8)
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donde A’ es la constante de Lipschitz de la matriz A.
Demostracién del Teorema 5.5.

Podemos descomponer al operador T, definido en (5.2) de la siguiente man-
era:

TAP) = [, (AQIVaK(P.Q),No) f(@)dQ
B /an.uo-q.x (AQ)Va(K(P,Q) - K(P,Q)), No) f(Q)dQ
/8Q,|P—Q|>( <(A(Q) - A(P))VQKP(P') Q)7 NQ> f(Q)dQ
P
/Z’Q,IP—Q|>5 A(P)VoKP(P,Q)Nof(Q)dQ

= Ty f(P)+ T2 f(P)+ Ts.f(P)

Llamemos k;( P, @) al nicleo de los operadores T; , es decir

T f(P) = [ k(P,Q)f(Q)dQ,

JoQ,|P-Q|>¢

entonces obviamente existe T; f(P) = lim¢o T;f(P), ¢t = 1,2 para casi todo
P € 00 y en L?(02), pues ambos operadores tienen nicleos integrables, (por
ser A Lipschitz, y por (5.8), ambos estin acotados por C|P — Q|*~", donde la
constante C depende de A’,2, V', A y n, donde A’ es la constante de Lipschitz
de la matriz A, y si bien tambien depende de P , es una dependencia uniforme,
por ser la matriz A acotada y uniformemente eliptica).

Y como los operadores T;, son compactos, T; resulta compacto para i = 1,2
en LP(0N) (la demostracion de la compacidad es ain mas sencilla a la que
daremos mas adelante en el teorema 5.6, por lo tanto aqui la omitiremos).

Para analizar el operador T3, consideremos la solucién fundamental par-
ticular dada por (5.6), entonces:

|'n

Ts f(P) = —w;'|detA™3(P )'/zm,lP—le A5 (P)(P - Q)
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= —wlde -1 (P_Q’NQ)
= —wl|detA"3(P)| /mlp_w e Q)Inf(Q)dQ (5.9)

El primer paso en éste analisis es obtener una expresion euclidea del operador,
para lo cual hacemos lo siguiente:

Sea {U;} un cubrimiento finito de 9, con las propiedades de la Obser-
vacion 5.2 , y sea 7, una particion de la unidad, finita, suave y positiva,
subordinada a los {U;}. Claramente,

(P - Q, NQ)
Q,|P-Q|>¢ |A‘%(P)(P -Q)

Tof (P) = —w;'|det A4 (P)| L [ ~in(Q)(@)dQ

y es suficiente considerar cada sumando por separado. Ademas, agrupando
los sumandos que corresponden a cada {U;}, podemos suponer que estamos
trabajando en un sistema de coordenadas locales fijo (Uj, #;), que notare-
mos simplemente (U, ¢). Si cambiamos en U las variables Q en (y, ¢(y)), y
P en (z,¢(z)), y definimos U, = {y € R*™' : |z — y|* + (é(z) — ¢(y))? > €},
como NgdQ = (—Vé(y),1)dy, cada término en (5.9) es de la forma

—7det A} @, $(z))| || ke, y)nv, $(0)) S (0, 60y,

donde
< (z—y,4(z) — 4(y)), (=Vé(y),1) >

k:l‘, = 1 n o .
8 = = AT e, 6(0)) (= — v, 6(0) — 60) 0,

Obviamente si ¢ € C*(R™!), |k(z,y)| < |z — y|* ™, entonces el niicleo es
localmente integrable. En ese caso la mayoria de los argumentos que damos
cuando ¢ es solo Lipschitz son innecesarios.

Considerando que |detA=%(z, ¢(z))| € L®, y haciendo abuso de notacién, es
claro que las propiedades de continuidad en L? del operador definido en (5.9)

siguen de las propiedades del operador

Kf(@) = [ kav)f(w)dy, (5.11)

€
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Como una primera aproximacion para estudiar (5.11) consideremos el sigu-
iente operador:

Rj@)=[  Keyf@)d (5.12)

Teorema 5.6
Sea ¢ : R*! — IR, una funcidn Lipschitz tal que, ||¢|lcc = M < 00. Y
sea K.f el operador definido en (5.12), cuyo nicleo k(z,y) estd definido por
(5.10).

Entonces, el operador K* f(z) = SUP, >0 |K f(z)| es acotado en LP(IR*),1 <
p < 00. Mas ain lim._,q f(cf( ) = Kf( ) existe para casi todo punto x €
IR""1, y es un operador de Calderén Zygmund.
Ademds si ¢ € C', entonces K es compacto en LP(IR™1).

Demostracién.

Escribamos

<(z—y,¢(z) = 8(y)), (=V(y),1) >

k(z, =
3 = ( 8(2))(z — 9, 8(z) — B(¥))I"
_ ¢(z) — $(y)
A3 (z, 6(2))(z — 3, (z) — $W))I"
R 9i¢(y)(z; — y;)
j; |A~%(z, ¢(2))(z — y, $(z) — d(y))|"
= klz,) = 30,60k (z,0), (5.13)

y llamemos K7 f(z) = ki(z,y)f(y)dy,0 < 7 < n. Por lo tanto :

Iz yl>e

n

K.f(z) = K} f(z) Z 1(f0;0)(z

tomando los supremos en ¢, obtenemos que:

Kf(@) < K 1) + 32 K7 (10,6)() (5.14)

26



Ahora bien, cada K7 es un operador del mismo tipo que los del Teorema 4.4,
aplicados a funciones en L? (ya que d;¢, pertenecen a L*, ¥ 1 < j < n), por
lo tanto los operadores K?° son acotados en LP,1 < p < oo, Yy, es decir,
obtenemos que

1B fll, < 1R f@)l, + S IET (78391,

i=1

< Clifll

donde la constante C depende de M,n,A, y p. También por Teorema 4.4,
existe K7 = lim,—o K-’ c.t.p., y K7 son operadores de Calderén Zygmund.
Obviamente, entonces existe K = vpK, c.t.p., y es un operador de Calderén-
Zygmund.

Para estudiar la compacidad de K en LP(IR"~!) necesitaremos la hipétesis de
¢ € C', y daremos una sucesién de operadores compactos que converjan a K
en norma. Para ello consideremos la sucesién de funciones {¢;} introducidas
en la Observacion 5.4. Sea

di(z) — ¢i(y) — Vé;(y).(z —y)
|A~%(z, §(2))(z — y, $(z) — $(y))|

ki(z,y) = 7 (5.15)

y consideremos K f(y) = Jo—yp>e ki(2,9) f(y)dy.

Para verificar que cada I?j,¢ es compacto, por el argumento de particion
de la unidad que hemos usado, basta restringirse a L?(B), B=bola unidad de
IR™!, y considerar una sucesion de funciones acotadas {f,.} en L?(B), es decir
| fmll, < M y ver que existe una subsucesion {f, } tal que Kjfm, converge
en L?(B) cuando my — oo.

Ahora bien, existe f € L? tal que ||f|l, < M y fm, — f debilmente, en-
tonces, como k;(z,y)Xjz-yj>c € LY (B) V1 < ¢ < oo, obviamente K; f(z) =
limp, o0 I\J:Cfmk( ). Y como IK Smi ()], IKch( )] < C(e,p)M, por con-
vergencia mayorada de Lebesgue, obtenemos que ||K;.f — K e fmillLeB) —
0, st my — oo.
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Por lo tanto como K;f(z) = lim_o 1~{j‘( f(z) existe pp y en L? (es sencillo
probar que ||I~§J — Kjellpp < ce%, donde la constante ¢, depende solamente de
7), entonces K resulta también compacto.

Ademis, como ||V(¢ — ¢;)||eo — 0, cuando j — oo, usando el resultado de

A.P. Calderén, [2]
|K; = K|, = 0, cuando j — oo,

(es decir como operadores en L?).
Entonces K es compacto y el teorema queda demostrado. m]

Volvamos al estudio del operador T3, definido en (5.9).

Teorema 5.7
Con las mismas hipdtesis que el teorema anterior, sea

<P - Q, NQ)

Toof(P) = —wldetA2(P) | |A-3(P)(P - Q)]

=f(Q)dQ

Y sea T5 f(P) = sup,sq |15,.f(P)|. Entonces T;f es continuo de LP(OR) en
LP(09), mas ain , existe T5f(P) = lim,—o T5,.f(P) para casi todo P € 99, y
T3 es un operador de Calderon-Zygmund.

St Q es un dominio C', Ts resulta compacto en LP(09)

Demostracion.
Observemos que si T, es un operador tal que

T3 f(P) = —w;"|det A=2(P)|T.f(P) (5.16)

por las propiedades de la matriz A, —w;!|detA~7(P)| € L*(89), por lo tanto
basta probar el teorema para el operador T,. Por medio de un argumento de
particion de la unidad y pasando a coordenadas locales, la acotacién L? de
T*f(P) es consecuencia directa de la acotacién LP del operador K*f(z) =
Sup,so | K f(z)|, donde K, es el operador definido en (5.11), es decir:

((IE - Y ¢(x) - ¢(y))’ (—V¢(y), 1)) f(y)dy
|n ’

K. f(z) = 1
f( ) Lc |A'§(:v,¢(-73))(33 — y,¢($) - ¢(y))
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donde U, = {y € R"!: |z — y|* + (é(z) — ¢(y))* > €*}.
Comencemos viendo que :

sup |K.f(z) — K.f(z)] < CMf(z), =€ R"! (5.17)

e>0

donde K, es el operador definido en (5.12), Mf(z) la funcién maximal de
Hardy-Littlewood, y C una constante absoluta que depende de la constante de
Lipschitz de ¢ y de la constante de elipticidad A. Si definimos

Af(z) = K.f(z)— K.f(z)

_ (= ~y,4(z) — 6(¥), (=V(¥), 1)) .\,
o 1AFa, 9(2)) (@ — v, 0(@) — s P

= /R(C) k(z,y)f(y)dy (5.18)

donde R(e) = {y e R*™' : [z —y| < ¢, y [z — y[* + |$(z) — ¢(v)* > €*}.

En particular, tenemos que |A~%(z, ¢(z))(z —y, d(z) — ¢(y))| ™™ < c(MN)|(z—

¥,8(2) = @)™ < eV, y [(z—y, 8(x) - 6(¥))] < (1+M?)3esiy € R(e),
por lo tanto |k(z,y)] < Ce!~", donde la constante depende de M y de A, en-
tonces :

sup |Af(2) < Csupe™ [ |f(y)ldy < CMf(z) (5.19)
>0 >0 |z—y|<e

Por lo tanto se cumple (6.5), y esto nos dice que K*f(z) < K* f(z)+CM f(z), y
por Teorema 5.6, || K*f(z)|l, < ¢||f|l»,VP: 1 < p < 0o que es lo que queriamos
probar.

Para demostrar la existencia del valor principal de K, f(z), veamos que
limo A.f(x) = 0 para casi todo punto cuando f € LP(IR*7!), para eso
basta efectuar esta verificacién cuando f € S(IR*"!). Entonces si ponemos
P = (z,4(2)),Q = (v,6(v)), Ng = (—Vé(y),1), dQ = dy, todo se reduce a

probar que
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. <P _Q’NQ) -
% oo TR P - T2 " 20

Como Ng = N(y, #(y)) pertenece a L=(IR""!), casi todo punto z € IR""! es
un punto de Lebesgue para esa funcién. Es decir €™ [i._ <. [Ng — Np|dQ

tiende a 0 con . Como ¢ < |Q — P| < (1+ IV4||%,)3 € sobre R(¢€), podemos
reemplazar, para todo punto de Lebesgue de Ng, Ng por Np.
Veamos entonces que

P-Q

lim dQ = 0. 5.21
HO/R(e) P—qr™ (5.21)

en todo punto z donde ¢ es diferenciable (recordemos que ¢ es Lipschitz, o sea
que es diferenciable en ctp). Este resultado se debe a que la funcién Q|Q|™
es impar y que el dominio de integracién R(e) es esencialmente simétrico con
respecto a P si ¢ es diferenciable en z (el volumen de la diferencia simétrica
entre R(e) y su simétrico es o(e"!).

Entonces:

P-Q 1
o wTee o S o ae®

— 0,s1e—0
Por lo tanto, existe K f(z) :
Kf(z) = limK f(z)
= 1i33f(cf(x) +1limA.f(z)
= lifgf‘c f(z) (5.22)
= Kf(z), pp z € R*™

Y de esta ultima igualdad, resulta obvia la compacidad del operador K en
L?(IR"!) cuando la funcién ¢ € C. m]

Y con este Teorema hemos completado la prueba del Teorema 5.5

30



6 Analisis del potencial de capa doble asociado
a L. Limites no tangenciales. Su relacion
con la traza.

Ahora consideraremos el comportamiento del potencial de capa doble asociado

a L, definido en (5.1)

Tf(X) = [ (A(Q)VoK(X,Q), No) f(Q)dQ, X € Q (6.1)

Joqn

para X € , y deseamos estudiar el limx_pesa 7 f(X). Como la nocién de
convergencia no tangencial sera la apropiada aqui, comencemos con las sigu-
ientes definiciones:

Definicion 6.1

Si P € 09, con I'(P) denotaremos a un cono doblemete truncado, con dos
componentes converas, no vacias, con vértice en P y una componente en Q) y
la otra en R™\ Q. A la componente interior a Q la notaremos I'(P), y a la
componente exterior a () por I¢(P).

Sea ¢ : R*™! — R una funcidn Lipschitz con las propiedades dadas en la
Definicion 5.1, y si llamamos X = (z,t) a los puntos en Q conz € R™!, yt €
R, y P = (20, ¢(x0)) a un punto en 0N}, podemos suponer que §) estd glob-
almente definido port > ¢(z) y que ¢ es globalmente Lipschitz, es decir que
IVélloo £ M < oco. entonces, fijamos a > M, y a cada punto P € 00 le
asignamos un cono no tangencial, totalmente incluido en

Fa(P) = {(z,t) : t > ¢(z),t — ¢(z0) > a|z — zo|} N B(P, 7) (6.2)

donde T es una constante que depende solo de a y ). Andlogamente podemos
definir a los conos exteriores como:

[a(P) = {(x,t) : t < ¢(z),t — ¢(z0) < —a|z — zo|} N B(P,7) (6.3)
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Observacion 6.2

La justificacion geométrica de estos conos es el hecho que eziste una constante
6 > 0 tal que la distancia de X € T'(P) a 02 no sea inferior a §|X — P|.
Cuando X se acerca a P, manteniendose en I'(P), X estd “relativamente
lejos” de otros puntos de la frontera.

Definiciéon 6.3

Dado a, P € 0N y una funcion u(X)en(, decimos que el limite no tangencial
(de orden a) de u(X) cuando X se acerca a P es L, silimy_p xer,p) u(X) =
L. Y la funcion mazimal no tangencial N,u(P) es

N,u(P)= sup |u(X)|. (6.4)
Xela(P)

Teorema 6.4

Sea T f(X) el potencial de capa doble correspondiente a un dominio Q Lips-
chitz, definido en (5.1). Entonces si f € LP(02), 1 <p< oo, y0<a <1,
eriste un numero 7, que depende solo de a,y ), tal que para esa eleccion de 7,
la funcion mazimal no tangencial de T f(X) estd en LP(0N), y

[Na(T f)llp < €ll ey 1 <p < oo (6.5)

donde ¢ depende solo de p,7,\. Mas ain para casi todo P € 9Q

: 1

XET;EPTX—»P Tf(X)=(T- §)f(P) (6.6)
- 1

verdim,_, TI00 = (T + ) (P) 67

donde T' es la traza del potencial de capa doble definido en (5.2).

Demostracién.

Veamos primero que la maximal no tangencial del potencial de doble capa
es un operador continuo en L?(9€2). La idea para probar este resultado es igual
que en teoremas anteriores, tratar de separar la parte mas singular, utilizando
soluciones fundamentales de operadores elipticos a coeficientes constantes.
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Sea ¢ la funcién Lipschitz que parametriza el borde (localmente), y de-
signemos por X = (z,t), con t > ¢(z) a los puntos interiores de 2, y por
Q@ = (y,9(y)) o P = (z0,¢(z0)) a los puntos de I (cuando no se preste a
confusion usaremos cualquiera de las dos formas de designar a un punto), y
sean a y M constantes tal que a > M > ||Vd||o, ¥y T'(P) = I'.(P) = {(,1) :
t = d(z0) > ale — zol)

Si consideramos el problema a valores constantes LX = —divy (A(X)Vy),
y la solucion fundamental definida en (5.6)

2-n

KX(Z2,Y) = Coldet A3 (X)||A™5(X)(Z - V)|,
de la misma manera que en el Teorema 5.5 podemos descomponer el operador

T como sigue:

Tf(X) = Tif(X) + B (X) + Tf(X) (6.8)

donde
LX) = [ k(X Q)f(@)dQ,

ki(X,Q) = ([A(Q) — A(X)]VeK (X, Q), No)

LI = [_k(X,Q)f(Q)dQ,
k(X,1,Q) = (AX)[VoK (X, Q) — VoK* (X, Q)], No)

BX) = [ ks(X,Q)5(Q)dQ,

ks(X, Q) = (A(X)VoK*(X,Q), Ng).

Obviamente tenemos que:

| sup Tiflleran) < Cill fllLe(any,i = 1,2
(z,t)GF(P)

pues ki(P, Q) € L'(092 x 9Q),i = 1,2 , ya que k;(P,Q) < |P — Q|*™, y por la
Observacion 6.2, existe 6 > 0 tal que si llamamos §(X) = dist(X, 9N), tenemos
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que VX € I'(P), §(X) > 6| X — P| por lo tanto, V Q € 99,

8(X)

P—QI<IP-X|+1X - QI<IX - QI+ =5

<1+ )IX Ql.
Para analizar 7;3f(X) definamos primero el siguiente nicleo:

k(d,z,y) = k(z,y), si|c—y|>c¢ - (6.9)

= 0,silze—y|<e
y k(z,y) definido como en (5.10). Ahora bien,

ks(X,Q) = (A(X)VoK*(X,Q),Ng)

_ ldetAd @, 0)] [ A, AN e — gt = 4(0)
- <|A-%<x,t)x— mpTETE V¢(y)’”>
(

(
_ ldetA73(z, )| ( $(y) — (= — y),Vaﬁ(y)))
—Wn A5 (2, t)(z — y,t — ¢(y))I"

Si tomamos € = t — ¢(zo), y si (z,t) € I'(P), entonces

t— 4(y) — (= = y)V4()
475 (2, t)(z — y,t = ()"

donde, para una cierta constante C = C(M, a, A, A’), se tiene que

= k€(¢’x07y) + R((alo,.’t, y) (610)

|R(z0,2,y)| < Ce¥™, si |zo—y| <€ (6.11)

|Re(20,2,y)| < Celzo—y|™, si [zo —y| > ¢ (6.12)

(Para ver la demostracion de (6.10), (6.11), (6.12), ver Lema 10.3 en el Apéndice).
Por otro lado, -

e[ lzo—y™"|f(v)ldy < CaM f(zo)

Jlzo—yl2e
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donde M f(zo) es la funcién maximal de Hardy-Littlewood de f (ver Apéndice
, Lema 10.4). Entonces, tenemos que :

F*(P) < Can(T*f(P) + M{(P)) (6.13)

donde F‘(P) = sup(z,t)EF(P)lT&tf(x)l) y T‘f(P) = sup(>0| fkc(¢7xay)f(y)dyla
entonces por Teorema 5.6, por las propiedades de la funcién maximal , y el
analisis de 7;, y 7, tenemos que:

[Na(T D)l < Copllfllp» V1 <p < o0
y con esto queda probado (6.5).

Para ver los limites no tangenciales, tomemos f € Lip(IR"), entonces

TI(X) = [ (AQ)VeK(X,Q),No)£(Q) - F(P)ldQ

+ 1(P) [ (A(Q)VeK(X,Q), No)dQ

N

= A+B,

Como |f(Q) — f(P)| £ C|Q — P|, el integrando de A tiene una singularidad
integrable y el limite existe (convergencia mayorada de Lebesgue), y es igual
a Tf(P)+1/2f(P) . La integral en B es constante para todo punto de ,
mas ain B = — f(P) (para la demostracién de estos dos limites, ver Apéndice,
Lemas 10.1, 10.2).
Por lo tanto tenemos que
1

Tf(X)=(T-3)f(P)

lim
Xel(P),X—P 2

y si tomamos limite por conos exteriores tenemos que:

i 1
reraimy o THX) = (T 5)f(F)

De la continuidad de la maximal no tangencial podemos extender el resultado
a toda f € L?, y con esto queda demostrado el teorema. O
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7 El Potencial de capa simple. Su gradiente.

Si K(X,Y) es una solucién fundamental del operador L = —div(A(Y)Vy),
definida en una region €2, como definimos en (5.4), el potencial de capa simple
esta dado por

SIX) = [ K(X,Qf(Q)Q, X eq (7.1)

Obviamente , como K(X,Q) < |X — Q|* ", este operador y su traza son
continuos en LP(0f2), lo que nos interesa estudiar en esta seccién, son los
limites no tangenciales de su gradiente cuando X se aproxima al borde.

Para poder hacer este analisis, necesitaremos previamente algunas defini-
ciones y resultados.

Para P,Q € 09, sea

T f(P) = [ (A(P)VpK(Q, P), Np) f(Q)dQ, (7.2)

Jan,|P-Q|>¢
y, cuando tenga sentido,

T'f(P)=vp | (A(P)VPK(Q, P),Np) f(Q)dQ = lim T:f(P).  (7.3)

Este operador es, por lo menos formalmente, el adjunto de la traza del poten-
cial de capa doble definido en (5.3). Y tenemos para 7" un teorema analogo
al Teorema 5.5, con casi idéntica demostracion.

Teorema 7.1

En las mismas condiciones del Teorema 5.5 sea T} f(P) el potencial truncado
correspondiente a un dominio Lipschitz definido por (7.2). Entonces la apli-
cacion (T*)* f(P) = sup,q [T} f(P)| es acotada en LP(N), 1 < p < oo, eziste
T'f(P) = limeo T!f(P), para casi todo P € 0, y T es un operador de
Calderén Zygmund.

Ademds, si 0Q € C', T'f(P) es compacto en LP(09).

Demostracion.

Lo dnico que debemos probar es la existencia del lim,_,o T f(P), pues los de-
mas resultados son una consecuencia directa del Teorema 5.5, y para ello uti-
lizaremos las mismas herramientas que se usaron en dicho teorema, es decir,
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compararemos la solucion fundamental con la solucién fundamental definida
en (5.6) del operador a valores constantes LY u(X) = —div(A(Y)Vu(X)).
Sea k'(P,Q) = A(P)VpK(Q, P)Np el nicleo del operador (7.2), entonces

H(PQ) = ((A(P)-A@)VrK(Q,P),Np)
+ (AQ)(VrK(Q,P)~VpKQ,P),Ne)  (T4)

+ (A(Q)VPK?(Q,P),Np)

donde .
1 |det A~z (Q)

(2 = n)wn [A712(Q)(Q — P)I*

K?%(Q,P) = -

Solo debemos analizar el iltimo sumando en (7.4), pues los otros dos términos
son integrables, por lo tanto existe el valor principal de los operadores definidos
con estos nucleos y son continuos en L?. Observemos que :

Q = —w Y detA~1/? ((Q — P),Np)
(AQVPK(Q, P), Np) = i et A Q) o— P
= —w M {(|det AV3(Q)| — |det A~V3(P))) IA_(fg(ZQ)I(JS TP}ZW

-1/2 ((Q—P)vNP) <(Q—P)aNP>
+‘d6tA / (P)I(lA_l/g(Q)(Q_ P)In - IA_I/z(P)(Q _ P)In)

I ((Q - P)a NP) }
|A=12(P)(Q — P)I"

=k (P,Q) + k2(P, Q) + ks(P, Q)

+|det AV P)

Obviamente por ser A una matriz a coeficientes Lipschitz, definida positiva,
|k:(P, Q)] < |P—QJ*™", ¢ = 1,2 para casi todo punto en 9 (la acotacién
para k; es directa y la acotacion de k;, se obtiene al aplicar el Teorema
del valor medio a la funcién fz(Q) = |A"Y*Q)(Z)|™ y luego tomar Z =
P —Q). Y vp[ks(P,Q)f(Q)dQ resulta un operador de Calderén-Zygmund,
la demostracién es idéntica a la realizada en el Teorema 5.7, utilizando los
resultados obtenidos en la Seccién 3.

o
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Observacién 7.2
Tanto en los resultados de la seccion 4 como en el Teorema anterior, hemos
utilizado solamente las propiedades de K(X,Y) como solucion fundamental

del operador L. Dado que K(Y, X) también lo es (Definicion 5.11), podriamos
constiderar el potencial de capa doble siguiente:

TI(X) = [ (AQVeK(X,P),No) f(@)dQ, X €Q (1)

Por lo tanto, la traza de dicho potencial es
Tf(P)= [ (AQ)VoK(Q, P),No) (Q)dQ, P62 (1.6)

que estd bien definido y es continuo en LP(0N), por los resultados de la seccion
anterior. Y su adjunto es

T'f(P) = [ A(P)VpK(Q,X)Npf(Q)dQ. (1.7)

Jaq

que también es un operador de Calderon-Zygmund, por Teorema 7.1.

Estamos ahora en condiciones de comenzar el analisis del gradeinte del po-
tencial de capa simple, y de demostrar el siguiente resultado:

Teorema 7.3

Sea Sf(X) el potencial de capa simple correspondiente a un dominio Q) Lip-
schitz, definido en (7.1). Entonces si f € LP(0)), 1 < p < oo, existen
constantes a, 7 y §, que dependen de Q y de la constante de Lipschitz de
la parametrizacion de 05}, elegidas como en la Definicion 6.1. Entonces las
funciones mazimales no tangenciales No(|VSf|)(P) = supxer,p) IVSF(X)| y
N (IVSf)(P) = supxere(p) IVSf(X)| estdn en LP(0Q), y ademds

INa(IVSFDIlps INGAVSIDI < €llfllps 1 <p< o0 (7.8)

donde ¢ depende solo de p,6,7,a, y A\. Mas aun, para casi todo P € 0f),

XEI".,}%?X—-P(BHA{P])Sf(X) :xerdl[gﬂx—-P (A(P)VSf(X)’ NP>
(7.9)
= (T'+ )I(P)
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(Onap))Sf(X) = (A(P)VSf(X), Np)

lim lim
XGFg(P),X—»P XEF;(P),X—»P

(7.10)
= (T~ )I(P)

donde T' es el operador definido en (7.7).

Demostracién.

Observemos que
VSf(X)= | VxK(X,Q)f(Q)dQ

La prueba de las estimaciones en (7.8), si bien no es idéntica se puede hacer
de la misma manera que en el Teorema (6.4). Por lo tanto analizaremos los
limites no tangenciales, y para ello es suficiente considerar f € Lip(9f). La
demostracién de estos limites también es similar a la realizada en el Teorema
6.4, utilizando una familia de soluciones fundamentales de operadores elipticos
a coeficientes constantes. Si consideramos el operador L*° = div(A(Xo)V),
y la solucién fundamental K*°(X,Y) definida en (5.6), derivando respecto de
X, obtenemos que:

AN (Xo)(X - Y)
[A73(Xo) (X = V)

1
VxKX(X,Y) = ;ldetA‘%(Xo)l (7.11)

Ahora bien, si definimos el potencial de capa simple asociado a esta solucién
fundamental y a la funcién f, en el dominio {2

§%0 f(X) = J/a K*(X,Q)£(Q)dQ

si notamos ['(P) = I',(P), tenemos que:

(AX0)VS™f(X),Np) =lim [ A(Xo)VxK™(X,Q)Npf(Q)dQ

lim
Xel(P),X—P Xelr(P),X—P
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((X - Q)aNP>
2 |A~7(Xo)(X — Q)

((P — Q)’NP) d
oo [A-E (P - QO

L Y / £(Q)dQ

XEr(P),X—P w,

1 1
= —|detA™7(Xo)|vp
Wy

+51(P)

Analogamente si analizamos el limite exterior obtenemos que:

lim  (A(Xo)VS*f(X), Np)

Xer¢(P),X—P

<(P— Q))NP}
22 |A~3(Xo)(P - Q)|

_ wLuetA—%(xonvp £(Q)dQ
1
—51(P)

Claramente estos limites existen para casi todo P € 9, y como la matriz A
esta definida en todo punto de €2, tenemos que:

lim  w, M |deta~h(p)| [ X = @) Nr)

Xel(P),X—P 20 IA_%(P)(X _ Q)lnf(Q)dQ

(P - Q), Np)
20 |A~2(P)(P — Q)|

= wn_lldetA'%(P)|vp

1
+'2“f(P)

Y lo mismo para el limite por conos exteriores, para casi todo punto P € 9f2.

Luego de esta observacion estamos en condiciones de analizar:

(A(P)VSF(X),Ne) = [ (A(P)VxK(X,Q),Ne) f(Q)dQ

= /a ) (A(P)(VxK(X,Q) - VxKP(X,Q)), Np) f(Q)dQ
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+ [ (AP)VxK"(X,Q), Ne) F(Q)dQ

= L+ (7.13)

Por (7.12), tenemos que

-1 =1 ((P_Q)aNP>
= wp, " |detA"Z(P)|v : d
deea 4P [ U= DN gpag

llm 2
{Xer(r),Xx—pr}
+ —f(P).

Para analizar I;, veamos que su nucleo es integrable inclusive cuando X — P

IVxK(X,Q) - VxKF(X,Q)|<|VxK(X,Q) - VxK?X,Q)|

|det A=3(P)|

Q =/ A Q
(7.15)
P _ |detAT3(P)| o g

< CIX-QPF " +[P-QIIX -QI'"™)

< ClP-QP™

donde C es una constante (no siempre la misma) que depende de A\,n y I',(P

).
Y la ultima acotacién es valida VQ € 02, ya que como vimos en (6), VX €
La(P), [P - Q| < C(8)IX - Ql.

Por lo tanto, por convergencia mayorada de Lebesgue,

Jim b= [ (AP)(VxK(P,Q) - VxK"(P,Q)), Ne) /(Q)dQ  (7.16)
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Entonces de (7.16), y (7.14), tenemos que:

cerdimy L APIVSIOO,Ne) = T+ 3)/(P)  (717)

y analogamente

(A(P)VSf(X),Np) = (T - 2)f(P) (7.18)

B =

lim
{X€rs(P),X—P}

Y con esto queda demostrado el Teorema. a
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8 Inversos de los limites no tangenciales para
algunas soluciones fundamentales

Como vimos en la Seccién 2, dado el operador eliptico L = —divy (A(Y)Vy)
en un dominio acotado €2, para que el proyector de Calderon sea efectivamente
una herramienta para resolver problemas de borde, tales como Dirichlet o New-
mann, necesitamos tener inversibilidad de los operadores (T — %I ),y (T+ %1 )s
donde T es la traza del potencial de capa doble definida en (5.3). Describamos
cuales seran las condiciones bajo las cuales podremos obtener la inversibilidad
de dichos operadores:

Sea L = —divy(A(Y)Vy) en un dominio €', donde A(X) es una matrizn x n
con coeficientes Lipschitz, uniformemente eliptica, es decir, existe A > 0 tal
que: A¢)? < (A(Y)E,€) < A7HEJ? para todo Y, € € . Y sea  un dominio
acotado, Lipschitz, tal que 8 C Q' Y consideremos G'(X,Y) la funcién de
Green del operador L asociada al dominio €', es decir, la solucién funda-
mental simétrica y positiva, que se anula en €, y que tiene las propiedades
mencionadas en el Teorema 3.4.

Si llamamos respectivamente G,G y G* , al potencial de capa doble, su traza,
y el adjunto, definidos en (6.1), (5.3) y (7.3), asociados al dominio €, y a la
solucién fundamental G’(X,Y), tenemos que:

Teorema 8.1

Supongamos que Q es un dominio C', acotado y R™ \ Q es conezo, y sea
Gf(P) la traza del potencial de capa doble definido por(5.3), para la solucidn
fundamental G'(X,Y) en Q. Entonces el operador G — 71 es invertible sobre
LP(0N), para cada 1 < p < oo.

Demostracion.

En realidad lo que probaremos es que el adjunto de G — %I , es decir G* — %I ,
donde G* esta definido por (7.3), es inversible. Como por el Teorema 7.1, G* es
compacto en LP(9M), es suficiente probar que G* — 11 es inyectivo (por teorfa
de Fredholm).

Primero observemos que si f € LP(9Q), y (G* — JI)f = 0, entonces f €
L (0N) V ¢:1< q < oo. (en [7] podemos ver la demostracién de este resul-
tado en el caso en que L = A, y para el operador L = —divy(A(Y)Vy) la
prueba no tiene ninguna diferencia).

Consideremos ahora el potencial de capa simple de f sobre 0f2 (asociado a la
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funcién de Green antes definida)

sfx)=[ &(X,Y)f(Y)dy (8.1)

Joq

4

y consideremos la integral I = [  |VSf(X)|*dX, entonces, como la matriz
JON\Q

A(X) es uniformemente eliptica, y por teorema de Green, tenemos que:

A< /Q @ AXIVSF(X)VSF(X)dX

= div(A(X)VSf(X))Sf(X)dX

Q\Q

foron, (A@VS5(@), o) 5£(@)dQ

- [ o naSf(Q)S1(Q)dQ (82)

pues S f(X) es solucién en ',y Sf(P) = 0 en 9, por ser G'(X,Y) la funcién
de Green en V. Y (9°74) indica la derivada en el sentido de la normal exterior,
es decir el limite no tangencial por conos exteriores a §) de la derivada respecto
a A(P)Np.

La aplicacidon del teorema de Green esta justificada, ya que por Teorema 7.3,
tenemos que (0°04)Sf(Q) € L?(09), y como f € LI(dN) V1 < q < oo, por
teorema de Young Sf € L(0f)) para esos g, en particular para q : 1p - % =1,
por lo tanto la dltima integral en (8.2) es absolutamente convergente.
También por Teorema 7.3, sabemos que:

(@14)SF(Q) = - (AQ)VSF(X), No) = ~(G* ~ 31)f(Q) =0

lim
Xelr¢(Q),X—-Q

para casi todo @ € 0, y por lo tanto / = 0. Entonces Sf(X) es constante en
V\Q,ycomoSf=0en 0, Sf(X)=0en '\ N

Ahora bien, como Sf(X) es una solucién continua del operador L en (¥,

y Sf =0 en 0, por principio del maximo tenemos que Sf = 0 en . En-
1

tonces, para casi todo @ € 30, IMASF(Q) = (G' + =I)f(Q) = 0, y podemos
4L

concluir que para esos Q, f(Q) = (};I + G f(Q) — (G - %I)f(Q) =0. Y con

esto queda obviamente probada la ;nyectividad del opera.d‘;)r G — %I , y por lo
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tanto el teorema. O

Teorema 8.2

Supongamos que () es un dominio conezo, acotado, y C', y sea G* el operador
definido en el Teorema 8.1. Entonces para cada 1 < p < oo, G* + 31 es in-
versible en LE(0N), donde

LY(99) = {f € L"(99) tal que [ _f(Q)dQ =0}

Demostracion.

Primero observemos que dada cualquier solucion fundamental, por Teo-
rema 7.3, 3/ + K' es continuo de LP(9Q) en LP(AN), més ain, como el

potencial de capa simple es una solucion para Lu = 0 en 2, tenemos que

/an Onap)Sf(P)dP = /an(%l + K*)f(P)dP0, ya que por ser Sf(X) solucién,

y por las propiedades de 2 y K*, podemos aplicar el teorema de divergencia
de Gauss.

Veamos ahora que si tomamos la solucién fundamental G’(X,Y'), también
obtenemos inversibilidad sobre L§(0f2). Como en el Teorema anterior, por
ser G' compacto, es suficiente probar que G! + %I es inyectivo, y si elegi-

mos f € LP(0N) tal que f = —=2G'f, y [m f(Q)d@ = 0, tenemos que f €

L(09Q), V1 < q < oo.
Sea ahora S f(X) definido como en (8.1),integrando por partes obtenemos que

/Q IVSF(X)PdX < A~ /n AX)VSF(X)VSF(X)dX
= X7 [ LSFOOSF(X)AX + X7 [ onaSS(Q)SF(Q)dQ

= X7 [ (G +5DIQ)SF(Q)Q =0

por ser S f(X) solucion en Q,y por Teorema 7.3.
Por lo tanto Sf(X) es constante en . En '\ Q, Sf(X) es L-arménica ( es
decir solucién de Lu = 0), y Sf(Q) = 0 si Q € 0V, y por las hipétesis sobre
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f tenemos que /39(—%] +GHf(Q)dQ = — /e;n f(@)dQ = 0. Por lo tanto

/Q " IVSF(X)PdX < A g AOVSF(X) VS 1(X)dX

= 27 [ LSI(X)Sf(X)ax

+ X7 [ PAST(Q)S1(Q)Q
= Nlete [ (G- 3D)/(Q)SS(Q)dQ =0

Entonces, por los argumentos explicados en el teorema anterior podemos con-
cluir que Sf = 0 en (¥, y que entonces f = 0. Por lo tanto el operador G* + %I
resulta inyectivo sobre Lg(0). O

8.1 Problemas de Dirichlet y Neumann

Una vez obtenidos estos resultados la prueba de existencia y unicidad de
los problemas de Dirichlet y Neumann con datos en L?(0S2), para el operador
L = —divy(A(Y)Vy) (donde A(Y) y € tienen las hipdtesis mencionadas al
comienzo de esta seccién), sigue la misma linea de la demostracién hecha por
Fabes, Jodeit y Riviere en [7], para el Laplaciano. Por lo tanto solo mencionare-
mos los resultados y diremos como son las soluciones para cada problema, en
nuestro caso.

Teorema 8.3

Supongamos que Q es un dominio acotado, conezo y C', y R™ \ Q! es conezo.
Dada f € LP(09)), 1 < p < oo, ezxiste una unica funcion u(X) definida en Q)
tal que:

i) Lu =0,

i1) la funcion marimal no tangencial (definida en 6.4) de u pertenece a LP(99),
Y| Na(u)llp < €|l fllp con ¢ independiente de f, mds ain, para casi todo P € 69

L WK = ()
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Demostracion.

Dada f € LP(09), sea u(X) el potencial de capa doble

u(X) = G(G 5D NX)

= [ (AQVG'(X,Q),No) (G - ;1) /(Q)dQ

Jan

esta bien definido ya que por el Teorema 8.1, el operador G — %I tiene inversa
continua en L?(9f1),1 < p < co. Ademas por Teorema 6.4,

X_’I}}Xnér(P)u(X) = f(P) c.t.p en 09,

Y INa(u)|lp < ellG = 31fll, < cl|fll» con ¢, obviamente independiente de f. O

Teorema 8.4
Supongamos que Q) es un dominio acotado, conezo y C', y R*\ Q es conezo.

dada g € LP(09)), 1 < p < 00, con [5q9(Q)dQ = 0, existe u(X) definida en
Q tal que:

i) Lu =0,
i) la funcién mazimal no tangencial (definida en 6.4) de Vu pertenece a
LP(09), y || N.(|Vu)|lp £ cllgll, con ¢ independiente de g, mds ain,

(A(P)Vu(X), Np) = g(P)

lim
X—P,X€r(P)

ii1) u esta univocamente determinada salvo constantes.

Demostracion.

Por Teorema 8.2, el operador G* + %] tiene inverso continuo en el subespacio
de las funciones de L?(0f)) que tienen integral nula. Entonces tiene sentido
definir el potencial de capa simple de (G* + 11)7"¢(Q), es decir

u(X) = [ G(X,Q(G + 3D e(Q)d0.

Jon

Por Teorema 7.3 || N.(|Vu|)|l, < ¢|(G* + 1) gl < cllgllp, y ademas,
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limx_,pxerp) (A(P)Vu(X), Np) = g(P), para casi todo P € 9.

Para ver la unicidad, como G’(X,Y) es una soluciéon fundamental de L en
V' 5> Q, si llamamos dn4(q)G'(X, Q) = (A(Q)VG(X, Q), Ng), considere-

mos la siguiente soluciéon fundamental:

K(X,Y)=G'(X,Y)=SFx(Y) (8.3)
donde

Fx(¥Y) = (G + 31 0ra@G(X,Q) ~ 1091 [ onaiG(X, Q)dQ),

y como antes SFx(Y) su potencial de capa simple, entonces, obviamente
K(X,Y) es una solucién fundamental, y ademads la derivada normal de K (X, Y)
es constante, pues si X € ) esta fijo, tenemos que:

onap)K(X,P) = OnapG'(X,P)
(8.4)

1 l 1 p— !
=(G'+ 5)(G' + 31)(BnapG'(X, P) — 00! /m Ona@G (X, Q)dQ)
_ -1 / —
— 109 /3 _Ina@G'(X,Q)dQ = c.

Entonces dada v : Lu=0en (), y Ny(|Vu|) € L?(9Q), integrando por partes
tenemos que:

/n A(Y)VyK(X,Y)Vyu(Y)dY = J{I Lyu(Y)K(X,Y)dY
(8.5)
+ [ Ona@uQK(X,Q)dQ

y que
[ ANy KX Y)Vyu)dY = u(X) + [ ona@K(X,Q)u(@)dQ (5.6)
Donde todas las integrales existen por las propiedades de u y de K(X,Y).

Como vimos que Inyq)K(X,Q) es constante en 02, si tomamos una
funcion u con las propiedades antes mencionadas, y que ademas
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limy_p,xerp) MA(P)u(X) =0, de (8.5), y (8.6), obtenemos que:

0=C [ u(Q)dQ+u(X),

por lo tanto u es constante en (2. 0O

Veamos ahora algunos teoremas de regularidad, que nos permitiran completar
el analisis del proyector de Calderén.

8.2 Teoremas de Regularidad

Definicién 8.5

Diremos que f € L7(09),1 < p < 0o si f € LP(09Q), y si f(z, #(z)) tiene gradi-
ente distribucional en LP(R™') (donde obviamente ¢(z) tiene las propiedades
de la Definicion 5.1). Es facil verificar que si F es cualquier extension a R"
de f, entonces V. F(z,¢(x)) estd bien definido y pertenece a LY(0Q). A este
gradiente lo llamamos V.f. Por lo tanto L7(0N) puede ser normado por

| fllzeaay = 1 flls +1IVeflo

Observacion 8.6
-V.f es independiente del sistema coordenado usado en la definicion anterior.
-Si f es diferenciable en R", y P € 01, entonces

Vf(P)=V.f(P)+ (Np,Vf(P)) Np

Teorema 8.7

Si Sf(P) es la traza del potencial de capa simple sobre un dominio Q0 Lips-
chitz, entonces S : LP(0N) — LE(0N) es continuo. Ademds si ) es C, y con-
sideramos el potencial de capa simple definido mediante la funcion G'(X,Y)
(definida en (8.1)), este tiene inversa continua (sobre los espacios antes men-
cionados).

Demostracion.
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La continuidad del operador es consecuencia de la Observacion 8.6, y por
Teorema 7.3 (de la demostracion de ese teorema, también se desprende la ex-
istencia del limite no tangencial del gradiente de S, utilizando el Teorema 4.4).

Consideremos ahora S f(X) = /{;Q G'(X,Q)f(Q)dQ, entonces, si Sf(P) =

0, para casi todo P € 012, como también Sf(P) = 0 en ', con los mismos
argumentos que usamos en el Teorema 8.2, podemos concluir que f = 0 c.t.p.

en 0N.

Como } + G* : LP(09) — L§(d9), y es invertible sobre el iltimo, existe
una unica funcién fg, en el nucleo de dicho operador tal que jan £o(Q)dQ =1,

y entonces tenemos que Sf, es constante en {), y esa constante no es nula,
pues S es un operador inyectivo (esta afirmacién, se deduce trivialmente de la
prueba del Teorema 8.2).

Ahora tomemos una funcién f € L§(0N), y consideremos la extensién
armonica en ) de esta funcién. Como ) es C!, si llamamos u(X) a dicha
extension, tenemos que

| Na(Vu)l|Lran) < el fllzzan)

y como existe para casi todo punto de dQ el limx_,p xer(p) Vu(X), (para mas
detalles ver [7]) podemos afirmar que

1Onaceyu(Pliromy = Il ,_ Jim . (A(P)Vu(X), Np) |Loo0) < el fllz0m)

Ahora bien, como por Teorema 7.3
1
OaS(51+ G*) ™ Inau(P) = Onau(P),
por unicidad del problema de Neumann, S(37+G*)~'On4u(X) difiere de u(X)
en una constante, y como las constantes estan en el rango de S, tenemos que

f(P) = S((31+G")1Onau+ f)(P), c.t. p. en 3N. Y con esto queda probado

el teorema. 0

Teorema 8.8
St 00N es C?, entonces:

1
51 -G : L}(09) — L (09)
es un operador inversible.
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Demostracién.

Sea g € L7(09), y sea v(X) = S(%I — G')"'S7'g(X). Y llamemos f(P) €

. LY(09) a los valores de borde no tangenciales de v. También tenemos que

(A(P)Vv(X), Np) = S7g(P),

lim
X—P,X€er«(P)

Por ser v el potencial de capa simple de una funcion de L?(9(Q2), por Teorema
7.3 la maximal no tangencial de Vv esta en L?(0(2), , ademas por la definicién
del operador S, sabemos que v es solucién de Lv = 0 en '\ Q, y v =0 en
0V, podemos extender a esta funcién como 0 fuera de €Y', y obtenemos que:

o(X) = /ﬂ CA(Y)VyG'(X,Y)Vyu(Y)dY
por lo tanto , si X € ¥\ Q, tenemos que:

o(X) = /n @ AX)VYE (X, Y)Tyo(Y)dY
+ /9 A(Y)VyG'(X,Y)Vyo(Y)dY
= [ e 1@ (X, Q)dQ
L /Q o GV L(Y)dY
o /9 A(Y)LyG'(X, Y )o(Y)dY
+ [ omaC'(X,Qv(@)dQ
= - [ 579(QG(X,Q)Q + [_omaG'(X,Q)F(Q)Q.
Tomando limite para X — P por conos exteriores a £, nos queda que:

f(P) = (31 + G)S(P) - g(P)

Por lo tanto (G — 1I)f(P) = g(P), entonces este operador es suryectivo so-
bre L7(9Q). Ademas como cualquier f € LY(9€) puede ser escrita como
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S(G* — 31)"'5-1g, para alguna g € L}(99), siguiendo la demostracién ante-
rior, podemos ver que (G — 3I)f(P) = g(P), por lo tanto este operador va de
L7(09Q) en LY(09). También sabemos, por Teorema 8.2 que este operador es
inyectivo.

En el curso de esta demostracion, hemos obtenido la siguiente férmula:

A T 1
—-DS'=G-= .
S(Gt - 3D G-, (8.7)

y con esto queda probado la continuidad e inversibilidad del operador de

L3 (09) en LY (09). O

Corolario 8.9

Sea G es el potencial de capa doble, definido con la funcién de Green G'. Dada
f € Li(0%), para casi todo P € 0Q, existe (Onap)G)f(P), es continua de
L1(99Q) en LP(0N), y tenemos que:

(A(P)VGS(X), Np) = (G' + 31)(G" — 51)S™/(P)

lim
X P, Xel(P)
Demostracién.

Sea u(X) = Gf(X), entonces limyx_pxerp)u(X) = (G — 31)f(P) =
S(G* — 31)S f(P), por unicidad del problema de Green, tenemos que:

GI(X) = 8(G' - 31)S7' (X),
por lo tanto

: . t 1 -
e Am (APYVGS(X)Ne) = | lim  (A(P)VS(G' = 1)S™f(X), Np)

¢, 1 e 1 -1
(G +§I)(G—§I)S f(P).

Y obviamente de esta igualdad se desprende la existencia y la continuidad.
O
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9 El proyector de Calderén

Como vimos en la Introduccion, las propiedades del proyector de Calderdn,
son una consecuencia directa del analisis de los potenciales de capa simple y
doble, por lo tanto estamos ahora en condiciones de describir dicho proyector
en el caso en que el operador eliptico sea L = —div(A(Y)Vy), definido en un
dominio €, y la matriz A tenga coeficientes Lipschitz.

Supongamos que podemos extender el operador L a un dominio €, y
tomemos como solucién fundamental a G'(X,Y’), la funcién de Green en (¥,
donde Q CC Q' C Q.

Recordemos que construimos al proyector P de la siguiente manera:
P = (P, ;)i j=1,2, donde, dada f definida sobre 02 (en algiin espacio conveniente
que luego precisaremos),

Piaf(P) = _xq}!,ﬂr(zv) Gf(X)
Pof(P) = X_’PI,IXI%F(P)Sf(X)
(9.1)
P, f(P) = _x_arl,l,{%r(P)anA(P)gﬂX)
Py, f(P) = X_'}l}}g‘lzr(l,)aﬂA(P)Sf(X)

para casi todo P € 012, donde S y G, son los potenciales de capa simple y
doble, respectivamente, definidos mediante la funcién de Green G'(X,Y).

Si bien a lo largo de este trabajo, hemos obtenido algunos resultados cuando
0N} es Lipschitz, como en esta seccién nos interesa poder dar las propiedades
de todo el proyector, consideraremos que ) es C*.

Teorema 9.1
Si 0N es C!, y llamamos S y G a la traza de S y G, entonces, el operador P
antes definido tiene las siguientes propiedades:

1. P: LE(90) x LP(39) — LE(3Q) x LP(89),
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Y e 3
2. P=
(Gt +1D3 -GHS! G+

3. ImP =U = {(u|yq, Onaulyg) : Lu =0 en Q, ul,o € LY(ON), Onaul,q €
Lg(00)}

4. P2=P

Demostracidn.
La demostracion es simplemente considerar todos los resultados probados en
las secciones anteriores, es decir,

Pi1f(P) = (31 — G)f(P) es un operador de Calderén-Zygmund, por Teo-
rema 5.5, y es continuo (e inversible) de L{(32) en si mismo por Teorema 8.8.

P,2f(P) = Sf(P) es un operador con micleo integrable, y por Teorema 8.7 es
continuo (e inversible) de L?(9Q) en L;(9N).

P1f(P) = (G + 3I)(3 — G')S™'f(P), es un operador singular, y por el
Corolario 8.9, es continuo de L}(0Q) en L?(90).

Py2f(P) = (G* + 31)f(P) es un operador de Calderén-Zygmund por Teo-
rema 7.3(y es inversible sobre Lg(9Q) = {f € LP(09Q) : [4q f((Q)dQ = 0} por
Teorema 8.2).
Obviamente, todas estas igualdades son para casi todo P € 09).

Y con esto quedan probados los puntos 1 y 2 del Teorema.

Observacion: La imagen de P,; y P, esta contenida en L§(99).
Tomemos ahora (f,g) € LY(99) x LP(99), entonces

/ £\ (31 —G)f(P) + Sg(P)
PL p | =
J

Si definimos ahora v(X) = =G f(X) + Sg(X), obviamente Lv = 0, y tiene los

(G'+3D)(5 — G)STUf(P) + (G' + 31)g(P)

datos de borde dados por P ( ; ,porlotanto ImP CU = {(ulyq, Onaul,g) :
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Lu=0enQ u|yy,€ L7(09), Onauly, € L(00N)}.

Probaremos simultdneamente que # C ImP, y que P? = P. Es decir,

dadas (f,g) € U, veremos que P ( '; ) = ;

Por los teoremas de existencia y unicidad de los problemas de Dirichlet y Neu-
mann, para casi todo P € 02 tenemos la siguiente identidad:

J(P) = (G + 51 g(P) 92)

¥y queremos probar en primer lugar que (31 — G)f(P) + Sg(P) = f(P). Ahora
bien, por (8.7) y (9.2), tenemos que:

(%1 —Q)f(P)+ Sg(P) = -S(G' - %I)S“f(P) +S8(G* + %I)S“f (P)
= SIGI-G)+ (G + SIS~ £(P) (9.3)
= f(P)

Analogamente, por (8.7), (9.2) y (9.3),

1 .1 1
(G*+50(5 = G)ST(P) + (G + 51)g(P) = g(P)
Y con esto quedan probadas las propiedades del proyector P. m]
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10 Apéndice

Lema 10.1
Sea A(X) una matriz acretiva, con coeficientes Lipschitz, y K(X,Y) una
solucion fundamental del operador L = —div(AV) en un dominio Q) Lips-

chitz, entonces VX € Q, yVr > 0: B.(X) C Q, tenemos que:

[y (A@VaK(X,Q).No)d@ = [ (AQIVaK(X,Q), Ng) dQ =(_; |
10.1

Demostracidn.

Como K (X,Y) es una solucién del problema Lu = 0 en 2\ B,(X), entonces
tiene sentido [5 5, (x) Ly K(X,Y) = 0, y aplicando teorema de la divergencia,
obtenemos también que [5q\p,(x)) A(Q)VoK(X,Q)NqdQ = 0, por lo tanto:

Lo (AQVaK(X,Q), NohdQ = [ (A(Q)VK(X,Q), No) d@ (10.2)

Vr : B.(X) C Q. Ahora bien, si tomamos ¢ € C%° : sopp C Bs,(X), ¢ =
1, en B.(X), entonces:

I = /B o AKX Y)V(Y)dY

_ /B o ANV KX, Y)V4(Y)aY + /B - oonan AV K (X, Y)VH(Y)dY

Ly K(X,Y)$(Y)dY + (A(Q)VeK(X,Q), No) $(Q)dQ

/Bzr(X)\Br(X) /3(Bzr(X)\Br(X))

= = [ (AQVGK (X, @), Ng) dQ

Obviamente estas igualdades son consecuencia de las propiedades de la funcién
¢ y de la solucién fundamental K (X,Y). a
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En los préoximos resultados usaremos letras minuisculas para designar los pun-
tos, ya que quedara claro por el contexto a donde estamos trabajando.

Lema 10.2
St 0N es Lipschitz, y K(z,y) una solucion fundamental como en las secciones
anteriores, entonces, para € > 0 :

1
lim (A(y)VyK(z,y),N,) do, = ~3 ctp 0N

€—=0 J]y—z|=¢,y€N,x€N

Demostracion.

Como K(z,y) (pensada en la variable y) es solucién fundamental de L en
un dominio ' DD 2, dado € > 0 , por el lema anterior tenemos que:

(@)= [ (A@VK (), N doy = -1V e: Ba)C ¥ (103

Ahora bien,si llamamos S, = dB,(z), y consideramos la solucién fundamental
definida en (5.6) del problema

I(z) = [ (A() - A=)V, K(z,9),N,) do,

+ /q (A(:r)(VyK(:r,y)— VyI{I(a:,y)),Ny) de

o O

+ [ (A(©)V,K*(z,y),N,) do,

JS,

= N(2)+ Ly(z) + I3.(z)

Obviamente
11_13[1, I{,¢($) = Oa 1= 1,2
1 -1 _
13,5(33) = -w,flldetA_f(:z:)|/ <A($)Al (IB)(.’II y)vNy)da_y
Se A2 (z)(z — y)|
1 {E=v)(z=y))
= —w;l|detA'5(x)|/ . lz—y] do,
s AT @) - )P
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= —w;lldetA'%(xN 16 € 'do,
et e[4S @) )l
doy,

=1 |A™5 (z)y|"

—w:l IdetA‘%(x)|

Como esta integral no depende de ¢, y vimos que las otras tendian a 0, pode-
mos concluir que :

do
A(y)V, K (z,y)N,dy = —w_|det A% (z — ¥ 1 (104
J, AWK @) Nody =~ et A @) [ g = 1 (104)
Con el mismo argumento, tenemos que:
/ A(y)VyK(z,y)Nydo, = —w'1|detA'%(:v)|/ __doy
st AR " st |A7E (2)y|"

Y como obviamente
/ doy _ / do,
st |ATZ (a)ylr IS |ATE(2)yl

Si entendemos por Si y S;, la mitad superior e inferior respectiva mente de
S;. Entonces queda demostrado que

L. AWV (@,5)Nydo, = =3 (10.5)

2

A partir de esto la demostracion del lema es trivial, pues si £ € 92 es un
punto tal que podemos definir el plano tangente (como 9Q es Lipschitz, el
plano tangente existe c.t.p.), y para simplificar las cuentas consideramos z = 0,
#(0) = |V4(0)| = 0, entonces:

1 oo AOTE 0, M) dy = [ (AW)VLK(0,9), Ny)

€

(10.6)
= | [ (AW)V.K(0,9), M) dy]

donde
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T.={y€ R ': |yl =¢€ si yn-1 > 0,yn-1 < &(¥), ¥y S Yn-1 < 0,4yn_1 >

¢(v)},
y 1Tl < wne?|$()], |4(9)| = maxig=c |¢(y)|. Ahora bien,

|, AWV K9, Nydyl < COum) [ Iyl ™dy

< C(An)e" R
< C(An)e7 ()]
< Cn)lil (@)l

— 0 cuando |§| — 0

por ser ¢(0) =0, y & diferenciable en 0.
Por lo tanto queda probado que:

lim A(y)V,K(z,y)N,dy = —% ctp z € 0.

€0 J|y—z|=¢,yeN,x€d

Lema 10.3

Sea ¢ una funcion Lipschitz y A una matriz uniformemente eliptica, con co-
eficientes Lipschitz ,entonces si tomamos € = t — ¢(xo), y si (z,t) € I'(zo),
entonces

t—9¢(y) — (2 —y)Ve(y)
|A"%(:z:,t)(a: —y,t—d(y))|"

donde, para una cierta constante C = C(M,a, N, A’), se tiene que

= kc(.’L‘o,y, ¢) + Re(iﬂo,fc’ y)

IRc(J:O’x,y)l S Cfl_n, st I:EO - yl S €

|Re(0,z,y)| < Celzo —y|'™, silz —y| > e

Demostracién.
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Si |zo — y| < €, entonces

t—¢(y) — (¢ —y)Ve(y) _
|A_%(III, t)(:l: - y’t - ¢(y))|n

R (zo,z,y) =

Ahora bien, si tomamos, € = t — ¢(zo), y como (z,t) € I'(zq) (es decir
alz — zo| <t — ¢(z0)), tenemos que:

e < It— 8)l+16(y) — #(2)] + [8(z) — #(zo)
< maa(1, M)(jt - ()| + Iy - 2l) + e

Y por ser A una matriz coerciva,

|A™3 (z,t)(x —y,t — d(¥))] > Calle—y*+ (t — ())?)?
> Ca(le—yl+ |t —¢(y)])

> C(M,A,a)e,
con C(M, A,a) = Ca(1 — 2)(maz(1,M))™*. Entonces

|Re(z0,2,y)| < Ce(|t — ¢(o)| + [6(20) — 6(y)| + M|z — y|)

< Ce™(e+ Me+ Me—{—Me)
a

< Cﬁl-n

donde la constante, depende de A, a, y M. Ahora analicemos cuando |zo—y| >
€. En este caso, considerando la definicién de k(zo, y, ), tenemos que:

t—¢(y) —(z—y)Vey)  é(xo) — $(y) — (zo — y)Vé(y)
|43 (z,t)(z — y,t — SWNI*  |A7% (2o, ) (0 — ¥, t — $(y))]"
= k(z,t,y) — k(zo, #(20), $(v))

RC(anxvy) =

= k(z,t,y) — k(zo,t,y) + k(zo, 8, 6(y)) — k(0, $(20), ¢(v))
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Por lo tanto

IRe(zO, z, y)l S Ik(:b‘, ta y) - k(.’l?o, ta y)l + |k($0’ ta ¢(y)) - k(x07 ¢($0), ¢(y))|

IA

|'T - mOHVrk(é[zv-‘co]’ ¢ y)l + It - ¢($0)”atk(x0’ {[t'¢(ro)]a y)'
Ahora bien,

Vok(z,t,y) = Vo)A 3 (z,t)(z - y,t — d(y))| ™"
— n|ATi(z,t)(z -yt — ()| 72"t — d(y) — (z — ¥)V(y)]
x {< A3 (z,t)(z — y,t — $(y)), 0e; A H (2, )(z — ¥, t — B(y)) >4

+A7 (2, t)(z — y,t — (v))}

Como € = €.z € [2,70) = |€ —y| > Caly — 20|, y |t — d(y)| < €+ |¢(20) —
¢(y)| < (14 M)|y — zo|, entonces

IVzk(§t, )l < COMn, ANIE—y™ {1+ [t — d()| + It = d()IIE —y)| 7" + € — 9]}
< C(M\A Mn,a)ly — zo| ™ {1 + |y — zo| + ¢ + diam(Q)}
< CAA M n,a,Q)|y — zo|™
donde X es la constante de elipticidad de A. Por lo tanto
|k($at7 y) - k(l‘o,t, y)' < CII - 1'0”?/ - ‘tol_n < ely - mol—n

De forma analoga podemos ver que

|3gk($0, Z’ y)l < C(Av Alv n,a, Q)"‘CO - y|_"
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y como t — ¢(zo) = € tenemos que :

|Re(zo, z,y)] < €|y —axo|™

a
Lema 10.4
e[l =yl Wldy < Cu f(zo)
u;;l':n— 2 €
donde M f(zo) es la funcion mazimal de Hardy-Littlewood de f.
Demostracion.
€ 20—yl d = 6l—n/ To—Y _n d
L R T () Ty
= = — d
J o 15 ey = o)y
= - — zo)|d
> Lo g 1771 (e = o)l dy
< - 2—nk l—n/ _ 1
B kz=;) ‘ lyl<e2k+1 £y = 2o)ldy
_ = g-nkg(k+1)(n-1) ( gk+1 l—n/ _
Sty [ -
< Mf(zo)2n 1)y 27"
k=0
S Can(i'?o)

62



Bibliografia

[1] A.P. Calderdén, “Lectures Notes on Pseudodifferential Operators and
Boundary Value Problems”. I.A.M., CONICET, Bs. As., 1971.

[2] A.P. Calderén, “Cauchy integrals on Lipschitz curves and related oper-
ators”.Proc.Nat, Acad.Sci. U.S.A.(1977), 1324-1327.

[3] A.P. Calderén, C.P. Calderén, E.B. Fabes, M. Jodeit, N.M. Riviere,
“Applications of the Cauchy integrals on Lipschitz curves ”. Bull. Amer.
Math. Soc. 84, 287-290 (1978).

[4] R.R. Coifman, A. Maclintosh, y Y. Meyer, “L’integral de Cauchy sur les
courbes lipschitziennes”. Ann. of Math. 116, (1982).

[5] R.R. Coifman, G. David, y Y. Meyer, “La solution des Conjectures de
Calderén”. Advances in Math. 48,144-148 (1983).

(6] M. Costabel,“Boundary Integral Opera-
tors on Lipschitz Domains:Elementary Results”, SIAM,J.Math. Anal.,
Vol 19,N3,1988.

[7] E.Fabes, M.Jodeit and N.M.Riviere,“Potential Techniques for Boundary
Value Problems on C*-Domains”, Acta Mathematica, N 141, 1978.

[8] G.B.Folland,“Lectures Notes on Partial Differential Equations”

[9] M. Griiter, K. O. Widman, “The Green function for uniformly elliptic
equations”, Manus. Math. 37 (1984) 303-342.

[10] L. Hormander, “The Analysis of Linear Partial Differential Operators
III”°, Springer-Verlag, 1985.

[11] D.S. Jerison y C. Kenig, “ Boundary value problems on Lipschitz do-
mains”, Studies in Partial Differential Equations, Studies in Mathemat-
ics, Math. Assoc. Amer., Washington

[12] C. Kenig, “Harmonic Analysis Techniques for Second Order Elliptic
Boundary Value Problems”, Regional Confernce Series in Mathematics,

N 83(AMS) , 1994,

[13] O. Ladyzehenskaya, N. Ural’tseva,“Linear and Quasilinear Elliptic Equa-
tions”, Academic Press, 1968.

63



[14] W. Littman, G. Stampacchia, H. Weimberg, “Regular points for elliptic
equations with discontinuous coeflicients”, Ann. Sc. Norm. Sup. Pisa
(1963), 45-79.

[15] Y. Meyer, “Opérateurs de Calderon-Zygmund”, Ondelettes et
Opérateurs 1, Hermann 1990.

[16] Y. Meyer, R.R. Coifman,“Opérateurs multilinéaires”, Ondelettes et
Opérateurs 111, Hermann 1991.

[17) T. Murai, “A Real Variable Method for the Cauchy Transform, and
Analytic Capacity”, Springer-Verlag 1988.

[18] E. Stein “Harmonic Analysis. Real-Variable Methods, Orthogonality,
and Oscillatory Integrals.” Princeton University Press 1993.

[19] A. Torchinsky, “Real-Variable Methods in Harmonic Analysis”, Pure and
Applied Mathematics, Vol.123(Academic Pres,Inc.),1986.

[20] G. Verchota, “Layer Potentials and Regularity for the Dirichlet Prob-
lem for Laplace’s Equation in Lipschitz Domains”, Journal of Functional
Analysis 59,572-611 (1984)

64



