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Prefacio
Esta tesis es el resultado de poco más de tres años de investigación, desarrollada en el 

Departamento de Física de la Universidad Nacional de La Plata y, en un periodo de cinco 
meses, en el Astronomy Centre de la Universidad de Sussex en el Reino Unido. El tema de 
la misma es la influencia de la teoría de la gravitación en modelos cosmológicos y objetos 
astrofísicos, con particular atención a las teorías escalares tensoriales. Estas teorías, véase la 
Introducción, son la alternativa más seria al modelo standard y constituyen formas viables para 
describir los fenómenos gravitatorios.

Hemos intentado escribir esta tesis en forma autocontenida. Esto significa que, aunque se 
suponen conocidos algunos conceptos y prácticas operativas de la Relatividad General y también 
algunos aspectos observacionales, en cada capítulo introducimos los elementos fundamentales 
para que puedan seguirse, tanto las ideas como los cálculos, en forma efectiva. Las nociones 
de base de las teorías escalares tensoriales se discuten en una introducción general (Capítulo 1) que da cuenta de las herramientas que se usarán a lo largo de la tesis. Todos los capítulos 
tienen además una introducción al tema particular que pone en evidencia el status actual de las 
investigaciones y da un marco de referencia para analizar los resultados originales. También en 
cada capítulo se dan las conclusiones a las que el estudio conduce. Es por esto que, a modo de 
síntesis, la tesis cuenta con un breve Epilogo y no con un capítulo general de conclusiones.

La tesis está basada en una serie de artículos publicados en revistas internacionales con 
referato y en proceedings de congresos; véase los agradecimientos. Las publicaciones en revistas 
son las Refs. [80, 81, 82, 124, 168, 169, 241, 293, 357, 381]. Actualmente en referato (a la 
fecha de la firma en los Agradecimientos) se encuentran las Refs. [242, 292, 382]. Las trabajos 
publicados en proceedings son [243, 358]. Otros trabajos a los que se hace mención en la tesis 
pero sobre los que no se discute en detalle son [14, 209, 210, 211, 277, 391].

Las unidades que se utilizan en la tesis son en general tales que h = c = 1. Esto hace que
las densidades de masa y de energía sean intercambiables. Además se utilizará G =  1, que con 
la convención anterior es G = Mpj2. Cualquier modificación a esta convención será aclarada 
convenientemente. Los factores de conversión son recordados en el apéndice. La signatura del 
tensor métrico es (-,+ ,+ ,+) y otras convenciones siguen, a menos que se señale explícitamente, 
al libro de Landau y Lifshitz [1] sobre teoría de campos.

El idioma en que esta escrita la tesis es el castellano, pero hemos tratado de respetar esto de
manera eficiente. Esto significa que no hemos traducido palabras cuya significado conceptual 
y su aceptación convencional es clara en inglés u otros idiomas. Por ejemplo, wormhole no 
es traducida como agujero de gusano, o gamma ray burst no lo es como explosiones de rayos 
gamma. Hemos optado por presentar las palabras en caracteres itálicos y luego simplemente 
utilizarlas como parte del lenguaje usual.

Finalmente, notemos que para hacer la presentación más clara, hemos adaptado los siguientes 
gráficos de sus respectivas referencias originales: Fig. 4.1 de la Ref. [177]; Fig. 5.5 de [245]; 
Fig. 6.4 de [330] y Figs. 7.1, 7.2 y 7.3 de [363].
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Capítulo 1 
Introducción

Donde se visita el scriptorium, y  se conocen 
estudiosos9 copistas y  rubricantes.

Umberto Eco 
El nombre de la rosa

1.1 Algunos comentarios históricos
Las primeras ideas relacionadas con teorías alternativas de gravitación, en especial con aque­

llas que se estudiarán en esta tesis, son las referentes a la naturaleza del espacio [2]. En mecánica 
Newtoniana, se supone la existencia de un espacio físico absoluto, caracterizado por una geome­
tría Euclidiana, con respecto al cual se define el movimiento. El concepto de sistema inercial es 
relativo a este espacio, y serán aquellos sistemas que se encuentren en reposo o en movimiento 
uniforme con respecto a él. Sin embargo, algunas objeciones de caracter filosófico aparecieron 
en contra de la existencia de un espacio con propiedades independientes de la materia que lo 
habita. Ya Berkeley [3] señalaba que su opinión es que no puede existir el movimiento si no es 
relativo. Y agregaba luego que para concebir el movimiento se precisa que haya por los menos 
dos cuerpos cuyas distancias relativas experimenten variación. Si solo existiera un cuerpo sería 
imposible que se moviera. Mach [4] fue el primero en intentar dar una interpretación física a 
estas ideas, postulando que las fuerzas inerciales observadas localmente en sistemas acelerados 
deberían interpretarse como efectos gravitacionales con origen en la distribución de materia. 
La afirmación de que los efectos inerciales dependen de la interacción mutua de la materia es 
conocida como principio de Mach. En cierto sentido, el principio de Mach está muy relacionado 
con el principio de equivalencia de la Relatividad General [5]. Sin embargo, como Einstein 
mismo reconoció, su teoría no contiene en forma exacta estas ideas. La geometría del espacio, 
que es afectada por la distribución de masas, no está únicamente determinada por ésta, i.e. no 
hay un mecanismo dentro de la teoría que permita eliminar las soluciones de vacío.

A pesar de no tener una teoría relativista de campo, Dirac [6] comenzó a pensar que una de 
las formas de incorporar las ideas de Mach a la gravitación era a través de una variación de la 
constante de Newton. Incidentalmente, también encontró una serie de coincidencias numéricas 
para las razones de las constantes fundamentales relacionadas con la micro y macrofísica. Estas 
habían sido señaladas tiempo atrás por otros, especialmente por Eddington [7], pero Dirac fue 
el primero en intentar darle una interpretación física basada en una teoría subyacente. Esta 
la resumió en la hipótesis de los grandes números [8]: Cualquiera dos de los grandes números 
adimensionales que ocurren en la naturaleza están conectados por una relación matemática 
simple, en la cual los coeficientes son de orden 1. Ejemplos de estos grandes números son la
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razón entre la edad del universo y un tiempo atómico característico Ni = to/(e2 /m ec3) ~  6 x 1039 
o entre la fuerza eléctrica y gravitatoria entre el protón y el electrón iV2 =  e2 /G m pm e ~
2.3 x 1039. Aquí, G es la constante de gravitación, mp es la masa del protón, m e la masa del 
electrón, e su carga y t0 la edad del universo. Debido a que Dirac introdujo un factor dependiente 
del tiempo (¿o) entre sus combinaciones de parámetros fundamentales, la hipótesis de los grandes 
números tiene variadas consecuencias. Cualquier magnitud proporcional a Ni también debe 
reflejar esta variación: todos los números de orden (1039)n deben variar como tn y son grandes 
porque el universo es viejo. Ya que admitir que rap, me o e implicaría una gran reforma a una 
bien testeada microfísica, Dirac subscribió a una variación temporal de G. Por consistencia con 
la hipótesis de Dirac, la gravitación debe hacerse más débil con el paso del tiempo, en la forma 
G oc í -1. Esto generó todo un modelo cosmológico cuyas consecuencias observables pueden ser 
analizadas, véase por ejemplo la Ref. [9]. Además de su dudosa fundamentación teórica, entre 
sus problemas prácticos, la cosmología de Dirac conduce a una edad del universo menor que la 
edad geológica de la Tierra [10].

Otras teorías de gravitación, particularmente propuestas por Sciama [11] y Whitrow y Ran- 
dall [12], han intentado sin éxito acercarse aún más a la visión del espacio-tiempo de Mach. En 
general, cuando se las compara con la elegancia formal y el poder predictivo de la Relatividad 
General, todos estos formalismos preliminares palidecen. En éstas, y en general a partir de 
argumentos dimensionales simples [13], o de la hipótesis de los grandes números, la suposición 
de validez del principio de Mach implica que la constante de gravitación G está relacionada 
con la distribución de masa en un universo en expansión uniforme por medio de la relación 
G M /R  ~  1, donde M  es la masa finita contenida en una esfera de radio igual al del universo 
causalmente conectado. Esto también sugiere una variación temporal de G . 1

El próximo gran avance en la consolidación de teorías alternativas de gravitación fue dado 
por el desarrollo de las ideas tendientes a unificar la gravitación con el electromagnetismo, tarea 
esencialmente asociada a los nombres de Kaluza y Klein. La idea básica de Kaluza-Klein es 
realizar un embedding del potencial electromagnético en la misma métrica, mediante un número 
mayor de dimensiones. Desde el punto de vista de esta tesis, las teorías de Kaluza-Klein son 
históricamente importantes porque introdujeron un nuevo campo escalar [15, 16, 17]. Aunque 
discutiremos sobre estas teorías en partes del Capítulo 4, no las analizaremos con mayor detalle 
en esta tesis.

Jordán [18] fue uno de los primeros en interesarse en el nuevo campo escalar de las teorías 
de Kaluza-Klein y en su posible rol como constante gravitacional generalizada. Poco tiempo 
después, Robert Dicke y Cari Brans [19] arrivaron a la primera teoría relativista de campo 
basada en la existencia de un campo escalar en un espacio-tiempo Riemanniano. Esta teoría 
iba a resistir más de cuarenta años de experimentos y observaciones y a convertirse en la 
alternativa más seria del modelo standard. Brans y Dicke estaban especialmente motivados por 
introducir una teoría de gravitación acorde al principio de Mach, y buscaban un mecanismo 
teórico para generar las fuerzas inerciales que eran experimentadas durante la aceleración de un 
sistema de referencia. Así, las fuerzas gravitatorias en el marco de la teoría deberían depender de 
la posición en el espacio-tiempo. En notación usual, tales teorías introducen un campo escalar, 
cf). que juega, localmente, el rol de la inversa de la constante de Newton. Una motivación para 
que sea la inversa G~l y no G el parámetro directamente asociado con </> -aunque esto puede 
asumirse como una cuestión de interpretación- aparece de la siguiente manera. A partir de 
la relación G M /R  ~  1, y si la teoría fuera lineal -algo que nadie espera-, se tendría que la 
suma de cada una de las contribuciones de las masas causalmente conectada otorgaría un valor

1Un estudio analítico de la relación anterior en el marco de la teoría de Brans-Dicke fue publicado en la Ref.
[14]-
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2 A lo largo de esta tesis nos referiremos a ella simplemente como la acción de Brans-Dicke.

3

La utilización del principio variacional respecto a las dos variables dmamicas de la teoría 
y <j>) conduce a las ecuaciones de campo. Por completitud, y aunque volveremos a ellas 

repetidas veces en esta tesis, las introduciremos aquí,

Sumando todos los términos, se llega a la acción de Jordan-Brans-Dicke2,

pero generaría que el parámetro u> tuviera que tener dimensiones (como las de G). Como parece 
razonable requerir que toda constante de acoplamiento (en este caso, entre la métrica y el campo 
escalar) sea adimensional, se introduce

Aparte de esto, hay pocas restricciones sobre C<¡,. La elección standard para un campo escalar
es,

El requerimiento usual de que las ecuaciones de campo sean de segundo orden conduce a que

donde <f> =  l /G  y se ha tenido en cuenta el principio variacional. De esta forma, se han mante­
nido las ecuaciones de las geodésicas para partículas de prueba, y el principio de equivalencia 
débil, algo sobre lo que volveremos en detalle más adelante. Como ya hemos anticipado, es 
necesario que aparezca una ecuación de campo para 0, por lo que debe agregarse una acción 
adicional,

donde Cm (Sm) es la densidad lagrangiana (acción) de materia y i? el escalar de curvatura. 
Siguiendo el proceso de Brans y Dicke, se aislará a G del término de materia, dividiendo,

G-1 ~  J2t(mi/r tc2). Así, sería la recíproca de G el parámetro determinado localmente y la idea 
era entonces que ésta satisfaciera una ecuación de campo con la materia como fuente. En el 
lagrangiano usual de la Relatividad General, G multiplica en forma directa el término de materia. 
Pero si ahora G es variable en el espacio-tiempo, encontraríamos cambios en el comportamiento 
local de la materia. Consecuentemente, con el objeto de preservar las leyes locales, se deben 
hacer ciertas modificaciones sobre la acción de la Relatividad General. Comenzemos por escribir 
esta acción,

(1.1)

(1.2)

( 1 . 3 )

( 1 . 4 )

( 1 . 5 )

(1.6)

( 1 . 7 )



donde Gaß =  Raß — (1 /fygaßR es el tensor de Einstein, con Raß el tensor de Ricci y R e \ escalar 
de curvatura. En (1.8), T™ß son las componentes del tensor de energía-impulso de la materia 
derivada de su propio lagrangiano Cm en la manera usual,

dx»
El lado izquierdo de (1.8) es el usual de la Relatividad General multiplicado por el campo </>. 
De los segundos dos términos del lado derecho, el primero es el correspondiente al tensor de 
energía-impulso del campo escalar con lagrangiano y el último proviene de la existencia en 
R  de derivadas segndas de la métrica y del proceso de integración por partes. La ecuación (1.8) 
puede reescribirse como,

definiendo t^p como todos aquellos términos asociados al campo escalar del lado derecho de (1.8). 
Esta forma sugiere que 1 /<f) actúa como constante gravitatoria generalizada, y que ambos, el 
campo escalar y los términos de materia sirven como fuente para la métrica. El rol de (j> sobre 
la materia y la métrica será discutido en detalle a lo largo de esta introducción.

Un paso adicional en la generalización de la acción fue dado por Bergmann [20], Nord- 
vedt [21] y Wagoner [22], quienes consideraron una función arbitraria Aunque durante
breve tiempo, estas teorías fueron conocidas como BWN, son ahora llamadas teorías escalares 
tensoriales. Luego, la teoría de Brans-Dicke es el ejemplo más simple del formalismo escalar 
tensorial. También es posible considerar una función potencial para <f> en que cumple el 
rol de constante cosmológica generalizada. Diferentes extensiones de £$ serán estudiadas más 
adelante en esta tesis.

A continuación, y antes de analizar el status observacional y experimental de la variación de 
G. veremos varios aspectos técnicos que nos servirán de base para el estudio práctico de estas 
teorías. Mayores comentarios históricos pueden obtenerse de las Refs. [2, 8].

1.2 Aspectos técnicos
1.2.1 El significado de ω(ϕ)

Comentaremos ahora brevemente sobre el significado del acoplamiento ω(ϕ). Lo primero
a tener en cuenta aquí es que la función ω(ϕ) no está definida a priori. No hay nada, en el
momento de introducir la teoría, que haga suponer alguna forma especial o valor particular de 
lü. Es así que el acoplamiento es un parámetro libre que debe ajustarse para que la evidencia 
observacional y experimental no esté en contradicción con las predicciones de la teoría.

A partir de las ecuaciones de campo, es posible utilizar la contracción de (1.8) en (1.9) para 
obtener la ecuación para <j> en una forma más operativa,

2w((̂ >) -)- 3
donde T  es la traza del tensor de energía-impulso de la materia. Utilizando esta forma de la 
ecuación y el límite débil, sobre el que discutiremos en la sección referente al status observacio­
nal, se puede ver que cuando uj tiende a infinito, el acoplamiento entre la métrica y el campo
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crece hasta hacerse universal, y es compatible con una solución <f> =constante. De (1.12), es 
aparente que para un valor de T  finito, Ocf> = 0(1 /lo) para lo —>• oo y de allí, <j> ~  4>q -f 0 ( \ /u ) .  
Sin embargo, algunos casos de interés han sido señalados en el que las soluciones de la teoría 
de Brans-Dicke no tienden a las de Relatividad General en el límite de grandes lo. El primer 
ejemplo fue citado por Romero y Barros [23], en el caso de vacío de un universo de Friedmann- 
Robertson-Walker. La solución cosmológica fue dada por O'Hanloon y Tupper [24] y en el 
límite lo —y oo conduce a <j> =  constante + 0 (1 /^/lo). Con esta solución, las ecuaciones (1.8) y 
(1.9) tienen una contribución no trivial del campo escalar y la situación se hace diferente del 
caso standard. Otros ejemplos fueron dados por Banerjee y Sen [25], nuevamente por Romero y 
Barros [26] y otros. En todos ellos, el comportamiento del escalar es 4> =  constante +  0 (1 /y/u) 
en lugar de 4> =  constante + 0(1 /ui) y tienen en común que T  =  0. Recientemente, Faraoni 
[27] utilizó técnicas de transformaciones conformes, que introducimos más abajo, para dar el 
comportamiento asintótico de <f> en todos los casos en que la traza del tensor de energía-impulso 
es nula, probando el orden de magnitud señalado anteriormente.

Luego, el significado de Lo(<f)) es otorgar el grado de acoplamiento entre la métrica y el campo 
escalar. Para contenidos de materia con T /  0, cuanto mayor es lo más se parece la teoría a 
la Relatividad General. Para T  = 0, la teoría puede mostrar difrerencias con el caso standard 
aún en el límite lo oo.

1.2.2 El principio de equivalencia
Poco hace falta señalar para notar la importancia del principio de equivalencia en la teoría 

de gravitación. Es prudente entonces decir unas palabras acerca de éste y de su relación con las 
ideas introducidas anteriormente.

Newton, en los primeros párrafos de sus Principia, demandaba que la masa de un cuerpo 
(propiedad que mide la respuesta a una fuerza aplicada), debía ser igual al peso (propiedad que 
mide la respuesta a la fuerza de gravitación). Bondi [28] parece haber sido el primero en acuñar 
las palabras masa gravitacional y masa inercial refiriéndose a la segunda ley de Newton,

F =  m¿a, F =  mg g, (1-13)
donde g es una aceleración gravitacional. El principio de equivalencia de Newton es, luego, 
ñu — mg. Esto se traduce en el principio de equivalencia débil (PED), todos los cuerpos 
caen en un campo gravitacional con la misma aceleración, sin importar su masa. Einstein, se 
dió cuenta que si todos los cuerpos caen con la misma aceleración, para un obervador en caída 
libre en el mismo campo gravitacional, los cuerpos no debían experimentar aceleración alguna y 
entonces, se comportarían como si la gravedad no existiera. La genialidad de Einstein lo llevó a 
postular que no sólo las leyes de la mecánica deberían comportarse en ese modo sino todas 
las leyes de la física, incluyendo las del electromagnetismo. Este nuevo principio se denomina 
equivalencia de Einstein (PEE).

En términos más precisos, el PED establece que si una partícula de prueba -sin carga y 
no autogravitante- se coloca en un punto del espacio-tiempo, y se le otorga una dada velocidad 
inicial, la trayectoria subsiguiente será independiente de la estrucutura interna y composición. 
Asimismo, el PEE establece que 1) PED es válido, 2) el resultado de cualquier experimento 
no gravitacional es independiente de la velocidad del laboratorio y 3) el resultado de cualquier 
experimento no gravitacional es independiente de cuándo y dónde el experimento es realizado. 
La validez del PEE requiere que todo campo no gravitacional y toda partícula esté acoplada de 
la misma forma a una estructura geométrica, la métrica del espacio-tiempo. De hecho, el PEE 
conduce a que la gravitación sea un fenómeno geométrico y que la teoría que la describa deba 
ser una teoría métrica. En ellas, las partículas de prueba siguen las geodésicas de la variedad y
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en sistemas localmente Lorentzianos, las leyes no gravitacionales son aquellas de la Relatividad 
Especial. La teoría de la Relatividad General es una teoría métrica y también lo es la teoría de 
Brans-Dicke, ya que aunque existe en ella un nuevo campo gravitacional (cf>), éste no se acopla 
a la materia y sólo cumple con el rol de mediar en el método según el cual la materia genera la 
geometría (g^„). Una vez determinada ésta, la materia sólo responde a la métrica de acuerdo 
con el PEE. Veremos esto con más detalle.

Las ecuaciones de movimiento del contenido de materia se derivan del principio de mínima 
acción. Consideremos entonces la acción de la materia,

El tensor g'^1' es función de x ' mientras que el tensor g,lu lo es de las viejas coordenadas x. 
Para que todos los términos se expresen en función de las mismas variables, desarrollamos 
g,fiU(xa -\-£a) en potencias de £, despreciando términos de orden superior al lineal. Esto conduce 
a,

6

donde Cm depende en general de campos no gravitacionales qA y sus derivadas y de la métrica. 
Ya que la acción es invariante, realizamos por conveniencia una transformación infinitesimal de 
coordenadas,

La métrica se ve modificada según,

Si asumimos que los campos de materia cambian de acuerdo a,

donde v son funciones de xa, Cm cambia según,

Substituyendo los resultados anteriores, integrando por partes y despreciando divergencias to­
tales, se obtiene

Aquí, §j£m / Sqa es la derivada variacional, definida por



Entonces, la anulación de la divergencia covariante del tensor de energía-impulso es una con­
secuencia de las ecuaciones de movimiento de la materia. Estas, de acuerdo al principio de 
equivalencia, sólo dependen de la métrica. Entonces, toda teoría que respete la ecuación (1.23) 
mantendrá la forma de las ecuaciones de movimiento de los campos no gravitacionales. En la 
teoría de Brans-Dicke, entonces, el principio de equivalencia es respetado y la diferencia con la 
Relatividad General surge sólo en las ecuaciones que determinan la métrica, y no en las ecua­
ciones de movimiento en una métrica dada. La anulación de en la teoría de Brans-Dicke, y 
en general en toda teoría escalar tensorial, puede comprobarse a partir de argumentos intuitivos 
o de cálculo formal. Para lo primero, sólo es necesario observar que la forma de acción de los 
campos no gravitacionales es idéntica a la de la Relatividad General, el campo no está acoplado 
a la materia. Para lo segundo, un cálculo directo de la derivada covariante de la ecuación (1.8) 
muestra que

En este sentido, la teoría no es una construcción al azar: el requerimiento anterior es suficiente 
para determinar t^u . Para esta forma inusual de introducir estas teorías véase la Ref. [10].

Ambas teorías, la de Einsten y la de Brans-Dicke son, además, puramente dinámicas. Esto 
es, sus campos gravitacionales tienen una evolución determinada por ecuaciones diferenciales 
parciales en las que el comportamiento de un campo (sólo uno en Relatividad General y dos en 
el caso de Brans-Dicke) está en general acoplado al de los otros campos de la teoría. No hay 
una geometría a priori, sino que esta se obtiene como solución de las ecuaciones de movimiento.

Para aclarar las diferencias entre distintas teorías relativistas de gravitación es que haremos 
uso de un nuevo principio de equivalencia. Consideremos un sistema en caída libre en cualquier 
teoría métrica de la gravitación, de forma que el sistema sea lo suficientemente grande como 
para contener materia gravitante (un planeta, por ejemplo) y sus campos gravitacionales aso­
ciados. Para determinar el comportamiento de este sistema se debe calcular la métrica, y para 
ésto, se debe calcular primero las condiciones de contorno: el comportamiento de los campos 
gravitacionales lejos del sistema. Luego, se resolverá en el entorno del sistema local. Como el 
ambiente en el cual reside el sistema local puede influir a través de las condiciones de contorno, 
los resultados de los experimentos gravitacionales pueden depender de la ubicación respecto 
a este campo externo. Los experimentos que no sean gravitacionales, sin embargo, no serán 
afectados, ya que se acoplan sólo a la métrica, que puede hacerse localemente Minkowskiana. 
Pero por ejemplo en el caso de Brans-Dicke, el valor asintótico de (f) puede variar de punto a 
punto y los experimentos gravitacionales podrían no tener resultados invariantes. Estas ideas 
se resumen en el principio de equivalencia fuerte (PEF) que establece que 1) el PED es váli­
do no solo para partículas de prueba sino además para cualquier objeto autogravitante, 2) el 
resultado de cualquier experimento es independiente de la velocidad del laboratorio y 3) el resul­
tado de cualquier experimento es independiente de cuándo y dónde el experimento es realizado. 
Las diferencias entre el PEE y el PEF es la inclusión en este último de cuerpos con energías 
autogravitantes no despreciables y de experimentos que involucran leyes gravitacionales.
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Hemos visto entonces que, como se usa en relatividad general, el principio de equivalencia es 
más que la suposición de la equivalencia local de la fuerza gravitacional y la aceleración, o PED. 
También asume que que todas las leyes de la física, incluyendo su contenido numérico en forma 
de constantes fundamentales, observadas en un laboratorio en caída libre, son independientes de 
la posición en el espacio-tiempo. El hecho de estudiar teorías que contienen variación de G es 
una indicación de que este principio no es más válido. Sin embargo, debe notarse que es el PED, 
y no el PEF, el que obtiene verificación experimental, por ejemplo con el método de Eótvós. 
Para una revisión del status experimental actual de los tests del principio de equivalencia véase 
el reciente trabajo de Vucetich [29] y el libro de Will [30].

1.2.3 El Einstein frame de la teoría
Analizaremos ahora el efecto de una transformación conforme y del campo escalar sobre 

la acción de Brans-Dicke. Intentaremos escribir el lagrangiano generalizado en la forma de 
la acción de Einstein más un término de materia dado por otro campo escalar mínimamente 
acoplado. Esta idea fue tempranamente introducida por Dicke [31], y es popular en conexión 
con teorías con mayor número de dimensiones y de orden. En teorías escalares tensoriales fue 
aplicada por Bergmann y Wagoner y utilizada infinidad de veces para la búsqueda de soluciones 
analíticas (véase por ejemplo, [32, 33, 34, 35]).

Consideremos la transformación,

donde (j>o es una constante introducida para hacer la transformación adimensional. En lo que 
sigue asumiremos que <f> es en sí misma adimensional y que <f>o = 1 (esta es la elección usual a lo 
largo de la tesis, véase el Prefacio). Utilizando la métrica transformada, es posible generar todos 
los objetos geométricos de la teoría: el escalar de curvatura, el tensor de Ricci y otros. Además, 
es posible utilizar las bien conocidas relaciones entre los objetos transformados y aquellos en el 
sistema original [36]. Una vez hecho esto, sobre lo que daremos detalles en el próximo capítulo, 
se obtiene la acción en el nuevo sistema

La acción para los términos de materia se ha transformado como,

para llegar finalmente a la expresión de la acción

Se ha recuperado la acción de la Relatividad General más la de un campo escalar con lagrangiano 
C^. Si escribimos las ecuaciones de Einstein en el sistema transformado obtenemos,
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Ahora, es posible definir un nuevo campo escalar, dado por



mientras que el nuevo tensor de energía-impulso satisface,

Es posible ver que cuando la traza del tensor de energía-impulso de los campos de materia 
originales se anula (por ejemplo en los casos de vacío o radiación), hay una equivalencia completa 
entre los dos sistemas. Sin embargo, en todos los otros casos, la materia está acoplada al campo 
escalar en el Einstein frame; aparece una interacción con el fluido escalar. Esto significa que las 
partículas de prueba ya no seguirán las geodésicas del espacio-tiempo; esto puede entenderse 
como una variación en sus masas con la constante de gravitación, constante [31]. Así, puede 
pensarse que el principio de equivalencia es violado, pero si consideramos que el campo escalar es 
también fuente de las ecuaciones de Einstein, esta conclusión parece discutible [37, 35]. Como 
existe un tensor de energía-impulso total, que tiene en cuenta también el aporte del campo 
escalar, podemos pensar que éste es el verdadero T ^ , de forma que el principio de equivalencia 
se respeta y la ecuación (1.32) es consecuencia sólo de que estamos separando en forma espúrea 
los componentes de Cm y C^.

A modo de resumen señalemos entonces que existe una manera de simplificar el lagrangiano 
gravitacional de las teorías escalares tensoriales y llevarlo a la forma del de la Relatividad 
General. Esto se logra por medio de la utilización de una transformación conforme. El precio 
que debe pagarse es que el lagrangiano de materia se complica y en particular, que la energía de 
los campos de materia originales ya no se conserva, a menos que su tensor de energía-impulso 
tuviera traza nula. En general, solamente se conserva la energía total, suma de los aportes del 
nuevo campo escalar mínimamente acoplado y la materia original.

La equivalencia conforme entre las teorías escalares tensoriales y la Relatividad General más 
un campo escalar es una herramienta conocida para obtener soluciones analíticas, utilizando los 
resultados existentes en el marco de la gravitación de Einstein. Pero además, durante los últimos 
años, ha habido mucha discusión sobre cual de los dos sistemas debe considerarse como físico 
[38]. Para constestar esto, la forma más inteligente parece la propuesta por Wands y otros [35] 
y se basa en definir a priori qué características físicas deseamos para la métrica. Hemos visto 
que la diferencia fundamental entre los dos sistemas es la forma del lagrangiano de materia. 
Luego, si deseamos considerar partículas de prueba con masa fija, es el lagrangiano en la forma 
de Jordán el que debe considerarse como físico. En general, si se define un tensor de energía- 
impulso en el frame de Jordán, y se considera que la aparición de la interacción con el fluido 
escalar en el frame de Einstein no es física, el frame de Einsitein no es físico. Debe notarse, 
sin embargo, que la equivalencia conforme entre las dos métricas no es solo una equivalencia 
dinámica que produce el mismo conjunto de ecuaciones de campo, sino una identificación de 
la acción. Esto hace que la diferencia esté, finalmente, sólo en la elección de variables: que 
experimento sería capaz de distinguir, al márgen de suposiciones a priori, si es la constante de 
gravitación o las masas de las partículas fundamentales el parámetro que experimenta variación 
es algo aún no aclarado [39].

En esta tesis se trabajará esencialmente en el frame de Jordán, i.e. con la acción original de 
Brans-Dicke, y sólo como herramienta utilizaremos el frame de Einstein. Es en el sistema original 
en el que se encuentra más clara la motivación y las diferencias con el modelo standard. Mi 
opinión es que la discusión (a veces filosófica y muchas veces pasional) sobre cual de los sistemas 
es el físico debe dejarse a un lado hasta que no hayamos encontrado evidencias inquebrantables 
de que la teoría de gravitación no es sólo tensorial.

9



1.2.4 Teorías de unficación y límite de bajas energías
Algo que ha aumentado notablemente el interés en teorías escalares tensoriales es que apa­

recen como límite de bajas energías en (intentos) de teorías de gran unificación. La idea es que 
la teoría de gravitación, en particular la Relatividad General, aparezca como límite de bajas 
energías y bajas curvaturas del espacio-tiempo en un formalismo que la unifique con la teoría 
cuántica de campos. Sin embargo, casi todos los intentos de gran unificación, en particular 
la teoría de cuerdas, otorgan campos escalares acoplados a la curvatura como en la acción de 
Brans-Dicke [40]. Esto hace que aunque la Relatividad General sea una solución particular de la 
teoría de gravitación a bajas energías, conforme un conjunto de medida nula entre todas las po­
sibilidades. Inclusive se ha señalado que la teoría de gravitación a bajas energías es consistente 
con un acoplamiento lo  = —1 [41, 42] de la teoría de Brans-Dicke. Esto también aumentó el 
estudio de los modelos en que u> es una función variable en el tiempo con el objeto de poder 
así cumplir con los tests débiles de gravitación en la época actual. No estudiaremos en detalle 
la aparición de la gravitación escalar tensorial como límites de estas teorías, pero referimos al 
lector interesado a la Ref. [43] y a modo de resumen a la Ref. [44].

En las teorías del universo temprano, se supone usualmente que sólo un campo escalar 
gobierna la evolución de las ecuaciones y que el resto de los escalares (si los hubiera) juegan 
un rol subdomina También podría suceder que todos los campos contribuyan igualmente a 
la dinámica. Tales escalares adicionales podrían aparecer en teorías tipo Kaluza-Klein [45] o 
cosmologías multidimensionales [46]. De hecho, existen teorías que predicen un gran número de 
escalares, por ejemplo 70 campos contribuyen en la acción de la Refs. [47, 48]. En un marco 
cosmológico, múltiples campos escalares acoplados a la curvatura fueron analizados por Berkin 
y Hellings [49] (véase también [50]), quienes analizaron la acción

1 0

Aquí, además del significado usual de i? y del lagrangiano de materia, £ m, <f> es un campo 
escalar de N  componentes y G a b  describe el acoplamiento cinético entre los campos. Para 
encontrar soluciones cosmológicas, Berkin y Hellings asumieron que

donde f c y Fab son constantes. Esta forma es una generalización del caso no mínimamente 
acoplado a múltiples campos.

1.3 El status observacional
Iniciamos ahora el análisis de la cuestión crucial de comparar las prediciones de las teorías 

escalares tensoriales con las observaciones. Uno de los aspectos fundamentales de las teorías en 
consideración es que ellas predicen una variación (temporal en el caso cosmológico) de G. En 
la Tabla 1.1 se presentan algunos de los límites actuales sobre G /G , que conducen en general a 
variaciones menores que 10-11 o 10-12yr-1. Algunas de estas cotas deben tomarse con cuidado. 
Por ejemplo, movimientos propios en los púlsares o un mayor conocimiento del cinturón de as­
teroides podrían afectar los números señalados. Asimismo, otros, como aquel de nucleosíntesis, 
son fuertemente dependientes del modelo teórico. Sobre esto volveremos más adelante en esta 
tesis. Por último, variaciones conjuntas de varias de las constantes fundamentales hacen los 
límites aún más inciertos [51].

La mayor parte de la evidencia para testear teorías de gravitación proviene de experimentos 
en el sistema solar, donde los efectos post-Newtonianos encontrados en cada teoría pueden ser



Tabla 1 .1 : Algunas cotas sobre G/G  [yr -1].

comparados. Los efectos post-Newtonianos se estiman del análisis de la teoría en situaciones 
donde el campo gravitacional es débil, i.e. la métrica puede describirse como una leve pertur­
bación al espacio Minkowskiano g ^  = r/^ + /iM¡/ y las velocidades de los cuerpos son mucho 
menores que c [30]. Este límite no es adecuado para estudiar fenómenos de radiación gravita­
cional, objetos compactos (donde no sea válida la suposición de campos débiles) o cosmología, 
donde deben hacerse suposiciones completamente diferentes.

Todos estos tests tienden, en el caso escalar tensorial, a fijar valores posibles del acoplamiento 
ok Sin embargo, estos tipo de experimentos sólo pueden acotar el acoplamiento en tiempos 
cósmicos recientes, pudiendo éste variar hacia el pasado cosmológico en forma apreciable. Este 
análisis fue mejorado notablemente al introducir una serie de parámetros adimensionales que 
caracterizan la desviación de la Relatividad General de cualquier teoría, el formalismo PPN 
[30, 29].

En el límite débil, Nordvedt [21] encontró una expresión para el valor observado de la 
constante gravitacional efectiva que surge en teorías escalares tensoriales,

Esto conduce a,

Los límites observacionales anteriores, junto con la deflección de la luz por el sol, la tasa de 
variación del perihelio de Mercurio, el efecto Nordvedt, etc., implican que si u  —>■ oo y ww-3 —> 0 
cuando í —̂ oo, las predicciones en el límite débil acordarán bien con los valores estándares. 
En particular, se necesita que para tiempos cósmicos recientes, |u;| > 500 [67]. Sin embargo, 
esto no precluye que la teoría pueda tener desviaciones notorias con la Relatividad General 
para tiempos cosmológicos tempranos; es allí donde teorías con u>(<f>) se hacen especialmente 
interesantes. Como veremos, los modelos cosmológicos son sensibles a la aparición de <j>. Nuevos
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escenarios de inflación hacen uso de este campo sin necesidad de constante cosmológica u de 
otros inflatones y el proceso de nucleosíntesis también se ve modificado. Lo mismo sucede 
con objetos astrofísicos, que son sensibles aún a una variación lenta en G ocurrida durante las 
últimas etapas de la evolución del universo.

Entre los test fuertes de las teorías de gravitación, es decir, aquellos que hacen uso de las 
predicciones exactas de cada teoría, uno de los más importantes es el referente a la emisión 
de ondas gravitacionales por sistemas binarios [68]. Los sistemas binarios que emiten ondas 
gravitacionales están formados por objetos compactos: estrellas de neutrones que presentan 
fuertes campos gravitacionales. Las hipótesis del formalismo PPN sólo son válidas en la región 
interobjeto, mientras que en el interior de los mismos es necesario resolver las ecuaciones de 
campo de la teoría completa [29]. Las características de la radiación en ondas gravitacionales 
(velocidad, polarización, etc) junto con el conocimiento de la estructura y el movimiento de 
objetos compactos en distintas teorías de gravitación hace que esta sea una nueva y fructífera 
arena de prueba, especialmente cunado las nuevas tecnologías de detección planeadas para el 
próximo milenio estén operativas, LIGO en los Estados Unidos y VIRGO en Europa [69]. Un 
caso notorio fue el de la detección del púlsar binario PSR1913+16, en el que por primera vez 
se midió el decaimiento de la órbita y el aumento del periodo, de acuerdo a las predicciones 
de la teoría de la Relatividad General [30]. Estas mismas observaciones sirvieron asimismo 
para testear otras teorías alternativas, determinando que la desviación del modelo standard 
no puede ser mayor a unos pocos por cientos. La detección directa de ondas gravitacionales 
posibilitará estudiar la evolución de la fase de la onda y transformar esto en un nuevo test fuerte 
de la teoría: en teorías escalares tensoriales, los sistemas pueden perder energía por medio de 
la emisión de ondas escalares además de la radiación cuarupolar [30, 70]. Otros test fuertes, 
algunos de los cuales son más dependientes del modelos cosmológico asumido (como aquellos 
de inflación), están comentados en la reciente Ref. [71]. Véase también la tesis de Wands [39].

1.4 Sobre esta tesis
Habiéndo recorrido hasta aquí algunos de los elementos fundamentales de las teorías escalares 

tensoriales especificaremos ahora los objetivos y contenidos de esta tesis.
Queremos estudiar con el mayor detalle posible distintos escenarios cosmológicos de estas 

teorías, analizando métodos que permitan el cálculo de soluciones analíticas y verificando la 
influencia de éstas sobre las predicciones físicas de la teoría. Mantendremos el interés en com­
parar con los resultados del modelo standar (Relatividad General) para buscar diferencias que 
nos ayuden a definir cuál es la teoría de gravitación que mejor describe la realidad. Analizare­
mos si existe la posibilidad de obtener las mismas estructuras (auqellas que observan un alto 
grado de dependencia con la teoría de gravitación) en este escenario.3 Nos intereserá estudiar 
también, -a  manera de primera aproximación- algunas de las consecuencias astrofísicas de una 
variación temporal de la constante de Newton. Por último, en la interfase de la cosmología y 
la astrofísica, analizaremos soluciones analíticas de wormholes y expondremos un modelo para 
explicar la posible repetición de los Gamma Ray Bursts junto con algunos de los fenómenos 
más esquivos, conocidos como anti-FREDs. Asimismo, impondremos una cota sobre cantidad 
de materia exótica en el universo.

En detalle, el contenido original de este trabajo se encuentra distribuido de la siguiente 
forma:

3Se desliza aquí la posición filosófica de la tesis. Asumimos que existe, dentro del andamiaje teórico de la 
ciencia, una descripción de los fenómenos gravitatorios que se adapta mejor que otras alternativas. Creemos que 
la teoría de gravitación debe ser única y que una investigación detallada podría definir cuál es.
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• Parte I: Cosmología
— Capítulo 2: Este capítulo trata sobre la forma del lagrangiano del campo escalar en 

teorías escalares tensoriales genéricas. Estudiamos diferentes formas del mismo y 
ampliamos métodos que permiten obtener soluciones cosmológicas analíticas en los 
casos de los modelos de Friedmann-Robertson-Walker (vacío y radiación, k =  0, ±1), 
modelos anisotrópicos (Bianchi I y otros) y modelos inflacionarios en los casos de 
slow roll.

— Capítulo 3: Aquí analizamos el caso del modelo cosmológico de la teoría de Brans- 
Dicke en que el contenido de materia está dado por dos fluidos no interactuantes: 
radiación y partículas no relativistas. Se demuestra que no existe solución analítica 
posible y se discute las implicancias de este resultado.

— Capítulo 4: Discutimos el período de nucleosíntesis en teorías escalares tensoria­
les y presentamos cotas sobre formas potenciales del acoplamiento cj (</>). También 
generalizamos el método presentado para estudiar teorías de Kaluza-Klein no com- 
pactificadas (de Wesson) y se imponen cotas sobre la posible variación de las masas 
en reposo de las partículas elementales. Finalmente, comentamos brevemente so­
bre aplicaciones de métodos similares para la determinación de cotas sobre la teoría 
estadística.

• Parte II: En la interfase
— Capítulo 5: En este capítulo introducimos el concepto de wormhole y presentamos 

soluciones analíticas en los casos de vacío y no vacío en el marco de la teoría de 
Brans-Dicke. Analizamos para ellas el status de las violaciones a las condiciones de 
energía y demostramos con un ejemplo que el campo escalar puede ser el portador 
de la exoticidad, aún cuando existe materia normal. Introducimos una solución de 
vacío también para el caso de la teoría con torsión, que discutimos brevemente.

— Capítulo 6 : Analizamos aquí los efectos observables de los wormholes y en general 
de cualquier objeto compacto de masa negativa (exótica). Establecemos una relación 
entre el fenómeno de microlensing gravitacional y los Gamma Ray Bursts, para los 
cuáles proponemos una explicación en el caso de los repeaters. Finalmente, usando 
datos del satélite Compton, estudiamos diferentes candidatos a ser descriptos por el 
modelo e imponemos una cota sobre la cantidad de materia exótica que puede habitar 
en el espacio intergaláctico.

• Parte III: Astrofísica
— Capítulo 7: Introducimos aquí el concepto de estrella de bosones en el marco de 

teorías escalares geneéricas y resolvemos numéricamente las ecuaciones de estruc­
tura para las mismas. Demostramos que este tipo de objetos, relativistas, pueden 
existir en este tipo de teorías y que sus masas son siempre menores que las de sus 
contrapartes construidos en Relatividad General. Presentamos primeros indicios del 
fenómeno de memoria estelar a nivel estelar.

— Capítulo 7: Continuamos aquí con el estudio iniciado en el capítulo anterior. Anali­
zamos la estabilidad, para lo que introducimos conceptos de la teoría de catástrofes, 
y otras parámetros de las configuraciones estáticas de equilibrio. Estudiamos en 
detalle la influencia de la variación de la constante de gravitación efectiva sobre las
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estructuras y especulamos sobre las posibilidades de evolución que esto genera. Se 
discute además la aplicación de estas mismas ideas a cualquier otro objeto de larga 
vida.

Vayamos pues al desarrollo de la tesis.
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Parte I
Cosmología
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Capítulo 2 
Gravitación Hiperextendida

Me encontré en una selva oscura, 
por haberme desviado del camino recto.

Dante Alighieri 
La Divina Comedia

2.1 Introducción
Previamente, hemos discutido cómo la gravitación escalar tensorial demuestra ser una ge­

neralización natural de la teoría de la Relatividad de Einstein. Esto provee de un interesante 
contexto para analizar cotas observacionales y posibles desviaciones de la teoría standard, en­
contrando así un escenario muy conveniente para estudiar cosmología [30, 29]. Además, para 
testear una teoría es necesario insertarla en un escenario mayor, un grupo de teorías de prueba. 
Este grupo tendrá en general un parámetro libre, y sólo para una elección conveniente de éste 
se recuperará el modelo standard, que se cree correcto. Las teorías escalares tensoriales pueden 
cumplir perfectamente el papel de teorías de gravitación de prueba, siendo el acoplamiento lo  s u  
parámetro libre. El caso arquetípico y mejor conocido de estas teorías es, como ya hemos dicho, 
la gravitación de Brans-Dicke [19]. Sobre ésta volveremos en repetidas oportunidades en esta 
tesis. Otras teorías más generales fueron rápidamente propuestas y estudiadas [20, 21 , 22]. En 
cualquier caso, para evaluar el escenario cosmológico y testear la fuerza predictiva de cualquier 
teoría, es deseable tener soluciones analíticas exactas de las ecuaciones de campo. Provistos 
de estas soluciones es posible fijar cotas más restrictivas en distintas épocas de la evolución 
cósmica.

Recientemente, un gran avance en la búsqueda de soluciones cosmológicas en teorías esca­
lares tensoriales se ha dado en la forma de inteligentes cambios de variables que, simplificando 
los sistemas de ecuaciones, permiten la integración en forma directa. Barrow [72] presentó un 
método que permite encontrar soluciones exactas en el caso de vacío y radiación, para todas 
las curvaturas del universo de Friedmann-Robertson-Walker y para todas las funciones de aco­
plamiento. También para acoplamientos arbitrarios, Barrow y Mimoso [73] y Mimoso y Wands 
[74] derivaron soluciones cosmológicas exactas en modelos con un fluido perfecto que satisfacen 
la ecuación de estado p =  (7 — 1 )p, con 7 una constante en el intervalo [0 , 2]. Una versión 
anterior de métodos similares se debe a Van der Bergh [75] y también podemos encontrar ideas 
parecidas en los trabajos de Lorentz-Petzold [76, 77, 78, 79].

Ahora bien, las teorías escalares tensoriales han sido formuladas desde dos puntos de vista, 
dependiendo de la elección de la acción. Estas dos formulaciones tienen una única función 
libre que, o bien multiplica el escalar de curvatura, o bien el término cinético en el lagrangiano
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del escalar. Como veremos más adelante, mediante una transformación de campos escalares 
estas dos formulaciones son equivalentes y también lo serán, entonces, las teorías de gravitación 
y las comologías que de ellas se deriven. Sin embargo, esta equivalencia no siempre puede 
establecerse de manera analítica. Para esos casos, no hay forma de realizar cálculos en una 
de ellas a partir de los resultados obtenidos en la otra sin realizar, como mínimo, procesos de 
inversión numéricos.

En el presente capítulo estudiaremos el problema de la búsqueda analítica de soluciones 
cosmológicas de la forma más general posible; esto es, definiremos un lagrangiano con dos 
funciones libres en lugar de una y derivaremos las soluciones cosmológicas a partir de él en varios 
casos de interés. Los resultados de este trabajo serán previsibles: ya que el lagrangiano general 
es equivalente a cualquiera de los anteriores, la dinámica será la misma, lo que se observará en 
la igualdad formal de las ecuaciones. Sin embargo, encontraremos útil el camino seguido porque 
nos permitirá leer las soluciones a las distintas teorías de gravitación sin hacer transformaciones 
de campos -por otra parte, no siempre posibles-, establecerá claramente la clase de lagrangianos 
con igual solución y podrá aplicarse exitosamente en cosmologías inflacionarias y anisotrópicas. 
Aclaremos que a lo largo de este análisis encontraremos una gran dificultad: la complejidad de 
las ecuaciones de campo en el formalismo general. La solución a esta dificultad será el propio 
método, que tratará de extender paso a paso el propuesto para dar cuenta de teorías generales 
de Brans-Dicke. La idea será entonces elegir convenientemente el cambio de variables para que 
el sistema de ecuaciones resulte ser el mismo que en el caso anterior. Esto evidenciará en forma 
inmediata la equivalencia de las teorías, pero mantendrá el lenguaje del nuevo formalismo y 
observará las ventajas descriptas más arriba. Como en [72, 73, 74] las soluciones se darán en 
términos de una integral sobre <j> que podrá ser calculada en forma exacta en muchos casos. 
Los resultados contenidos en este capítulo se encuentran parcialmente publicados en [80], [81]
y [82].

2.2 Sobre la equivalencia de teorías
En general, en la literatura se encuentran una de las siguientes densidades lagrangianas:

1 Aclaremos la notación: las teorías de Brans-Dicke también son no mínimamente acopladas ya que el cam­
po multiplica al escalar de curvatura. Sin embargo, en este capítulo llamaremos, por convención, teorías no 
mínimamente acopladas a las definidas por el lagrangiano (2.2), con f(<f>) ^  <¡>. El signo del término cinético en 
cada uno de los lagrangianos depende de las convenciones utilizadas para la métrica y la contracción del tensor 
de Riemann. Una elección de signo incorrecta puede hacer que la solución Minkowskiana no sea clásicamente 
estable frente a pequeñas perturbaciones. En este capítulo, como el método desarrollado es independiente del 
signo del término cinético, mantendremos las elecciones dadas por (2.1) y (2.2), aunque señalamos que con
nuestra convenciones el signo correcto es el dado por (2.1).
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C\ es el lagrangiano de las teorías de Brans-Dicke generalizadas, con uj no necesariamente 
constante [20, 21, 22] mientras que £2 es el de las teorías no mínimamente acopladas.1 La 
importancia de estas teorías fue por primera vez señalada por Fakir y Unruh [83]. £1 y £2 
están relacionados por una transformación de campos, que se realiza mediante la definición de 
un nuevo escalar



y un nuevo acoplamiento

Esto permite escribir a £2 en la forma de £ j para el nuevo campo 1]). Esta clase de trans­
formaciones fue por primera vez propuesta por Nortvedt [21] y es usualmente recordada en 
todos los trabajos del area. En particular, y como ejemplo, Steinhardt y Ascetta [84] usaron 
esta transformación para estudiar el mecanismo de de Inflación Hiperextendida, sobre el que 
brevemente hablaremos más adelante. Sin embargo, es fácil ver que existe algún tipo de de­
pendencia de la simplicidad de las funciones involucradas. Como se notó en [85], si uno toma 

=  Wo + 4>m, como en [32], o como una serie de Taylor, como en [84], ya no es
posible escribir analíticamente la equivalencia entre C\ y £ 2- Este será el caso general cuando 
no exista inversa analítica para la transformación propuesta en (2.3). Es muy importante notar 
que el hecho que no haya inversión analítica no significa que las teorías no sean equivalentes, 
sino sólo que esta equivalencia no tiene una expresión cerrada. La diferencia filosófica surge del 
hecho de considerar que función debería ser simple, esto es, si u(ip) o Por ejemplo, con
la elección de Barrow y Maeda [32], no hay una expresión cerrada para / .  Es en este contexto 
en que nos preguntamos si es posible desarrollar algún modelo cosmológico directamente con 
dos funciones en el lagrangiano, para evitar los problemas de inversión. Proponemos entonces 
estudiar la densidad lagrangiana,
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Este lagrangiano es equivalente a las dos formulaciones anteriores, por ejemplo a £ 2, por medio 
de la transformación

y el acoplamiento,

Como antes, esta equivalencia no podrá ser analíticamente realizada en todos los casos en que 
no se encuentre una expresión de la forma <f> = h(íp). Mas si pudiéramos encontrar soluciones 
cosmológicas generales partiendo del lagrangiano (2.5) tendríamos la ventaja inmediata de poder 
especificar,

dejando libre üj, para obtener las soluciones de Brans-Dicke, o

dejando libre para obtener las soluciones de las teorías no mínimamente acopladas. Notar 
que en las ecuaciones anteriores no se está realizando una transformación de campos sino sólo 
una elección de la forma funcional de los grados de libertad de £ h s t g - Veremos en lo que sigue 
cómo estas soluciones pueden ser calculadas.



2.3 Formalismo de gravitación hiperextendida
Tomando derivadas variacionales de la acción construida usando la densidad lagrangiana (2.5) 

con respecto a las variables dinámicas g y <f> se obtienen las ecuaciones de campo [86, 87]:

La segunda ecuación puede escribirse de una forma más usual, que involucra la traza del tensor 
de energía-impulso en lugar del escalar de curvatura. Cuando <j> es sólo función del tiempo, es:

Es importante señalar que la relación usual .u =  0, que establece las leyes de conservación, 
en el sentido de la Relatividad General, siguen siendo válidas. Esto puede verificarse por dife­
renciación directa de (2 .10) usando las identidades del tensor de curvatura como el conmutador 
de las derivadas covariantes, o por medios más intuitivos, debido al acoplamiento mínimo entre 
el campo y la materia [19].

2.4 Modelos de Friedmann-Robertson-Walker
Consideraremos el elemento de línea de Friedmann-Robertson-Walker, dado por:

con k = 0 ,1 ,—1. Por simetría, todos los escalares serán función solamente del tiempo y no 
de las coordenadas espaciales. Como ecuación de estado, usaremos la de un fluido perfecto: 
p = (7 — 1 )p, 0 < 7  < 2. Las ecuaciones de campo en este caso son,

Es útil tener la ecuación (2.16) en formas alternativas, por ejemplo,
19



donde se ha definido H  como es usual y

Soluciones barotrópicas generales fueron encontradas sólo para el caso de Brans-Dicke, i.e. 
G((f>) — l/<f>. Entre las más importantes debemos citar las de Nariai [88, 89], O'Hanloon y 
Tupper [24], Gurevich, Finkelstein y Ruban [90], Lorentz-Petzold [76, 77, 78, 79] y como se 
señalara en la introducción, las de Barrow [72], Barrow y Mimoso [73] y Mimoso y Wands [74]. 
En lo que sigue, generalizaremos el método descripto en [74] para las ecuaciones (2.14), (2.15)
y (2.16).

Para los casos de Brans-Dicke se mostró que el cambio de variables,

junto con la introducción del tiempo conforme, dado por

permitía reescribir las ecuaciones de campo como

Aquí, la densidad del fluido barotrópico ha sido escrita como p =  SMSira31 y variables primadas 
denotan diferenciación con respecto a r¡. En el caso general, la idea será retener la simpleza 
de las ecuaciones transformadas, especialmente el lado izquierdo, mediante la definición de un 
nuevo conjunto de variables. Proponemos entonces realizar la transformación,

donde j  y a  deben elegirse para mantener la forma del sistema (2.22,2.24) y además deben 
reducirse a

2 0



i  =  1, (2.27)
y

para el caso de la teoría de Brans-Dicke. Calculando los términos necesarios del sistema trans­
formado, obtenemos dos ecuaciones de vínculo, que mostramos a continuación,

Aunque formalmente complicadas, estas ecuaciones son muy sugestivas y puede verse que la 
solución es,

Definiendo las variables X  e Y  como en (2.25,2.26) y el tiempo conforme como en (2.21), el 
sistema de ecuaciones de campo se transforma a

Notemos que la función a(<f)) se convierte en la misma que la escrita en (2.28) para G(<j>) = l/</>. 
En este formalismo general, es necesario pedir que la expresión debajo de la raíz de a  sea 
positiva, esto tiene el mismo status que pedir que u  sea más grande que —3/2 para el caso 
analizado en [74].

2.5 Soluciones cosmológicas
En esta sección discutiremos brevemente como obtener soluciones cosmológicas para las 

diferentes épocas de un universo de Friedmann-Robertson-Walker. Obviamente, ya que las 
ecuaciones son las mismas que en el caso de Brans-Dicke, las soluciones también lo serán; sin 
embargo el significado de las variables es distinto. Véase por los detalles del método, el trabajo 
de Mimoso y Wands [74].

2 1



2.5.1 Soluciones de Vacío
En un modelo de vacío, el lado derecho de las ecuaciones (2.33), (2.34) y (2.35) es igual a 

cero. De (2.34) tenemos Y 'X  = c, constante, y las soluciones para X  pueden obtenerse usando 
(2.33). Ellas están dadas por la ecuación (3.20) de [74]:

Podemos calcular esta integral debido a nuestro conocimiento de la forma funcional de X(r/), 
esto otorga,

Dadas entonces, G((f)) y cu(<̂ ), podemos obtener Y((j>) e invertirla usando el lado derecho de 
(2.37) para obtener <¡>(r]). Junto con a2 = XG,  esto lleva a la solución del problema.

Aun sin resolver las ecuaciones se pueden obtener algunas conclusiones generales acerca del 
comportamiento singular. Cuando X  —̂ 0 y ( X ' / X ) 2 —>• 00 , puede verse que X ' / X  —>■ ± Y'. 
Usando la definición de las variables, puede mostrarse que

y la singularidad inicial, la cual se produce cuando a -4- ±oo puede evitarse solamente cuando

2.5.2 Soluciones de radiación
Con 7 =  4/3 la ecuación de estado se convierte en la de un fluido de radiación. Las primeras 

dos ecuaciones de campo son,

La segunda de ellas es igual a la del caso de vacío, y esto implica nuevamente que Y 'X  = c. 
Usando esta información en (2.40) es posible integrar en favor de X  y obtener I(r¡). La solución 
es como la ecuación (3.70) de [74]:

Esto implica que,
22

Notemos que X(r¡) es independiente de la forma particular de a; y de G. Como Y ' X  =  c, esto 
implica además que

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)



2.5.3 Soluciones de un fluido stiff
Finalmente consideramos el caso en que 7  = 2. Esa elección representa una ecuación de 

estado barotrópica dada por p — p, de un fluido duro, tieso o, del inglés, stiff. La importancia' 
de este sistema cosmológico fue señalada por Barrow en [91]. Las ecuaciones de campo resultan 
en este caso:

La última de estas ecuaciones es idéntica a la correspondiente la caso de vacío y X(r¡) está dado 
por la misma expresión. Además se tiene una primera integral, dada por

Esta puede usarse en la primera de las ecuaciones de campo para obtener,
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En este caso puede verse que a tiempos tempranos, las ecuaciones se aproximan a las de vacío. 
Definiendo G(<j>) y es posible seguir los mismos pasos esbozados anteriormente para obtener 
a2 y <j> como funciones de r¡.

con A  una constante de integración. Esto requiere que

Puede verse que sólo para k = — 1, A podría ser negativa, implicando que habrá solución real 
sólo cuando G sea una función negativa. Se tiene además la siguiente propiedad, de (2.48) puede 
verse que, definiendo

y

las soluciones de vacío para u vac y Gvac son las correspondientes al caso de stiff con u> y G, por 
lo que se demuestra que las soluciones de vacío contienen a las del caso de materia stiff.

(2.43)

( 2 . 4 4 )

( 2 . 4 5 )

( 2 . 4 6 )

( 2 . 4 7 )

( 2 . 4 8 )

( 2 . 4 9 )

( 2 . 5 0 )

( 2 . 5 1 )



2.6 Un ejemplo simple

(2.55)

(2.56)

El haber elegido irn ejemplo tan sencillo, nos permite encontrar las soluciones por medio 
de la equivalencia entre el lagrangiano no mínimamente acoplado y uno de Brans-Dicke, para 
un nuevo campo í¡>, que definimos como t¡) = 4>2, con un acoplamiento u>(ip) =  —1/8. Las 
soluciones de vacío del caso k =  0 son debidas a O'Hanloon y Tupper [24]. Escritas en la 
coordenada temporal propia se reducen a las anteriores, esto muestra que la variable dinámica 
tp de la teoría de Brans-Dicke con u  = —1/8 se comporta de la misma manera que la variable 
dinámica <j> de la teoría (2.52) y que el método seguido en este capítulo es equivalente al de la 
búsqueda de la equivalencia entre teorías a través de transformaciones de campo, en el caso en 
que esto último sea analíticamente posible.

2.7 Más sobre la equivalencia de teorías
En el formalismo general planteado aquí, las teorías equivalentes serán aquellas que tengan 

igual valor funcional de a. Estas clases de equivalencias podrían en principio, tener infinitos 
miembros. Esta es la traducción de lo que sucede cuando se realiza el mismo estudio por la 
vía usual, de transfomaciones de campos escalares: allí las clases de equivalencia están dadas 
por las teorías con igual valor funcional de O(^), dado por (2.7). Esta división de las teorías 
escalares tensoriales en clases de equivalencias muestra que todos los miembros de una dada 
clase predicirán los mismos resultados observacionales. La teoría de gravitación no sólo no es 
única, sino que está agrupada en un conjunto de clasificación de una relación de equivalencia; 
dentro de cada uno de esos conjuntos, una sola teoría es suficiente ejemplo.
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Veamos como se obtienen las soluciones en un ejemplo sencillo. Haremos uso de las ecua­
ciones del trabajo de Mimoso y Wands ya citadas para obtener la inversión siguiendo los pasos 
explicitados más arriba. Supongamos que tenemos el lagrangiano,

(2.52)

(2.53)

(2.54)

Usando la definición de a, puede mostrarse que es una constante igual a 11/3. Las soluciones 
de vacío con k = 0 son, obtenidas invirtiendo (2.38) y utilizando el resultado en (2.37),

El mismo procedimiento aplicado a la era de radiación otorga



2.8 Cosmologías anisotrópicas
En lo que sigue analizaremos si el mismo procedimiento expuesto para los modelos de 

Friedmann-Robertson-Walker puede utilizarse para el caso de cosmologías anisotrópicas homo­
géneas. Este tipo de universos es estudiado con interés desde mucho tiempo atrás; una revisión 
del tema puede encontrarse en [92]. En particular, la gravitación escalar tensorial puede revelar 
un comportamiento diferente del relativista cerca de la singularidad [93] o en modelos inflacio­
narios [94] y también son de interés los estudios de los procesos de isotropización de los modelos 
tipo Bianchi [95].2

Para cosmologías anisotrópicas, el análisis anterior puede extenderse para permitir calcular 
soluciones analíticas para cualquier par de funciones. Antes de presentar estos resultados, 
introduciremos brevemente algunas nociones de espacio-tiempos anisotrópicos.

2.8.1 Espacio-tiempos anisotrópicos
Esta sección presentará algunos resultados sobre modelos relativistas que no obedecen el 

principio cosmológico. Para mayores detalles véase el libro de Raychaudhuri [96].
El tensor de Riemann puede definirse como:
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(2.57)
donde v es un vector arbitrario. En lo que sigue, consideraremos que el vector v es la velocidad 
de una distribución continua de materia y es, entonces, tipo tiempo vu vu = —1. El tensor va .p 
puede separarse en las siguientes cantidades:

Recientemente, Raychaudhuri et al. [97] han presentado una analogía con la deformación elástica 
en la física Newtoniana que permite entender el por qué de los nombres anteriormente usados.

Si se contrete (2.57), en los índices /j, y /? y luego se realiza una nueva contracción con va, se 
obtiene una ecuación escalar,

(2.58)

(2.59)

(2.60)

Usando las definiciones de la expansión, la aceleración, el shear y la vorticidad dadas arriba, la 
ecuación anterior se transforma en,

ionde se ha utilizado que,

2Otra vez un asunto de nomenclatura. A menos que sea especificado de otra forma, resultado relativista 
significará que es un resultado de la Relatividad General. No se contrapondrá con clásico o con Newtoniano, 
sino con los resultados obtenidos en alguna teoría escalar tensorial (que ciertamente son también relativistas).



donde 3R  es el escalar de Ricci del 3-espacio localmente ortogonal al v^.

2.8.2 Soluciones en el Einstein frame
Ya que el estudio anterior se ha presentado para el caso de la Relatividad General, y es sólo 

allí donde es simple, es conveniente analizar los modelos anisotrópicos de las teorías escalares 
tensoriales en el Einstein frame. Ya hemos discutido que el Einstein frame fue introducido por 
Dicke [31] para su propia teoría, mediante la definición de una transformación conforme

(2.67)
donde Gq es una constante arbitraria que deviene en la constante de gravitación del sistema 
transformado. De una forma similar, en el caso general hacemos

por lo que
(2.68)

(2.69)
La relación entre los escalares de curvatura del sistema de referencia común o de Jordán y el 
sistema transformado es [218],

(2.70)
Notar que cuando se reemplaza en la integral de la acción, el término en log (A) es una diver­
gencia total (no covariante) y se desprecia por el teorema de Gauss. Finalmente se obtiene la 
acción,

(2.71)
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(2.66)

que es conocida como ecuación de Raychaudhuri. Varias fórmulas adicionales pueden ser escri­
tas, veáse por ejemplo el trabajo de Ellis [98]. Entre ellas, el vínculo

(2.65)

con h%, la parte espacial de la métrica. Utilizando (2.63) y (2.64) se obtiene
(2.64)

(2.63)

(2.61)

(2.62)

con un tensor de energía-impulso dado por

Es posible además recordar la ecuación de Einstein, en la forma



donde se ha definido Cm — Cm¡(GoG(cj)) 1)2. Es ahora posible definir un nuevo campo escalar 
ip por

Entonces, el resultado final de la transformación al Einstein frame de la teoría es que se ha 
recobrado la forma de la acción de la Relatividad General, con un nuevo tensor de energía- 
impulso que es la suma de dos contribuciones, la del contenido de materia y la del campo 
escalar. Es importante notar que la definición de la variable 0 es proporcional a la variable 
Y  que fuera introducida anteriormente para resolver el problema de Friedmann-Robertson- 
Walker. Recobrar la acción de Einstein tiene, como vimos, un costo no menor: el tensor de 
energía-impulso no es más independientemente conservado y en el Einstein frame se comporta 
siguiendo,
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(2.72)

(2.73)

de forma que la acción escrita en este campo es,

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

De manera que en cualquier caso en que f  ^  0, solamente el tensor total se conservará, es decir,

donde T^b representa el tensor de energía-impulso relacionado con el campo escalar if), que 
está dado por,

La ecuación (2.76) y la suposición cosmológica para el campo, que hace que sólo depende del 
tiempo, muestra que éste se comporta como un fluido tipo stiff con densidad y presión dada 
por

(2.78)
y de la ecuación de Raychaudhuri,

Debido a la exacta reproducción de las ecuaciones de campo de Einstein, los resultados relati­
vistas serán válidos en este frame. Tomaremos en cuenta un contenido de materia dado por un 
fluido barotrópico, particularmente en los casos de fluidos stiff o radiación o ambos. El caso 
de un fluido con presión cero y radiación será analizado más adelante en esta tesis mientras 
que algunos casos de fluidos imperfectos fueron estudiados por Pimentel [100]. Siguiendo a 
Raychaudhuri [96], y considerando sólo aquellos modelos en que la velocidad de la materia es 
paralela a la normal unitaria a las hipersuperficies espaciales, es decir, un vector tipo tiem­
po ta, ya vimos que es posible escribir las ecuaciones de Einstein (las ecuaciones de la teoría 
hiperextendida en el Einstein frame) en la forma de un vínculo,



Se han introducido aquí la expansión 9, el shear a y el escalar de curvatura de la hipersuperficie 
de homogeneidad 3R: todos ellos en el Einstein frame. Las cantidades transformadas serán,

el efecto de un fluido stiff es equivalente al de un nuevo lagrangiano sin contenido de materia. 
Este cambio es posible porque el efecto del fluido stiff es modificar la relación entre x  Y 
algo que en vacío sólo es realizado por elecciones de u  y G. Aquí, como en el caso isotrópico, 
las ecuaciones son más simples usando las variables X  =  (GqG(4>)~1) a1 =  a2, y el tiempo 
conforme. Como ejemplo tratemos el caso del universo tipo Bianchi I.

2.8.3 Modelo Bianchi I
La métrica del modelo Bianchi I es,
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(2.79)

(2.80)

(2.81)

Introducimos también un factor de volumen

con V  tal que 9 = dV/Vdt. Teniendo ambas leyes de conservación, para la materia en el 
Jordán frame y para la materia más el campo en el Einstein frame, es posible derivar las 
correspondientes densidades de energía y presiones. Ellas son,

(2.82)

(2.83)

(2.84)
T está relacionada con la presencia de un fluido de radiación y M  con la presencia de un fluido 
stiff. Ambas, T y M , son constantes positivas. Cuando M  ^  0 es posible definir un nuevo 
campo Xi mínimamente acoplado a la métrica, tal que su densidad de energía sea la suma del 
escalar ^  y el contenido de materia. Este campo x puede ser relacionado con ó  por [101]

(2.85)

(2.86)

Y vemos que definiendo un nuevo conjunto de funciones, (G, lo) por,

(2.87)



Puede verse también que si G_1 se anula más rápido que X 3, una singularidad inicial aniso- 
trópica en el Einstein frame se convierte en isotrópica en el Jordán frame.

Lo anteriormente hecho indica que el método algorítmico desarrollado por Mimoso y Wands 
es capaz de tratar los casos de £ h s t g  • pudiendo así encontrar soluciones para teorías no mínima­
mente acopladas como un caso particular y evitando transformaciones de campos, no siempre 
analíticamente posibles. Esto fue explícitamente realizado para el modelo Bianchi I. Pero lo 
mismo puede hacerse para los otros casos tratados en [101], como el Bianchi III o V.

En lo que sigue estudiaremos otras aplicaciones de la idea general de este capítulo, i.e. 
trabajar con el lagrangiano completo aún a costa de obtener resultados previsibles y complicar 
el álgebra. Hasta aquí, los resultados novedosos obtenidos han sido solo formales, es decir, se 
ha podido generalizar los métodos ya conocidos de forma que sea posible utilizarlos cualquiera
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(2.92)

(2.91)
lo cual requiere que,

La ecuación (2.89) es, de hecho, un resultado relativista, válido aqui debido a que estamos 
trabajando en el Einstein frame [105]. La solución (2.90) muestra una evolución dominada por 
el shear a tiempos comológicos tempranos y una evolución dominada por la radiación cuando el 
factor de escala tiende a infinito. Estos resultados no dependen de la forma particular de G ni 
de sjü. La especificación de X , el shear y cada uno de los factores de escala de la métrica pueden 
obtenerse del resultado relativista y ellos describen la evolución global del sistema.

Para volver al Jordán frame, debemos obtener (¡>(r¡). Para ello, debemos invertir (2.85) y 
obtener <j>(x) y luego, usar nuestro conocimiento X(r¡) para llegar a xiv)- Ambas operaciones 
otorgan finalmente, De la ecuación (2.85) vemos que a igual forma funcional para avac, se
obtiene igual solución para el campo 0 . La forma funcional de los factores de escala no depende 
de lo o de G en el Einstein frame, mientras que sí lo hace en el frame de Jordán. Sin embargo, 
como en el caso isotrópico, aún sin especificar las funciones involucradas en el lagrangiano 
pueden obtenerse algunas conclusiones. En presencia de un fluido stiff, la singularidad puede 
evitarse cuando,

(2.90)

(2.89)
Esta ecuación tiene la misma forma que la obtenida en [101] y por lo tanto admite la misma 
solución,

con E, constante y a3 =  V. Usando las expresiones para las densidades de energía, es posible 
obtener la ecuación de vínculo en la variable X . Para materia en la forma de un fluido stiff y 
radiación, no interactuantes, es:

(2.88)

Aquí, la expansión está dada en término de un factor de escala promedio dado por a3 = 
a ^ a z  =  V, 0 = Zda/adt. La curvatura espacial es nula y la métrica se reduce a la de 
Friedmann-Robertson-Walker en el caso en ai = ü2 = «3. El resultado relativista es válido en 
el Einstein frame,



sea la función /(</>) o Veremos en las secciones siguientes cómo al centrarnos en el
caso de ciertas teorías, esta aproximación revela también resultados más práticos. Para ello 
estudiaremos soluciones inflacionarias de slow roll. Antes, introduciremos brevemente algunas 
ideas básicas de la teoría de inflación. La sección siguiente estará basada en la excelente Ref. 
[102]. Un completo compendio de las cosmologías inflacionarias puede encontrarse en el libro 
de Linde [103].

2.9 Nociones de cosmologías inflacionarias
Para comenzar, notemos que el universo tiene dos escalas características:
• La escala de Hubble H~x.
• La escala de curvatura a|fc|-1/2.

La primera de éstas da la evolución de a(t) mientras que la segunda da la distancia a la cual 
el espacio puede tomarse como plano. La razón de estas escalas da una medida de la densidad 
del universo íl. Por medio de la ecuación de Friedmann,
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(2.93)

(2.94)

Para entender los efectos de la idea de inflación es fundamental recordar que el universo posee 
horizontes: desde el principio del universo en ¿*, la luz sólo ha podido viajar una distancia igual 
a

que varía según nos encontremos en cada una de las eras cósmicas.
Históricamente, la inflación se propuso para resolver, entre otros, los siguientes problemas 

del modelo standard:
1. El problema del espacio plano

Las ecuación de Friedmann puede escribirse como,

(2.95)
Durante la evolución standard en la teoría del Big Bang, a 2H 2 decrece, y fi se aleja de1 como |íi — 11 oc í2/3 en la era de materia y como |0  — 11 oc t en la era de radiación, 
siendo estas soluciones válidas cuando O está cerca de 1. ft = 1 es entonces un valor 
inestable. Ya que hoy O es de orden 1, dentro de un orden de magnitud, en el pasado 
cosmológico debería estar aún más cerca de este valor. Por ejemplo, en el periodo de 
nucleosíntesis (t ~  1 s), |íi — 1| < (9(10-16) y debe ser aún menor para épocas anteriores. 
Esto rememora el principio antròpico [8], casi ninguna elección posible de O conduciría a 
un universo como el nuestro.

2 . El prolema del horizonte.
Este es el problema de la homogeneidad en la radiación de fondo cósmica. Fotones emitidos 
desde lados opuestos del cielo están en equilibrio térmico, i.e. a la misma temperatura. 
Pero al momento de haber sido emitidos, estas regiones no podían estar en contacto



de forma que la luz pueda viajar mucho más antes del decouplinmg que después de este. La 
escala de Hubble es una medida de que tan lejos es posible viajar en el universo, y lo que nos 
dice es que la región del universo que podemos ver luego de la inlfación (aún mucho timpo 
después) es mucho menor que la que sería visible antes de la inflación. Esto hace que procesos 
causales puedan generar la homogeneidad requerida en el universo actual.

Para modelar la expansión inflacionaria se hace comunmente uso de campos escalares, lla­
mados inflatones, a los que se les asocia un determindado potencial genérico. Debemos recordar,
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(2.99)

Durante inflación, la escala de Hubble, medida por un observador comovil con la expansión, dis­
minuye. En cualquier otro momento, esta escala aumenta. Este periodo inflacionario no puede 
durar por siempre, de otra manera las predicciones del modelo standard se verían modificadas 
y sería imposible acordar con las observaciones.

El problema del espacio plano se resuelve casi por definición, ya que el periodo de inflación 
es básicamente la condición que 0  se mueva hacia 1 en lugar de de alejarse de este valor. Solo se 
necesita que haya suficiente inflación como para que el valor final de íl esté lo suficientemente 
cerca de 1 como se observa actualmente, aun cuando sea repelido de allí por la evolución 
standard.

La rápida expansión durante la etapa inflacionaria diluye la densidad de reliquias, ya que 
la densidad de energía cae más lentamente que a~2. Esta solución es efectiva sólo si luego 
del periodo de inlfación la densidad de energía del universo puede ser convertida en materia 
usual sin generar nuevamente las reliquias, proceso conocido como reheating y sobre el que 
comentaremos muy brevemente más abajo.

Para resolver el problema del horizonte, la estrategia es asegurar que

(2.98)

Los tres problemas señalados se reducen a que, como hemos dicho, aH  es siempre una función 
decreciente y hace que 0  se aleje de 1. Para resolverlos se define el periodo de inflación como 
cualquier época en que a > 0, es decir en donde se produce una expansión acelerada. Esto 
significa que

(2.97)

3. El probema de la densidad primordial de reliquias
Las teorías de partículas predicen una densidad no observada de reliquias (monopolos, 
paredes de dominio, etc.) que se esperan hayan sido creadas en el universo primitivo, 
durante la era de radiación. En general, esta densidad de materia se diluye más lentamente 
que la radiación (a~3 en lugar de a~4) y deberían ser ahora la contribución dominante de 
la densidad de energía.

Es aquí cuando surge la idea de inflación. Consideremos la ecuación de Friedmann en la forma,

(2.96)

térmico porque estaban causalmente desconectadas. Toda región actualmente separada 
más de dos grados estaría desconectada al momento del decoupling de la radiación y la 
materia. Esto es debido a los tamaños finitos del horizonte,



(2.102)

donde ' indica d/dcj). 
Ya que

3La segunda desigualdad se debe a la utilización de la ecuación de campo a/a =  —47rG/3(p +  3p).
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donde la último implicación hace uso de la aproximación de slow roll y no es más que pedir que 
c < 1. Esto implica que Slow roll =$■ Inflación. La inversa no siempre es verdadera y pueden 
existir soluciones analíticas inflacionarias que no cumplan la condición de slow roll.

(2.108)

(2.107)
El monto mínimo de inflación necesario para resolver los problemas anteriores es alrededor de 
60-70 e-foldings, i.e. una expansión por una factor de ÍO30.

La condición para la existencia de inflación puede ponerse como:

t{4>) mide la forma del potencial y la curvatura.
El monto de inflación se especifica por el logaritmo de la cantidad de expansión, conocido 

como número de e-foldings N,

(2.105)

(2.106)

Esto implica que

habrá inflación cuando domine la energía potencial. En el mínimo del potencial, la inflación 
termina.3

En la sección siguiente nos referiremos a la aproximación de slow roll. Esta supone que 
algunos de los términos de las ecuaciones anteriores pueden ser despreciados, tal que

(2.104)

(2.103)

Las ecuaciones de campo (en Relatividad General) para esta fuente son,
(2.101)

(2.100)

sin embargo, que no hay una prueba fehaciente de la existencia de escalares en la naturaleza. El 
ejemplo teórico más importante de un posible campo escalar es el campo de Higgs, que rompe 
la simetría electro-débil, y que se espera que se detecte en el Large Hadron Collider (CERN) 
durante el próximo milenio. Es interesante señalar que en sistemas de materia condensada los 
escalares juegan el papel de parámetros de orden y también son asociados con transiciones de 
fase. Tomando un campo escalar genérico, la energía y presión pueden asociarse con,



El fin de la inflación se produce por el efecto conocido como reheating en el cual la densidad 
de energía del inflatón se convierte en materia convencional, recuperando el modelo standard 
del Big Bang. Se piensa que este proceso tiene lugar luego de que la aproximación de slow roll 
no es más válida y el campo escalar oscila en el mínimo de su potencial. No entraremos aquí, 
por no estar directamente relacionado con el estudio que continua, en los detalles del proceso 
de reheating, refiriendo a las Refs. [103, 104]. En lo que sigue analizaremos la forma de obtener 
soluciones de slow roll para teorías escalares tensoriales genéricas.

2.10 Slow roll y ecuaciones generales
Ahora, partiendo del lagrangiano completo con dos funciones libres, analizaremos soluciones 

de slow roll y estudiaremos algunos ejemplos para el caso no mínimamente acoplado. Solucio­
nes exactas y aproximadas de inflación en teorías escalares tensoriales fueron encontradas por 
ejemplo, en las Refs. [84, 106, 107, 108, 109]. La aproximación de slow roll para el caso de 
Brans-Dicke fue analizada por García Bellido et al. [110] y posteriormente por Barrow para 
acoplamientos más generales [111].

Estamos interesados en un universo isotrópico y homogeneo definido por una métrica de 
Friedmann-Robertson-Walker de curvatura cero. El tensor de energía-impulso será aquel dado 
por otro campo escalar <r con potencial de autointeracción V(a). Las ecuaciones cosmológicas 
con estas suposiciones son,

donde hemos definido

(2.109)

(2.110) 

(2.111)

(2.112)

y H  como es usual. Nuevamente, estas ecuaciones se reducen a aquellas de Relatividad General 
cuando <j> es constante y a las de Brans-Dicke cuando G = 1 / ó.

La aproximación de slow roll consiste en suponer que,
(2.113)

(2.114)

Esta última condición requiere un campo escalar que evolucione lentamente con respecto a la 
expansión del universo. La condición puede utilizarse para determinar un vínculo similar, pero 
a nuestros fines más práctico. Es posible ver que para cualquier función /  definida positiva y 
desarrolable en serie de Taylor, la condición (2.115) puede ser transformada en
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(2.115)



(2.116)
en todo caso en que ~  3 ra/n £ N A  n<j> H(f>. En particular, la elección /  =  G_1 hace 
posible simplificaciones útiles en las ecuaciones de campo. Teniendo en cuenta lo anterior, las 
ecuaciones de solw roll son,

(2.117)

(2.118)

(2.119)

Notemos que los términos dominantes de las ecuaciones anteriores también se reducen a los de 
Brans-Dicke cuando G = 1/0, véase la Ref. [111]. Para avanzar más es necesario definir u;(</>) 
y G{4>) junto con la forma del potencial V (<r) del inflatón.

En la Ref. [111], el problema quedaba completamente determinado definiendo la forma 
funcional del acoplamiento, en aquel caso, una ley de potencias. En este caso, proponemos 
utilizar la libertad dada por la existencia de dos funciones libres en lugar de una para estudiar 
soluciones de slow roll en los casos de teorías no mínimamente acopladas.4

2.11 Soluciones de slow roll para £2
Las teorías no mínimamente acopladas son obtenidas en el anterior formalismo definiendo 

uj =  —<¡>¡2. Para recuperar la gravitación de Einstein cuando t —► oo, y ser consistentes con los 
test de gravitación débiles, impondremos que (G-1)4/(G -1)3 —»■ 0 [112, 113]. Esta condición se 
satisface cuando G“1 tiende a una constante sin variaciones asintóticas en la primer derivada. 
El factor I en las ecuaciones anteriores se simplifca, debido a estas últimas exigencias y se 
transforma en F(l, dado por

(2.120)

(2.121)

(2.123)

Una aplicación adicional de la condición de slow roll sobre (2.123) nos permite obtener

(2.122)

4De ahora en adelante y para simplificar la notación, utilizaremos igualdades aún sabiendo que estamos 
trabajando en la aproximación de slow roll.
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Finalmente, las ecuaciones de slow roll en este caso pueden escribirse como,



(2.124)

(2.125)

Notemos que el segundo término de la izquierda se comporta como —9/G dG/d<f>H(G~1) y 
entonces otra simplificación es posible,

(2.126)

(2.127)

con ao una constante de integración. La ecuación (2.127) expresa (f) = </>(a) para toda elección 
que permita invertir el resultado de la integral y a = a(<f) siempre.

Para encontrar & = <j>(t) es necesario especificar la forma del potencial. Consideremos 
algunos casos típicos.

2.11.1 V(a) =  Vo =  constante 
Del parágrafo previo tenemos,

Reemplazando el valor de H  en (2.126) obtenemos,
(2.128)

(2.129)

con to una constante de integración. Definiendo la teoría gravitacional dando la forma de G,
(2.129) conduce a t =  t((f>) y, en los casos en que la inversión sea posible, a <j> = <f>(t). En tales 
casos será también posible reemplazar en (2.127) para lograr finalmente a = a(t).

Vemos que el procedimiento seguido continúa aquel presentado por Barrow [111] en el caso 
de un dado acoplamiento de la teoría de Brans-Dicke, y como tal, permite conocer soluciones 
integrando e inviertiendo dos ecuaciones diferenciales.
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2 .11.2
Con esta forma exponencial para el potencial del inflatón, las ecuaciones son

Usando (2.122) en (2.124) y suponiendo que <f>2G no diverge, obtenemos un producto adicional,

Esta última ecuación puede ser formalmente integrada,

(2.130)

(2.131)



(2.132)

(2.133)

(2.134)

(2.135)

Conociendo G e invertiendo (2.135) para obtener O como función de r¡. es posible usar la ecuación 
de slow roll (2.131) para finalmente lograr H.

2.11.3 V(a)  =  Vo<72r; Vo,r = constante y r ^ l
Con la misma variable temporal, ahora tenemos

Y las soluciones son,

(2.136)

(2.137)

(2.138)

(2.139)

(2.140)
con i/o constante.

2.12 Algunos ejemplos
Nuevamente, mostraremos como trabaja el formalismo para algunos ejemplos integrables e 

invertibles, que también admitirán comparación con trabajos previos.
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Definiendo una nueva coordenada temporal

las ecuaciones son nuevamente integrables,



2.12.1 G  1 = 0n, 2,4 y y  = Vq = constante
La densidad lagrangiana es

de forma que

(2.141)

(2.142)

(2.143)

(2.144)

(2.145)
Cuando n crece, el comportamiento del factor de escala tiende a (a(t)/ao) oc exp [£2]. Debemos 
considerar ahora si estas soluciones son consistentes con la aproximación de slow roll. Vemos que 
(¡>lH<¡> 1 para todo n mayor 4 y menor que 2 y que la aproximación falla en el intervalo (2,4).
Las soluciones de slow roll encontradas tienen la forma de aquellas de inflación intermedia, 
en el cual el factor de escala se expande más lentamente que en el caso De Sitter pero más 
rápidamente que en el caso de una ley de potencias [107]. La consistencia del pasaje T a Ta 
puede también verificase. Encontramos que dG~l /d(j) oc t ~2~ ^ , por lo que es una cantidad 
decreciente con t.

donde c es una constante. Puede verificarse que con estas soluciones el universo no está en 
expansión y la aproximación de slow roll no es satisfecha y por lo tanto deben descartarse.
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La ecuación (2.127) puede integrarse y otorga

También (2.129) puede integrarse,

Esta última relación, utilizada en (2.142) conduce a

(2.148)

(2.147)
y con la ecuación (2.129),

y fue principalmente estudiada por el grupo de Nápoles [112, 113]. Utilizando la ecuación 
(2.127) obtenemos

(2.146)

2.12.2 G  1 = <j>\ V  =  Vq =  constante
La densidad lagrangiana es ahora,



La ecuación (2.127) conduce en este caso a

Aquí aparece una forma extrema de inflación. Puede probarse que \(¡>lH(f>\ <  1 y cPG-1 /d<f>2 —> 
0 cuando t es suficientemente grande. La evolución de <7 (77) puede encontrarse a partir de la 
ecuación (2.111) en cada uno de los casos previamente estudiados, ya que & oc a-3.

2.13 Soluciones de inflación intermedia
Ahora quisiéramos estudiar, en forma completamente general, que clase de acoplamientos 

pueden otorgar soluciones inflacionarias intermedias. Por simplicidad, analizaremos sólo el caso 
del potencial constante. En nuestro estudio tenemos dos ecuaciones importantes, (2.127), que 
es independiente del potencial, y (2.129). De la integración de (2.127), puede verse en forma 
inmediata que, para tener un factor de escala que evolucione como

es necesario tener
(2.152)

(2.153)
Esto implica,

(2.154)

Derivando con respecto a <f> y utilizando la ecuación anterior en el proceso obtenemos,

(2.155)

Esta ecuación representa un vínculo integral sobre la forma funcional de G(<¡>). Aunque alta­
mente no lineal, la ecuación (2.155) permite verificar un par de soluciones. Puede probarse 
que G((j>) =  4>a con m = 2(2 + oí)/(4 +  a) es una de sus soluciones, como era de esperar, ya 
que se encontró inflación intermedia para este caso en secciones previas. También la elección 
G(4>) — a  exp [g¡</>], con a  constante, es solución de (2.155) con m = 2. Para tal elección, 
utilizando el método previamente comentado obtenemos,

(2.156)
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(2.149)

(2.150)
mientras que (2.129) otorga,

Entonces, el comportamiento del factor de escala con el tiempo está dado por
(2.151)

2 .12.3

y



Es interesante notar que el comportamiento del factor de escala en (2.156) coincide con aquel 
de G = (j)a si a  suficientemente grande. La forma exponencial de G es tal que las condiciones 
de slow roll y el pasaje T —>• r a son satisfechos.

2.14 Conclusiones
Partiendo del formalismo general dado por la definición (2.5), que llamamos gravitación hi­

perextendida debido a su paralelismo con las teorías de inflación, hemos estudiado soluciones 
cosmológicas isótropas y anisótropas y formulado la aproximación de slow roll. Básicamente, 
hemos extendido métodos algorítmicos previos para poder reducir a cuadraturas la solución 
general del problema. En el caso de cosmologías inflacionarias, los resultados pueden pensarse 
más prácticos: se ha aislado una nueva condición integral para que se produzca inflación in­
termedia y presentado teorías con este comportamiento. El formalismo de slow roll simplifica 
las ecuaciones de manera tal que pueden encontrarse soluciones generales. Por ejemplo, no es 
necesario introducir el tiempo conforme en todos los casos. No hemos analizado, sin embargo, 
la bondad de estas teorías, en el sentido de contar el número de e-foldings que producen o el 
proceso del fin del periodo inflacionario y sólo nos hemos concentrado en la forma de obtener 
soluciones analíticas en los casos del lagrangiano más general.

A la hora del balance, sin embargo, uno debe pagar el precio de la gran complejidad formal 
de las ecuaciones. En general, a menos que sea inevitable, ningún cosmólogo querrá analizar 
modelos tan complicados como para hacer necesario el formalismo desarrolado en las primeras 
secciones de este capítulo. Y esa es, creemos, la manera correcta de hacer ciencia. A posteriori, 
una vez realizado el trabajo y salido de esta selva oscura, se obtiene un manejo formal de las 
teorías en estudio que resultará conveniente a la hora de encarar el análisis de sus consecuencias 
físicas. Sobre este tema discutiremos el resto de la tesis.
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(2.157)



Capítulo 3 
Integrabilidad de modelos de dos fluidos

No hay memoria de los antepasados, 
ni tampoco de los que vendrán habrá recuerdo.

Eclesiastés 1.11

3.1 Introducción
En este capítulo estudiaremos modelos de dos fluidos en la teoría de Brans-Dicke de gravita­

ción. En particular nos concentraremos en el análisis de la integrabilidad del modelo que posee 
fluidos de radiación y materia no-relativista como fuente de la curvatura espacio-temporal. La 
importancia de este modelo en el estudio de la cosmología reside en que él provee la manera 
de definir y calcular el tiempo de equivalencia, aquel en el cual las densidades de energía de 
radiación y de materia son iguales. Este tiempo está relacionado, entre otras cosas, con el de 
congelamiento de las interacciones débiles y es utilizado, como veremos mas adelante, en el 
análisis de los procesos de nucleosíntesis que dan origen a la formación de elementos livianos. 
Es el estudio de este modelo lo que permite definir en forma consistente y sin ambigüedades las 
eras de radiación y de materia en la evolución cósmica. El conocimiento de las características 
de esta transición es fundamental para la formación de estructura, ya que las perturbaciones 
de densidad no pueden crecer durante la era de radiación y sí pueden hacerlo durante la era de 
materia.

Dentro de las teorías escalares-tensoriales, los modelos de dos fluidos han sido muy poco 
estudiados. El modelo de materia tipo stiff (con una ecuación de estado dada por p =  p) y 
radiación ha podido ser resuelto en forma exacta sólo recientemente [74], mientras que el modelo 
que nos ocupa no había sido tratado con anterioridad a la publicación del artículo en que esta 
basado este capítulo.

El hecho de analizar la integrabilidad, y no simplemente buscar una solución analítica para 
el sistema de ecuaciones que describen este modelo, surge en forma natural cuando se intenta 
extender los procedimientos algorítmicos expuestos en capítulos anteriores para dar cuenta de 
fuentes múltiples. Excepto en el caso de materia stiff y radiación, ninguna transformación de 
coordenadas o de campos parece posible a los efectos de simplificar el sistema. El objetivo 
de esta parte de la tesis será entonces estudiar si el sistema cumple con algunas condiciones 
necesarias que permitan su integración. Para este fin, utilizaremos una versión algorítmica del 
test de Painlevé que detallaremos más adelante [114, 115]. Recientemente, el test de Painlevé ha 
sido utilizado para analizar la integrabilidad de diferentes modelos en teorías de gravitación, 
incluyendo, por supuesto, a la Relatividad General. Tal es el caso de los modelos Bianchi IX, 
de vacío [116, 117, 118] o en presencia de un fluido perfecto [120]. Este mismo modelo ha sido

40



estudiado asimismo en la teoría de Brans-Dicke [121]. Teorías tipo Kaluza-Klein y modelos 
inflacionarios fueron también investigados [122, 123].

A los efectos de facilitar una posterior comparación, presentaremos la solución al universo de 
radiación y materia no-relativista (dust) en Relatividad General. Luego, expondremos una breve 
explicación del procedimiento de Painlevé incluyendo algunos ejemplos sencillos y, finalmente, 
mostraremos la aplicación del método al sistema de ecuaciones que describe un universo com­
puesto por las mismas fuentes pero en la teoría de Brans-Dicke. Estos resultados se encuentran 
parcialmente publicados en [124].

3.2 Dos fluidos en Relatividad General
Consideremos las ecuaciones de Einstein:
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(3.1)
con el tensor de energía-impulso como aquel que describe una mezcla de dos fluidos no in- 
teractuantes de radiación (en la forma de partículas de masa cero como fotones) y materia 
no relativista. El fluido de radiación tiene como ecuación de estado p = l/3/>, mientras que 
la materia no-relativista será bien aproximada por una ecuación del tipo p = 0. En efec­
to, para partículas no relativistas de masa m y densidad numérica n, la densidad de energía 
será p ~  nmc2 mientras que la presión se comportará como p ~  nmv2, con u < c ,

El tensor de Einstein G ^  puede calcularse para la métrica de Friedmann-Robertson-Walker, 
ya que suponemos al universo isótropo y homogeneo. Esto lleva a las siguientes ecuaciones:

(3.2)

(3.3)
siendo k =  ±1,0 una constante relacionada con la curvatura del espacio-tiempo. Estas ecuacio­
nes, junto con las ecuaciones de estado determinarán completamente a(t),p(t) y p(t). A partir 
de (3.2) es posible despejar fc,

(3.4)
donde hemos definido la constante de Hubble Ho =  (á/a)o, el parámetro de densidad O =  po/pc 
e, implícitamente, la densidad crítica pc =  (3 Hq) /  (8ttG)', todas ellas a tiempo presente, denotado 
con el subíndice cero. Combinando las ecuaciones de Einstein llegamos a

(3.5)

(3.6)
o, equivalentemente,

Dado entonces la ecuación de estado, p =  p(p), podemos integrar (3.6) para obtener p =  p(a). 
Finalmente, la integración de (3.2) lleva a a =  a(t). Para una ecuación de estado de la forma 
p = wp, (3.6) implica p oc a_3 1̂+wK En particular, para materia no-relativista (w = 0) y 
radiación (w = 1/3), encontramos pnr oc a~ 3 y pr oc a~ 4 respectivamente. Explícitamente, 
definiendo la función redshift como (1 + z) =  a0 /a(t), escribimos:



Para analizar esa fase de la evolución, es necesario estudiar el modelo de Friedmann que 
está descripto por la ecuación:

(3.12)

lo que lleva a 2/ =  — 2 +  1/fío- Es posible entonces que el término de curvatura domine sobre 
la densidad de materia no-relativista a pequeños 2 . Tomando fí0 — 0.2 se obtiene z¡ ~  3. De 
forma que, reuniendo los resultados y concluyendo, excepto a pequeños redshifts (z ~  1 —10), el
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(3.7)
(3.8)

Observaciones sobre las que no comentaremos ahora (véase el Capítulo 4 y las Refs. [125, 126, 
104], establecen que

(3.9)
(3.10)

siendo h = |i /o/100|. Vemos que actualmente, la materia no-relativista domina sobre la ra­
diación. Dado que la radiación lo hacía en el pasado, lo que puede verificarse a partir de la 
evolución de pr como una función de a, deberá existir un momento de la evolución cósmica en 
donde ambas densidades de energía coincidían. Este tiempo es llamado tiempo de equivalencia, 
t =  teq. El redshift al cual esta equivalencia tuvo lugar está dado, siguiendo a (3.7) y (3.8), por:

(3.11)

Antes de hacerlo, es posible evaluar la influencia del término de curvatura k /a 2 en la dinámica 
del modelo. Para cualquier etapa de la evolución cósmica, el término de curvatura tiene una 
magnitud de:

(3.13)

(3.14)

Cuando se lo compara con el término de radiación

se ve que la curvatura solo puede influir de forma apreciable para redshifts z zc, donde

Ya que ambos factores, h y |1 — Ool1̂ 2, son menores que 1, zc < 200. Esto no significa, sin 
embargo, que la curvatura domina para redshifts menores que zc, sino sólo que domina sobre el 
término de radiación. Pero ya que a esos redshifts el lado derecho de las ecuaciones de Einstein 
implica que el universo se encuentra en la era de materia, se debe comparar el término de 
curvatura con el que provee la materia no relativista. Al hacer esto se ve que ambos serán del 
mismo orden para 2 ~  z/, si í)0 < 1, con

(3.16)



término de curvatura es completamente despreciable en las ecuaciones de Einstein. Este mismo 
análisis será válido en el caso de Brans-Dicke, donde estudiaremos el modelo con k = 0.

Volvamos entonces a las ecuaciones de Friedmann y consideremos el caso plano. Utilizando 
las variables

la ecuación(3.12) se transforma en

(3.17)

(3.18)

Integrándola con condición inicial x =  0 para r  =  0, la solución es [125, 126],
(3.19)

(3.20)

(3.21)
obtenemos:

Las formas límites de la ecuación paramétrica anterior son las correspondientes a los modelos 
de universo dominados por radiación o por materia no-relativista en forma separada.

Como vemos, el estudio de este modelo no sólo nos lleva a la determinación precisa del tiempo 
de equivalencia en función de parámetros cosmológicos medibles, sino que también introduce las 
eras de radiación y materia con lógica y elegancia, haciendo continuo el concepto de evolución. 
Para analizar lo que sucede con este modelo en teorías escalares tensoriales de gravitación, 
introduciremos ahora el concepto de integrabilidad y el algoritmo de Painlevé.

3.3 Integrabilidad
3.3.1 Consideraciones preliminares

La integrabilidad se puede considerar como una propiedad matemática que puede ser usada 
para obtener mayor poder predictivo e información cuantitativa en el estudio de la dinámica 
global de un sistema [127]. Esta definición algo vaga puede relacionarse con el significado literal 
de la palabra integrabilidad y con la existencia de soluciones análiticas, simplemente valuadas, 
de un sistema de ecuaciones dado. Estos conceptos fueron primariamente analizados por Fuchs 
[128], Kovalevskaya [129, 130] y Painlevé [114, 115] a principios de este siglo. Una reseña 
histórica de estos trabajos puede verse en [131].

La idea principal del análisis de Painlevé es identificar y clasificar la naturaleza de las singu­
laridades -polos, puntos de ramificación logarítmicos y algebraicos, y singularidades esenciales-
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(3.22)

Si fijamos ahora el valor de a =  aeq encontramos que Heqteq ~  0.552, y, si recordamos que:



admitidas por la solución general de la ecuación diferencial en el plano complejo de la variable 
independiente. Se dirá que una ecuación diferencial ordinaria (EDO), o sistema, posee la pro­
piedad de Painlevé (PP) sólo si su solución general está libre de puntos críticos móviles en el 
sentido que se especifica más abajo. Si un dado sistema de ecuaciones satisface la PP, se espera 
que sea integrable, con una solución dada en serie de Laurent en el entorno de un punto singular 
móvil. Sin embargo, la PP no es una condición suficiente para la integrabilidad de un sistema. 
Por el contrario, cuando un dado sistema satisfaga la PP, su integrabilidad deberá determinarse 
por otros medios; por ejemplo, construyendo el número de integrales de movimiento necesarias. 
Sistemas diferenciales que cumplen con la PP se dirán integrables en el sentido de Painlevé, 
implicando que este sentido es el nivel más fundamental del concepto de integrabilidad. La 
integrabilidad de los sistemas diferenciales está entonces oculta en la estructura de singulari­
dades de su solución general, las cuales se continúan analíticamente al plano complejo de la 
variable independiente [132]. El test de Painlevé será el conjunto de todos los métodos que 
generan condiciones necesarias para la integrabilidad en el sentido de Painlevé. Los cuatro tests 
clásicos son: el método a  [114, 115], el test de Kovalevskaya-Gambier [133, 134] -que será el 
que usaremos aquí-, el método de Bureau [135, 136, 137] y el test perturbativo de Conte et al. 
[138]. Todos ellos están basados en dos teoremas locales: el de existencia de Cauchy-Piccard y 
el teorema perturbativo de Lyapunov [139]. Es esta localidad lo que hace que el test de Pain­
levé pueda usarse sólo para probar la no-integrabilidad de un sistema. En otras palabras, el test 
de Painlevé no es conclusivo a menos que algunas condiciones necesarias para la integrabilidad 
se violen explícitamente. El camino que adoptaremos en esta tesis no será el de la demostración 
de todos los teoremas necesarios para soportar el criterio de integrabilidad que seguiremos. En 
su lugar, tomaremos éste último como una herramienta ya probada y discutiremos su aplicación 
al caso que nos ocupa.

La cuestión de la integrabilidad puede también relacionarse con la existencia de simetrías no 
triviales en el problema. Estas simetrías pueden dejar invariante el correspondiente lagrangiano 
y en ese caso, se llaman simetrías de Noether. Cuando existen simetrías de Noether, es posible 
usar el teorema de Noether para construir el número necesario de integrales de movimiento y 
asegurar la completa integrabilidad. Estas ideas son ampliamente usadas en la búsqueda de 
soluciones a teorías escalares tensoriales de gravitación, en particular, en el caso de teorías no 
mínimamente acopladas [140, 141, 142].

3.3.2 Clasificación y análisis de las singularidades
Consideremos ahora EDOs en el plano complejo de la variable independiente. La solución 

general de las EDOs puede dejar de ser analítica en ciertos puntos llamados singularidades. Si 
la posición de estos puntos en el plano depende de las constantes de integración, se llamarán 
singularidades móviles. Si no lo hacen, por el contrario, serán llamadas singularidades fijas. 
Entre los puntos singulares, los puntos de ramificación y las singularidades esenciales serán 
llamados puntos críticos. La idea fundamental subyacente al análisis de Painlevé es que si los 
puntos críticos son fijos, el teorema fundamental de existencia garantiza que la solución general 
de una EDO de orden n está completa y únicamente especificada. Si, en cambio, se admite 
la existencia de un punto crítico móvil, habrá dificultades en la continuación análitica de la 
solución, lo que finalmente llevará a la no-integrabilidad de la EDO [139].

A continuación presentaremos -sin prueba- el algoritmo ARS que sera luego utilizado en 
el análisis del problema de dos fluidos en la teoría de Brans-Dicke. Nos basaremos en gran 
medida en la presentación dada en [127] y en [143]. Para una revisión general del método de 
Painlevé puede verse también la referencia [144] y los trabajos originales en [133, 134].

Consideremos una EDO de orden n
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o equivalentemente, n ecuaciones de primer orden

F  y Fi son analíticas en 2 y racionales en todos los demás argumentos. La solución de (3.23) 
será expandida como una serie de Laurent en el entorno de un punto singular zo. Luego, el 
algoritmo ARS consiste de los siguientes tres pasos:

• Determinación del comportamiento de los términos dominantes del desarrollo de Laurent 
en el entorno del punto singular z0.

• Determinación de las resonancias: potencias a las cuales pueden aparecer las constantes 
arbitrarias de la solución.

• Verificación de la existencia de un número suficiente de constantes arbitrarias sin la ne­
cesidad de la introducción de puntos críticos móviles.

Al final de estas tres etapas estaremos en condiciones de analizar si se cumplen los requisitos para 
la existencia de la solución y la integrabilidad de (3.23). Si estas condiciones son suficientes es un 
problema mayor, ya que debería probarse que la serie de Laurent asociada existe y demostrar su 
convergencia. Notemos que el algoritmo ARS no identifica la posible existencia de singularidades 
esenciales y que por esto debe considerarse como un método que provee condiciones necesarias 
para que una dada EDO sea de tipo Painlevé. Estas singularidades esenciales podrían estar 
relacionadas con la aparición de resonancias negativas en el desarrollo de Laurent [145]. 

Consideremos ahora cada paso del algoritmo por separado.

Comportamiento de los términos dominantes
Supongamos que el comportamiento dominante de w(z) -solución de (3.23)- en un entorno 

suficientemente pequeño del punto singular móvil zq es algebraico, esto es:
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(3.23)

(3.24)

(3.25)
Aquí, (a,j,qj) son constantes a ser determinadas a partir de (3-23) donde Re(^j) < 0, hipótesis 
de términos dominantes. Se dirá que cada par de valores de a } y de q j definen una rama de la 
solución . Si utilizamos (3.25) en (3.23) observamos que dos ó más términos serán del mismo 
orden -dominantes- mientras que el resto se hace despreciable para z —»■ zq. Conociendo los 
qj, los aj pueden evaluarse a partir del reemplazo anterior. A esta etapa del análisis puede 
concluirse que:

• Si al menos uno de los qj es irracional o complejo, la ecuación (3.23) no cumple con la PP 
y no es integrable.

• Si todos los qj son enteros negativos, (3.25) puede representar el primer término de un 
desarrollo de Laurent alrededor de z0.

• Si alguno de los qj no es entero sino una fracción racional, la ecuación (3.23) puede cumplir 
con la PP-débil -que comentaremos más abajo-.



donde n es el orden la EDO. Las raíces del polinomio Q(r) determinarán los valores de las 
resonancias. Podemos notar, en esta etapa, las siguientes características:

• Una raíz es siempre —1. Consecuencia de la arbitrariedad de z0.
• Si una de las aj es arbitraria, entonces una de las raíces será r =  0.
• Las raíces con Re(r) < 0 pueden descartarse, porque violan la hipótesis de término 

dominante. Sin embargo, véase abajo la sección sobre el método de Painlevé perturbativo.
• Cualquier raíz r = p/q racional, indica, en general, la presencia de un punto móvil que 

puede asociarse con la PP-débil.
• Si al menos una de las raíces es irracional o compleja, la EDO no es del tipo Painlevé, y 

no es integrable.
• Si para cada rama, excluyendo a —1, las raíces son enteros positivos, entonces no hay 

puntos críticos algebraicos.
En el caso de sistemas de EDOs, se deberá reemplazar (3.27) en cada componente del sistema, 
exigiendo luego que el determinante de los coeficientes de los términos resonantes se anule [127].

Evaluación de las constantes arbitrarias
La etapa final consiste en determinar si existen un número suficiente de constantes arbitrarias 

-sin que sea necesaria la introducción de puntos singulares móviles- en el desarrollo de Laurent. 
Sea (a, q) una dada rama dominante con rj < r2 < ... < r¡ y l < n — 1 raíces racionales 
de Q(r). Si sustituimos
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(3.29)

(3.28)

(3.27)
donde t  = z — z0, e n  la ecuación simplificada y tenemos en cuenta sólo términos lineales en b, 
obtendremos

Resonancias
En el desarrollo de Laurent anterior, zq es una constante arbitraria que es también la posición 

de la singularidad. Si además tuviéramos (n — 1) coeficientes aj arbitrarios, entonces tendríamos 
n constantes de integración de la EDO y por lo tanto (3.26) sería la solución general en el entorno 
de la singularidad. Las potencias a las cuales estas constantes arbitrarias entran dentro de la 
suma en (3.26) se llaman resonancias. Para encontrar las resonancias para cada rama, debemos 
construir tina ecuación simplificada que retenga sólo los términos dominantes de (3.23), con sus 
respectivos valores de aj y qj. Si introducimos

(3.26)
En cualquiera de los dos útimos casos, la solución de w(z) se podrá escribir como



Luego, hay dos ramas posibles,
1. q —  — l y a o  =  3 para los términos asociados a w"' y ww".
2. q =  —2 y ao — 3 para los términos asociados a ww" y w3.

Para el análisis de las resonancias se substituye ahora, sólo en la ecuación reducida a los 
términos dominantes,
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(3.33)

(3.32)

Ahora, el coeficiente de r ?+ri_n logr es Q(ri)bri = 0. Pero bri se determina pidiendo que 
el coeficiente de r 9+ri_1 se anule, siendo an arbitrario. Si el coeficiente resultante no fuera 
arbitrario habría que introducir más términos singulares y repetir el procedimiento hasta 
que lo sea. En este caso se señalaría la presencia de puntos de ramificación logarítmicos 
que muestran que la EDO no cumple con la PP. Habiendo analizado la naturaleza de 
la serie de Laurent, es necesario verificar si la misma converge y cual es su radio de 
convergencia. Sin embargo, debido a la no-linealidad de las relaciones de recurrencia entre 
los coeficientes involucrados, este análisis puede hacerse muy complicado y usualmente la 
convergencia de la serie y, por ende, la existencia final de la solución, debe buscarse por 
otros métodos.

3.4 Algunos ejemplos sencillos
La discusión no estaría completa sino hasta revisar la aplicación del algoritmo en algunos 

ejemplos sencillos. Para mayores detalles, véase, entre otras, la Ref. [127].
• Ejemplo 1: w'" +  2ww" — 2w3 +  w2 + ¡j,w = 0, con ¡i constante.

Suponiendo entonces que el comportamiento dominante es w(z) ~  a0(z — z0)q, con z0 una 
singularidad arbitraria y llamando t  = z — zq, se obtiene

(3.31)

Para k < ri la ecuación anterior determina los coeficientes a¿. En k =  ri, Q{r\) =  0. surgen 
entonces dos posibilidades:

• Si Rri =  0, ari es arbitraria, y podemos continuar el proceso para encontrar el próximo 
coeficiente. Esto puede continuarse hasta que la serie de Laurent tenga n constantes 
arbitrarias, de modo que la EDO es, en este caso, de tipo Painlevé.

• Si Rn 0, entonces la ecuación (3.30) no se satisface idénticamente y ari no será una 
constante arbitraria. No hay solución en la forma (3.26) y deberán introducirse términos 
logarítmicos como

(3.30)

en la ecuación (3.23) y pedimos que los coeficientes de r q+ n se anulen obtenemos



manteniendose a4 arbitrario. Pero al haber introducido términos logarítmicos obtenemos 
que la EDO es no integrable.

Otros ejemplo sencillos pueden encontrarse en la literatura citada.

3.5 Alrededor de lo básico
Finalmente, antes de pasar al estudio del problema cosmológico que nos interesa haremos 

nna. breve revisión de algunas ideas recientes sobre el análisis de Painlevé.
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(3.40)

(3.39)
Pidiendo ahora que el coeficiente de Tq 4+3 se anule, se obtiene 64, que resulta ser

Sin embargo, no permite evaluar el coeficiente a^: los términos que lo contiene se anulan 
entre sí y la ecuación que se obtiene es, aa\T~l = 0. Como ésta no puede cumplirse debe 
introducirse un término adicional de la forma,

(3.38)

los valores previamente obtenidos de a o  y q  y la evaluamos en la EDO completa. Siendo 
n  el orden de la EDO, se pide que los coeficientes de T q+k~ n  se anulen. Esto permite 
encontrar,

(3.37)

Para la primer rama, las resonancias son las raíces de

(r +  l) ( r2 -  4r + 6) =  0 (3.34)
esto es, r = — 1 y r =  2 ±  i\/2. Para la segunda rama se encuentra r = — 1 y r =  6 . 
Sin embargo, debido a que han aparecido resonancias complejas en una de las ramas, se 
puede concluir que la ecuación no es de tipo Painlevé y no es integrable.

•  Ejemplo 2: w'" + w"ww' — cr(w +  w') =  0, con <7 constante.
El comportamiento dominante se obtiene haciendo el balance entre los términos w'" y ww' 
y esto lleva a la rama:

q = -2 , aQ = -12 . (3.35)
Asimismo el análisis de resonancias, similar al anterior, indica que éstas son:

r = —1, r =  4, r = 6. (3.36)
Para evaluar las constantes arbitrarias reemplazamos en



Propiedad de Painlevé débil
La conjetura débil de Painlevé ha sido introducida para incluir sistemas integrables que pose­

en puntos algebraicos de ramificación. La propiedad débil de Painlevé estará satisfecha cuando 
las resonancias sean tales que sus denominadores dividan al mínimo común múltiplo de los de­
nominadores de los exponentes de los términos dominantes [144]. Basado en transformaciones 
de coordenadas convenientes ha sido señalado que algunos sistemas que exhiben la propiedad 
débil de Painlevé pueden ser mapeados en sistemas con la PP usual [131].

Resonancias negativas y test perturbativo de Painlevé
Argumentando que su aparición viola la hipótesis de comportamiento dominante, las reso­

nancias negativas son comúnmente ignoradas. Sin embargo, se ha visto que existen ecuaciones 
tales que, a pesar que sus resonancias son negativas, se conoce una solución general simple­
mente valuada. Ejemplo de esto es la ecuación de Chazy [145]. Para tener en cuenta este tipo 
de comportamiento, Fordy y Pickering [145] mejoraron el test básico de Painlevé incluyendo 
propiedades adicionales (que se suman a las del test usual) a tener en cuenta en el análisis 
de los comportamientos dominantes y resonancias. Sin entrar en un detallado análisis del test 
perturbativo, y refiriendo para ello a las citas [138, 145], señalemos algunas características funda­
mentales. La idea consiste en realizar una expansión en serie doble para cada variable dinámica 
del problema, una serie perturbativa de Taylor y una serie de Laurent, en la forma
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(3.41)
donde e es un parámetro perturbativo, z0 es la singularidad móvil y a; la resonancia -que 
puede ser positiva ó negativa-. El algoritmo indica luego que se debe utilizar (3.41) en la 
correspondiente ecuación de balance e igualar término a término en potencias de e, para cero 
orden si la resonancia es positiva (ARS usual) y para todo orden en el caso general. Esto 
genera un conjunto de ecuaciones de compatibilidad para las constantes af^  que deben cumplirse 
dejando suficiente espacio para tantas constantes arbitrarias como lo requiera la solución de la 
ecuación para ser genérica. Si esto no ocurre deberán agregarse términos logarítmicos en la 
expansión, mostrando que la ecuación no satisface la PP.

Cierto es que el test perturbativo todo lo complica. La falla en la posibilidad de que haya 
suficiente espacio para el número de constantes arbitrarias correctas podría suceder a cualquier 
orden de la perturbación. Esto hizo necesario generar códigos para trabajar con el algortimo en 
forma automática, véase por ejemplo los trabajos de Scheen et al. [132]. Es de esperar entonces 
que para obtener alguna conclusión con sentido al aplicar el test de Painlevé, se encuentre una 
falla grave en alguna de las condiciones necesarias para la integrabilidad de la EDO sin necesidad 
de realizar el paso por el test perturbativo; por ejemplo, que existan resonancias complejas. Si 
así no fuera, la integrabilidad debería en general, explorarse por otros métodos.

3.6 Dos fluidos en la teoría de Brans-Dicke
En esta sección presentaremos los resultados de la aplicación del algoritmo ARS del método 

de Painlevé a un universo compuesto por radiación y materia no-relativista en el marco de la 
gravitación de Brans-Dicke.

A partir de la aplicación del principio de mínima acción en un universo de Friedmann- 
Robertson-Walker plano encontramos



(3.44)

(3.45)
En nuestro caso, el medio es una mezcla de radiación y materia no relativista, de forma que la 
densidad de energía es una suma de dos términos:

Bajo la suposición que la conversión de materia en radiación y viceversa es despreciable, lo que 
equivale a suponer que estos fluidos no interactuan, existirá al igual que en Relatividad General, 
una ley de conservación (que podrá ser integrada) para cada componente. De esta forma, nos 
reencontramos con la densidad de energía total

(3.48)

3.6.1 Análisis de las ecuaciones de movimiento
De las identidades de Bianchi, sabemos que sólo dos de las ecuaciones diferenciales -más la 

ecuación de estado- son necesarias para determinar el comportamiento del sistema. Analizare­
mos entonces el siguiente sistema reducido:

(3.49)

(3.50)
El algoritmo ARS aplicado a este sistema produce los siguientes resultados:

:La ley de conservación -en el sentido relativista- está dada por =  0, donde contiene las contri­
buciones de materia y radiación: T^v y ^ . Bajo la suposición que no existe interacción entre estos
componentes se obtiene =  0 y =  0 por separado; ya que, de otra forma, estaríamos permitiendo
intercambio de energía entre los miembros del sistema.

mientras que la presión es sólo provista por el fluido de radiación

donde se ha usado un tensor de energía impulso para el contenido de materia en la forma de 
un fluido ideal. Recordemos que, debido a la forma en que se realiza el acoplamiento entre el 
campo escalar y la materia, las leyes de conservación -en el sentido de la Relatividad General- 
permanecen inalteradas. Esto implica:

(3.42)

( 3 . 4 3 )

( 3 . 4 6 )

( 3 . 4 7 )
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1. Hay dos comportamientos dominantes. Teniendo en cuenta que

(3.59)

51

(3.51)

(3.52)

(3.53)

encontramos los siguientes casos:
(a) Realizando el balance con el término de materia no-relativista en la ecuación de 

Friedmann y considerando la ecuación para </> completa, se obtiene:

con las constantes,

(b) Realizando en cambio el balance con el término de radiación de la ecuación de Fried­
mann se encuentran dos subramas,

i.

ii.
(3.54)

(3.55)

(3.56)

En ambos casos, o bien üq o  bien 4>o es arbitrario y están relacionadas por

Notemos que la segunda rama podría ser asociada con la PP-débil [127], y que los expo­
nentes de la primer rama son positivos.

2. Para cada rama, el análisis de resonancias muestra
(a) Para la primer rama, las resonancias (a;) son las raíces de un polinomio cúbico. Una 

de ellas es x = —1, la cual está siempre presente y relacionada con la arbitrariedad 
de ¿o- Las otras dos están dadas por

(3.57)
Este resultado establece que existe un conjunto infinito de valores uj que hacen x 
irracional, pero también otro conjunto infinito que hace que la resonancia tome un 
valor entero. Esto último es fácilmente demostrable. Si queremos que x sea un 
número entero necesitamos que el radicando sea el cuadrado de un número impar, 
esto es

(3.58)
Expandiendo la expresión anterior se llega a



Notemos que estas son resonancias racionales pero que no tienen el comportamiento 
establecido para que satisfagan la PP-débil, ya que no se cumple la relación deseada 
entre los denominadores de las resonancias y de los exponentes de los comportamien­
tos dominantes. No extraeremos entonces mayor información de esta rama.

La primera conclusión que podemos establecer es que el sistema no posee la propiedad de 
Painlevé para un conjunto infinito -pero medible- de valores de u  positivos, mostrando la 
presencia de puntos de ramificación algebraicos, encontrándose resonancias irracionales. 
Además, se ha mostrado que existe otro conjunto infinito y medible de valores de u; para 
los cuales el sistema tiene resonancias enteras, una de las cuales es siempre negativa. 
Aunque esto es una fuerte indicación en el sentido de llevar a la aparición de puntos de 
ramificación logarítmicos móviles, en el próximo paso mostraremos explícitamente con un 
ejemplo cómo esto sucede.

3. Analizemos ahora si existe un número suficiente de constantes arbitrarias. Como hemos 
dicho, realizaremos un análisis adicional sólo para la primer rama, vinculada por la ecua­
ción (3.59). Como ejemplo, tomemos el caso uj =  9, que es un valor significativo desde 
el punto de vista de la teoría inflacionaria. Esto hace que las resonancias sean -1,4 y -5. 
Debemos luego considerar el conjunto completo de ecuaciones y reemplazar las funciones 
(3.51) por desarrollos truncados en el término cuatro, esto es:

donde se ha usado que a = 0 y (3 = 2. Esto permitirá determinar los valores de ai, 
y ver si a  4  y (¡> 4  son ambas arbitrarias. El resultado de este reemplazo indica que a¿ =  

0, (¡>i = 0 para i = 1,2,3 y que <j)4 = f (a 4). Esto significa que sólo hay lugar para
una constante arbitraria. Pero como estamos trabajando con dos ecuaciones diferenciales 
acopladas, una de primer orden y otra de segundo, y recordando que to está fijo por las 
condiciones iniciales, necesitamos aún otra constante arbitraria para hacer la expansión 
genérica. Esa constante arbitraria está perdida debido a que tenemos una resonancia 
trivial negativa. El método de Painlevé perturbativo [138] permite estudiar la expansión 
completa de Laurent en cada resonancia -incluyendo las negativas-. Para nuestro sistema,
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y
(3.62)

(3.63)

(3.60)

(3.61)

Pero, ya que 2 divide bien a n, bien a n -f 1, esta relación es válida para un número 
infinito de valores de u) (o de n), tales como u  — 0 ,2 ,5,..., los cuales se encuen­
tran cada vez más espaciados. De esta forma, a partir de (3.57), podemos recorrer 
todas las resonancias enteréis, por ejemplo: {—2 ,1),(—3,2),(—4,3), respectivamen­
te. Observando asimismo la ecuación (3.57) es posible ver que siempre se obtiene 
una resonancia positiva y otra negativa. Para valores negativos de o» se encuentran 
resonancias complejas siempre que u  < —9/8, lo que hace al sistema no integrable.

(b) Para la segunda rama, las resonancias son x = —1,0 y, para cada una de las subramas, 
las siguientes resonancias adicionales respectivamente



para a(t) y uno similar para 4>(t) y esto lleva a la presencia de puntos de ramificación 
logarítmicos, lo cual muestra la no-integrabilidad del sistema. Aunque esto se ha probado 
para una valor particular de lo , puede ser generalizado sin dificultad. La ausencia de 
espacio para un número suficiente de constantes se debe, primariamente, al hecho que 
la primer rama sólo tiene una resonancia positiva; lo que sucede para cualquier lo  que 
satisfaga la relación (3.59).

3.7 Conclusiones
En este capítulo, hemos analizado el sistema compuesto por radiación y materia no relativista 

en el marco de la teoría de Brans-Dicke. Se ha probado que el sistema de dos fluidos discutido 
no es integrable debido a la presencia de puntos de ramificación, algebraicos o logarítmicos, 
para un amplio conjunto de valores de la constante de acoplamiento lo . Este es el resultado del 
análisis del comportamiento matemático del factor de escala y del campo escalar de Brans-Dicke 
en el plano complejo del tiempo. En principio, podrían existir ciertos valores de lo  en los que las 
condiciones del test perturbativo de Painlevé sean satisfechas a todo orden. Esto, sin embargo, 
no es posible demostrarlo, debido a que es posible que las violaciones a las condiciones que 
impone la doble sumatoria aparezcan a cualquier orden de la perturbación. Nuestra creencia es 
que esto no será así, y que el sistema estudiado no es integrable independientemente del valor 
de la constante de acoplamiento, es decir, que no existe una solución analítica general. Esta 
conclusión podría estar sustentada en el hecho que el patrón de resonancias es siempre similar 
en todos los casos: (n, — (n + 1)).

Es bueno remarcar que el análisis de los puntos críticos de las funciones se lleva a cabo en 
una manera completamente general, esto es, alrededor de cada punto Íq del plano. Esto implica 
que no se está haciendo ninguna suposición acerca del comportamiento de las funciones o de la 
ecuación de estado en tiempos cercanos a la singularidad física. Es notorio el hecho intuitivo 
acerca de que este modelo debería acercarse al comportamiento de un modelo de vacío cuando 
t —)■ 0 [146]. Esto puede inferirse debido a que los modelos dominados por la radiación y por 
la materia en forma separada lo hacen. Sin embargo, dado que el análisis de Painlevé es válido 
para cualquier tiempo, cualquier pertubación al modelo de vacío que contenga ambas fuentes 
en forma simúltanea lo convierte en no integrable.

Como se ha mencionado en secciones anteriores, el modelo que describe un universo com­
puesto por radiación y materia no-relativista en la gravitación de Einstein es integrable, siendo 
su solución obtenida en forma paramétrica como t =  t(a). Esto ya no es cierto en general en la 
teoría de Brans-Dicke y una definición precisa del tiempo de equivalencia no puede obtenerse, al 
menos en forma analítica. Cualquier integración numérica dependerá de las condiciones inicia­
les elegida, pero si el sistema es caótico, pequeños cambios en las condiciones iniciales pueden 
llevar a comportamientos completamente diferentes del sistema y entonces, grandes cambios 
en el tiempo de equivalencia podrían surgir. La búsqueda de caos en Relatividad General y 
otras teorías de gravitación es en la actualidad un tema de gran interés (ver por una revisión 
la referencia [147]). Pero es importante remarcar que el algoritmo de Painlevé no es el método 
idóneo para decidir sobre el posible caos de un sistema, dado que ésta es una propiedad global. 
Con respecto al sistema que nos ocupa, es posible pensar que el modelo no desarrollará un
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(3.64)

en general surgen condiciones sobre las constantes arbitrarias previamente introducidas. 
En particular, para lo  = 9, esto sucede a orden cuarto de la perturbación. Esto significa 
que debemos introducir términos logarítmicos en la expansión, de la forma



comportamiento caótico, debido a que, como dijimos, el modelo de vacío -que es integrable- 
podría funcionar como una condición de contorno del aquí estudiado. Esto fue demostrado 
recientemente en [148], donde se analizó la transición radiación-materia en forma numérica y 
se encontró que ésta era suave para un amplio r a n g o  de condiciones iniciales y valores de u. 
También allí se estudió el problema en forma analítica, pero mediante el uso de aproximaciones 
(a orden 1/u;) que imposibilitan una comparación directa con el presente análisis.
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Capítulo 4 
Nucleosíntesis primordial

Imaginaos ahora este instante, en que los murmullos 
se arrastran discretamente y  las espesas tinieblas 

llenan el gran navio del Universo.
William Shakespeare 

Henry V, acto IV, Prólogo

4.1 Introducción
En este capítulo nos concentraremos en la búsqueda de teorías escalares tensoriales cuyas 

predicciones resulten compatibles con la observación. Como hemos discutido en la Introducción, 
básicamente existen dos grupos de tests que una teoría de gravitación debe superar: tests de 
campo débil y tests de campo fuerte. Los primeros consisten en comparar las predicciones de 
una dada teoría en el límite de campos gravitacionales débiles y movimientos cuyas velocidades 
son mucho menores que la de la luz [30, 29]. En general, las teorías métricas, como la Relatividad 
General y la teoría de Brans-Dicke, no son descartadas por estos tests.1 Esto indica que poco 
pueden diferir unas de otras, y en conjunto con la Relatividad General, en estas situaciones. 
El formalismo post-newtoniano [30] se ha convertido en la herramienta standard para analizar 
experimentos en este límite, especialmente en el sistema solar. Sin embargo, en las últimas tres 
décadas ha quedado claro que la comparación predicción-experimento debía hacerse sobre una 
base más amplia, incluyendo el análisis de las predicciones exactas de la teoría en el estudio 
de modelos cosmológicos, radiación de ondas gravitacionales, estrellas de neutrones y agujeros 
negros. Estos casos se convierten entonces en los tests fuertes de la teoría.

Los procesos de formación de elementos livianos en el universo primitivo, llamados nu- 
cleosíntesis primordial, proveen un escenario interesante para testear la viabilidad de una teoría 
de gravitación. Aquí, el modelo standard cosmológico tiene una franca concordancia entre 
teoría y observación y la pregunta es entonces si la misma situación se produce cuando teorías 
alternativas son consideradas.

El efecto más dramático de modificar la Relatividad General para convertirla en una teoría 
escalar tensorial es que, como dijimos anteriormente, la constante de gravitación es ahora un 
parámetro variable en el espacio-tiempo. Las soluciones cosmológicas también se modifican, 
debiendo dar cuenta de la introducción del campo escalar como nueva fuente de curvatura 
espacio-temporal. Los procesos térmicos son sensibles a estas modificaciones y la nucleosíntesis 
puede predecir diferentes abundancias de elementos livianos en cada teoría particular.

1En el caso de teorías de Brans-Dicke se debe fijar el parámetro libre uj en forma acorde.
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El efecto que una constante de gravitación efectiva variable en el tiempo tiene sobre la pre­
dicción de abundancias de elementos livianos ha sido ampliamente considerado en el pasado. 
Solamente por nombrar algunos trabajos señalemos que Dicke [149] y Greenstein [150] hicieron 
los primeros análisis a fines de la década del 60 y se destacan, entre los más recientes, los de 
Serna et al. [151], Casas et al. [152, 153] y Wagoner et al. [154]. Recientemente, Serna y Alimi 
[155, 156, 157] han considerado numéricamente el problema para funciones muy generales, 
en particular, han demostrado la existencia de teorías escalares tensoriales que convergen rápi­
damente a la Relatividad General, de forma que todos los test post-newtonianos se confirman, 
pero aún presentas grandes diferencias con respecto a las predicciones de nucleosíntesis. Las 
teorías en cuestión se caracterizan por una función (  = H /H rg que no es monótona, por lo que 
el universo se expande -según la época- más rápida o lentamente que en Relatividad General. 
Además, la constante de Newton resulta ser menor en el pasado. Para estos casos, se encon­
tró que la densidad barióncia podría estar cerca de la necesaria para que el universo resulte 
cerrado (0.01 < ííj < 0.78) en clara contradicción con el resultado standard de nucleosíntesis 
que discutiremos más abajo.2 Si este tipo de acoplamiento provee de un modelo cosmológico 
aceptable es aún una pregunta abierta. Sin embargo, estos trabajos han demostrado clara­
mente que una teoría escalar tensorial puede resultar compatible con todo tipo de tests y aún 
así resultar distinguible de la Relatividad General.

Otros trabajos consideraron otras elecciones particulares de la función u>, por ejemplo ci­
temos la teoría de Bekenstein [158] y la de Barker [159]. Una aproximación más genérica al 
problema fue dada por Yang et al. [160, 161] al considerar variaciones del modelo standard sin 
hacer específica la forma del acoplamiento. Finalmente, también se ha considerado una teoría 
de Brans-Dicke cuyo campo escalar se acopla -en el Einstein frame- de forma diferente a la 
materia ordinaria y a la materia oscura [162]. Señalemos asimismo que una excelente revisión 
de procesos de nucleosíntesis en modelos de teorías de gravitación distintas a la Relatividad 
General o con anisotropías o inhomogeneidades se ha publicado en la Ref. [163]. La conclu­
sión general es que es posible encontrar teorías escalares tensoriales que no solamente superan 
los test débiles de gravitación sino que también conducen a estimaciones de abundancias de 
nucleidos de acuerdo con las observaciones.3

En general, los trabajos citados, pueden agruparse en dos conjuntos. Por una lado encon­
tramos aquellos que realizan una simulación de la cadena de reacciones nucleares con un código 
de nucleosíntesis [164], como los casos de Serna et al. Por otro, encontramos distintos intentos 
de dar una discusión analítica sobre el tema: intentos que buscan acordar dentro de un pequeño 
porcentaje con los resultados generados por un código numérico, mostrando que se ha podido 
aislar la física esencial del problema. Estos están básicamente representados por los trabajos 
de Casas et al. y, notablemente, de Bernstein et al. [165]. Esta será la forma de acercarnos 
al estudio de nucleosíntesis que seguiremos en este capítulo. En particular, se estudiará cómo 
un valor distinto en la temperatura de congelamiento de las interacciones débiles, provisto por 
una evolución cósmica que no es la standard, provoca cambios en la cantidad de 4He primor­
dial que puede formarse y cómo esto puede usarse para establecer cotas sobre la propia teoría 
gravitacional. Para teorías de Brans-Dicke, este análisis fue llevado a cabo por Casas et al.

2 El logro de tales se explica del siguiente modo. Al inicio de la época de nucleosíntesis, la tasa de expansión 
es menor que en Relatividad General. Esto implica una menor temperatura de freezing out y una tendencia a una 
menor producción de "̂ He. Sin embargo, ésto puede balancearse con una mayor densidad bariónica. A su vez, 
ésto podría provocar una sobre producción de D, que se evita debido a que durante el proceso de nucleosíntesis 
la tasa de expansión se acelera haciéndose más rápida que en Relatividad General. De esta forma, el monto 
total de D se mantiene acotado porque ocurre en un tiempo más corto.

3Es posible especificar la afirmación anterior diciendo que los modelos analizados y encontrados de acuerdo 
con. las observaciones corresponden a los casos plano y abierto de la métrica de Friedmann-Robertson-Walker,
los modelos cerrados producen en general demasiado ÎIc: y deben descartarse.
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y será aquí generalizado para dar cuenta de teorías con acoplamientos más generales, u;(0). 
Mimoso [166, 167], aplicó un método similar para analizar teorías genéricas mediante la utili­
zación del teorema del Valor Medio Integral y sus resultados se encuentran de acuerdo con los 
aquí presentados. Finalmente, también presentaremos una extensión adicional del método que 
permitirá fijar cotas a la variación temporal de las masas en reposo de las partículas elementa­
les en el marco de teorías de Kaluza-Klein no compactificadas. Este capítulo está parcialmente 
basado en los trabajos [168] y [169].

4.2 Formación primordial de
Son muchas y variadas las presentaciones que pueden encontrarse sobre la nucleosíntesis 

primordial. A los efectos de este capítulo, haremos una breve revisión del tema. Valiosas 
introducciones pueden verse en el libro de Kolb y Turner [126] o en el de Coles y Lucchin [104].

Básicamente, la formación de 4He primordial ocurre a través de la siguiente serie de eventos. 
A tiempos tempranos, cuando la temperatura del universo era del orden de las centenas de MeV, 
la energía y la densidad numérica de partículas estaba dominada por partículas relativistas: lep- 
tones -electrones, positrones y neutrinos- y fotones. Todas las partículas estaban en equilibrio 
térmico, debido a colisiones gobernadas por la interacción débil que rige las reacciones:

Es una suposición del modelo que los neutrinos y antineutrinos se encontraban en igual cantidad 
mientras que los electrones y protones mantenían-y aún lo hacen- la neutralidad de carga. Bajo 
estas suposiciones, la densidad numérica de neutrones a protones estaba dado por el factor de 
Boltzmann:

(4.4)
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(4.1)

(4.2)

(4.3)

donde Q = m n — m p ~  1.29MeV. A una temperatura inicial de lOOMeV, la razón de neutrones 
a protones era muy cercana a la unidad. Es posible definir entonces la razón de la densidad 
neutrónica a la densidad total de bariones como,

(4.5)

(4.6)

y escribir para esta variable una ecuación cinetica,

donde \{n —±p) y A(p -> n) son las tasas totales de transición de los procesos que transforman 
neutrones en protones y viceversa. Estas tasas son calculadas dentro de la teoría de Fermi de 
interacciones débiles [10]. Notemos que la condición inicial de (4.6) está fija: para kT  Q, (*.e. 
t —> 0), X n(T) —> 1/2. Esto es independiente del modelo cosmológico particular elegido para 
describir el universo temprano, siempre y cuando exista en él un estado inicial denso de alta



temperatura. De hecho, ahora podemos plantear en términos cualitativos cuál es el problema a 
resolver, se debe llevar a cabo una integración numérica de las ecuaciones de cinética nuclear

4El factor 7/8 aparece porque los electrones y positrones son fermiones y surge directamente de las integrales 
de energía. Esto es,
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(4.7)
donde Yj — n¿/(nn +  np) es la fracción del i-ésimo nucleido, y la suma incluye todos los procesos 
que llevan a la formación de cada núcleo (signo +) y a la destrucción de los mismos (signo 
—) siendo y fljk las respectivas tasas de reacción [170]. Las primeras de tales integraciones 
fueron llevadas a cabo por Peebles [171] y  por Wagoner et al. [172, 173]. Por una revisión véase 
[174, 175, 176]. Sin entrar en los considerandos de estas integraciones es aún posible extraer un 
poco más la física de la situación.

Consideremos las ecuaciones de Einstein. En la época que nos ocupa, el término de curvatura 
es despreciable por razones anteriormente expuestas. En una métrica plana de Friedmann- 
Robertson-Walker se obtiene, para la ecuación tipo tiempo,

(4.8)
donde como es usual, a es el factor de escala, G  es la constante de gravitación y p la densidad 
de energía. Esta densidad de energía está dominada por partículas sin masa,

(4.9)
con N,  el número efectivo de grados de libertad. Los grados de libertad están dados por las 
posibles orientaciones del spin o la helicidad de las partículas relativistas: 2 para fotones +  2 
x 2 x 7/8 para electrones y positrones4 + 2 x 7/8 x el número de tipos de neutrinos, Nu. La 
suma total es 5.5 +  1.75 Nv. A un tiempo t¡, equivalentemente una temperatura T/, la tasa de 
expansión H  =  a/a  excede la tasa 1 a la cual ocurren las reacciones (4.1-4.3) que mantienen 
el equilibrio químico entre leptones y bariones. En este tiempo, la razón neutrón-protón se 
congela,

(4.11)

(4.12)

(4.13)

y se modificada sólo por el decaimiento del neutrón, dado por (4.3). La tasa de reacción T es 
básicamente igual a,

donde nu(T) es la densidad numérica de neutrinos electrónicos y < av > t  es un promedio de la 
sección eficaz de reacción multiplicada por la velocidad relativa de los interactuantes. Ya que 
nu(T) oc T 3 y a oc G pT 2, con Gf la constante de Fermi y v ~  c = 1, obtenemos:

El tiempo de congelamiento estará dado por la igualdad,

(4.10)
Luego, si la densidad de energía es ptos oc aT4 para bosones, será p¡er oc (7/8 )aT4 para fermiones.



En conclusión, el valor de X n en el tiempo de congelamiento fija la cantidad de í l e  producido. 
Notemos, sin embargo, que la fórmula anterior es una aproximación y que sólo una integración 
numérica del problema podrá dar mayor certidumbre. El hecho que las reacciones (4.16-4.18) 
sean de dos cuerpos puede entenderse en la baja probabilidad de que se produzcan reacciones 
de más cuerpos, debido a la baja densidad bariónica. El primer paso, ecuación (4.16), se conoce 
como cuello de botella del D: como la energía de ligadura del D es baja, muchos fotones serán 
capaces de disociarlo y los pasos siguientes sólo podrán continuar a medida que el universo se 
enfríe. El número de fotones capaces de disociar al D varía como:

( 4 . 2 1 )

donde r¡ es la razón actual de bariones a fotones. La temperatura a la cual el D es suficientemente 
abundante como para que los pasos (4.17,4.18) y sus intermedios:
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(4.22)

(4.23)

(4.20)

(4.19)
o, equivalentemente, la fracción de masa del "He puede ser estimada como

Cuando la temperatura es suficientemente baja comparada con la energía de ligadura del deuterio 
(cd — 2.23MeV) estas reacciones ocurren principalmente hacia la derecha (es decir, los fotones 
ya no pueden disociar al D). Luego, debido a la alta energía de ligadura del ^ e  (e4He=28.3MeV), 
a la no existencia de núcleos estables con número atómico 5 y 8 y al aumento de las barreras 
coulombianas, casi todos los neutrones originales presentes en la temperatura de congelamiento 
son convertidos en ^He. La razón entre núcleos de í le  y el número total de bariones es entonces:

(4.16)

(4.17)

(4.18)

Teniendo en cuenta que G p  — 1 x 10-5GeV~2, se obtiene T f  ~  N »  x lMeV. A temperaturas 
del orden de Tf se encuentra la esencia del proceso de nucleosíntesis. Esta es la competencia 
cualitativa entre la tasa de expansión del universo y la tasa a la cual ocurren las interacciones 
débiles. A T = Tj, el D ,T,3He y son mantenidos en equilibrio por reacciones como:

que, utilizando (4.8), conduce a
(4.14)

(4.15)



(4.24)

4.2.1 Nucleosíntesis como test del universo
Como se comentó en la introducción, el cálculo básico de nucleosíntesis es la simulación de una 

cadena de reacciones nucleares en una caja en expansión. Las predicciones actuales del modelo 
standard se muestran en el panel izquierdo de la Fig. 4.1. Esencialmente, las predicciones de 
nucleosíntesis son robustas porque toda la información microfísica están bien entendida. Las 
energías relevantes (0.1 a lMeV) pueden ser exploradas en el laboratorio y las incertidumbres 
experimentales tienen en general mínimo impacto [177]. Actualmente, se está por determinar la 
densidad bariónica a través de medidas precisas de la abundancia de D primordial. Cuando esto 
ocurra, el estudio de la nucleosíntesis primordial entrará en una era de precisión, con profundas 
implicancias para el conocimiento del universo [177]. Sin embargo, los problemas que surgen 
en la determinación de las abundancias primordiales son varios y complicados, siendo el más 
fundamental, que sólo es posible medir abundancias actuales en sitios astrofísicos selectos y 
luego, a partir de estos datos, inferir lo que sucedió en el universo primitivo [126, 104]. No es 
nuestro interés hacer aquí una revisión de la forma en que estas observaciones son hechas -ver 
para mayores detalles las referencias [176, 178, 179]- sino solamente estudiar las consecuencias 
a que estas observaciones conducen.

El primer gran logro del modelo standard de nucleosíntesis fue la predicción, luego apoyada 
por evidencia experimental, de que debería haber en el universo grandes cantidades de 4He 
(~  25%), aún más que lo que pueden fabricar las estrellas. Luego, se comenzó a utilizar la 
abundancia de D como una medida de la densidad bariónica del universo. La producción de D 
como función de la densidad bariónica tiene una rápida caída (oc p^1'7) lo que permitió excluir 
tempranamente modelos de universos cerrados solo por bariones. La idea es que no existe 
ningún proceso astrofísico realista capaz de producir grandes cantidades de D -debido a la baja 
energía de ligadura, éste es rápidamente disociado-. Luego, la abundancia actual de D es un 
límite inferior a la producción primordial. También se utilizó el ^ e ,  que a diferencia del D, si 
puede ser producido en las estrellas, por ejemplo en estrellas de baja masa durante su etapa 
de secuencia principal. La suma de las abundancias D +  í l e  debería entonces ser constante o 
aumentar en los últimos Gyr’s por lo que medidas actuales de esta suma limitan la producción 
primordial, lo que a su vez acota inferiormente la densidad bariónica.5 Las abundancias de 
D, ^ e  y ^ e  conducen a predecir que la abundancia de L̂i debería estar cerca de su mínimo,

5 Esto es un poco más complejo ya que también hay estrellas que destruyen %íe. Sin embargo, éstas resultan
ser masivas y también producen metales. Luego, la metalicidad de la galaxia provee una cota superior al monto
de decrecimiento de D + 3He y el razonamiento anterior es aplicable [180].
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(4.25)

(4.26)

(4.27)

prosigan, dependerá del valor de r¡. A través de r], la densidad de materia entra en el juego. 
Debido a que la temperatura de la radiación cósmica de fondo se conoce en forma muy precisa 
(T — 2.7277K ±  0.002K), rj y la densidad bariónica están directamente relacionados,

o, equivalentemente,



I

y el número de especies de neutrinos sea inferior a 3.7 [181].6 El resultado anterior es la 

evidencia más fuerte a favor de la existencia de materia oscura no bariónica. Analicemos esto 

con más detalle.

Como hicieran Schramm y Turner en [177], consideremos que la abundancia de D  es igual 

a D /H = (3 .2  ± 0.6) x 10~5. Esto conduce, a través de la Fig. 4.1, a =  (0.02 ± 0.004)/i~2 

que es consistente con la densidad de bariones en gas a redshifts entre 2 y 4 (acotado por la 

medida de la absorción Ly-a  de nubes de hidrógeno [183].7 Asimismo, la mayor parte de los 

bariones en clusters de galaxias existen en la forma de gas caliente con emisión de rayos X  y 

es posible determinar la fracción bariónica del cluster, ft, =  donde ÍÍaí es la densidad

de materia [184]. Finalmente, también es concordante con la altura del pico Doppler en el 

espectro de radiación de fondo cósmica [185]. En consecuencia, este resultado plantea dos

6Recordemos que la constante de Hubble Ho =  lOO/i km s“ 1 Mpc-1 entra en el problema debido a la 
definición de la densidad crítica pc — Z H q /S t t G  — 1.88h2 x 10-29g cm "3. Medidas recientes parecen converger 
hacia h = 0.65 ±0.1  [182],

7Una nube Ly-a es básicamente hidrógeno que es visible por absorción de la luz en la serie Lyman, en 
longitudes de onda mayores que 1216 A.

(4.28)

Figura 4.1: A la izquierda, predicciones de abundancias primordiales de los elementos livianos 
f*He está dado por su fracción de masa, el resto por sus valores relativos al hidrógeno). El 
ancho de las curvas indican incertidumbres teóricas. La banda vertical indica el intervalo en el 
que las abundancias medidas están de acuerdo con la predicción teórica y  la línea vertical mas 
oscura, la ultima determinación de la abundancia de D. A la derecha, problemas concernientes 
a la cantidad de materia oscura: la mayor parte de la materia es no bariónica y  la mayor parte 
de la materia bariónica es oscura.

'Li/H ~ 10~10. Finalmente, se llegó a la conclusión que las abundancias de los elementos 

producidos en el Big Bang son consistentes con las predicciones siempre que la fracción de 

densidad crítica provista por los bariones esté en el intervalo,



grandes problemas concernientes a la posible materia oscura del universo. Medidas dinámicas 
de la densidad de materia en clusters -basado en determinaciones de masa galaxia-clusters, 
velocidades peculiares y frecuencia del fenómeno de gravitational lensing- indican que VI m es al 
menos 0.3 [186]. El primer problema aparece entonces: en el caso en que Qm < 1 la mayor 
parte de la materia es no bariónica. Pero asimismo, ya que toda la materia luminosa contribuye 
en menos del 1% a la densidad crítica (£lium — 0.003/i_1), la mayor parte de la materia bariónica 
es oscura. Estos problemas está gráficamente representados en el panel derecho de la Fig. 4.1.

Para terminar, señalemos que la física de partículas también se ha visto beneficiada con 
cotas provenientes de estudios de nucleosíntesis primordial. Steigman et al. [187] notaron hace 
ya dos décadas que un límite observacional superior sobre la abundancia de 4He podría usarse 
para derivar un límite superior a las familias de neutrinos.

En conclusión, la nucleosíntesis primordial es probablemente la herramienta más poderosa 
para testear una teoría a nivel cosmológico, ya que provee información precisa y experimental­
mente confirmada de la situación del universo a pocos segundos luego del Bang. Toda teoría 
alternativa de gravitación o de estadística debe ser entonces filtrada por sus predicciones de 
formación de nucleidos.

4.3 Nucleosíntesis y teorías escalares tensoriales
4.3.1 Formalismo general

En esta sección calcularemos como influye en la abundancia primordial de "tíe, Ŷ>, las 
modificaciones que provienen del cambio de teoría de gravitación. A partir de las ecuaciones de 
campo de una teoría escalar tensorial genérica en la métrica de Friedmann-Robertson-Walker, es 
fácil ver, como ya hemos señalado, que durante la era de radiación <j> =constante es solución para 
todo Claramente, esta es una solución particular y no es única [72], pero será suficiente
a los efectos de este capítulo. Notemos sin embargo que el valor de la constante de gravitación 
que la teoría muestra durante la era de radiación no será el mismo que el actual, debido a que 
ha sufrido cambios a lo largo de la más reciente era de materia. Entonces, una variación SG en 
la constante de Newton se verá reflejado en una variación SYP en la producción de 4He. Hemos 
visto que Yp depende sólo de la razón entre las abundancias de neutrones y protones, X , y 
está dado por la expresión,

(4.29)

(4.30)
donde Tn es la vida media del neutron. A t =  t f ,  el valor de X  esta dado por el factor de 
Boltzmann,

(4.31)
Es posible calcular entonces la variación en Yp producida por una variación de primer orden en 
Tf, t f  y íjv- El resultado es [152]:
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donde íjv es el tiempo de nucleosíntesis, t f  es el tiempo de congelamiento de las interacciones 
débiles y A representa el decaimiento radioactivo entre t f  y /,.v. A i = tj (temperatura Tf),



(4.33)

obtenido a través de la utilización de (4.9) en la primer componente de las ecuaciones de campo. 
Notemos que por lo dicho al comienzo de esta sección, esta misma relación es válida para 
cualquier teoría escalar tensorial, excepto por un distinto valor de G. Entonces, 8t estará dado 
por,

(4.35)
Ahora tengamos en cuenta que 8 T¡ está relacionado por (4.33) con 8 G y que 8 Tn — 0. Esto 
último está justificado en el hecho que la temperatura de nucleosíntesis está bien definida por 
el estado ligado del D (2.22MeV ~  10~9K) y es independiente de la teoría de gravitación que 
se utilize. Reescribiendo (4.32) utilizando lo anterior se obtiene,

(4.36)
Esta ecuación otorga la influencia total de la variación de G sobre la producción de íle .

4.3.2 Teoría de Brans-Dicke
Consideremos a manera de ejemplo el caso de Brans-Dicke. En la era de materia, el factor 

de escala y el escalar se comportan como:

En la era de radiación,
(4.37)

(4.38)

(4.39)
para finalmente obtener,

(4.40)
Los subíndices 0 indican valores actuales y eq valores correspondientes al tiempo de equivalencia. 
Estimando los valores de los tiempos involucrados a partir de la Relatividad General y teniendo

(4.32)
Si volvemos a la expresión de T¡, ecuación (4.15), vemos que 8T¡ puede relacionarse con la 
variación SG -considerando que el número de especies no varía-, en la forma

Es posible calcular, entonces,

( 4 . 3 4 )

En la era de radiación, tiempo y temperatura están relacionados por la expresión usual:



Tabla 4.1: Valores mínimos del exponente a que son compatibles con la abundancia observada 
de ^ e  primordial

Mientras que, como antes, en la era de radiación las soluciones son aquellas de la Relatividad 
General pero con una constante de gravitación diferente [73]. Calculando para esta teoría el 
valor de 8G /G , mediante la utilización de 4>(t) y estimando los valores de los tiempos, es posible 
obtener SYP como función de a. La Fig. 4.2 muestra la variación de Yp con a  para distintos 
valores de íloh2. Nos interesa en particular, determinar para que valores de a  se obtienen 
variaciones en la abundancia de í l e  menor que el error observacional de Yp. Estos valores 
están expresados en la Tabla 4.1 para distintos valores de íl0h2 y resultan ser valores mínimos, 
de forma que Va, a > amin se obtiene un valor de SYP menor que el error observacional. 
Recordemos que la dependencia en fio/i2 aparece por haber tomado los valores numéricos de teq 
y t0 a partir de la Relatividad General [126],
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(4.45)

(4.44)

( 4 . 4 3 )

En la era de materia, las soluciones en una métrica de Friedmann-Robertson-Walker son,

es posible ver la dependencia de Yp con r/10 = rj x ÍO-10 y tjv. Tomando en cuenta que tjv =
889.8 ±  4s [189, 190], y N  = 3 [191] se pueden asimismo fijar cotas a u  en función de r]. Por 
detalles adicionales, véase [152, 153].

4.3.3 Teorías escalares tensoriales: acoplamientos potenciales
Apliquemos ahora el formalismo descripto a teorías más generales, en las cuales el acopla­

miento tiene una forma potencial,

(4.42)

(4.41)
y exigimos que SYP sea menor que el error observacional. Considerando un ajuste numérico de 
Yp, como el dado en la Ref. [188],

en cuenta su dependencia en ílo y h2, es posible fijar cotas a la variación de u. Para hacer esto 
tomamos el valor observacional, conservativo, de Yp [176]



Figura 4.2: Variación en la predicción de iHe primordial como función del exponente de la ley 
de potencias del acoplamiento de la teoría escalar tensorial. Se muestran distintas curvas para 
distintos valores de Q0h2: de arriba a abajo, il0h2 =1, 0.25 y  0.008.

Algunos argumentos fueron presentados en el sentido de reducir el error observacional en 

Yp de 0.01 a 0.008 [191]. Esto implicaría que los valores mínimos para los cuales la abundancia 

predicha está de acuerdo con la observada aumentarían dramáticamente. En la Tabla 4.2 

se muestra el comportamiento característico de SYP producido por teorías con acoplamientos 

potenciales.8

Una parametrización útil de la variación de 1a, constante de gravitación está dada por la razón 

entre las constantes de Hubble de la teoría escalar tensorial y la de la Relatividad General. Con 

este parámetro, llamado se ha realizado un ajuste numérico [174, 188] que otorga una cota 

inferior a r/10.

Consecuentemente, estos datos cambian levemente los valores de a m in .65

(4.46)
(4.47)

(4.48)

El parámetro £ está relacionado por su propia definición con la variación de la constante gra- 

vitacional y el uso de las ecuaciones de Einstein, válidas en 1a. era de radiación [153]. Si se 

conoce (  para una teoría particular, entonces puede obtenerse una cota para rjl0. Para a  =  4 y 

fio ti2 — 0.25 se obtiene

(4.49)

8Notar que se ha preferido no cambiar los números obtenidos en el trabajo [168] debido a los cambios no 
dramáticos en los valores experimentales de los parámetros. Por ejemplo, la vida media del neutrón ha sido 
recientemente medida, r  =  (887 ±  2)s y el valor observacional de Yp puede acotarse en forma conservativa de la 
siguiente forma [177],



Tabla 4.2: Comportamiento característico de SYP producido por distintos valores del exponente 
de la ley de potencias.

las cuales tienden a cero como (lní)(~1+2a)/“, cuando t —> oo. Además, debido a la definición 
(4.43) y las soluciones cosmológicas correspondientes, w -> oo en forma logarítmica cuando 
t oo. Esto asegura que los tests en el límite post-newtoniano están de acuerdo con las 
observaciones para cualquier valor de a.

4.4 Nucleosíntesis y dimensiones extras
La hipótesis de que la interacción gravitacional ha cambiado a lo largo de la historia del 

universo, esto es, que el parámetro G o las masas de las partículas dependen del tiempo, puede 
también analizarse en el marco de una cosmología 5-dimensional propuesta por Wesson [192]. 
La formulación de teorías de campo unificadas, basadas en un espacio 5-dimensional se remonta 
a las ideas de Kaluza [15] y Klein [16]. Las teorías de Kaluza-Klein son básicamente idénticas a 
la Relatividad General, pero en mayor número de dimensiones; éstas últimas, compactificadas 
y por lo tanto no observables. Sin embargo, la teoría propuesta originalmente por Wesson no 
tiene este enfoque y no se le exige a la dimensión extra que esté compactificada. Por supuesto, 
luego aparece el problema de explicar por qué la vida cotidiana se produce en un espacio-tiempo 
cuatro dimensional en vez de uno de cinco dimensiones, y si éste finalmente existe por qué no lo 
hemos notado aún. La física experimental ha restringido la escala de las dimensiones extras a 
órdenes atómicos [193], pero en el caso de una teoría no compactificada estos test no se aplican 
debido a que la dimensión extra no necesariamente es una longitud, como estos experimentos 
asumen. La idea es continuar con el ejemplo del espacio-tiempo de Minowski -en donde el 
tiempo tiene dimensiones de longitud por medio de la acción de una constante, c- e imaginar 
coordenadas de otros tipos. La teoría -originalmente al menos- puede basarse en el siguiente 
posulado:

• La masa es elevada a la condición de coordenada extra por medio de análisis dimensional 
[194, 195, 196]: rr5 = GM/c2.

Además, se espera que las soluciones cosmológicas sean tales que para pequeños intervalos de 
tiempo la variación de las masas sea despreciable, de forma que se recupere la Relatividad
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(4.50)

lo que concuerda con los cálculos realizados para la teoría de Brans-Dicke.
Es importante señalar que los test débiles de gravitación no imponen ninguna cota sobre a. 

Estas teorías potenciales producen correcciones de orden,



General. Wesson y sus colaboradores han planteado recientemente una serie de razones para 
considerar a la masa como una dimensión adicional [197]:

1. Toda la mecánica depende de unidades de longitud, tiempo y masa. Luego, si las dos 
primeras deben tratarse como coordenadas, quizás también la última.

2. Métricas que no dependen de x 5 podrían asociarse con ecuaciones de estado para fotones, 
mientras que métricas que sí lo hacen, con ecuaciones de estado de partículas masivas. En 
este sentido, la materia cuatro dimensional es una representación de la geometría en un 
espacio-tiempo mayor. Es decir, la materia en cuatro dimensiones tiene una interpretación 
geométrica [198, 199, 200].

3. Al elevar G al mismo status que c, los factores de conversión son 1/e y G/c2 y esto podría 
ayudar a entender -según Wesson y sus colaboradores- porque los efectos del cambio en 
las masas no ha sido observados. G/c2 es muchos órdenes de magnitud menor que 1/c, 
y éste último fue suficientemente pequeño como para hacer que los efectos relativistas no 
hayan sido notados hasta la segunda mitad de este siglo.

Una consecuencia de la relación entre la masa de las partículas y una coordenada es que 
la masa de un cuerpo dado varía de punto a punto en el espacio-tiempo, en acuerdo con las 
ideas de Mach [4, 201]. Esta es una predicción fuertemente testeable, especialmente cuando 
intervalos de tiempo cosmológicos son considerados [192, 202]. Finalmente, otra caraterística 
notoria de la relación entre las cosmologías 5-dimensionales con la usual es que toda cosmología 
en cuatro dimensiones puede, por medio de un embedding, escribirse en una métrica de 5- 
dimensiones que resulta ser plana y equivalente al espacio Minkovskiano [197]. Debido a que en 
esta interpretación la materia es geométrica en origen, en la teoría completa -donde cambios en 
la quinta coordenada son posibles- las propiedades de la materia como su densidad y presión 
pueden depender de la elección de coordenadas. Y más aún, la existencia de una singularidad 
inicial puede ser un artefacto producido por una dada elección de coordenadas en un métrica 
parcial [200].

No es nuestra intención en esta sección hacer un detallado estudio de la cosmolgía 5- 
dimensional, esto puede verse en el artículo [203]. Asimismo, se han presentado muchas y 
variadas mejoras respecto de estas primeras y, por cierto, poco creíbles ideas [204]. Se han cita­
do estas aquí solo con la intención de dar un marco conceptual para la aplicación del formalismo 
de obtención de cotas utilizando nucleosíntesis primordial.

Si las ideas de Wesson tienen o no asidero sólo podrá ser determinado por comparación 
con las observaciones, en ambos tipos de tests. Hacia esta dirección nos encaminamos en lo 
que sigue. En las próximas secciones, desarrollaremos primero un cálculo sencillo acerca de 
cual es la máxima variación posible de las masas en reposo de las partículas fundamentales 
que previene de predecir abundancias de '‘He en desacuerdo con la observación. Este resultado 
será independiente de la teoría. Luego de esto, utilizaremos el valor obtenido para testear la 
teoría de Wesson, en su versión original; esto es, en la que la métrica es independiente de la 
quinta coordenada a lo largo de toda la evolución cósmica.

4.4.1 Formalismo general
Consideremos entonces que ha ocurrido una variación de las masas de las partículas entre 

la época de nucleosíntesis y la actual. Lo que haremos será generalizar el método expuesto en 
secciones anteriores para obtener la expresión total de la variación en la producción de “íle  que 
se produce como respuesta a una variación en A Q = 5(mn — m p). Esta es:

67



(4.51)
Debemos también tener en consideración que una variación en la masa en reposo de las partículas 
afectará el valor de la vida media del neutrón. Este último hecho no está tenido en cuenta en
(4.51), ya que esta ecuación representa sólo la derivada con respecto a AQ. Un cálculo de cómo 
una variación en la vida media del neutrón afecta a su vez a la cantidad de ^He producido fue 
realizado, como dijimos anteriormente, y el resultado es [165, 176],

(4.52)

la constante de Fermi y Mjy es la masa del mediador bosónico de las interacciones débiles, es 
inmediato obtener:

(4.53)
Entonces, cualquier teoría de masas en reposo variables producirá una abundancia primordial 
de í l e  dada por:

(4.54)
donde YPtSt(i es el valor predicho por la cosmología standard. Podemos entonces encontrar un 
límite superior para SYP sumando las dos desviaciones mencionadas arriba y comparando con 
el valor observado, Y obs. Así, se obtiene

(4.55)
donde e es una estimación del error observacional y a incluye también los errores teóricos. 
Tomamos como antes, cr < 0.01. Podría ser posible en este marco que debido a pequeños 
cambios en las masas de los nucleones, ocurran cambios en las secciones eficaces de reacción. Ya 
que la dependencia funcional de las secciones eficaces con las masas es generalmente desconocida, 
tomaremos en cuenta estos cambios mediante la duplicación arbitraria del error. De esta forma, 
obtenemos, como cota superior

(4.56)

Esto es, si una teoría que predice variación temporal de las masas de las partículas ha de 
estar de acuerdo con la observación, debe ser tal que admita una variación menor que la dada 
por (4.56) cuando se considera el tiempo transcurrido entre la nucleosíntesis primordial y el 
presente. Este resultado es independiente del modelo particular de variación temporal de las 
masas de las partículas que se utilize.68

donde Gjr e sNotando que la dependencia de r  con las masas es

o equivalentemente
(4.57)



4.4.2 Aplicaciones
Aplicaremos ahora el formalismo a una teoría específica 5-dimensional. Para esto, necesita­

remos una solución cosmológica de la era de radiación para el elemento de línea:

con p (p) la densidad (presión) del fluido de radiación, y G la constante de Newton. La ecuación 
de estado es p = 1/3p. La condición de contorno que debe imponerse es un suave acoplamiento 
con la solución correspondiente a la era de materia en í =  teq, esta solución fue hallada en un 
trabajo previo [205]. En el trabajo anteriormente citado, se requirió que (  y d(/dt  se anularan 
en la época actual. Con estas condiciones, las masas de las partículas elementales valen hoy 
su valor experimental y las variaciones en masa son despreciables en tiempos cortos. Esto es 
consistente con las cotas impuestas: |m/m|hoy < 10-12 yr-1 [51].

La solución cosmológica de radiación está dada por:
(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)
o, en el caso de una métrica independiente de x¿,

(4.65)
(A/o es la longitud -finita- del cuerpo en la dirección 25 [195]), no especifica el carácter tensorial 
de la masa, el cual esta implícitamente introducido en la teoría. En otras palabras, debido sólo

9En lo que sigue, índices latinos v4,1 ? , . . recorren desde 0 a 4, índices griegos, desde 0 a 3 e índices latinos 
j , . . . ,  desde 1 a 3.
10Esta solución fue previamente obtenida por Mann y Vincent [206] pero imponiendo diferentes condiciones 

de contorno y por Gr0n [207] en forma general.
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(4.58)
donde A2(t) es el factor de escala de expansión y debe asociarse con el factor de escala de 
masas.9 Consideraremos el caso k = 0. La generalización de las ecuaciones de Einstein para la 
teoría puede escribirse como,

(4.59)

(4.60)

con fi constante.10
La manera en que la masa es introducida en el formalismo tiene una ambigüedad inherente 

debido a la adimensionalidad de la métrica. La propuesta de Ma [195],



al análisis dimensional, no hay una razón concluyente para mantener la forma covariante de g55 
bajo el signo de la raíz cuadrada y entonces, m(t) puede también escribirse como

Definiendo el cociente Am /m  como

Este parámetro fue dejado libre en el trabajo de Coley y pudo usarse luego para acotar la 
producción de ^ e  a niveles observados. Sin embargo, al no realizar una suave transición entre 
las eras de radiación y materia, m puede variar discontinuamente en t = teq. Además, m  podría 
no estar de acuerdo con las cotas impuestas actualmente. Por otra parte, siguiendo a Coley y 
fijando C como en (4.70) la teoría también es descartada a partir de su trabajo. Notemos que 
el caso de teorías escalares tensoriales discutido en las secciones precedentes la suave transición 
-continuidad- de la solución para el campo <f> está implícitamente asumida al utilizar la era de 
materia (en vez de la de radiación) para obtener la cota.

Por lo expuesto, creemos que la relación simple supuesta (léase, métricas independientes de 
la quinta coordenada e ideas de Ma) para conectar la quinta dimensión con las masas en reposo 
de las partículas no resiste la comparación con la observación y debe, por lo tanto, descartarse.

4.5 Conclusiones
En el presente capítulo se han expuesto consideraciones elementales sobre los efectos que 

produce en la teoría standard de nucleosíntesis el reemplazo de la Relatividad General por al­
guna otra teoría de gravitación. Lo que se ha encontrado, siguiendo un método ya utilizado
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(4.70)

lo que está en desacuerdo con la cota anteriomente impuesta en (4.56). Usando la formulación 
covariante para el factor de escala de masa en (4.68) obtendríamos aún peor desacuerdo.

En el cálculo anterior, el papel preponderante es jugado por el suave acoplamiento de las 
soluciones de radiación y materia a t = teq. En un trabajo previo, Coley [208] estudió exacta­
mente el mismo problema en una forma cualitativamente similar. Sin embargo, en aquel trabajo 
no se impuso la condición de continuidad. Si comparamos las soluciones, veremos que nuestra 
ecuación (4.63) corresponde a la ecuación (10) del trabajo de Coley para un valor de la constante 
C -en notación de aquel trabajo- igual a,

(4.69)

(4.66)
Adoptaremos en lo que sigue, la definición más favorable para la teoría.

A partir de (4.62), podemos estimar la variación de masa. Ya que to teq tnuc (¿0 es la
época actual del universo) encontramos,

(4.67)

(4.68)
deducimos que la teoría predice:



en la teoría de Brans-Dicke [152, 153], es que existen teorías escalares tensoriales más comple­
jas -como los acoplamientos potenciales aquí estudiados- que no solamente tienen un correcto 
límite débil sino que además logran hacer predicciones de nucleosíntesis en acuerdo con la ob­
servación. La importancia de estos resultados hay que buscarla en la dificultad de obtener cotas 
observacionales fuertes de una teoría, debido, en parte a la necesidad de realizar integraciones 
numéricas de las reacciones nucleares y en parte, a la carencia de soluciones comológicas analíti­
cas que permitan resultados no numéricos como los aquí expuestos. Sólo recientemente, Barrow 
et al. [73] encontraron la manera de extender la búsqueda de soluciones a teorías más generales, 
con u) = Lo(ó). Esas soluciones fueron utilizadas aquí por primera vez para obtener cotas sobre 
la teoría de gravitación a partir del análisis de la cosmología que determina. Notemos que en 
este caso, la función (  es monótona y por lo tanto, la densidad bariónica tiene límites similares 
a los de Relatividad General.

Con respecto al análisis de la teoría de gravitación de Wesson, es necesario señalar que la 
versión más simple estudiada aquí ha quedado descartada por las cotas impuestas. También 
se han estudiado cotas con procesos que se encuentran totalmente en la era de materia con 
iguales resultados [205]. La extensión del presente análisis a otros modelos más complejos, 
con métricas dependientes de la quinta coordenada, es un posible camino a seguir en el futuro. 
Aunque uno puede ser escéptico al considerar estas ideas -en particular uno puede pensar que la 
dimensión temporal fue introducida con el objeto que el intervalo sea invariante para distintos 
observadores y que aún no hay un sinónimo de intervalo 5-dimensional- es cierto que gozan 
de originalidad y frescura. Una posición científica, abierta pero crítica, es fundamental para 
realizar investigaciones en estos casos.

Para terminar, quisiéramos señalar que la simpleza del método lo hace rápidamente exten- 
sible a otras situaciones. Ejemplo de esto es el estudio de cotas de nucleosíntesis a estadísticas 
no extensivas. Utilizando técnicas similares hemos podido acotar la no extensividad de la es­
tadística en tiempos tan lejanos como apenas unos segundos después del Big Bang en forma muy 
restrictiva [209, 210]. Posteriormente, también hemos podido seguir analíticamente la evolución 
de la razón neutrón-barión y dar una estimación de la cantidad primordial de ^lle producido en 
el mismo escenario [211].
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Parte II 
En la interfase
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Capítulo 5 
Wormholes en el espacio tiempo

La geometría existía antes de la creación, 
es coetánea con el espíritu de Dios, es Dios mismo.

Johannes Kepler 
Mysterium Cosmographicum

5.1 Introducción
En este capítulo estudiaremos posibles geometrías locales del espacio-tiempo, en particular, 

el concepto de wormhole y su manisfestación en teorías escalares tensoriales. Como no podría 
ser de otro modo, a lo largo de esta tesis y en particular aquí, se hara exhaustiva mención a la 
geometría de Schwarzschild, que fue introducida originalmente en [212]. Empezaremos entonces 
revisando los conceptos básicos de la misma.

La métrica de Schwarzschild, derivada como el campo exterior a una estrella de masa M  es, 
con unidades tales que G = 1,
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(5.1)
La importancia de esta métrica es señalada sin ambigüedades por el teorema de Birkoff [213], que 
establece que (5.1) es la solución para cualquier región de espacio-tiempo vacía, esféricamente 
simétrica, en Relatividad General. La prueba de esta afirmación es más bien directa, y se basa 
en resolver las ecuaciones de campo [214]. Dada la divergencia de algunos de los componentes 
de la métrica, el carácter de r = 2M  confundió a los científicos por algún tiempo. Se llegó así a 
hablar de r = 2M  como la singularidad de Schwarzschild. Pero en los primeros años del 
desarrollo de la Relatividad General, se pensaba que este valor de r nunca sería observado en la 
naturaleza. En efecto, el radio de Schwarzschild para el Sol es de 2.95km y para un protón, de 
radio efectivo 10-13cm, de 10-5Ocm. Estos valores de r yacen dentro mismo de los cuerpos, y allí, 
la métrica ya no puede considerarse como en (5.1) porque el espacio-tiempo deja de ser vacío. 
Sin embargo, al parecer posible encontrar objetos superdensos o aún colapsados, el carácter 
de r =  2M  necesitó mayores estudios. Fue entonces cuando Kasner [215], Lemaitre [216], 
Einstein y Rosen [217], Synge [218], Finkelstein [219], Fronsdal [220] y finalmente Kruskal [221] 
y Szekeres [222] notaron que la geometría resultaba bien comportada para ese valor conflictivo 
de r. El invariante de curvatura resulta ser,

(5.2)



y éste muestra, en cambio, la presencia de una singularidad física en r = 0. Además, mientras 
que grr = oo para r =  2M, esto no significa que ese valor de r está infinitamente alejado de 
todas las otras regiones del espacio-tiempo, ya que la distancia propia, desde r =  2M  hasta un 
punto genérico i?, dada por,

(5.4)

(5.5)

Se entiende entonces que se ha realizado una extensión analítica; las coordenadas de Schwarzs­
child cubren sólo una parte del espacio-tiempo. Un aspecto importante del cambio de coordena­
das realizado es que respetan los conos de luz: las geodésicas nulas están dadas por du =  ézdv. 
Cualquier curva que se dirija genéricamente hacia arriba es tipo tiempo y cualquiera que lo 
haga genéricamente hacia afuera es tipo espacio. En la Fig. 5.1 se muestra en forma resumida 
los resultados señalados, junto con un diagrama de la curvatura del espacio-tiempo cerca de 
una singularidad.

Aunque se acostumbra a pensar en la geometría de Schwarzschild como estática, las trans­
formaciones t —> t +  A t  dejan invariante la métrica solo en las regiones I, el universo principal 
y III, el universo secundario. Al penetrar en la región r < 2Af, a menos que se viaje con veloci­
dades mayores que la de la luz y se pueda realizar un movimiento tipo espacio hacia el universo
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(5.9)

(5.8)
Notemos asimismo que las regiones asintóticas r 2M, son ahora u2 u2, es decir hay
también dos regiones asintóticas:

(5.6)

(5.7)
donde ahora, r debe pensarse como una función implícita de u y v, dada por,

En este sistema, la singularidad está localizada por la ecuación v2 — u2 =  1. Esto implica que 
no hay una singularidad, sino dos:

Haciendo esta transformación, (5.1) es,

(5.3)
es finita para todo R < oo. Se deduce entonces que el comportamiento singular de la métrica 
en r = 2M  debe producirse por una mala elección de coordenadas. El significado preciso de 
esta mala elección es que en r =  2M  se revierte el signo de las coordenadas temporal y radial. 
En la región r > 2M, la dirección t, d/dt, es tipo tiempo (gtt < 0) y la dirección r, d/dr, 
es tipo espacio (grr > 0) y viceversa para r < 2M. Esto implica que un observador que 
atravesara el horizonte en r = 2M, vería el paso del tiempo como un decrecimiento adicional 
de la coordenada r, lo que lo haría caer en la singularidad física, de infinita curvatura, en 
r =  0. Kruskal utilizó una coordenada radial u y un tiempo adimensional v, relacionados con 
las coordenadas de Schwarzschild r y t por:



Figura 5.1: A la izquierda, topología del espacio-tiempo cerca de una singularidad. A la derecha, 
plano de coordenadas u y  v de Kruskal. Las singularidades están señaladas con hipérbolas de 
línea gruesa. La región sombreada es la cubierta por las coordenadas de Schwarzschild, llamado 
también universo principal.

Figura 5.2: Evolución dinámica del puente de Einstein-Rosen. La línea horizontal representa 
un dado momento de tiempo. En A, el puente está cerrado, aislando dos singularidades. En B  
comienza a abrirse y  en C el radio de apertura es máximo. Luego la recta horizontal corta al 
eje -\-v en valores más positivos hasta que nuevamente se llega a la singularidad. Este proceso 
se hace tan rápidamente que ningún observador causal puede atravesar el puente.
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Figura 5.3: Topología del espacio-tiempo: en la figura de la izquierda se observa un wormhole 
inter-universo, en el sentido de Einstein-Rosen. En la de la derecha, un wormhole intra-universo, 
en el sentido de Wheeler.

secundario, todo observador, destinado a moverse hacia adelante en el tiempo (dirección -j-t>) 

caerá en la singularidad r = 0. En efecto, partiendo de infinita curvatura, los dos universos 

evolucionan en el tiempo hasta formar un puente no singular, que se agranda hasta un radio 

máximo r =  2 M  y luego se contrae hasta llegar a una nueva singularidad. Esta formación, ex­

pansión y colapso del puente, llamado de Einstein-Rosen, es tan rápida que ningún observador 

que viaje a velocidades menores que la de la luz puede cruzarlo, véase la Fig. 5.2.

Es tiempo entonces de preguntarse si es posible obtener alguna geometría, equivalentemen­

te, alguna distribución de materia, que de origen a estructuras de puentes que sí puedan ser 

atravesados. Un hecho notorio es que, dado el carácter local de las ecuaciones de Einstein, 

nada sabemos acerca de la topología global del puente. Luego, la garganta puede representar 

un pasaje a un universo alternativo, como el puente de Einstein-Rosen [217], o al mismo uni­

verso en regiones distantes, en el sentido de Wheeler [223]. Ambas estructuras son conocidas 

genéricamente con el nombre de wormholes y están representadas en la Fig. 5.3.

La posibilidad de que estas estructuras existan en la naturaleza plantea profundos interro­

gantes. Es importante notar que conceptos como el de causalidad podrían ser profundamente 

afectados en el caso que sea posible transformar un wormhole en una máquina del tiempo, es 

decir, en un sistema capaz de generar curvas cerradas temporales (CTCs). Aún sin entrar en 

los complicados detalles del análisis de las CTCs, algunos de los cuáles serán resueltos sólo 

cuando se disponga de una teoría cuántica de gravitación, es posible ver cómo la existencia 

de wormholes atravesables puede conducir a la construcción de máquinas del tiempo. La idea 

fundamental es la combinación de la suposición de existencia de wormholes atravesables con 

algunos conceptos de Relatividad Especial. Analizaremos un ejemplo de esta idea.

Consideremos que existe un wormhole atravesable en un espacio-tiempo Minkowskiano y 

cuya separación entre las bocas es mucho mayor que el radio de la garganta. Véase la Fig.

5.4. Las dos bocas están inicialmente en reposo en el sistema de referencia externo, y el tiempo



Figura 5.4: Máquina del tiempo introducida por Morris, Thorne y  Yurtserver. Las líneas gruesas 
representan las historias de las bocas del wormhole; éste es una construcción mental que une 
puntos con igual tiempo propio en ambas historias. Mientras que la Boca 1 permanece inercial, 
la Boca 2 de este wormhole se acelera hasta alcanzar velocidades cercanas a la de la luz y  luego 
se desacelera hasta volver a la posición original. El tiempo propio en un entorno de la boca 
acelerada es menor que en la que ha permanecido en reposo y  luego, un viaje de la boca derecha 
hacia la izquierda podría violar causalidad. El horizonte cronológico es la línea tipo luz que une 
puntos con igual tiempo propio.

propio del wormhole es r. Luego, mientras que la Boca 1 permanece inercial, la Boca 2 realiza 

un viaje al estilo de la paradoja de los gemelos en Relatividad Especial [224]: acelera hasta 

velocidades cercanas a la de la luz dirigiéndose hacia el universo exterior y luego desacelera 

retornando a la posición original. Esta boca acelerada experimentará una dilatación del tiempo 

propio. Esto no es así visto desde la garganta, en [225, 226] y también en [227] se discute acerca 

de cómo las bocas del wormhole pueden moverse a través del espacio sin cambios significativos 

en la geometría interna y cómo esto indica que el tiempo propio es el mismo en las dos bocas. 

En la Fig. 5.4, el wormhole es entonces una construcción mental que une puntos de igual tiempo 

propio. Como resultado, el movimiento relativo de las bocas cambia la forma en que el tiempo 

se conecta a través del wormhole. Inicialmente, el espacio-tiempo es cronal, no hay CTCs. 

Luego del viaje el espacio-tiempo deja de ser cronal. En la Fig. 5.4 puede verse el horizonte 

cronológico, también llamado horizonte de Cauchy, que es el cono de luz futuro del evento con 

r — 9 en la boca estática. La línea tipo luz que une puntos con igual tiempo propio r =  9 es 

el generador del horizonte: para puntos con r < 9 todo obsevador viajando tipo tiempo por el 

espacio Minkowskiano entre las bocas y partiendo de la boca estática, llega a la Boca 2 siempre 

a tiempos mayores que el de partida. En cambio, para r > 9, viajando siempre tipo tiempo, se 

puede llegar a la Boca 2 a r menores o iguales que el de partida, es decir, existe una C T C  para 

todo r > 9.

Varios problemas asociados a la estabilidad del horizonte de Cauchy fueron analizados. En 

especial, se estudió el efecto de crecimiento de la radiación o de las fluctuaciones de vacío que 

podría existir si éstas atravesaran repetidas veces el túnel [226, 228, 229]. Si este tipo de efectos
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es suficiente para evitar que pueda construirse una máquina del tiempo deberá, al parecer, ser 
respondido por una aún ausente teoría cuántica de la gravitación. Estos modelos de máquinas 
del tiempo, los más simples que pueden construirse utilizando wormholes pero ciertamente no 
los únicos [230, 231, 232], dejan abiertas ya las puertas a las paradojas. El viaje en el tiempo 
plantea grandes problemas que se dividen básicamente en los siguientes dos tipos:

1. Paradojas de consistencia: Un ejemplo típico de este caso es que un viajero vuelve al 
pasado y arbitra los medios necesarios para que en su propio futuro no pueda volver al 
pasado. O bien, la consistencia dramática, por ejemplo, el viajero mata a su propia madre 
antes de que él mismo naciera.

2. Paradojas de información: En este caso, un viajero vuelve al pasado con, por ejemplo, la 
versión final de esta tesis y me la entrega antes de que sea escrita. Luego, yo mismo, en 
el pasado, no necesito escribir la tesis, ya que poseo la versión final. Pero eso indica que 
alguien tuvo que haberla escrito, y si no fui yo en el pasado, quién, entonces, escribió mi 
tesis?

Visser [231] separa las posibles respuestas a las paradojas en cuatro clases; las enumeraremos 
por completitud:

1. La física debe reescribirse para dar cuenta de la posibilidad práctica de realizar viajes en 
el tiempo.

2. La conjetura de consistencia de Novikov [233, 234]: Los viajes en el tiempo están per­
mitidos pero la historia del universo es única, y no es posible modificar lo que ya ha 
sucedido. Dicho de otra forma, las únicas leyes de la física que pueden existir localmente 
en el universo son aquellas que son consistentes en forma global.

3. La conjetura de protección cronológica de Hawking [235]: La existencia de wormholes 
está permitida pero se asume como axioma que los viajes en el tiempo no son posibles; 
efectos cuánticos del estilo de los comentados arriba impedirían la posibilidad real de 
construir una máquina del tiempo.

4. Los wormholes atravesables no existen [231, 236].
Pero aún suponiendo que se dejan de lado los problemas asociados con la posible utilización 

de los wormholes como máquinas del tiempo, quedan suficientes sorpresas para investigar. En 
las próximas secciones mostraremos, como hicieran Morris y Thorne en [237], que la materia 
necesaria para generar un geometría de wormhole debe violar las condiciones de energía. En 
particular, esto podría sugerir que cantidades macroscópicas de materia con masa negativa 
podría existir en el universo. Sin embargo, diferiremos hasta el próximo capítulo la búsqueda 
de efectos observacionales de este tipo de materia.

Sumando ambos problemas que la existencia de los wormholes debe superar, esto es, que 
pueden ser usados como máquinas del tiempo y que necesitan materia que viole las condicio­
nes de energía para su construcción, es posible preguntarse por qué este tema tiene aún tanta 
actualidad en la comunidad científica. Probablemente, parte de esa respuesta es sociológica 
y para tratar de vislumbrar sus alcances haremos una nota histórica. En 1985, Cari Sagan 
escribió Contacto [238], una novela de ciencia ficción en la que una viajera atraviesa un worm­
hole. Los primeros manuscritos de este viaje no eran tan explícitos como lo fueron aquellos 
que integraron la versión final. En el Ínterin, y a pedido de Sagan, Morris y Thorne habían 
calculado con extremo detalle cuáles deberían ser las propiedades de la materia capaz de generar
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tal geometría. El resultado de esos cálculos fue publicado años después en [237]. Ese artículo 
y su continuación en [225] implicaron un gran renacimiento del tema pues ellos cambiaron la 
forma de hacer preguntas. A, cómo actúan las leyes de la naturaleza?, se añadió, qué vínculos 
y restricciones podrían imponer éstas a una civilización arbitrariamente avanzada? La socie­
dad interpretó rápidamente este cambio conceptual y es difícil nombrar hoy una novela, serie 
televisiva o película de ciencia ficción que no utilize los conceptos de wormhole para viajar en el 
tiempo o en el espacio. Al promediar 1998, no se conoce ningún efecto observacional o teorema 
matemático que prohíba la existencia o la construcción de wormholes en el espacio-tiempo. Una 
revisión histórica-científica del surgimiento de la física de los wormholes puede encontrarse en el 
reciente libro de Thorne [239]. Finalmente, si Feynmann [240], entre muchos otros, tiene razón 
en pensar que la verdad debe estar allí donde reside la belleza conceptual, entonces quizás los 
wormholes tengan un lugar en el universo.

En este capítulo presentaremos soluciones clásicas de wormhole en la teoría de Brans-Dicke 
de gravitación. Su contenido original está dividido de la siguiente manera. Estudiaremos 
primero soluciones de wormholes en espacio-tiempos no vacíos que tendrán la particularidad de 
que la materia que se utiliza para la construcción de la geometría es no exótica, en el sentido que 
se explícita más abajo. Luego presentaremos una solución estática de vacío que, dependiendo 
de la elección del acoplamiento entre la métrica y el campo escalar, representará un wormhole 
en el espacio-tiempo de Riemann-Cartan o en el espacio Lorentziano sin torsión. Analizaremos 
cómo la existencia de wormholes implica la aparición de violaciones a las condiciones de energía 
pero ignoraremos problemas asociados con el análisis de la estabilidad de las estructuras. Estos 
resultados se encuentran parcialmente publicados en los trabajos [241] y [242]. Véase también 
[243]. Esperamos que estos estudios allanen el camino hacia la búsqueda de los posibles efectos 
observables que podrían causar los wormholes, algo que emprenderemos en el próximo capítulo.

5.2 Wormholes estáticos en Relatividad General
En esta sección revisaremos el trabajo de Morris y Thorne [237]. Lo haremos partiendo de 

las siguientes hipótesis:
• La métrica del espacio-tiempo tiene simetría esférica, es estática, y la materia que genera 

esta geometría no está en rotación.
• La solución debe representar dos espacio-tiempos asintóticamente planos imidos por una 

garganta.
• La Relatividad General es la teoría de gravitación válida.
• La solución debe estar libre de singularidades, no debe tener horizontes y las componentes 

de la métrica no deben cambiar de signo.1
Otras cuatro hipótesis, que se asumen en el trabajo original de Morris y Thorne, tienen que ver 
con problemas de ingeniería, es decir, con la posible construcción y utilización del wormhole y 
no las tendremos en cuenta aquí.

1Los horizontes son construcciones teóricas que tienen las siguientes características: 1) la luz sólo puede 
atraversarla en una dirección y 2) el tiempo se detiene en ellos (el intervalo de tiempo propio es cero para 
cualquier intervalo finito de tiempo coordenado). En este capítulo entenderemos por horizonte, el horizonte de 
eventos, por ejemplo el que se produce para r =  2M  en (5.1).
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5.2.1 Forma de la métrica
La primera hipótesis, hecha con el objeto de simplificar los cálculos, implica que el intervalo 

tiene la forma:
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(5.10)
Aquí, $ =  $(r) y b =  6(r), son dos funciones arbitrarias que luego vincularemos a las hipótesis 
anteriores. Como veremos luego, 6(r) determinará la forma espacial del wormhole; la llamaremos 
en consecuencia, función de forma o shape function. $ (r) determinará el redshift gravitacional 
y será entonces la redshift function. Notemos que la coordenada radial r tiene un significado 
especial: 2irr es la longitud de una circunferencia centrada en la garganta, por lo que, como 
veremos, r será la coordenada radial del embedding. Debido a esto r es no monótona, decrece de 
oo a r0 y luego crece desde r0 hasta oo; donde ro es la posición de la garganta. Es conveniente 
introducir la distancia radial propia como

(5.11)

En términos de l, la garganta está definida como el mínimo de r(/). Notar que las regiones 
asintóticas no necesariamente deben ser simétricas, esto es, $  y b pueden diferir en ambos 
universos. En este capítulo y por simplicidad, supondremos que las regiones asintóticas son 
intercambiables y las funciones serán iguales en ambos lados de la garganta.

5.2.2 Tensor de curvatura y de Einstein
A partir de la métrica (5.10) pueden calcularse de manera usual los símbolos de Christoffel 

y las componentes del tensor de Riemann. Los detalles del cálculo se simplifican en el sistema 
de referencia propio, que es el de un observador que permanece siempre en reposo en el sistema
(5.10). En estas nuevas coordenadas, la métrica toma la forma minkowskiana, i.e. gM¡/ =
La idea es hacer entonces,

(5.12)
Esto genera un conjunto de cuatro ecuaciones que relacionan ambos conjuntos de coordenadas:

(5.13)
(5.14)
(5.15)
(5.16)

Estas ecuaciones permiten transformar los tensores según

observando que en particular se cumple que,
( 5 . 1 7 )

(5.18)



Las componentes no nulas del tensor de Einstein serán entonces, en estas nuevas variables pero 
obviando desde ahora los sombreros,

(5.19)

(5.20)

(5.21)

5.2.3 El tensor de energía-impulso
Ya que las ecuaciones de Einstein requieren que el tensor de energía-impulso sea proporcional 

al tensor de Einstein, el tensor de energía-impulso deberá tener la misma estructura algebraica 
que siendo sus únicas componentes no nulas,

(5.22)
Un fluido perfecto será un caso especial de (5.22) con —r  =  p.

5.2.4 Ecuaciones de Einstein
Finalmente arribamos a las ecuaciones de Einstein:

Para esta geometría, tienen la siguiente forma
(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)
Las ecuaciones de campo (5.24)-(5.26) son tres ecuaciones diferenciales que relacionan cinco 
incógnitas: b, $, r, p y p. La manera usual de resolver el sistema sería asumir la existencia de 
algún tipo particular de materia y proponer para ella un conjunto de ecuaciones de estado, 
por ejemplo p = p(p) y r  = r(/>). Esto iguala el número de incógnitas al de ecuaciones y 
permite resolver el problema. En el estudio que presentaremos en este capítulo, el método 
que adoptaremos será definir primero las propiedades que debe tener la métrica para que la 
geometría resultante sea la de un wormhole y ver luego que vínculos esto impone sobre la 
materia que genera esa geometría. El método quedará aclarado en las secciones siguientes.

5.2.5 Geometría espacial de wormhole: Embeddings
Consideremos la geometría del 3-espacio a un momento fijo t. Debido a que la geometría 

es esféricamente simétrica podemos confinar nuestra atención a un corte ecuatorial2 B =  7r/2, 
donde

2 En el próximo capítulo discutiremos esto con más detalle.
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(5.27)
Es posible construir en el espacio euclideo 3-dimensional, una superficie de dos dimensiones con 
la misma geometría que la del corte anterior. Esto es, queremos visualizar el corte ecuatorial 
como si fuera removido del espacio-tiempo común y sumergido en un espacio euclideo (esto se 
llama embedding). En este espacio plano, introducimos coordenadas cilindricas z,r,  6 tal que

(5.28)

(5.29)
Este elemento de línea tiene la misma forma que el del corte ecuatorial que atraviesa el wormhole 
si requerimos que

(5.30)
Esta ecuación muestra la forma en que b(r) moldea la forma del wormhole.

5.2.6 Condiciones de existencia de wormhole en la métrica
Todo wormhole debe tener, por definición, un radio mínimo r =  6o en el cual el embedding 

sea vertical, es decir, en el que

( 5 . 3 1 )

Dicho de otro modo, b(r) =  r para r = ro, radio de la garganta. Cerca de la garganta exigiremos 
que l(r) sea finita y real. Esto implica que:

en todo el espacio-tiempo.

5.2.7 Sobre el tensor de energía-impulso
Los vínculos que hemos impuesto sobre las funciones 6(r) y $(r) imponen a su vez, vía 

las ecuaciones de Einstein, vínculos sobre la densidad de energía, la tensión y la presión que 
generan la curvatura espacio temporal. Definamos, para estudiar estos vínculos, la función 
adimensional
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Si consideramos que z = z(r), se tiene

( 5 . 3 2 )

;n todo el espacio-tiempo. Lejos de la garganta, Esto es,

( 5 . 3 3 )

( 5 . 3 4 )

Finalmente, la condición de ausencia de horizontes implicará que



Figura 5.5: La geometría de la garganta del wormhole debe abrirse hacia afuera a ambos lados 
de la misma, haya o no espacio-tiempos asintoticamente planos.

(5.35)

(5.36)

Véase como ejemplo la Fig. 5.5 y el paper de Hochberg y Visser [244]. Para explorar las 

consecuencias de este vínculo notemos que utilizando (5.30), la ecuación anterior se transforma

(5.37)

en o cerca de la garganta. Esto representa una versión geométrica de la condición de apertura o 

flaring out1 que se reduce a pedir que no exista congruencia geodésica. Combinando la ecuación 

anterior con la definición de (  obtenemos:

Esta relación, al ser evaluada en la garganta, implica que

(5.38)

(5.39)

donde se ha usado que b' y p son finitas y que (r — 6)$' —»■ 0 en la garganta. Esta última 

relación se sigue de la ausencia de horizonte, lo que implica, como vimos, 1a. finitud de $ . El
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donde las ecuaciones de Einstein se han utilizado para obtener la última igualdad. El requisito 

que el wormhole sea conectable a dos regiones asintóticamente planas implica que la superficie 

del embedding se abra hacia afuera. Matemáticamente, que



vínculo impuesto por (5.39) es problemático, ya que un observador que se mueva a través de la 
garganta medirá densidades de energía dadas por:

lo que representa la violación de las condiciones de energía, que discutimos a continuación.

5.3 Condiciones de energía
Las desigualdades (5.39) o (5.47) aparecen en el contexto más general de las condiciones de 

energía. Estudiaremos ahora estas condiciones con el objeto de analizar si existe algún tipo de 
materia capaz de cumplir con el criterio de exoticidad necesario para generar el wormhole.

Hay al menos siete tipos de condiciones de energía [231]. Analizaremos ahora algunas de ellas 
por separado. Consideremos un tensor de energía-impulso dado por T^u =  diag(/9,p i,p 2,P3); 
las condiciones de energía son:

3Notar que los intervalos son abiertos porque en principio existe la posibilidad de que rn =  0 en la garganta, 
sin embargo, la solución técnica de esta situación no es necesaria para conservar la idea fundamental y no la 
tendremos en cuenta aquí, véase por ejemplo [244, 245].
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( 5 . 4 7 )

Este vínculo puede ponerse en términos del tensor de energía-impulso, por medio de las ecua­
ciones de campo,

(5.46)

Por definición, r' = 0 en la garganta. Luego, debido a la condición de flaring out, debe existir
(5.45)

En particular,
(5.44)

(5.42)

( 5 . 4 3 )

( 5 . 4 1 )

El tensor de Einstein para esta métrica es [231],

y éstas serán negativas para 7 suficientemente grandes (recordemos que 7 se refiere al parámetro 
de relación de la velocidad del observador y la velocidad de la luz en relatividad especial). Esta 
materia es llamada exótica.

Una manera alternativa y más simple de observar la necesidad de la existencia de materia 
exótica que soporte el wormhole es considerar la métrica escrita en la coordenada /,

(5.40)



También es posible definir condiciones promediadas de energía. Entre ellas, tomaremos la 
condición débil promediada (ANEC) como ejemplo.

• ANEC: Condición débil promediada de energía.
La ANEC implica que la siguiente desigualad es satisfecha,

donde T es una curva nula y A una parametrización de la misma, siendo el correspon­
diente vector tangente.

La ANEC es importante porque existe un argumento general, basado en la ecuación de Ray- 
chaudhuri que implica que ésta debe violarse a lo largo de geodésicas nulas en un wormhole 
atravesable esféricamente simétrico. Para ver esto referimos a las páginas 131-133 de la Ref. 
[231]. La generalización de esta propiedad para wormholes atravesables no necesariamente 
esféricamente simétricos lo constituye el teorema de censura topològica [246] que básicamente 
establece que si un espacio-tiempo asintoticamente plano posee un wormhole atravesable existen 
geodésicas nulas en las cuales se viola ANEC.

5.3.1 Violaciones a las condiciones de energía
La más trivial de las violaciones a las condiciones de energía es el caso de un campo escalar 

masivo, descripto por la densidad lagrangiana
(5.49)

El tensor de energía-impulso es:
(5.50)

y su traza es
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(5.48)

• DEC: Condición dominante de energía.

• SEC: Condición fuerte de energía.

• WEC: Condición débil de energía.

• NEC: Condición nula de energía.



Para cualquier vector tipo tiempo, la SEC aplicada a (5.50) es
(5.51)

Para violar SEC basta entonces hacer nulo el término (u.Ví/>2). Esto es posible por ejemplo si 
tomamos un independiente del tiempo en el sistema en el que v =  (1,0,0,0). Puede mostrarse 
además que el resto de las condiciones de energía son satisfechas por este sistema.

Otra conocida violación a las condiciones de energía es el efecto Casimir [247]. El cálculo 
original de Casimir trató el caso de dos placas conductoras paralelas separadas por una distancia 
a. Si las placas están en planos z = constante, es posible mostrar que el tensor de energía- 
impulso asociado a los modos de campo electromagnético entre las placas es tal que la densidad 
de energía asociada es negativa, por lo que automáticamente se violan WEC y DEC. Además 
se viola NEC a causa de ser p + pz < 0, y por lo tanto también SEC.

Otros ejemplos en los que se violan algunas o todas las condiciones de energía son tratados en 
[231]. En general, aunque es posible estudiar efectos cuánticos que conduzcan a violaciones en 
las condiciones de energía, estos efectos son típicamente pequeños, esto es, 0(h). Por lo dicho 
hasta aquí, la existencia de los wormholes podría no estar sólidamente sustentada, al menos 
desde el punto de vista de las propiedades que debería tener la materia que genere la geometría. 
Hasta el momento, no se encontrado materia macroscópica que permita la violación de WEC. 
Sin embargo, recordemos que tampoco se ha demostrado que las condiciones de energía sean un 
teorema de la Relatividad General sino que son conjeturas que se utilizan de distintas formas 
en el estudio de singularidades.

5.4 Wormholes en la teoría de Brans-Dicke
Hasta aquí hemos estudiado geometrías de wormholes en el marco de la Relatividad General 

y analizado que tipo de materia puede generar tales geometrías. A continuación veremos que es 
posible obtener soluciones de wormhole con materia normal si se considera a la teoría de Brans- 
Dicke como descripción correcta de la gravitación. Dado que las violaciones de las condiciones 
de energía son una condición necesaria para la existencia de wormholes estáticos, veremos como 
las mismas pueden ser producidas por el escalar <j> de la teoría gravitacional. En general, si 
escribimos para un vector nulo ka (kaka = 0), la contracción del tensor de Einstein, resulta
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(5.52)

(5.53)
Si ahora consideramos que la materia no viola las condiciones de energía pero si lo hace el tensor 
total, obtenemos las siguientes condiciones sobre el campo y/o su acoplamiento:

Es decir, aún cuando las violaciones a las condiciones de energía sigan existiendo, cuando cual­
quiera de estas dos condiciones sobre los términos asociados al campo se satisfaga, será posible 
obtener un wormhole construido con materia normal. En particular, es posible obtener solucio­
nes de wormholes en vacío, con la exoticidad provista solamente por el campo escalar. En lo 
que sigue, verificaremos estas conclusiones generales con ejemplo específicos.



Veamos primero brevemente el estudio de las posibles geometrías de wormhole en el caso de 
vacío.

5.4.1 Universo vacío
En un trabajo reciente, Agnese y La Camera [248] encontraron soluciones de wormhole 

estáticas y con simetría esférica en la teoría de Brans-Dicke, con el campo escalar de la teoría 
como fuente de las ecuaciones de Einstein. La característica más saliente de estas soluciones es 
que el campo <f> puede desempeñar el rol de materia exótica si el acoplamiento u> es menor que 
-2 . Para explorar si las soluciones de vacío de la teoría de Brans-Dicke admiten como solución 
una geometría tipo wormhole, Agnese y La Camera partieron de la solución de vacío:

(5.58)
se encuentra que para el caso 7 < 1 existe una singularidad en r =  0 , donde el invariante de 
curvatura diverge, mientras que para el caso 7  > 1 las componentes de la métrica satisfacen 
todas las propiedades de wormhole explicitadas en secciones anteriores. Finalmente, es posible 
ver que la WEC es violada cuando 7 > 1, siendo la densidad de energía negativa aportada por 
el propio campo escalar de la teoría [248]. También han sido exploradas, con la misma técnica, 
las soluciones de las clases II a IV aportadas por Brans en [249]. Este estudio, publicado en 
[250] ha demostrado finalmente que tres de las cuatro clases de soluciones estáticas de vacío de 
Brans representan soluciones de wormhole para elecciones convenientes de los parámetros libres 
que ellas poseen. Es importante notar, sin embargo, que no existen expresiones cerradas para 
la coordenada radial propia del wormhole l(r) y tampoco queda claro como podría simularse la 
formación de un wormhole en distintos momentos de evolución cósmica, en donde el valor de la 
constante de Newton es diferente al actual.4 Es también importante señalar que estas soluciones 
de vacío para la teoría de Brans-Dicke no son las únicas posibles, véase por ejemplo el trabajo de 
Van der Bergh [251]. Es sobre estas soluciones alternativas que construiremos más adelante una 
nueva geometría de wormhole en esta teoría. En lo que sigue, y previamente a volver entonces 
al caso de vacío, presentaremos soluciones de wormholes con materia no exótica.5

4Volveremos sobre esa clase de preguntas en la última parte de esta tesis.
5Hochberg y Visser han señalado que este tipo de frases deben tratarse con cuidado, ya que pueden provocar 

confusión semántica. Insistimos entonces en que no estamos diciendo que el tensor de energía-impulso total no
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(5.54)

(5.55)

Por comparación con la métrica post-newtoniana:

es posible obtener el valor de las constantes A, B  y r¡ en función del parámetro 7 ,

(5.56)
Una nueva comparación con la métrica de wormhole (5.10), muestra que, eligiendo

(5.57)



5.4.2 Universo no vacío
Continuemos entonces con el estudio del caso no vacío, es decir, aquel en que hay algún 

tipo de materia, además del campo de Brans-Dicke, que actúa como fuente de la curvatura 
espacio-temporal.

Siguiendo las convenciones de [252], las ecuaciones de campo de Brans-Dicke son

(5.59)

(5.60)

Para el tensor de energía-impulso de la materia adoptamos la forma dada en (5.22):
(5.62)

donde e es mía constante. La traza del tensor de energía-impulso será entonces T  = —r-\-2p—p = 
p(e — 1) y las ecuaciones de campo toman finalmente la forma

Para resolver el sistema compuesto por las ecuaciones (5.65)-(5.68) liaremos lo siguiente. Bus­
caremos una ecuación diferencial que relacione $  y A, a partir de las ecuaciones de movimiento 
y de la ecuación de estado. Dicha ecuación será de segundo orden y no lineal en $ , pero, 
después de un cambio de variables, lograremos transformarla en una de primer orden y lineal 
en A. Haremos entonces una elección específica para $ , consistente con el límite plano en el 
infinito espacial y la ausencia de horizontes y singularidades. Finalmente substituiremos esta 
expresión de $  en la ecuación lineal, y resolveremos para A.
viola las condiciones de energía -en particular NEC o WEC- sino sólo que los términos asociados a la materia 
no lo hacen, i.e. el sector de materia puede ser normal. La idea es analizar si esto provee de un mejor escenario 
para la posible existencia de wormholes sin hacer uso de elementos con poca base experimental.

8 8

La suposición de que el espacio-tiempo es estático implica que es posible elegir la métrica y el 
campo escalar (j> tales que satisfagan

(5.61)
Imponiendo además simetría esférica, el elemento de línea puede ser escrito en la forma de 
Schwarzschild:

(5.64)

(5.63)
y cero en todo otro caso. Finalmente suponemos que la materia obedece la siguiente ecuación 
de estado:

(5.65)

(5.66)

(5.67)

(5.68)



Relación entre el escalar <f> y la métrica
Como se explica en [252], de las ecuaciones de campo, la forma del tensor de energía-impulso 

y (5.62), puede mostrarse que

donde
(5.69)

(5.70)

(5-71)

(5.72)

(5.73)

(5.74)

Integrando la última relación utilizando el teorema de Gauss obtenemos,

Debido a la forma de la métrica, esto equivale a

(5.75)

(5.76)

(5.77)
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y <f>o está relacionado con el valor de la constante de acoplamiento gravitacional cuando r  —y oo. 
En el caso o» —f oo o e —> 1, recuperamos la Relatividad General, aunque en el último caso, otras 
soluciones distintas de <f> =  constante pueden existir. En [252], la relación (5.69) se prueba para 
presiones isótropas y lo mismo puede hacerse en nuestro caso. Sin embargo, debido a que la 
relación (5.69) depende básicamente de la forma de la métrica y el T'i¡/ y ninguna otra hipótesis 
adicional, consideramos que es de gran importancia, a nuestro entender aún no debidamente 
explotada en otros problemas. En lo que sigue proponemos seguir brevemente los pasos que 
llevan a la deducción de (5.69).

La ecuación de la componente temporal del tensor de Ricci (5.59) junto con la propiedad de 
la métrica de ser estática nos conduce a,

Combinando ahora la ecuación (5.71) con la métrica (5.62) se obtiene

De la ecuación de onda para 4> es posible ver que

Recordando la ecuación de estado, podemos reescribir las ecuaciones anteriores como:

y

donde c es como en (5.70). Equivalentemente,



lo que finalmente implica

donde

Hacemos ahora el Ansatz.

donde a  es una constante positiva. Esta elección ya fue estudiada para el caso de la Relatividad 
General [253]. Notemos que la expresión (5.83) garantiza, debido a la relación con la métrica, 
que la constante gravitacional tome el valor correcto en r —» oo. Con la suposición (5.83), la 
ecuación (5.80) se escribe

Cambios de variables convenientes transforman a la ecuación (5.84) en una ecuación de Ber­
noulli, y luego en una ecuación lineal.7 La solución general está dada por:

6Para lograr (5.80) se deben seguir los siguientes pasos. Se reescribe (5.65) utilizando la ecuación de estado 
y (5.69). Luego se hace (5.65) 4- 2 (5.66) y se usa la ecuación de onda en el resultado.

7L os cambios de variables son A =  logz y luego y =  l / z 2. La solución de una ecuación de Bernoulli

90

(5.86)

(5.87)

(5.84)

(5.85)
donde

donde

(5.83)

(5.81)

(5.82)

(5.79)

De esta última ecuación se obtiene (5.69) en forma inmediata.

Estudio de la solución analítica
Después de álgebra en la ecuaciones de campo6, obtenemos la siguiente ecuación

(5.80)

(5.78)



se satisfaga. En el caso R < 0, (g debe necesariamente ser mayor que |J?|, para que la condición 
de apertura valga para todos los valores de u> y e, excepto obviamente aquellos para los cuales 
R  diverge, que están dados por l o  =  —(2 + e)/(l + e). Sin embargo, el tamaño absoluto de la 
garganta también depende de a. Las propiedades antes mencionadas de A junto con la definición 
de $ permiten mostrar que el tensor métrico describe dos espacio-tiempos asintóticamente 
planos unidos por una garganta.

8Las funciones hipergeométricas son solución a la ecuación diferencial
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(5.94)

Finalmente, debemos elegir el radio adimensional de la garganta, lo que implica fijar el valor de 
K, de forma que

La expresión general es

Si a, b, c son reales, entonces la serie es convergente para — 1 <  x <  1 siempre c — (a +  b) >  — 1.

(5.93)

(5.92)
y la definición de la garganta del wormhole, la cual establece una pendiente vertical en la 
superficie de embedding:

Puede verse fácilmente que e2A —» 1 cuando ( —»• oo. Para determinarla constante /C, tomaremos 
en cuenta a la condición de flaring oíd, que matemáticamente implica:

(5.91)

Integrando los términos correspondientes a n  =  0 y n  =  l, obtenemos finalmente
(5.90)

(5.89)
conocida como identidad de Rainville, la integral /  puede ser escrita

y K es una constante. Esta solución no es válida cuando A —> 0, esto es para u> = — 1 — e/2.
El binomio (1 + R/()81 está relacionado con la función hipergeométrica 2F i [254].8 Usando 

la relación [254],

(5.88)



Estudio de las condiciones de energía
Veamos ahora que ocurre con las condiciones de energía. Usando las ecuaciones de campo y 

la expresión de la traza, obtenemos:

(5.96)
Para calcular pg, usamos las componentes no triviales de la ecuación T tíu.fl =  0:

Mostraremos ahora que WEC puede ser violada (al menos, cerca de la garganta) con materia no 
exótica. Esto significa que daremos el rango de parámetros para los cuales existe una solución 
de wormhole y a la vez el contenido de materia en la teoría satisface las desigualdades

(5.101)

(5.102)

obtenida pidiendo que p^-\- pmat < 0. La Fig. 5.6 representa las regiones del espacio de paráme­
tros en la que la primer condición de WEC no se cumple y sin embargo, la correspondiente 
desigualdad para el sector de materia sí lo hace.

Haciendo lo mismo para cada una de las desigualdades de WEC es posible restringir el 
espacio de parámetros cada vez más. Como ejemplo, estudiemos el caso e =  2. De las ecuaciones 
(5.96), (5.98), y (5.99), las desigualdades (5.100) serán satisfechas si
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(5.95)
En la garganta, y entonces

(5.97)
Usando las ecuaciones (5.96), (5.97), y la derivada de la ecuación (5.95),

(5.98)

(5.99)

Finalmente, de la ecuación (5.64), obtenemos

(5.100)
o, equivalentemente,

(5.103)

Una condición suficiente para la violación de WEC en la garganta en el caso de materia mas 
campo de Brans-Dicke está dada por,



I

Figura 5.6: Regiones de violación de la primera condición de W EC para distintos valores en el 
espacio de parámetros. La ecuación de estado está representada por e y  la teoría de gravitación 
por el acoplamiento uj. Las regiones señaladas cumplen con la primer desigualdad de W EC  
para el sector de materia pero viola la condición que incluyen al campo </>.

(5.104)

(5.105)

(5.106)

Es decir que un wormhole construido con materia no exótica podría existir, por ejemplo, en el 

caso de u  =  —1.75 con un dado por (5.105) y (5.106). Esto último no impone condiciones 

sobre el radio absoluto de la garganta, debido, como señalamos anteriormente, a la dependencia 

con a.
Hemos entonces demostrado la posibilidad teórica de la existencia de un wormhole en un 

espacio-tiempo no vacío, de forma que la materia que colabora en la construcción de la geometría 

es no exótica. Recordemos que esto no quiere decir que no se violan las condiciones de energía, 

sino solamente que el sector de materia no lo hace. Para lograr esto hemos tenido que exigir 

que los valores del acoplamiento o bien la forma de 1a. ecuación de estado no sean los apropiados 

para describir el universo actual, ya que es por ejemplo necesario que, como hemos dicho, 

|u;| > 500 para dar cuenta de los test post-newtonianos. Esto podría ser bien distinto en el 

universo primitivo donde valores menores de |cj| estarían permitidos. De cualquier manera, no 

es la intención de esta sección presentar más que un toy model para estudiar la relación entre 

las violaciones a las condiciones de energía y la existencia de wormholes. Y  esto nos ha llevado 

a entender que aún cuando esta relación estrecha subsiste, la teoría que más débilmente se
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ó

La desigualdad (5.103) se cumplirá para u  (E (—2, —3/2). Finalmente tenemos que imponer que 

Cn > 1^4/41, lo que implica que



aparta de la Relatividad General a nivel conceptual y formal, como es la teoría de Brans-Dicke, 
ya presenta condiciones por las cuales es posible ocultar la violación de WEC en constructos 
adicionales y menos problemáticos, como el campo escalar, que no es directamente observable 
sino a través del valor local de la constante de Newton.

En lo que sigue, volveremos al caso de un espacio-tiempo vacío por un camino poco usual. 
Introduciremos primero algunas nociones del espacio-tiempo de Riemann-Cartan y estudiare­
mos allí la posibilidad de construir un wormhole. Luego comentaremos sobre la equivalencia 
de las ecuaciones de campo entre el formalismo anterior y el caso de vacío sin torsión; ésto nos 
permitirá presentar una solución de wormhole de gran simpleza en el marco de una teoría de gra­
vitación alternativa, en la cual será posible escribir la métrica del espacio-tiempo directamente 
en la coordenada propia l(r) del wormhole analizado.

5.5 U4 : El espacio tiempo de Riemann-Cartan
A continuación, estudiaremos brevemente algunas ideas fundamentales del espacio-tiempo de 

Riemann-Cartan. Sin embargo, haremos la salvedad de que todo aquello referido a esta sección 
será utilizado como una herramienta que nos permita, luego, encarar de manera novedosa la 
búsqueda de soluciones analíticas de wormholes en el caso del vacío de las teorías de Brans- 
Dicke. Esto implicará que no nos detendremos demasiado en los aspectos formales que no sean 
fundamentales para nuestros objetivos.9

Las ideas que presentaremos tienen como meta extender el dominio de la Relatividad General 
a la microfísica. Es decir, la Relatividad General, que fue originalmente formulada como una 
teoría macroscópica (en oposición al electromagnetismo) intenta ser extendida de forma que sea 
capaz de dar descripciones de procesos microfísicos, teniendo a la gravitación de Einstein como 
algún límite apropiado. Así, se pensó que el momento angular de spin de la materia, que aparece 
en la naturaleza en unidades cuantizadas, sea la noción física a extender en este contexto. Los 
constituyentes de la materia macroscópica son partículas que obedecen localmente la Relatividad 
Especial y la Mecánica Cuántica y pueden ser clasificadas según las representaciones irreducibles 
del grupo de Poincaré, de una dada masa m y un dado spin s. La masa se conecta con la parte 
traslacional del grupo y el spin con la rotacional. Luego, al distribuir masa y spin en el espacio- 
tiempo se llega a las nociones del tensor de energía-impulso y del tensor momento angular de 
spin. En el límite macrofísico, la masa simplemente se suma (carácter monopolar) pero el spin, 
usualmente se promedia a cero (carácter dipolar). Es por esto que, en general, la caracterización 
del espacio-tiempo puede lograrse con el tensor de energía-impulso solamente. Sin embargo, en 
el caso microscópico, el spin también es una variable a tener en cuenta para caracterizar a la 
materia dinámicamente. La hipótesis sobre como tratar este caso se realiza por analogía: el 
tensor energía-impulso es la fuente del campo gravitacional acoplado al tensor métrico via las 
ecuaciones de Einstein, es decir, el que provoca que la conexión no sea igual a cero. Se espera 
entonces que el momento angular de spin sea también la fuente de otro campo gravitacional, 
un campo acoplado a la geometría, que se relacione con los grados de libertad rotacionales del 
espacio-tiempo. Esto implicará entonces, que la conexión contenga nuevos términos, además de 
los comunes símbolos de Christoffel, que caracterizen estas nuevas propiedades. De esta forma 
llegamos al espacio-tiempo de Riemann-Cartan, llamado U4 .

9Un artículo clásico para teorías con torsión es el de Hehl et al. [255]; en él estará basado la introducción del 
formalismo. También pueden verse los trabajos de Rauch [256, 257] y las referencias allí citadas.
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5.5.1 Conexión, métrica y estructura de U4
Para comenzar, supondremos que el espacio-tiempo tiene las propiedades de un continuo, esto 

es, una variedad diferencial de 4 dimensiones, O U 1 1 I 4 .  En este espacio, se introduce la noción 
de transporte paralelo: trasladar paralelamente un vector de a x1* + dx^ implicará hacer 
una variación de la forma,
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(5.107)
donde dA  ̂ se asume bilineal en A a y dx@ y el conjunto de 64 coeficientes r ^ ( x )  se llama conexión 
afín. Un espacio-tiempo X 4 equipado con T se llama un espacio linealmente conectado, o un 
L4 . La parte antisimétrica de la conexión será

(5.108)
y se llama tensor de torsión. El espacio-tiempo estará equipado además con una métrica giLU 
con signatura —1. Esta se utiliza para definir el tensor de no metricidad como,

(5.109)
Se adopta como hipótesis adicional de la teoría que Qaf3n — 0, esto significa que las unidades de 
longitud y la medida de los ángulos no varía bajo un transporte paralelo. Por medio del tensor 
de torsión es posible escribir la conexión como

(5.110)
donde son los símbolos de Christoffel y Kp es llamado tensor de contorsión, dado por

(5.111)
Un L4 con una conexión general como la anterior y no metricidad igual a cero se llama espacio- 
tiempo de Riemann-Cartan, o un U4 . Si la torsión se anula, se recupera el espacio-tiempo 
Riemanniano V4 de la Relatividad General y si la curvatura se anula, el espacio-tiempo Minko- 
wskiano R4 de Relatividad Especial, de tal forma que el siguiente diagrama es válido

(5.112)
También es posible introducir una base ortornormal de vectores e¡ =  f’f V„, un tetrad, tal que 
sus componentes satisfacen:

(5.113)
y una conexión de spin, Wjv, tal que la conexión puede escribirse como,

(5.114)
Con ambas definiciones el tensor de curvatura se calcula como,

(5.115;

(5.116)
El escalar de curvatura será entonces,

y la torsión,



Estas son las herramientas fundamentales de la teoría y de las que haremos uso a continua­
ción. No pretenderemos sin embargo, explorar aquí sus ricas consecuencias, tanto en su nivel 
formal como en sus predicciones cosmológicas. En su lugar revisaremos en la sección que sigue, 
cómo puede generalizarse para el caso de la gravitación de Brans-Dicke, un trabajo que fue re­
alizado por Kim [258] y Germán [259] recientemente. Para simplificar aún más nuestro trabajo, 
y en función de nuestros objetivos, haremos la presentación solamente en un espacio-tiempo 
vacío.

5.6 Teoría de Brans-Dicke en U4

Consideraremos la acción

(5.118)
donde el significado de las variables es el usual. Como se especificó en la sección precedente, 
tomaremos la acción de los campos de materia igual a cero. Las ecuaciones de campo se obtienen 
variando independientemente la acción con respecto al campo escalar <j>, y a las componentes 
de la conexión y w^b. La ecuación de campo para ó es
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(5.117)

(5.119)

(5.120)
Aquí,

Cuando se lo compara con el caso común de vacío, aparece un término adicional en la ecuación 
para el campo <f>. Esto se debe a la definición del operador A como la derivada covariante 
con respecto a toda la conexión y no solo a la conexión simétrica, dada por los símbolos de 
Christoffel. En este esquema, se ve que el campo O se acopla a la torsión de la misma forma en 
que se acopla a la métrica [258]. La ecuación de campo para e£ es

(5.121)
En este caso, comparando con las ecuaciones de la teoría usual, está ausente el término que 
proviene de derivadas segundas en la conexión. En el presente formalismo, aparece en su lugar 
una nueva ecuación, debido a la variación independiente del e£ y la conexión de spin [258]. 
Utilizando (5.121) en la ecuación para (f> (5.119), se obtiene

(5.122)

(5.123)
Finalmente la última ecuación es,

La característica más importante de esta teoría es que aún en la ausencia de partículas con spin, 
o de términos en fí2, la torsión no se anula; pudiéndose propagar por medio del propio campo 
escalar. Notemos además que el factor de acoplamiento lü no interviene en la ecuación de la



torsión (5.123), lo que implica que los efectos de 0 y del posible spin de la materia, en el caso 
no vacío, tendrán el mismo orden de magnitud [258]. Casos similares de teorías con torsión es 
el conocido como tlaplon [260]; para un reciente estudio, véase el trabajo de Saa [261].

5.6.1 Wormholes estáticos en U4
Volvamos ahora al análisis de las posibles geometrías de wormhole que pueden originarse en 

el vacío de la teoría. Tomaremos nuevamente la métrica esféricamente simétrica y estática,

De la ecuación (5.117) se obtienen las componentes no triviales de la conexión de spin, necesarias 
para escribir las ecuaciones de Einstein. Estas resultan [265],

Teniendo en cuenta los cálculos anteriores, se llega entonces al sistema no trivial de ecuaciones 
de Einstein, que está dado por10,

10En el trabajo [265] hay errores de tipeo en las ecuaciones de campo. Véase especialmente la diferencia entre 
la ecuación (21) de ese trabajo con (5.141).
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(5.124)
lo que determina la elección del tetrad,

(5.133)
(5.134)

Substituyendo estas formas particulares en la ecuación (5.123) se puede relacionar al campo de 
torsión con el escalar de Brans-Dicke. Se obtiene [265],

(5.125)
(5.126)
(5.127)
(5.128)

(5.129)
(5.130)
(5.131)
(5.132)

Las cuatro componentes no triviales del tensor de torsión son [262, 263, 264],

(5.135)

(5.136)

(5.137)



(5.138)

(5.139)

(5.140)

(5.141)
Como se muestra en [265], utilizando (5.141) en (5.138) y en (5.139), y con una adecuada 

elección de la constante de integración, las funciones de forma y de redshift pueden relacionarse 
con el escalar de la teoría según:

(5.142)
con

y donde ¡32 = {1 — 2o>)/4 y a  es una constante positiva.11:
Tomando el caso ¡32 < 0 y llamando ¡32 =  —g, con g > 0, una integración trivial nos lleva a,

(5.144)

(5.145)

(5.146)
El dominio de definición del arcsen como función implica que la solución será válida cuando 

r ^  \ J mientras que la positividad de g hace necesario que u> > 1/2. En el límite asintótico, 
cuando r —> oo, la función e2A —> 1 y también lo hace e2*, si K =  — 7r/ y/g. Esta última función 
no cambia de signo y es finita para todo r. Además, el escalar de Brans-Dicke también se 
aproxima a 1 para una adecuada elección de 4>o- Finalmente, en la garganta, cuando r —> yjg/a., 
se obtiene que dz/dr —y oo, según la fórmula (5.93). Esto verifica las propiedades necesarias 
para que una geometría describa una garganta y dos espacio-tiempos asintóticamente planos.

Dado que la coordenada r tiene una singularidad en la garganta, donde el coeficiente de la 
métrica grr se hace divergente, la geometría espacial es mejor estudiada en términos de la ya 
mencionada coordenada radial propia, l, que se calcula mediante (5.11). Esta resulta ser,

11 Los pasos que deben seguirse para obtener (5.142) son los siguientes. Se utiliza primero (5.141) en (5.138); 
ésto otorga =  p<P'/<P o equivalentemente exp (2$) oc <j>2p en forma automática, con p, una constante. Luego, 
despejando A' — <£' de (5.141) y reemplazándolo en (5.140) se obtiene a1 /a  =  —(e2A/r  — 1/r), donde a =  (¡i1 /(t>. 
Esta es la ecuación (23) del trabajo [265]. Si restamos ahora (5.139) y (5.138) y utilizamos los resultados ya 
obtenidos se encuentra que e2A =  a2r2(p +  3/4 +  w/2) +  ar(2 +  2p) +  1. Finalmente, la integración de (5.141) 
otorga e2A =  aa2r4é 2p+2, con a, una constante. Comparando ambas expresiones y evaluándolas en p =  —1 se 
obtienen las relaciones señaladas en el texto principal.
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(5.143)



(5.149)

Compárese para esto los trabajos de Kim y Cho (ecuación (25)) y Van der Bergh (ecuación 
(2.14)) [265, 251]. Esto implica en forma inmediata, que la solución presentada es también 
una solución de vacío para el caso de la teoría sin torsión para <x> < —2. Para ver que sucede 
con las condiciones de energía podemos usar la métrica (5.148) considerándola como solución 
para el caso de vacío. Es inmediato ver que, como función de /, r' =  0 y r" > 0 cuando son 
evaluadas en la garganta. Luego, utilizando (5.45) es posible demostrar la violación de la NEC. 
La solución (5.144) había sido obtenida previamente pero había sido descartada justamente 
porque el campo escalar </>, con significado físico, no estaba definido en todo el espacio-tiempo. 
Este análisis demuestra que ese comportamiento se produce debido a que la solución misma 
describe una geometría de wormhole, donde el intervalo sin solución queda confinado a radios 
menores que el de la garganta. Por otra parte, esta geometría parece ser el ejemplo más simple 
de wormhole en el marco de una teoría de gravitación alternativa.

5.7 Conclusiones
En este capítulo hemos explorado los conceptos fundamentales de las geometrías clásicas 

de wormholes, sus diferencias en cuanto a posibilidades de traversabilidad, su relación con 
problemas asociados a la causalidad y a la violación de las condiciones de energía. El contenido 
original de este estudio debe buscarse en las secciones referentes a la búsqueda de soluciones 
analíticas y el análisis a partir de ellas del escenario de las violaciones a las condiciones de 
energía.

Estudios anteriores en el marco de la teoría de Brans-Dicke [248, 250] habían mostrado la 
existencia de tales soluciones para el caso de vacío. Tanto en estos estudios previos como en el 
aquí presentado, la violación de WEC (y NEC) se debe al campo escalar de la teoría, al cual es

12En [265] hay un error de signo en esta asociación.

(5.151)

Entonces, en este sistema, a medida que l crece desde —oo a 0, r decrece monotónicamente a 
su mímino valor en la garganta; y a medida que l crece hacia +oo, r  crece monotónicamente.

Finalmente, es tiempo de volver al caso de vacío sin torsión. Es posible ver que las ecua­
ciones del universo de Brans-Dicke con torsión son equivalentes a aquellas de vacío, sin torsión, 
haciendo la substitución12:

(5.150)

(5.148)

(5.147)
Debido a la simple expresión para l(r) es fácil reescribir el tensor métrico en términos de esta 
coordenada,

donde,

y
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posible responsabilizar de la exoticidad de la fuente que genera la geometría. La característica 
fundamental de las nuevas soluciones es que se ha podido observar que el contenido de materia no 
viola WEC. Por supuesto, sí lo hace el tensor de energía impulso total; esto es, aquel formado 
por materia más campo. Esto era algo que había sido visto como posible luego del análisis 
desarrollado a partir de (5.53). La solución analítica presentada pone en evidencia este tipo de 
comportamiento. Dado que la violación a las condiciones de WEC es una condición necesaria 
para la existencia de wormholes en toda teoría que respete la forma del tensor de Einstein, la 
existencia de campos alternativos en teorías distintas a la Relatividad General, permite ocultar 
las violaciones a las condiciones de energía en constructos tal vez menos problemáticos que la 
materia. En este sentido, soluciones de wormhole fueron estudiadas en teorías con torsión [266], 
con acción R  +  R 2 [267], de Einstein-Gauss-Bonnet [268], etcétera.

En Relatividad General, el problema que se encuentra frente a la construcción hipotética de 
un wormhole es encontrar o generar, y mantener, cantidades suficientes de materia exótica. En 
la teoría de Brans-Dicke, en el espacio-tiempo no vacío, las dificultades se reducen a mantener 
los valores de cada uno de los parámetros dentro la región restrictiva en que se cumple la no 
exoticidad de la materia, manteniéndose la exoticidad del T ^  total. Sin embargo, los valores de 
oo compatibles con valores pequeños de c son mucho menores que aquellos que hacen, al menos 
en el presente, a la teoría de Brans-Dicke cosmológicamente viable. Valores mayores de |u;| 
requieren valores mayores de |e|. En el caso estudiado, un intento de construcción hipotética de 
un wormhole tendría que lidiar con los problemas asociados con la manipulación de la materia 
para obtener ecuaciones de estado extremas o siendo aún más especulativos, con la modificación 
local de la teoría de gravitación.

Hemos también extendido la taxonomía de las soluciones de vacío añadiendo, probablemente, 
la geometría más simple encontrada hasta el momento, solución de la teoría de Brans-Dicke con 
torsión y sin ella para valores adecuados del acoplamiento u j . En este caso, y por vez primera 
en gravitación alternativa, se ha podido escribir la métrica directamente en la coordenada radial 
propia. No deja de ser notorio que la propiedad única de la solución de Schwarzschild desaparece 
en teoría alternativas y mientras que el caso standard prohibe los wormholes atravesables en 
vacío, la teoría de Brans-Dicke no lo hace, ejemplo de lo cual son las ecuaciones (5.145) y 
(5.146).

Es también importante recordar que el estudio de geometrías de wormholes en teorías de 
Brans-Dicke no es tan nuevo como sugeriría el año de publicación del trabajo [248]. A nuestro 
conocimiento el primer trabajo orientado hacia estos temas, aunque sin mencionarlo explícita­
mente, es el de Bronnikov [269]. En él se calculan soluciones exactas esféricamente simétricas 
para teorías escalares tensoriales, algunas de las cuales tienen propiedades de wormholes. En 
un reciente artículo, se han realizados extensiones de estos métodos a dimensiones extras [270]. 
Por brevedad y consistencia, estos desarrollos han quedado fuera del camino elegido para la 
exposición del material de este capítulo. Tampoco hemos tratado los problemas asociados con 
el estudio de la estabilidad de las soluciones, aunque es cierto que hay muy pocos resultados 
sobre esto en el presente (véase por ejemplo [271]). Asimismo, un reciente interés en el estudio 
de soluciones de wormholes en el Einstein frame de la teoría se ha visto evidenciado en [245] y 
[272]. La idea es estudiar si las soluciones son invariantes conformes, es decir, si los wormholes 
del Einstein frame son también wormholes del frame de Jordán. Por ejemplo, se ha visto que no 
necesariamente una garganta en el Einstein frame es una garganta en el Jordán frame pero sin 
embargo, sí es el mismo el rango de parámetros del acoplamiento u> para los cuales las soluciones 
corresponden a wormholes atravesables [245]. Deliberadamente, hemos obviado comentar sobre 
estos resultados, y nos hemos autolimitado al frame de Jordán.

Como comentario adicional, y para dar cuenta de la extraordinaria rapidez con que se están 
produciendo resultados en el area, nos permitimos agregar un párrafo final sobre wormholes
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dinámicos, i.e. cuya métrica evoluciona en el tiempo. La idea subyacente en estas geometrías 
es que, al hacer que lamétrica dependa de la coordenada temporal, uno pueda ser capaz de 
suspender localmente las violaciones a la NEC. Ejemplos de este fenómeno en Relatividad 
General pueden verse en [273, 274, 275, 276] y en nuestro propio artículo [277]. Todos estos 
trabajos están basados en extensiones del formalismo estático al caso dinámico y todos ellos 
hacen uso de los conceptos de embedding y función de forma introducidos anteriormente. Sin 
embargo, en dos trabajos recientes [278, 279], Hochberg y Visser han demostrado que esta 
aproximación no es válida en el caso de geometrías dependientes del tiempo. Fundamentalmente 
el problema es que en el caso dinámico no hay una garganta sino dos -que no coinciden con 
el centro del wormhole-, algo que el formalismo anterior fallaba completamente en determinar. 
Además, también se ha podido ver que la suspensión a la violación de las condiciones de energía 
es esencialmente una ilusión: para que la geometría cumpla con la condición de flaring out 
(redefinida en términos de la expansión de geodésicas nulas) se debe violar NEC en ambas 
gargantas. Lo novedoso de estos resultados está en un cambio radical de la técnica, en donde 
ya no intervienen más que propiedades locales y se abandonan los conceptos de embeddings o 
propiedades asintóticas de la métrica. Por supuesto, en el caso estático, ambos formalismos 
coinciden.

Para terminar, señalemos que la aproximación al estudio de wormholes adoptada en este 
capítulo es completamente clásica y guiada básicamente por estudios de geometría. Esta, sin 
embargo, no es la única posibilidad. Desde el punto de vista cuántico, Coleman [280] y Giddings 
y Stroeminger [281] han mostrado que el efecto de los wormholes es modificar las constantes 
de acoplamiento de baja energía y dar distribuciones de probabilidad. En particular, se ha 
mostrado [282] que la distribución de probabilidades de los universos tiene un pico en A =  0, 
dónde A es la constante cosmológica. Todas estos resultados, así como aquellos referentes a 
wormholes cuánticos en la gravitación de Brans-Dicke (véase por ejemplo [283]), quedan así fuera 
de los objetivos de estudio de esta tesis y no los tendremos en cuenta aquí. Asimismo, nada 
hemos dicho del estudio de soluciones de wormholes Euclideas, en lugar de Lorentzianas, siendo 
éste un tema totalmente ajeno a nuestros objetivos. Estos wormholes Euclídeos son de interés 
especial de los físicos de partículas y son procesos cuánticos sin una interpretación directa en 
términos de campos gravitacionales.
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Capítulo 6 
Microlensing y Gamma Ray Bursts

-A nadie veo en el camino, dijo Alicia.
-Me gustaría tener esos ojos -observó el Rey malhumorado.

Ser capaz de ver a Nadie! Y  a esa distancia además!
Lewis Carroll 

A través del espejo

6.1 Introducción
En el capítulo anterior hemos introducido en esta tesis el concepto de wormhole y estudia­

do algunas posibles geometrías en la teoría de Brans-Dicke. Como vimos, una característica 
fundamental de todos los casos de wormholes es que la materia que los genera debe violar las 
condiciones de energía (técnicamente, en la garganta se viola NEC). Es entonces de gran im­
portancia juzgar hasta que punto esperamos encontrar realmente este tipo de materia en el 
universo. Teóricamente, no hay nada que prohiba su existencia: en un espacio-tiempo curvo, es 
posible probar que la ANEC no se cumple [284, 285]. Pero experimental u observacionalmente 
sólo se conoce que las condiciones de energía son violadas por efectos cuánticos, de orden %. Si 
cantidades macroscópicas de materia que viole las condiciones de energía existe en el universo 
es aún una pregunta sin respuesta. Asimismo, no se conoce ningún mecanismo capaz de gene­
rar un reliquia de densidad negativa, hecho quizás justificado en la inexistencia de una teoría 
cuántica de la gravitación.

En los últimos años, se han empezado a estudiar posibles efectos observables de los worm­
holes, en particular en contextos astrofísicos. En esta dirección, el trabajo de Cramer et al. 
[286], sobre el cual basaremos parte de la discusión en este capítulo, analizó el fenómeno de 
microlensing por masas negativas, genéricamente conocidas como GNACHOS, del inglés gravi­
tational negative anomalous compact halo object. Como las curvas de intensidad resultan ser 
muy diferentes a las del caso standard, el trabajo de Cramer et al. fue así el primero en sugerir 
un método experimental para detectar posibles configuraciones de masas negativas. Otro análi­
sis relacionado estudió las condiciones que hacen posible que los wormholes estén inmersos en 
un espacio-tiempo de Friedmann y a partir de ello, qué efectos se producen, por ejemplo, en las 
mediciones de la radiación cósmica de fondo [287].

Otros estudios sobre el posible rol que pueden tener densidades negativas de materia han 
sido recientemente presentados. Visser [288, 289] ha señalado que ninguna combinación de 
materia normal es capaz de relacionarse con los datos observacionales de Hq y las edades de las 
estrellas más viejas de la galaxia. Esto indica una violación de SEC en algún momento tardío 
del universo, algo que es mas bien una sorpresa, debido a que la cosmología es totalmente
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clásica para este rango de temperaturas. A pesar de ésto, el análisis es tan simple y robusto 
que ni siquiera utiliza una ecuación de estado particular. Mann [290] ha reportado que regiones 
de energía negativa pueden tener también colapso gravitacional, formando agujeros negros de 
masa negativa. Finalmente, Piran analizó si pequeñas cantidades de masa negativa podrían ser 
capaces de generar voids, grandes regiones del universo en donde no se observan galaxias [291].

Sin embargo, nada es conclusivo. Hasta el momento no existe evidencia observacional a 
favor ni tampoco alguna cota superior a la cantidad de materia exótica que puede existir en el 
universo.

En este capítulo nos proponemos estudiar este problema. Presentaremos un modelo que 
asociará algunos de los Gamma Ray Bursts observados a fenómenos de microlensing por masas 
negativas, siendo Núcleos Galácticos Activos las fuentes de background. El escenario propuesto 
podrá servir como base para admitir posibles repeticiones en la muestra de Gamma Ray Bursts 
o para explicar una clase de esquivos fenómenos con curvas de luz que crecen en un tiempo 
más largo que aquel que tardan en decaer. La muestra de Gamma Rays Bursts será utilizada a 
posteriori con el objeto de acotar la cantidad de masa negativa que puede existir en el espacio 
intergaláctico. Para ésto, nos bastará una sóla hipótesis: luego de demostrar que las carac­
terísticas principales de los Gamma Ray Bursts son compatibles con el escenario propuesto, la 
cota surgirá sólo de suponer que las masas negativas, si están agrupadas en objetos compactos, 
deben provocar fenómenos de microlensing.

Las ideas contenidas en este capítulo están basadas en los trabajos [292] y [293]. Asimismo, 
un descripción del modelo apareció pubicada en [294].

6.2 Microlensing gravitacional de masas negativas
En esta sección revisaremos brevemente los elementos necesarios para el análisis del modelo. 

Introduciremos nociones de sobre la métrica de Schwarzschild, cálculo de distancias cosmológicas 
y elementos de la teoría de microlensing. Comenzemos pues revisando cómo la masa curva la 
trayectoria de los rayos de luz. De algún modo, ésta es la esencia de la Relatividad: contiene 
el principio de equivalencia y las ideas de Einstein sobre cómo la masa curva el espacio quizás 
en la forma más pura posible.

6.2.1 Trayectorias de los rayos de luz
Sea /  una onda plana monocromática, de la forma,

donde es posible relacionar,
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(6.2)

(6.3)

(6 .4)

o, en forma covariante, definir el tetravector de onda como,

(6-1)
La función se conoce como iconal. En regiones pequeñas del espacio e intervalos pequeños de 
tiempo en el sistema xA*, esta función es desarrollable en serie,



debido a que el primer término se anula por ser la contracción de un tensor antisimétrico -la 
derivada covariante del vector de Killing- con uno simétrico y el segundo término lo hace por 
contener la ecuación de las geodésicas klí.¡/ = 0. En el sistema en el cual se tiene a la coordenada 
xq como coordenada cíclica, el vector de Killing es y luego, kq = kaS En estos casos,
la geometría garantiza la conservación de la g-ésima componente del tetraimpulso. En el caso 
particular de Schwarzschild que analizaremos a continuación, esto conduce a d ^ /d t  = u  = 
constante y d i j j /d c j )  = L =  constante.

Volvamos ahora a un espacio-tiempo descripto por (5.1). Allí, la ecuación (6.5) es

1 Mantendremos por ahora unidades con dimensiones usuales para aclarar los cómputos de órdenes de 
magnitud.
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(6.9)

en donde debe recordarse que 0 = n/2.1 Para resolver esta ecuación se propone, teniendo en 
cuenta los dos aspectos señalados anteriormente, la siguiente separación de variables,

(6.8)

(6.7)

(6.6)

En efecto,

Es posible probar que en cualquier geometría que contiene una simetría, es decir, en el que 
existe una métrica con coordenadas cíclicas x9, el movimiento a lo largo de cualquier geodésica 
deja invariante el producto escalar entre el vector tangente k, y el vector de Killing asociado,

Para estudiar esta ecuación en la métrica de Schwarzschild (5.1) notaremos dos aspectos que 
nos serán útiles a continuación.

Consideremos primero una partícula de prueba; en donde quiera que ésta esté y cualquiera 
sea su velocidad, podemos proyectar su posición sobre la superficie de una esfera de radio 
unidad. Con el punto y el vector velocidad así proyectado es posible determinar un gran círculo 
o círculo máximo. A medida que la partícula se mueva, la proyección radial de su posición 
continuará estando sobre ese círculo máximo, ya que si así no fuera, se daría preferencia a un 
hemisferio u a otro, contrariamente a la simetría esférica de la situación. Luego, es posible 
elegir, sin pérdida de generalidad, orientar el sistema coordenado tal que la proyección radial 
de la órbita coincida con el ecuador (9 =  7r/2) de las coordenadas polares. Es por esta razón 
que la coordenada 6 desaparece como variable dinámica de las ecuaciones en la geometría de 
Schwarzschild.

El segundo punto importante es notar que t y 0 son coordenadas cíclicas de la métrica (5.1). 
Esto significa que d g ^ jd t  — dgiW/ d() =  0. Para cada coordenada cíclica q puede definirse una 
dirección o vector de Killing, £ =  d /d xq, tal que satisfaga la ecuación covariante,

(6.5)

Las componentes de kM están ligadas entre sí por la ecuación de las geodésicas nulas, k¡¿ =  0,
de donde se obtiene la ecuación de la iconal:



Reemplazando en (6.9) se obtiene,

en donde se han definido las constantes p = cL/u  y rg = 2(7M / c2. Se verá luego que la constante 
p es el parámetro de impacto del rayo de luz con respecto a la masa en una configuración de lente 
gravitacional. Si se despreciaran las correcciones relativistas (rg —>• 0), (6.14) tiene por solución 
r = p¡ eos 9 ; es decir, una recta que pasa a una distancia p del origen. Para tener en cuenta 
las correcciones relativistas a la trayectoria, transformamos la expresión para Sr haciendo la 
substitución r(r — rg) = (r ')2 [1]. Esto permite hacer un desarrollo en potencias de rg/r, véase 
§98 de la referencia anterior, que conduce a

2 En una descripción cuántica de una partícula, como un paquete de ondas, la posición de la partícula 
estará localizada allí donde las fases de las varias componentes del paquete coincidan y se evite la interferencia 
destructiva. La trayectoria seguirá luego una sucesión de estados en los cuales las fases de las varias ondas 
también coincida. Véase el Box 25.3 y 25.4 de la Ref. [214] o el §47 de la Ref. [295]
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(6.14)

(6.15)
donde S® es la función correspondiente a un rayo rectilíneo clásico. La variación total de Sr 
para un rayo que proviene de una distancia i?, pasa por una mínima distancia al centro igual a 
p y continúa nuevamente hasta una distancia R  será,

(6.16)
Luego, la variación correspondiente en (f>, que se obtiene derivando con respecto a L, es,

(6.17)
En el límite R —> oo, y recordando que dAS^/dL  = n, ya que la trayectoria es rectilínea, se 
obtiene,

(6.18)

La primer condición otorga a una relación entre t y r mientras que la segunda lo hace entre <f> 
y r, es decir da la característica principal de la órbita.2 

A partir de esta última, y utilizando (6.10), se obtiene,

(6.13)

(6 .12)

(6 .11)

de donde,

La interferencia constructiva de ondas impone que la trayectoria clásica cumpla con,



Figura 6.1: Geometría del efecto de microlensing debido a una masa negativa. El observador 
O, recibe la luz de la fuente S, desviada por la lente de masa \M\.

Esto significa que bajo la influencia del campo de gravitación de una masa M , un rayo de luz 

se curva una magnitud igual a 5<f), que puede ser convexa o cóncava dependiendo del signo de 

M. Obviamente, entonces, lo usual es que sea atraído por la masa. Sin embargo, como en este 

capítulo estudiaremos los efectos de microlensing de una masa negativa, 1a, geometría será como 

se muestra en la Fig. 6.1. En ella se ve como el rayo de luz es repelido por 1a, materia exótica.

6.2.2 Ecuaciones geométricas y perfiles de intensidad
En la Fig. 6.1, el ángulo S es un ángulo externo del triángulo formado por los rayos directo 

y deflectado. Este triángulo tiene ángulos interiores a  y /?, de forma que 6 — a  +  ¡3. Si la 

distancia fuente-observador es Dos y la distancia lente-observador es se obtiene en forma 

aproximada que,

Se ha denotado a la distancia de mínimo acercamiento del rayo de luz a la lente como a y a  

la distancia entre el eje del rayo no deflectado y la lente como 6, de acuerdo con la Fig. 6.1. 

Reemplazando los valores de a  y (3 en (6.21) se obtiene una ecuación cuadrática:

(6.19)

(6.20)

con una deflección dada, según (6.18), por,

(6.2 1)

(6.22)
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Figura 6.2: Ampliación de la sección eficaz de un haz de luz cuando es desviado por un masa 
positiva, izquierda, y  por una masa negativa, derecha. La posiciones esquemáticas de las masas 
están señaladas por un pequeño círculo en cada dibujo.

donde se han definido las constantes adimensionales A = a /R e y B  = b /R e. En ellas R e 
está dado por,

(6.23)

y se conoce como radio de Einstein. Esta es la escala gravitacional del problema y surge como 

situación especial en el problema en que una lente de masa M  > 0, la fuente y el observador 

son colineales. En este caso, debido a la simetría de rotación alrededor del eje fuente-lente- 

observador, la imagen deflectada es un anillo de radio Re. Un punto localizado exactamente 

atrás de la lente aparecería así, como un círculo.

Resolviendo la ecuación cuadrática (6.22) se obtienen las dos raíces,

(6.24)

Luego, cuando B  > 2 hay dos soluciones reales que corresponden a dos rayos que son deflectados 

hacia el observador. Cuando B < 2 no hay soluciones reales, indicando que la deflección 

está bloqueando todos los rayos. Para B  =  2, A + = A _ =  B /2  y, como veremos, ocurre 

una cáustica, permitiendo que muchos rayos alcanzen al observador y produzcan un dramático 

aumento de la intensidad [286].

Para estudiar los efectos que el fenómeno de microlensing tiene sobre las imágenes deflectadas 

es necesario analizar el factor de magnificación [296]. La deflección de la luz en un campo 

gravitacional no sólo cambia la dirección de los rayos, sino también la sección eficaz del haz,



Para el mismo parámetro de impacto B, con B  > 2, es siempre cierto que Ipos < Ineg, lo que 
muestra que una masa negativa producirá una mayor recepción xle luz por parte del observador 
que una masa positiva de igual módulo. Cuando B  —> 2, Ineg —> oc. Esto no significa, sin 
embargo, que la imagen de la fuente sea en realidad infinitamente brillante. Las fuentes (y en 
general también las lentes) no son puntuales sino extendidas y no monocromáticas. Luego, al 
coincidir muchos rayos de luz hacia el observador con pequeñas diferencias de fase debido a no 
estar todos partiendo de exactamente el mismo lugar, fenómenos de interferencia y difracción 
invalidan el análisis de óptica geométrica aquí presentado. Esto siempre conduce a magnifica­
ciones finitas [296]. Una divergencia similar en la amplificación teórica ocurre para el caso en 
que la lente es un masa positiva y el parámetro de impacto es cero, es decir, cuando se forma 
un anillo de Einstein.

Los perfiles de intensidad que son realmente observados ocurren cuando una masa-lente, 
que se mueve con velocidad V, cruza cerca del eje fuente-observador con un mínimo parámetro 
de impacto Bo = bo/Re. El parámetro de impacto adimensional y dependiente del tiempo se 
obtiene por aplicación del teorema de Pitágoras y está dado por
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(6.30)

(6.29)

Es interesante comparar con la expresión para la intesidad relativa de la fuente, cuando sus 
rayos de luz son deflectados por un monto de masa igual pero positiva. Un análisis similar a 
éste lleva a [296, 297, 298, 299],

(6.28)

(6.27)

véase la Fig. 6.2. Ya que la deflexión no está conectada con emisión o absorción de fotones, 
el brillo superficial I de la imagen debe mantenerse constante, y ser idéntico al de la fuente en 
ausencia de la lente. El flujo de una imagen de una fuente es el producto de su brillo superficial 
y el ángulo sólido 0  que ésta subtiende en el cielo. Ya que I permanece invariante en el proceso, 
la razón del flujo de la imágen al flujo de la fuente está dada por,

(6.25)
donde el subíndice cero indica cantidades no deflectadas. La relación entre los ángulos sólidos 
está determinada por el cambio en la superficie que produce el mapeo de la lente,

(6.26)
siendo As^  las áreas de las fuente (imagen) en cada plano, como se representa esquemáticamente 
en la Fig. 6.2.

Si la intensidad de la fuente es lo, la alteración para cada una de las soluciones debido a la 
presencia de la fuente es [297]

y la intensidad total relativa será [286],



Figura 6.3: Perñl de intensidad para el fenómeno de lentes gravitacionales cuando la masa-lente 
es positiva (izquierda) y  negativa (derecha). Los valores de B0 son 0.5, 1, 1.5, 2 y  2.2 para el 
caso con M  > O, correspondiendo a las curvas observadas desde arriba hacia abajo. Para el 
caso con M  < O se muestran las curvas, desde afuera hacia adentro, para Bo=0.5, 0.75, 1, 2 y  
2.2.

donde t v =  b0/V  y es una escala de variabilidad típica del problema: el tiempo de tránsito 

a través de la distancia de mínimo acercamiento. Usando la ecuación para B  en Ipos e Ineg 

se obtienen los perfiles graficados en la Fig. 6.3, tomando Ineg =  0 cuando B < 2 y no hay 

soluciones reales para la ecuación cuadrática (6.22). Como se ve de la Fig. 6.3, la diferencia 

principal entre Ipos e Ineg ocurre para valores de B0 < 2 . En esos casos, la curva Ineg es 

asimétrica, presentando dos divergencias (para valores temporales que satisfacen B 2 — 4 =  0) 

y dos caídas de carácter especular.

Para el caso en que tanto la fuente como la lente son extragalácticas, las distancias D 
serán distancias de diámetros angulares y son fuertemente dependientes del modelo cosmológico. 

De hecho, toda la información cosmológica está contenida en este único parámetro D. A  

continuación veremos brevemente cómo es posible calcularlas.

6.2.3 Cálculo de distancias cosmológicas
Las observaciones cosmológicas están en general basadas en radiación electromagnética que 

se recibe desde fuentes distantes. Consideremos un observador localizado en r = 0, que recibe 

un rayo de luz a un tiempo t = t0, proveniente de una fuente en r = 7*1 . Esta radiación debe 

haber sido emitida en algún tiempo lejano 11 , de forma que los eventos (to, 0 ) y (¿i,ri) estén 

relacionados por una geodésica nula. Si pensamos que el universo está descripto por la métrica 

de Friedmann-Robertson-Walker y que los rayos se propagan radialmente, obtenemos,

i na

( 6 . 3 1 )

Integrando esta ecuación encontramos una relación entre r\ y 11 ,



Supongamos ahora que la fuente emite dos fotones en tiempos t\ y íi +  dt\ que son recibidos 
por el observador en tiempos t$ y to +  dto. El lado derecho de (6.32) es el mismo para ambos 
fotones, implicando que,

Esta ecuación también conduce a,

Si la fuente tiene una luminosidad intrínseca L , emitirá una energía Ldti  en un inter­
valo temporal dt\. Esta energía, la cual será recibida por el observador en un intervalo 
dto =  dtia(to)/ a(ti) y habrá sufrido un corrimiento hacia el rojo por un factor a(ti)/a(to), 
estará distribuida sobre una esfera de radio Ana2(tQ)r\. El flujo observado será entonces,

(6.37)
Esto es,

Otro parámetro observable es la distancia de diámetro angular, que fueron las usadas en las 
secciones anteriores. Si D es el tamaño físico de un objeto que subtiende un ángulo 8 hacia el 
observador, se tiene, para pequeños S, que D = ria(ti)S. La distancia de diámetro angular se 
define por la relación S =  Djdx, en donde
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(6.32)

(6.33)

(6.34)
que se obtiene usando la propiedad de cambio de signo de la integral frente al cambio de los 
límites superior e inferior. Siendo dt0 y dtt infinitesimales, de (6.34), se deduce que,

(6.35)

(6.36)
donde z es el redshift, 1 + z = a(to)/a(t). Es común definir una distancia de luminosidad <¿l(z) 
a una fuente de redshift 2 a través de la relación [125],

(6.39)

(6.40)
A partir de lo anterior se tiene que,

Notemos que d¿ y d^ dependen fuertemente del modelo a través de la forma funcional de r\. 
Esta función debe obtenerse de (6.32), que podemos reescribir utilizando a =  ao(l +  z)_1, 
ai =  ao(l +  Zi ) ~l y substituyendo para a su valor obtenido de las ecuaciones de Einstein. Para 
el modelo de Friedmann-Robertson-Walker con k = 0. Recordando que
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(6.41)

(6.42)

(6.43)

(6.44)

(6.45)

finalmente se obtiene [125],

Lo que conduce a la distancia de diámetro angular,

En forma general, si Zj es la fuente que se observa desde y recuperando la constante c, se 
obtiene,

donde,

Este es el resultado que utilizaremos en los cálculos de microlensing que continúan. Antes, sin 
embargo, revisaremos en forma elemental cómo determinar la probabilidad de que ocurra un 
evento de microlensing.

6.2.4 Número de eventos
Supongamos ahora que hay muchos objetos lentes en el cielo. La fracción de ángulo sólido 

cubierto por sus anillos de Einstein se llama profundidad óptica del microlensing gravitacional. 
Este concepto fue introducido entre otros por Vietri, Ostriker y Nitayanda [300] y desarrollado 
entre otros por Pachinsky [298, 301, 302]. Básicamente, la profundidad óptica es una medida de 
la probabilidad de que una dada fuente esté proyectada dentro del radio de Einstein de alguna 
de las lentes y así se afecte en forma sustantiva su intensidad. Para calcularla, permitamos a 
todas las lentes tener la misma masa M. En una tajada circular a una distancia Dq¡, de ancho 
ADoi, hay en promedio una lente por área superficial t t R m  =  M/pADoi, donde p es la densidad 
promedio debido a las lentes en el volumen ttR2m A D oi. Cada lente tiene una sección eficaz 
dada por su radio de Einstein, nR%. La contribución de esa tajada a la profundidad óptica 
será entonces,

(6.46)

(6.47)

(6.48)

Luego, la profundidad óptica total debido a todas las lentes entre la fuente y el observador 
puede ser calculada como,

Utilizando la variable x = D0i/Dqs, t  se transforma en



Notar que r  es independiente de la masa individual de cada lente. En el caso más simple, que 
usaremos aquí, p es constante y

(6.49)
Por último consideraremos el número de eventos de microlensing que pueden esperarse si 

n fuentes son moni toreadas durante un tiempo A t. Tomaremos el caso en que todas las lentes 
tienen la misma masa y el mismo módulo de su velocidad transversal, estando sus vectores 
distribuidos en forma isotrópica. Además supondremos que la densidad numérica de lentes 
también se encuentra uniformemente distribuida entre el observador y la fuente. La escala de 
variablidad de un evento de microlensing es tv = Re/V , y con las suposiciones anteriores, todos 
los eventos tienen la misma escala. Luego, la cantidad de eventos que será posible observar 
será proporcional a la profundidad óptica (probabilidad de que haya microlensing), al número 
de fuentes monitoreadas y al tiempo de observación e inversamente proporcional al tiempo de 
variablidad del proceso. Con las variables introducidas, esto es

La constante de proporcionalidad se toma como 2/7r, véase [302].

6.3 Fenomenología de los Gamma Ray Bursts
Los Gamma Ray Bursts (GRBs), fenómenos cuyas características principales nos proponemos 

explorar en esta sección, fueron descubiertos accidentalmente por satélites de defensa, lanzados 
para monitorear la ausencia de explosiones nucleares en el espacio [303, 304]. Durante la década 
de los 80, la mayoría de los astrónomos pensaba que el origen de los GRBs eran estrellas de 
neutrones galácticas. Pero con el lanzamiento del satélite observatorio Compton por la NASA en 
1991 -sobre el que discutiremos brevemente abajo- se estableció que la distribución de GRBs 
gozaba de perfecta isotropía [305]. Véase la Fig. 6.4. El modelo galáctico declinó para dar 
paso a otros en donde las fuentes de los GRBs se situaban a distancias cosmológicas. Esta 
sola aseveración es de gran contenido: si los GRBs están tan lejos, los requerimientos de 
energía capaces de producir los eventos observados son del orden de 1051erg s-1 .3 La posición 
extragaláctica de los GRBs ha sido recientemente confirmado por la medida directa de grandes 
redshifts en las líneas de absorción de la contraparte óptica del burst 970508 y otros [306, 307].

Exploremos entonces brevemente las características más salientes de estos eventos.
• Perfiles temporales. La distribución temporal de los bursts es una de las características 

más llamativas del fenómeno. Hay al menos cuatro clases de distribuciones, desde los sin- 
gly peaked bursts, que incluyen los FREDs, del inglés fast rise and exponentially decaying, 
y los aníí-FREDs -cuyas curvas de luz aumentan lentamente y caen en un tiempo mucho 
menor-, hasta estructuras caóticas. Existen también episodios de emisión bien separados, 
como los triggers #1235 ó #222 y bursts con perfiles extremadamente complejos, como 
#160 ó #404. La gran mayoría de los bursts son asimétricos, pero la muestra incluye 
también algunos eventos simétricos como #408 [308].

• Duración temporal. Las duraciones de los bursts recorren la escala de 30 ms a cente­
nares de s. Sin embargo hay que tener en cuenta que la medición de las duraciones es una

3Recordemos que el flujo observado de una fuente a una distancia d está relacionado con la luminosidad 
intrínseca por medio de la relación L =  4nd2F.
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Figura 6.4: Distribución de los primeros Gamma Ray Bursts detectados por el experimento 
BATSE a bordo del satélite Compton.

tarea complicada, ya que puede depender de la intensidad de la fuente y del background. 
A altas energías (> lOOMeV) existen bursts extremadamente largos. Por ejemplo, el GRB 
9402017 mostró un fotón de alta energía (~  20MeV) 1.5 horas después de la mayor parte 
de la detección.

• Espectro de energía. Una característica única de los GRBs es que la mayor parte de 
su potencia se recibe en energías por sobre los 50 KeV. Su espectro de altas energías se 
distribuye siguiendo una ley de potencias de la forma N (E ) a  E~a, con a  € (1.7,2.7).

• Contrapartes de baja energía. Los GRBs muestran también contrapartes de baja 
energía, rayos X y óptico, y en algunos casos hasta radio. Estas contrapartes han servido 
para obtener las primeras medidas directas de la distancia y posiciones de los bursts. El 
primer burst al que se le midió una contraparte en rayos X fue el GRB 970228. Esta 
contraparte, junto con la medida en Gamma, sirvió para localizarlo con gran precisión, 
permitiendo que telescopios ópticos también lo observen. La contrparte óptica fue encon­
trada y se observó su desaparición 21 días después. Otros casos similares también han 
sido reportados [306, 307].

• Correlaciones entre características de la muestra. No hay ninguna correlación 
entre los parámetros de la distribución temporal o espectral, la morfología del perfil y la 
ubicación en el cielo.

Un aspecto relevante para las ideas a presentar en este capítulo es aquel de la posible re­
petición de los bursts. Esto es, que de la misma posición en el cielo se detecten dos eventos 
separados por un tiempo dado. Antes que el satélite Compton fuera lanzado, la posible repeti­
ción de los GRBs fue analizada por Schaefer y Cline [309] quienes sugirieron dos posibles escalas 
temporales de repetición, asociadas a fuentes monoluminosas y multiluminosas. Posteriormen­
te, Quashnock y Lamb [310] encontraron que una fracción significativa de los GRBs podrían
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repetirse en una escala de meses. Ellos encontraron que alrededor del 20% de la muestra estaba 
agrupada de a pares en escalas angulares menores que 4o, que corresponde al error en posición 
de la medida.4 Sin embargo, es fundamental señalar que este tipo de estudios es de naturaleza 
estadística; es decir, no se determina cada posible repetición sino que se trabaja con toda la 
muestra. Por este motivo es fundamental testear contra posibles bias del análisis. Con respecto 
al caso anterior, por ejemplo, Narayan y Piran [311] encontraron utilizando el mismo método 
que una fracción significativa de la muestra podría ubicarse de a pares en posiciones separadas 
por 180°, por lo que una selección particular en el análisis es la única explicación para ambos 
resultados. Sin embargo, otros tests realizados por Efron [312], Strohmeyer et al. [313] y por 
Hakkila et al. [314] sugierieron que la repetición en la muestra existe con escalas de tiempo 
de algunos años entre el 7% y el 20% de los bursts como máximo. También fue señalado que 
el mal funcionamiento de las grabadoras del BATSE pudo haber ocultado algunos eventos de 
repetición con escalas menores. El estudio más completo fue realizado por Tegmark et al. [315] 
quienes estudiaron 1122 GRBs encontrando, con 99% CL, que solo el 5% pueden ser repetidores. 
Debemos señalar sin embargo que la evidencia a favor de la repetición no es hasta el momento 
definitiva. Nuevos satélites, como se discutirá más abajo, podrían mejorar significativamente la 
medida de la posición de los bursts y hacer que los estudios no sean de tipo estadístico.

El modelo actualmente más popular para explicar los GRBs es conocido como fireball, véase 
por ejemplo las Refs. [303, 305]. Este es la colisión de dos objectos densos o colapsados (dos 
estrellas de neutrones o una estrella de neutrones y un agujero negro) en una galaxia distante. 
Hasta ahora, los únicos hechos indiscutibles de la fenomenología de los GRBs son que las fuentes 
deberían ser capaces de producir 1051erg en un tiempo corto y que el proceso tiene una tasa de 
ocurrencia de uno por millón de años por galaxia. Esto último es obtenido a partir de estimados 
de las tasas de GRBs detectados, aproximadamente uno por día [316, 317]. Las colisiones de 
estrellas de neutrones parecen satisfacer ambas condiciones [318]: este proceso libera ~  1053erg, 
la energía de ligadura de la estrella, y alrededor del 1% sería suficiente para generar un GRB 
[318, 319]. Además, la tasa de estas colisiones puede ser estimada a partir de observaciones de 
púlsares binarios y coincide con la de los GRB [320, 321]. El proceso de colisión es altamente 
complicado y es conducido principalmente por radiación gravitacional que hace que decaiga 
la órbita. Esto fue observado en el púlsar binario PSR 1913+16 [322]. Finalmente, la masa 
combinada de dos estrellas de neutrones supera en general la masa límite de una estrella en 
rotación, por lo que se espera que el producto final de la colisión sea un agujero negro. Si esto 
es así, el modelo de fireball podría señalar en cada burst la existencia de una singularidad. 
El modelo no está, sin embargo, libre de problemas, véase por ejemplo la Ref. [323]. Muy 
recientemente, además, se cuestionó severamente la formación de fireballs que conduzcan a 
GRBs alimentados por emisión de neutrinos [324]. Por brevedad y simplicidad, y porque no es 
fundamental para la presentación de nuestras ideas, obviaremos comentar más sobre esta teoría 
en esta tesis; véase por ejemplo la Ref. [305].

Ultimamente, se ha llegado a la conclusión que la amplia variedad de perfiles, espectro de 
energía, duraciones temporales y posible repeticiones de los bursts podrían ser la evidencia 
de varios fenómenos distintos. En este sentido los GRBs podrían clasificarse en clases, cada 
una requiriendo un modelo distinto para explicar su origen. Por ejemplo, los GRBs conocidos 
como FREDs, que tienen un aumento de la intensidad rápido y un decaimiento lento, pueden 
ser explicados por un fenómeno tipo fireball. Sin embargo, los aníi-FREDs, cuyo aumento 
de intensidad ocurre en un período más largo que el que toma su decaimiento no pueden 
asociarse con colisiones. Un ejemplo concreto de este tipo de bursts lo constituye el GRB 
910902. Discutiremos en detalle sobre estos anti-FREDs más abajo. Recordemos, sin embargo,

4 Para dar una idea del error de posición consideremos que la Luna llena ocupa en el cielo 1/2°.
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que el análisis estadístico de la muestra realizado por Nemiroff et al. [325] mostró que hay una 
mayor fracción de bursts tipo FREDs que de anf¿-FREDs. Esto significará que el fenómeno 
explorado aquí no puede ser la única explicación para todos los bursts, y es consistente con 
las medidas de repetición y con que la cota que obtendremos en las secciones que siguen sea 
ampliamente superior. Asimismo, si algunos de los GRBs realmente repiten, no se espera que el 
modelo de fireball pueda explicar estos bursts. Resulta al menos concebible que haya entonces, 
varios procesos físicos detrás del mismo fenómeno [326, 327].

Diez años atrás, Me Breen y Metcalfe [328] propusieron que los GRB podrían deberse a 
efectos de microlensing de núcleos galácticos activos (AGNs) distantes. En ese momento, no 
había evidencia observacional directa de que los AGNs, como los quasars y los objetos BL Lac, 
eran fuertes emisores de rayos gamma, lo que es ahora un hecho aceptado [329]. Sin embargo 
este modelo fue descartado por un hecho notorio: la mayor parte de los GRBs son asimétricos, 
lo que es incompatible con microlensing de materia ordinaria [326]. A pesar de esto, la idea 
de que los AGNs pueden usarse como background en un fenómeno de microlensing tiene un 
cierto atractivo, ya que el espectro de energías de los AGNs y de los GRBs es similar. En 
lo que sigue estudiaremos el caso en que el efecto de lensing es producido por lentes de masa 
negativa. Como vimos, los eventos no son necesariamente simétricos en este caso, y las grandes 
amplificaciones pueden producirse por el cruce de una caústica. Como efecto adicional, si el 
modelo es usado para explicar un GRB, éste predice que una repetición del mismo ocurrirá en 
el futuro, o bien que el GRB modelado ya es una repetición de otro que ocurrió en el pasado. 
Veremos además que las características de las contrapartes de baja energía, su existencia y en 
algunos casos su inexistencia, también pueden tener un lugar en este esquema y finalmente, que 
los datos ya obtenidos sobre la muestra de GRBs pueden utilizarse para acotar superiormente 
la cantidad macroscópica de masa negativa que puede existir en el espacio intergaláctico. En 
lo que sigue analizaremos brevemente a las AGNs como posibles fuentes de background del 
fenómeno de microlensing. Antes de esto y por completitud, haremos un brevísimo comentario 
sobre el experimento BATSE, en cuyos resultados basaremos la discusión que continúa.

6.3.1 Sobre el BATSE
El experimento BATSE, siglas inglesas de Burst and Transient Sources Experimenta es uno 

de los cuatro instrumentos a bordo del satélite observatorio Compton de observación de rayos 
gamma, que fue puesto en órbita en 1991 [330]. El BATSE opera continuamente en órbita 
terrestre y completa un giro completo una vez cada 90 minutos. La órbita es tal que en todo 
momento sólo existe un 30% del cielo invisible al experimento. Este consiste de ocho detectores 
idénticos localizados en las esquinas de la nave, que es de forma rectangular. La ubicación de 
estos detectores, que funcionan en forma independiente, permite observar porciones del cielo por 
más de un detector en forma simultánea. Cada detector (LAD) está formado por un conjunto 
de 16 canales que discriminan en energía, de 25 a 300KeV. Un trigger se genera a bordo si dos o 
más detectores reciben aumentos significativos en números de cuentas en intervalos temporales 
de 64, 256 ó 1024ms. El promedio del background se computa con 17 o, más recientemente, 
con 22.2ms. La orientación de los detectores del BATSE permite determinar la dirección de la 
fuente de cada trigger. El algoritmo de localización, véase el Apéndice A de la Ref. [308], tiene 
un error sistemático de 4o además de errores estadísticos que dependen de la intensidad de cada 
burst. Mayores detalles técnicos pueden encontrarse, por ejemplo, en las Refs. [308, 330].
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6.4 Núcleos galáctivos activos como fuentes
Los núcleos galácticos activos, AGNs, son fuentes extragalácticas compactas de extraordina­

ria luminosidad. En general, pueden radiar tanta energía por unidad de tiempo como centenares 
de galaxias normales. Sin embargo, es notorio el hecho que la mayor parte de su energía pro­
viene de una región mucho menor que la distancia media entre dos estrellas en nuestra galaxia. 
Las AGNs emiten en todo el espectro electromanético pero recientes observaciones por dos 
instrumentos a bordo del satélite Compton, el Compton Telescope (COMPTEL) y el Energetic 
Gamma Ray Experiment Telescope (EGRET), han mostrado que la mayor parte de su energía 
es radiada en rayos gamma, véase por ejemplo la Ref. [331].

A pesar de la existencia de muchas clases de AGNs, como quasars, objetos BL Lac, Seyferts 
y otros, se cree que el mismo proceso básico ocurre en todos ellos. El paradigma standard de los 
AGNs supone que en el centro de estos objetos existe un agujero negro supermasivo (~ 108 M@) 
rodeado por un disco de acreción. La energía se genera por la caída gravitacional del material, 
el cual es calentado en el disco a muy alta temperatura. Este disco es óptica y geométricamente 
grueso. A lo largo del eje rotacional del sistema, dos jets de plasma ultrarelativista electrón- 
positrón están colimados por mi aún no bien establecido mecanismo. Las características de la 
emisión de estos jets está, sin embargo, claramente detectada por observaciones interferométri- 
cas de radio [332]. Las varias clases de AGNs son usualmente interpretadas como un efecto 
visual, debido a la anisotropía básica del fenómeno.

La parte interior del disco emite rayos X. El origen de éstos no está aún del todo claro, 
pero se cree que la emisión UV y óptica es aumentada en energía por scaterring Compton 
inverso de electrones relativistas de la corona que rodea el disco.5 Este proceso es referido como 
Comptonization of the input (UV/ optical) [333]. Tampoco puede ser descartado un origen 
completamente térmico. De una forma u otra, los jets deben atravesar este campo de radiación 
externo. Interacciones Compton inversas entre los leptones relativistas que forman el jet y 
los fotones del ambiente producen rayos gamma. Estos, debido al movimiento macroscópico 
relativista de la fuente, son Doppler enhanced en la dirección del haz.6 Además, otros rayos 
gamma pueden producirse en el mismo jet, a través de emisión sincrotrón [334]. Lo compacto 
de la fuente gamma estará limitado por la absorción via producción de pares.

El requerimiento de que la opacidad por producción de pares iguale a uno en el infinito, define 
gamma-esferas de radio r7 para una dada energía E^ [334, 335]: ningún rayo gamma con energía 
mayor que puede ser observado para radios menores que r7, debido a que serán absorbidos 
por producción de pares. El tamaño de las sucesivas gamma-esferas aumenta entonces cuanto 
mayor es la energía del fotón observado. Este hecho tiene importantes consecuencias para el 
fenómeno de gravitational lensing, el espectro de altas energías será amplificado diferencialmente 
y presentará un corte para energías en las que el tamaño de la gamma-esfera correspondiente 
supere al anillo de Einstein de la lente. El observador debería ver un GRB cuando la línea 
de la visual intersecta una caústica, con un espectro similar al de la fuente original a bajas 
energías (keV a MeV) y un cut off a energías mayores (GeV a TeV). El espectro de las AGNs 
está representado Fi^E^ oc E~a, con a  en el intervalo (1.5,3.0) [331], similar a los espectros 
detectados por el BATSE y el EGRET.

La emisión óptica es originada por mecanismo sincrotrón en los jets de las AGNs. La región 
óptica puede ser coincidente con las gamma-esferas exteriores [334] y debido a la acromaticidad

5 La interacción llamada Efecto Compton Inverso es la dispersión de un fotón de baja energía por la colisión 
con un e-  relativista. Si la masa del e~ es despreciable con respecto a su energía cinética, el fotón puede adquirir 
toda la energía inicial del e~ luego del proceso, sin importar su frecuencia original [224].

6Si E' es la energía del fotón que se mueve con velocidad v a lo largo del eje coordenado, la energía medida 
por un observador en reposo será E  =  (1 +  v j 1 — u)1/2!?'. Véase el ejercicio 8.18 de la Ref. [224].
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Tabla 6.1: Masas negativas necesarias para obtener cada una de las escalas de variabilidad. La 
configuración de redshifts lente-fuente está dada por z¡ =  0.25 y zs =  2.5. Se muestran también 
los correspondientes radios de Einstein y se supone una velocidad extragaláctica igual a 1000km

del fenómeno de lensing, se esperan bursts simultáneos o cuasi-simultáneos en ambas regiones del 
espectro. Debido al mayor tamaño de la región de emisión, la contraparte óptica tendrá también 
una escala de variabilidad mayor que aquella asociada a las gamma-esferas interiores. La emisión 
en radio es, en cambio, originada lejos del núcleo (alrededor de lpc del centro), en regiones donde 
la densidad del plasma es considerablemente menor. Esto podría conducir a eventos de GRBs 
sin contraparte en radio.

Resumiendo, la región central de los AGNs es una fuente adecuada para el fenómeno de 
microlensing de masas negativas. Los eventos resultantes deberían ser similares a los GRBs: 
breves flashes de rayos gamma, con espectro de energía continuo distribuido como una ley de 
potencias y contrapartes X y ópticas, éstas últimas posiblemente en escalas temporales mayores 
que la asociada a la emisión gamma.

6.5 Masas negativas y wormholes
Para obtener la dimensión de las magnitudes involucradas estudiaremos un ejemplo concreto. 

Tomemos el modelo con Hq =  lOOkms-1 Mpc-1, íío =  1 y una velocidad transversal para la 
lente de 1000 km s-1. Definiendo D =  (2c /Hq) 'D ,  encontramos,
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(6.51)
La Tabla 6.1 muestra las masas negativas necesarias para obtener un valor particular de la 
escala de variabilidad tv, en una dada configuración de redshifts lente-fuente.

Debido a los vínculos en el tamaño de las regiones de emisión de los AGNs mencionados 
arriba obtenemos, por utilización del teorema de Tales, que la condición para la existencia de 
microlensing puede escribirse como

(6.52)

(6.53)
Considerando que el tamaño típico de las gamma-esferas para energías de ~  lGeV es x ~  
10_3pc [335], encontramos en el caso de los redshifts señalados en la Tabla 6.1, que \M\ >

donde x es el tamaño lineal de la región de emisión en el núcleo del AGN. Reemplazando Re 
obtenemos un vínculo sobre las masas de los posibles lentes:



Tabla 6.2: Masas del wormhole absurdamente benigno.

1.27 x 10 3AÍ@; es decir, se debería esperar que la escala de repetición en los bursts sea como 
mínimo de varios meses, aún para masas subestelares.

Ahora mostraremos que estas masas pueden ser obtenidas con una simple configuración de 
wormhole. Usaremos para esto el ejemplo más simple de este tipo de geometría, conocido como 
el womhole absurdamente benigno, introducido en [237]. Esta clase especial de wormhole es 
solución a las ecuaciones de Einstein y su métrica está dada por,

En esta solución, bo es el radio de la garganta y aQ es un corte en la distribución de energía; el 
espacio tiempo es vacío para r > 60 +  «o- La ecuación tipo tiempo del conjunto no trivial de 
ecuaciones de campo es
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(6.54)
con,

(6.57)

(6.58)
A partir (6.57) podemos integrar para b(r) y definir una función de masa como,

la cual conduce a la masa total del wormhole [231],

(6.55)
(6.56)

(6.59)
El factor numérico surge por haber usado unidades de masas solares para la masa y de kilómetros 
para las distancias. Notemos que la masa no es necesariamente negativa, esto depende de la 
relación entre bo and üq. Esto no significa que las condiciones de energía no son violadas, 
porque como vimos, algunas de las otras desigualdades necesarias para soportar WEC deben 
fallar. En la Tabla 6.2 se presentan dos ejemplos de valores numéricos para las masas que uno 
podría obtener con esta configuración simple. Señalemos sin embargo que esta geometría no es 
especial en ningún sentido. Otras soluciones más complicadas, aún sin simetría esférica [336], 
pueden dar cuenta del orden de magnitud necesario para M.

El cómputo de masas en geometrías de wormholes es un problema de gran complejidad. 
Ya que se supone que el wormhole conecta dos universos separados, hay dos masas asintóticas 
posibles, y en general podrían diferir. Luego, un objeto que se traslade de una boca hacia



la otra hará que uno de los universos gane masa mientras que el otro pierda igual cantidad. 
Como producto final del traspaso de objetos a través del túnel, se produce un desbalance que es 
alimentado por la gravedad [28]: ya que la boca con masa positiva atraerá más masa a través de 
la apertura y la boca con masa negativa repelerá otros objetos cercanos, esto podría conducir 
a masas estelares negativas en el universo emisor [231, 286]. Esperamos que el cálculo de las 
masas por medio (6.58) sea aproximadamente correcto cuando el tensor de energía-impulso del 
objeto esté confinado a una región finita del espacio, de forma que en la solución externa sea la 
solución de Schwarzschild.

6.6 Cota superior a la cantidad de masa negativa
Habiéndo visto que el fenómeno de microlensing por masas negativas podría generar eventos 

similares a los GRBs, queda por analizar si la información existente sobre éstos puede ser 
utilizada para establecer una cota sobre la cantidad de tales masas en el universo. Para esto 
estimaremos la profundidad óptica, suponiendo que todas ellas se encuentran en la forma de 
objetos compactos, en el caso extremo en que todos los eventos de la muestra del BATSE sean 
asociados a este mecanismo. Esto proveerá una cota superior consistente sobre la cantidad 
de objetos con masas negativas -como wormholes- que existen en el universo. Los wormholes 
asociados a halos galácticos, si es que existe alguno, deben analizarse por medio de lo ya 
descripto en la Ref [286].

En el caso de una densidad constante, r  está dado por (6.49). Se espera que \p\ sea extrema­
damente pequeña, de otra forma, otros efectos cosmológicos concernientes a un universo lleno de 
masa negativa deberían haberse notado. Así, r  deberá ser casi despreciable. Afortunadamente, 
el número de AGNs que podrían actuar como fuentes de background es enorme: alrededor del 
10% de los objetos detectados en las imágenes del Hubble Deep Field son de esta clase [337, 338]. 
Esto hace el número total de fuentes potenciales tan alto como 109. La cantidad de eventos 
observados en un lapso AT  está dado, como vimos, por (6.50). Usando (6.49) y (6.50) en favor 
de p, obtenemos,

En (6.60) tenemos magnitudes de dos clases diferentes. La mayor parte de los factores involu­
crados están relacionadas con la observación. Tenemos en esta clase al número observado de 
triggers del BATSE, N  =  1121 durante los A t = 3yr de operación. La distancia de diámetro 
angular de las fuentes también puede considerarse fija, ya que la distribución cosmológica de 
los AGNs parece tener un pico entre zs = 2 y zs =  3, de forma que podemos adoptar un valor 
intermedio igual a 2.5. Por otra parte, tenemos una magnitud dependiente del modelo, la escala 
de variabilidad tv. Como tv ~  Re/V ,  notamos que tanto la masa como la velocidad de la lente 
son grados de libertad en (6.60).

Considerando que queremos obtener un límite superior para \p\ tomaremos una velocidad 
extragaláctica conservativa igual a 1000 km s-1. Con respecto a la masa, veremos en la próxima 
sección que una masa de —0.1 M® parece corresponder a algunos eventos concretos del expe­
rimento BATSE, lo cual a su vez es consistente con las escalas de repetición. En ausencia de 
cualquier otra clave para el valor de M, tomaremos este valor como típico. De esta forma, la 
cota resulta
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Es importante señalar que de ninguna forma esperamos que cada trigger del BATSE este 
asociado con un fenómeno de microlensing como el estudiado. Esto está además completamente 
descartado por las medidas de repetición en la muestra. Solamente hemos usado el número 
total de triggers para asegurar que la cota es superior. Notemos además que cada lente debe 
producir dos GRBs en este esquema, por lo que el número tiene además un factor 2 en el 
denominador que no se ha tenido en cuenta. Velocidades mayores en el espacio intergaláctico 
son altamente probables, inclusive diez veces mayores, con lo que la cota se reduciría en otro 
orden de magnitud. Otros efectos que reducen la cota son mayores distancias extragalácticas, 
o menores masas para las lentes.7

A partir de lo anterior, vemos que (6.61) debe ser considerado como una segura cota superior 
al posible monto de masa negativa en el espacio intergaláctico. Es claro que este monto es lo 
suficientemente pequeño como para no producir consecuencia cosmológica alguna. Para com­
parar, citemos que un límite inferior a la densidad de masa contenida en galaxias es 6 x 10-31g 
cm"3 y la densidad crítica es 1.9 x 10-29g cm-3; véase por ejmplo la Ref. [104]. Finalmente, 
notemos que la hipótesis sobre la que esta basada esta cota es débil: si los wormholes o cual­
quier otro objeto compacto de masa negativa existen deben ser capaces de generar un fenómeno 
de microlensing sobre la luz de un AGN distante. Solamente esto y la discusión particular de 
como modelar la lente (redshifts, masas, etc.) conducen a (6.61).

6.7 Detecciones en la muestra del BATSE
Las características fundamentales del modelo son entonces, una asimetría definida en las 

curvas de luz y repetición (anti-FRED/FRED). La asimetría temporal de cada GRB puede ser 
cuantificada usando el tercer momento del perfil temporal, definido por

donde el símbolo O  denota promedio sobre los datos pesados con el número de cuentas. 
Para bursts simétricos A = 0, mientras que para FREDs A > 0 y para anti-FREDs A < 0. 
La determinación de A para unma subconjunto de 631 bursts del catálogo del BATSE [339] 
determinó que el 32% de los perfiles presentan A < 0. Este resultado conduce a dos conclusiones. 
Por un lado, afirma que el microlensing por wormholes no puede ser la única explicación para 
los GRBs. Por otro, inhabilita al modelo de fireball para explicar gran parte de la muestra. 
Es notorio también el hecho que no todos los bursts con A < 0 pueden ser considerados como 
posibles candidatos para el modelo que aquí presentamos porque no todos ellos repiten (al 
menos con una escala compatible con los experimentos actuales).

Discutiremos ahora un evento particular detectado por el BATSE desde el punto de visto 
de microlensing por masas negativas. La Fig. 6.7 muestra el trigger #257 (GRB 910602 [308]) 
que se detectó unos meses depués del inicio de la misión. Es un perfil típico, singly peaked, 
asimétrico. Su duración fue ~  80 s, con un flujo máximo de ~  1.7 fotones por cm-2 s-1. Esta 
clase de eventos podrían producirse por un evento de microlensing con parámetro de impacto 
Bo < 2. En la misma figura hemos superimpuesto a la curva observada una curva teórica de 
microlensing. La escala temporal del evento es de tv ~  3.2yr.

Ya que el evento corresponde a un segundo cruce de caústica (véase la Fig. 6.3), un evento 
similar debió haber ocurrido en Abril de 1988, tres años antes del lanzamiento del satélite 
Compton. Suponiendo el conjunto de datos comentados en la Tabla 6.1, encontramos que una

rConsiderando N  igual al 5% de la muestra (~  50 bursts), el factor 2 mencionado arriba y una velocidad 
transversal cinco veces mayor, la cota para la densidad resulta ser \p\ <  9.05 x 10-36g cm3.
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Figura 6.5: BATSE trigger #257. Los círculos representan la suma total de las cuentas de todos 
los canales de los dos detectores que observaron el fenómeno (det. 1 y 2). La curva de plintos 
es una curva teórica Ineg con los siguientes valores T  = 1.09 x 108s, I0 =  2.81. La posición de 
la caustica es 1.63s.

masa igual a M  ~  —0.146 podría haber sido responsable del evento. Análisis similares fueron 
realizados para otros bursts, como el #1089 y el #829, con resultados comparables.

Desde el punto de vista de nuestro modelo, otros eventos importantes son los triggers 1653 
y 2110. Estos provienen de la misma región del espacio -dentro del error experimental- y están 
separados por un periodo de ~  1/2 año. El análisis de simetría mostró que, cuando se enfatiza 
la estructura de los picos por sobre el background, el primer trigger es un FRED y el segundo 
un anti-FRED [340]. Además, dentro de las barras de error en la localización de ambos bursts, 
se encuentran tres AGNs: PG 0117+213, 0109+200 y el objeto BL Lac 0109+224.8 Este último 
ha sido detectado a altas energías por ROSAT y otros satélites [341] y representa un excelente 
candidato como fuente de background para un fenómeno de microlensing. Desafortunadamente 
se desconoce su redshift, de forma que no podemos inferir a partir de la escala temporal del 
burst el posible valor de la masa de la lente. Suponiendo z =  1.5 y el wormhole a mitad de 
camino, la masa resulta M  =  —0.12M&. De cualquier modo, los cálculos no son demasiado 
sensitivos a 2 .

6.8 Conclusiones
En este capítulo hemos mostrado que la fenomenología de los GRBs observados por el satélite 

BATSE es compatible con una interpretación basada en microlensing gravitacional de materia 
con masas negativas. Debido a que wormholes extragalácticos pueden servir como lentes, hemos 
estudiado si simples configuraciones de estos objetos podrían proveer las masas necesarias para 
generar radios de Einstein que permitan acordar con las observaciones de contrapartes, aunque 
un tratamiento completo de este tema requiere el estudio de una fuente no puntual.

Habiendo encontrado que el modelo puede reproducir las características fundamentales del 
fenómeno, se utilizó la información disponible sobre la muestra de GRBs para acotar superior-

8Datos obtenidos con la base NASA/IPAC Extragalactic Database.



mente, por primera vez, la posibilidad de la existencia de cantidades macroscópicas de masas 
negativas en el espacio intergaláctico. Esta cota resulta ser varios órdenes de magnitud menor 
que la densidad asociada a materia luminosa como galaxias o la densidad crítica y está dada 
por la ecuación (6.61).

Señalemos que la utilización de wormholes como lentes se ha hecho solo con la intención de 
dar un ejmplo concreto para la posible existencia de objetos con masas negativas. Si la observa­
ción indicara que estos objetos existen, no necesariamente los wormholes lo hacen. Asimismo, 
hemos visto que wormholes con masas positivas pueden también aparecer (debido a que NEC 
puede ser violada sin necesidad de tener densidades menores que cero), por lo que es esencial 
resaltar que la cota impuesta se refiere sólo a masas negativas, no importa su naturaleza.

En el modelo presentado aquí, no solamente los bursts deberían repetir (lo que limita la 
aplicabilidad, una vez definida la escala temporal de repetición, al monto de ésta en la muestra) 
sino que los perfiles temporales de cada evento deberían observar un caracter especular. Esto 
hace al escenario altamente falsificable, sobre todo cuando en los próximos años nuevas satélites 
como el High Energy Transient Explorer (HETE), el Gamma Ray Large Area Space Telescope 
(GLAST) y el Beppo-SAX mejoren las medidas de posición.

Por último, si el modelo es totalmente descartado; es decir, si no hay repetición en la muestra
o si no se producen imágenes con características especulares, esto estaría indicando que no 
existen, en el espacio intergaláctico, cantidades macroscópicas de masa negativas. Además, 
dado que resultados parciales en el caso de objetos asociados al halo galáctico, realizados por 
la colaboración OGLE, no han encontrado evidencias de GNACHOs, la existencia de este tipo 
de materia estaría altamente cuestionada por la evidencia experimental. A pesar de esto, por 
supuesto, la investigación básica en wormholes aún podría generar frutos: la mayoría de las 
herramientas y transportes de la vida moderna no existen naturalmente.
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Parte III 
Astrofisica
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Capítulo 7 
Estrellas de bosones

LLegaron a un agujero redondo en el cielo...
Esto, dijo el cuervo, es una estrella.

Mito Esquimal de la Creación

7.1 Introducción
En esta parte de la tesis nos concentraremos en tratar de determinar qué efectos produce 

el cambio de teoría de gravitación sobre estructuras estelares. Una manera directa de hacer 
esto es considerar que G es una función variable en el tiempo, G(t). Para cada momento 
de la evolución cósmica, se debe resolver las ecuaciones de estructura con el valor particular 
de G válido entonces [60]. Pero típicamente, las ecuaciones que rigen el equilibrio estelar no 
son relativistas; por ejemplo, en el caso de una enana blanca es suficiente considerar la teoría 
Newtoniana y el conjunto de reacciones nucleares adecuado. Si se quiere realizar un estudio 
autoconsistente sobre como se afecta la estructura, entonces se debe utilizar una teoría relativista 
completa, como la de Brans-Dicke. Para acercarnos a este problema quisiéramos encontrar un 
modelo teórico simple cuyas configuraciones de equilibrio deban obtenerse de las ecuaciones 
relativistas de campo. Estudiando este tipo de modelos se espera que puedan aislarse efectos 
generales, i.e. que se apliquen a todo tipo de estrellas. Esto indica que, aún en la ausencia de 
singularidades, los objetos exhiban fuertes efectos gravitacionales. Aunque hasta el momento no 
existe evidencia observacional definitiva que soporte su existencia teórica, uno de tales objetos 
se conoce como estrella de bosones.

Las estrellas de bosones fueron propuestos por vez primera por Kaup [342] y Ruffini y Bona- 
zzola [343]. Representan estados cuánticos, macroscópicos y ligados construidos con partículas 
escalares bosónicas. Estas difieren de las estrellas de neutrones, su contraparte fermiónica, 
en que es posible pensar -como veremos abajo- que la presión que las soportan se deriva del 
principio de incertidumbre de Heisenberg en lugar del principio de exclusión de Pauli. Aunque 
los primeros trabajos fueron publicados a fines de la década del 60, fueron continuados sólo 
recientemente. En éstos últimos años, la cosmología fue equipada con nuevas ideas referidas al 
crítico rol que pudieron haber tenido los campos escalares en la evolución del universo. Esto 
originó un nuevo interés en el análisis de la posibilidad de construir objetos astrofísicos escalares 
en lugar de utilizar los fermiones convencionales.

Considerando a los bosones como descriptos por un campo masivo no interactuante y com­
plejo, Kaup, Ruffini y Bonazzola resolvieron numéricamente las ecuaciones de Einstein y Klein- 
Gordon. En ese marco, ellos encontraron que las masas de tales estrellas de bosones era de
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orden M  ~  Mpj/m, donde Mpi es la masa de Planck y m  es la masa de cada bosón. 1 Este 
modelo sentó la posibilidad teórica de que las estrellas de bosones puedan de hecho existir en la 
naturaleza, aunque sus masas eran lo suficientemente pequeñas como para evitar considerarlas 
como una solución viable al problema de la materia oscura. El orden de magnitud de las masas 
de estas estrellas coincide con la de cálculos simples. Para un estado cuántico confinado a una 
región de radio R  y unidades dadas por h = c = 1, el impulso del bosón es, por utilización 
del principio de incerteza, p = 1 /R . Si las partículas son moderadamente relativistas p — m, 
y luego R  ~  1/m. Si igualamos R  con el radio de Scharzschild, R$ =  2 M f 2 M, obtenemos 
M  ~  Mpj/m (como ejemplo, para una masa m = 30 GeV, la masa de la configuración resulta
5 x 1O_21M0 ~  ÍO10 kg y el radio es minúsculo, del orden de 10~13 cm; esto hace que las 
densidades de las estrellas de bosones puedan ser muy superiores a las de sus contrapartes 
fermiónicas).

Un trabajo posterior realizado por Colpi et al. [344] introdujo un término de auto-interacción 
para el campo escalar. Ellos asumieron mi potencial de la forma V(x¡>) = 1/4A|0|4, donde ip 
es el campo y A una constante adimensional. Con este término adicional, aún en el caso en 
que A 1, las configuraciones estelares de equilibrio pueden diferir mucho de las del caso 
A = 0. Para ver por qué, notemos que la densidad de energía caraterística del caso A =  0 es 
p ~  M /R 3 ~  Mpjm2. Ya que la densidad de energía de bosones no interactuantes (derivada 
de su correspondiente TM") es p ~  m 2 \ip\2, se tendrá que \rp\ ~  Mp\. Si A es ahora distinto 
de cero, la importancia del término de interacción es medida por la razón V(ip)/m 2 \ip\2. Para 
A <  1, esta razón es ~  A M p jm 2 y entonces la autointeracción puede ignorarse sólo si A <C 
m 2M f 2 = 6.7 x 10_39GeV~2ra2. Además, como veremos más abajo, las estructuras de equilibrio 
podrán parametrizarse por la cantidad adimensional, A =  AMpj/47rm2. Para A >  1, Colpi et 
al. encontraron que las masas de las configuraciones de equilibrio es M ~  A1/,2Mp(/m  ~  
A1/2Mp]3/m 2 ~  All2Mch, donde Mch es la masa de Chandrasekhar para estrellas de neutrones 
(Mch — 1 A/® [345]) en el caso en que m  sea comparable a la masa de un nucleón. De esta forma 
se ve que las masas típicas de las estrellas de bosones puede aumentar hasta hacerse similar a las 
fermiónicas. Asimismo, el radio de las configuraciones va como R  ~  Aly/2/m , por lo que R >  Rs 
también en estos modelos. Por ejemplo, con A ~  1 y m ~  1 GeV, M  ~  1.6M& y R  ~  6.5 x 105 
cm. En cambio, para obtener una masa solar con A =  0 sería necesaria una masa m  ~  IO-10 
eV. Si reducimos la escala de masas aún más, por ejemplo, si en el caso A ^  0 tomamos m  ~  1 
MeV, encontramos que M  1039VA g y el radio es R  ~  106\/A km; este radio es comparable 
al del sol pero encierra 106M0 . La introducción de m y A como parámetros libres de la teoría 
hace que existan modelos de estrellas de bosones con amplios rangos de masas, densidades y 
radios; y como veremos, muchos de ellos estables.

Tomando el trabajo de Ruffini y Bonazzola y de Colpi et al. como puntos de partida, varias 
extensiones han sido propuestas. Jetzer y van der Bij [346] consideraron la inclusión de una 
carga de gauge U(l) y Jetzer [347] estudió luego sus propiedades de estabilidad. Acoplamientos 
no mínimos para los escalares fueron también analizados en la Ref. [348]. Estos y otros modelos 
relacionados se encuentran reportados en las Refs. [349, 350]. Además, debido a que muchos de 
estos objetos podrían haber tenido un origen primordial, siendo formados en un gas de bosones 
y fermiones, se espera que estrellas combinadas de fermiones y bosones puedan existir. Esto fue 
originalmente propuesto por Henriques et al. [351] sin interacción y por de Sousa y Tomazelli 
con interacción corriente-corriente [352, 354].

A pesar de este creciente interés, las estrellas de bosones han sido muy poco estudiadas en 
el marco de teorías alternativas de gravitación. En el caso que nos ocupa, de gravitación escalar 
tensorial, sólo han sido analizadas soluciones para el caso de Brans-Dicke [355] y sólo en el caso

1 Recordemos que Go =  M p 2.
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en que el valor asintótico del escalar tiende exactamente a la inversa de la constante de Newton. 
Las soluciones para el caso de Brans-Dicke, según se muestra en [355], resultan tener masas del 
orden de las de la Relatividad General. Un trabajo similar al de Brans-Dicke trató el caso de 
teorías gravitacionales con dilatón [356], siendo sus resultados comparables a los anteriores.2

En este capítulo, extenderemos el análisis realizado en la teoría de Brans-Dicke con el objeto 
de responder las siguientes tres preguntas:

• Existen soluciones de estrellas de bosones para teorías escalares tensoriales generales?
• En el caso de existir, es posible aumentar las masas de las configuraciones tanto como se 

quiera, variando la acción gravitacional?
• Depende la estructura de la estrella del momento de formación de la misma, a través de 

un valor distinto de G consistentemente calculado?
Para contestar estas preguntas, se estudiarán las teorías escalares tensoriales que mejor se adap­
tan a la comparación observacional-experimental y cuyas soluciones cosmológicas son conocidas, 
También analizaremos teorías que definiremos implícitamente para permitir una fuerte variación 
del acoplamiento dentro de la estructura de la estrella. Mostraremos que al contrario de lo que 
podría esperarse, no se encuentran formas funcionales para el acoplamiento que hagan crecer 
las masas típicas de las estrellas por sobre sus valores de Relatividad General.

La última pregunta está dirigida a tener en cuenta que, cuando consideramos un escenario 
astrofísico, deberemos notar que el valor de la constante gravitacional efectiva lejos de la estrella 
no debe necesariamente ser la inversa de la constante de Newton. Esto cambiará, como veremos, 
las condiciones de contorno del problema y nos llevará a introducir una prescripción de condición 
de contorno aceptable para tal situación. Cambiar las condiciones de contorno en un problema 
como el que se presenta aquí es algo altamente no trivial. El comportamiento de las soluciones 
ante pequeños cambios en las condiciones iniciales o de contorno podría no estar predicho si 
el sistema desarrollara caos. Es un resultado explícito de este capítulo que este problema no 
desarrolla ese tipo de comportamiento, aunque las masas resultantes de las estrellas de bosones 
sean sensibles a la variación. Es decir, que la configuración depende del momento cósmico de 
formación, algo que exploraremos en detalle más adelante en esta tesis.

Pasemos entonces a desarrollar el formalismo y explicar los resultados, éstos se encuentran 
publicados en el trabajo [357]. Véase también [358].

7.2 Geones relativistas
Para comenzar analizaremos el concepto de geón, término introducido por Wheeler y otros 

[223, 359, 360]. Como se usará el término en lo que sigue, nos estaremos refiriendo a sistemas 
que, unidos por fuerzas gravitatorias, están compuestos de campos clásicos. Se utilizará el 
lagrangiano de Kaup,
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(7.1)
donde R  es el escalar de curvatura y xj> es un campo complejo. En las configuraciones de equili­
brio una sola componente será independiente. (El campo escalar puede ser también considerado 
como real. En ese caso se puede pensar en configuraciones con un número fijo de bosones y 
los resultados son idénticamente iguales.) Notemos que en este modelo inicial se han ignorado

2 Este párrafo corresponde a la situación anterior a la publicación del trabajo sobre el cual está basado este 
capítulo. Nuevos estudios sobre el tema han sido publicados en el último año y serán comentados oportunamente.



(7.9)
3Alternativamente, puede pensarse que este es el resultado de la invarianza global U(l )  de la teoría ^ > t^e%0.

Asimismo, es posible ver que si se tomara el campo escalar como real y se considerara que el número de bosones
es constante, el resultado para las configuraciones de equilibrio sería el mismo.
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Esta es una ecuación de autovalores. Para aclarar esto es posible transformar a una nueva 
coordenada radial, dada por

(7.8)

donde zu es una constante real y x  una función real de r. Semiclásicamente, seremos capaces 
de pensar en x  expandido en operadores de creación y aniquilación y a como un valor de 
expectación en una dada configuración con un gran número de bosones [343]. Luego, utilizando
(7.2) y la métrica, la ecuación de Klein-Gordon es,

(7.7)

donde B  y A son sólo funciones de r y estudiaremos los efectos de ésta sobre (7.2).
Aunque, debido a la elección de la métrica, todas las cantidades físicamente medibles de­

ben ser independientes del tiempo, esto no necesariamente implica que x¡) deba serlo también. 
Cosideraremos el caso en que,

(7.6)

Normalmente, J v sería interpretado como una corriente electromagnética de carga, sin embargo 
ya que la ecuación (7.2) no incluye campos electromagnéticos, interpretaremos a J u como una 
corriente de número de partículas. Luego, la carga electromagnética de los geones será cero y
(7.5) representará la conservación del número de partículas.

Ahora restringiremos nuestra atención a aquellos estados confinados a alguna región finita 
del espacio. Tomaremos la métrica del espacio-tiempo como la de Schwarzschild,

tal que,
(7.4)

(7.5)

(7.3)
La ecuación de Klein-Gordon conduce a una corriente conservada dada por, 3

cualquier otro tipo de interacción con otros campos, en particular, se asume que acoplamiento 
copn campos de gauge es despreciable (lo que es una buena aproximación cuando e <C m/Mpi). 
En esta sección tomaremos unidades tales que (m /h )2 =  1. Variando (7.1) con respecto a ip* 
se obtiene la ecuación de Klein-Gordon,

(7.2)
y variando con respecto a g ^ , las ecuaciones de Einstein. El tensor de energía-impulso es­
tará dado por,



Usando esta coordenada, (7.2) se escribe,

Esta magnitud es de crucial importancia en el estudio de la estabilidad de las estructuras, algo 
que emprenderemos en el próximo capítulo.

7.3 Formalismo escalar tensorial 
7.3.1 Teoría gravitacional y sistema bosónico

En completa analogía con el caso standard, primero derivaremos el sistema de ecuaciones que 
corresponden a la teoría escalar tensorial de gravitación con el contenido de materia bosónica 
que nos interesa. La acción para esta teorías es, como es usual,

(7.16)
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(7.10)

Excepto por el segundo término, en donde se encuentra la influencia del espacio Riemanniano, 
esta ecuación es la parte radial de la ecuación de Schródinger para el potencial B 2 con autovalor 
w 2. Cuando r —> oo, el potencial es similar al del átomo de hidrógeno, en el sentido de tener 
un término de la forma 1/r, y es monótonamente creciente. Finalmente, es posible notar que 
para que existan soluciones localizadas, es decir, para que x  tienda a cero exponencialmente, 
w  < B (oo) =  1.

Para estudiar configuraciones en equlibrio introduciremos un conjunto de cuatro cantidades, 
incluyendo el autovalor zu. Primero, como hemos dicho, (7.5) permite definir el número de 
partículas. Para obtenerlo utilizamos que

(7.11)
Integrando y utilizando el teorema de Gauss para el 3-volumen, se obtiene

(7.12)

(7.13)

(7.14)

donde se ha supuesto que J ! —> 0 cuando r —)■ oo y que y/—g no diverge. Pero como J° no 
depende del tiempo,

es una cantidad conservada.
Para la masa de la configuración tomamos el valor asintotico de la métrica,

(7.15)

La última magnitud de equilibrio será la energía de ligadura del estado de N  partículas 
de masa M. Esta se define como la diferencia de masa entre la configuración y N  partículas 
dispersas,



donde Cm representará el contenido de materia. Este será dado por la densidad lagrangiana de 
un campo escalar complejo, masivo y auto-interactuante que escribimos como4:

(7.19)

para un dado valor de m. Con todas estas definiciones, las ecuaciones de estructura se reducen 
al siguiente conjunto:

4 Recuperamos ahora unidades dadas por G =  c =  1.

129

(7.18)

pero ahora T tiene un término adicional, dado por la auto-interacción,

(7.20)

(7.21)
Recordemos que la derivada covariante de este tensor es nula, lo cual implica:

La métrica del espacio-tiempo, dada la simetría esférica que imponemos sobre la estrella, ten­
drá la forma de Schwarzschild y el campo estará dado por (7.7). Usando la métrica y (7.7) 
junto con el tensor de energía-impulso en las ecuaciones de campo, obtenemos las ecuaciones 
de estructura de la estrella. Antes de escribirlas explícitamente, introduciremos una nueva 
coordenada radial, definida por:

(7.22)
De ahora en adelante, las variables primadas denotarán diferenciación con respecto a la variable 
x. También definiremos otras cantidades adimensionales dadas por:

(7.23)
donde Mpi es la masa de Planck. Para considerar el valor total de la masa contenida dentro de 
una esfera de radio x cambiamos la función A  de la métrica a su forma de Schwarzschild:

(7.24)
Notemos que el factor $(oo) aparece en (7.24) y es crucial para obtener el valor correcto de la 
masa, para cada valor efectivo de G. Luego, la masa total -adimensionalizada- de la estrella 
será M (oo) y corresponderá a

(7.25)

(7.17)
Variando la acción con respecto a las variables dinámicas g^u y <¡> obtenemos las conocidas 
ecuaciones de campo:



Es importante notar que estas ecuaciones se reducen a aquellas conocidas para el caso de Brans- 
Dicke, de la referencia [355], cuando u  es constante y a las de Relatividad General [344], cuando 
$ —► constante. Esto termina el planteo del problema: debemos resolver el sistema anterior 
pidiendo condiciones de contorno que se ajusten a nuestro interés particular. Sobre esto y 
problema numérico discutiremos en la sección siguiente.

7.3.2 Procedimiento numérico y condiciones de contorno
Llevaremos a cabo una integración numérica desde el centro de la estrella hasta el infinito 

radial. Las condiciones de contorno para el sistema son las siguientes. Con respecto a cr, 
requeriremos una masa finita, lo cual implica <r(oo) =  0 y que no sea singular en el origen, i.e. 
cr(0) es una constante finita y cr'(O) = 0. Buscaremos soluciones con número de nodos igual 
a cero, porque según se explica en [344], es razonable esperar que esto represente los estados 
ligados de mínima energía. Esto es, buscaremos soluciones en las que a caiga a cero desde 
su valor central. Pediremos que asintóticamente el espacio-tiempo sea plano, lo que significa 
B(oo) — 1 y A(oo) =  1, esta última condición está asegurada por las ecuaciones mismas. No 
singularidad en el origen también requiere que M(0) =  0. Finalmente, $(oo) debe tomar el valor 
de $ en un modelo cosmológico apropiado en el tiempo de formación estelar. Si no se especifica 
de otra manera, será considerado como 1, lo que de acuerdo a las unidades elegidas representa 
la actual constante de Newton. Notemos que esta condición de contorno difiere de las otras 
en ser menos restrictiva, de hecho, preliminarmente, impone solo una prescripción de condición 
de contorno aceptable. Manejaremos esta condición de forma que la integración termine en la 
región asintótica, donde $  =  <¡>(oo) y la derivada $'(oo) tiende a cero. Todas estas condiciones 
de contorno generan un problema de autovalores para O. Es decir, debemos encontrar el valor 
adecuado del parámetro íí de forma que la solución del sistema que tenga en cuenta ese valor 
cumpla con las condiciones de contorno explicitadas. Para poder obtener resultados precisos, 
este autovalor debe ser especificado con al menos seis dígitos significativos en un caso típico; esto 
está dentro de las capacidades de un método numérico de doble precisión. Notemos además, 
que debido a la forma de las ecuaciones, lineales en B, podemos integrar el sistema sin imponer
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(7.26)

(7.27)

(7.29)

(7.28)



la condición de contorno sobre B  desde el principio. En su lugar, podemos escalar al final del 
cálculo tanto B  como fi para lograr así cumplir con los requerimientos asintóticos.

El método numérico que usaremos será Runge-Kutta de cuarto orden y está basado en los 
programas de la referencia [361]. Algunas de las subrutinas fueron modificadas para lograr 
testear la posibilidad de satisfacer las condiciones de contorno en cada paso de la integración 
numérica, por lo que se transforma en un método de shooting step by step -veáse el apéndice 
de la Ref. [343] para detalles sobre esto-. El programa fue testeado en los casos límites de las 
ecuaciones (7.26-7.29), i.e. Relatividad General y teoría de Brans-Dicke, y sus resultados fueron 
encontrados en acuerdo con la literatura.

7.4 Definiciones de masa en teorías escalares tensoriales
La definición de masa estelar en teorías escalares tensoriales es un problema delicado que ha 
sido recientemente analizado por Whinnett [362]. Whinnett estudió tres posibles definiciones 
para el caso u  =  — 1, donde encontró grandes diferencias. Pero en el caso en que u  —> oo las 
tres definiciones se aproximan entre sí. Cada una de estas masas deben compararse con la masa 
en reposo de la estrella, dado por el número de partículas multiplicado por la masa individual 
de cada bosón.

Las tres definiciones son,

• La masa Kepleriana,

• La masa tensorial,

Las últimas dos definiciones son masas orbitales. Una partícula de prueba en movimiento 
geodésico circular en la geometría de la ecuación (7.6) se mueve con una velocidad angular igual 
a,

cuando es medida por un observador en el infinito [214]. Luego, aplicando la tercera ley de 
Kepler, la masa del sistema puede obtenerse haciendo

(7.34)

De forma que la masa Kepleriana es la masa de la tercera ley de Kepler en el Jordán frame, 
mientras que la masa tensorial es la masa de la tercera ley de Kepler en el Einstein frame. En 
el Einstein frame todas las definiciones de masa coinciden, tal que la masa tensorial es también 
la masa ADM en el Einstein frame.
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• La masa de Schwarzschild,
(7.30)

(7.31)

(7.32)

donde p se define como el lado derecho de la ecuación de campo tipo tiempo. Esta 
corresponde a la masa ADM en el Jordán frame y coincide con la introducida anteriormente 
para r —y oo.

(7.33)



Estas definiciones difieren en gran medida para el caso w =  -1 , y en general para valores 
pequeños de u  [362]. Luego, es de especial importancia tener una descripción correcta de la 
masa estelar, debido a que ésta decidirá propiedades de estabilidad y el comportamiento de la 
energía de ligadura. Para el caso u> = — 1, la masa Kepleriana conduce a energías de ligaduras 
positivas para todos los valores de la densidad central, sugiriendo que todas las soluciones 
son genéricamente inestables. La masa de Schwarzschild conduce en cambio a energías de 
ligadura negativas también para toda densidad central, sugiriendo que todas las soluciones son 
potencialmente estables, aún para grandes valores de ct(0).5 Estas dos situaciones conduce a 
pensar que ninguna de las dos masas tratadas puede ser la descripción correcta para utilizar en 
el cálculo de la energía de ligadura. Además, es la masa tensorial la que tiene su máximo en la 
misma densidad central que el número de partículas, una propiedad importante en Relatividad 
General, y utilizadad por la teoría de catástrofes [360]. Sin embargo, aún no existe una prueba 
matemática de tal propiedad y la afirmación está basada sólo en análsis numérico. Parece haber 
entonces algunas razones de peso para adoptar la masa tensorial como la verdadera masa de la 
estrella, especialmente para los casos de pequeños valores de u>.

Para las simulaciones analizadas en este y en el próximo capítulo, hemos calculado la masa 
de Schwarzschild y la masa tensorial. Para los grandes valores de u>, en los cuales estamos 
interesados, la diferencia es despreciable. Pero aún más importante es que la forma de todos 
los gráficos es invariante ante el reemplazo de una masa por otra. Luego, por razones de 
simplicidad numérica, adoptamos la masa de Schwarzschild, ya que puede ser obtenida a partir 
de las ecuaciones de campo con mayor precisión.

7.5 Elecciones para el acoplamiento <*;(<$)
Ya que no hay una prescripción a priori acerca de la forma o del valor de estamos

interesados en estudiar el comportamiento general que muestran un amplio rango de teorías 
escalares tensoriales.

Dividiremos entonces a las posibles elecciones del acoplamiento en varios grupos. El primer 
Grupo tiene la propiedad de que u> tiende a infinito cuando $  —> 1, el valor actual de la constante 
de Newton. Tomaremos las formas funcionales que Barrow y Parsons analizaron recientemente 
[363]. Ellas son:
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El comportamiento de estas teorías en una métrica tipo Friedmann-Robertson-Walker fue 
analíticamente estudiado en la Ref. [363] y cotas provenientes del límite débil fueron allí pro­
vistas. Notemos que al usar estos acoplamientos en nuestras ecuaciones, la dependencia de las 
funciones cambia de tiempo cósmico a coordenada radial. La forma de estos acoplamientos en 
función de $  puede verse en las Figs. 7.1, 7.2 y 7.3. Las soluciones cosmológicas para este 
grupo permiten que $  se aproxime a 1 desde abajo, i.e. $  G ( 0 ,  o o )  o desde arriba, $  G ( o o , 0 ) .  
Esto implica que la condición de contorno en en $  puede ser igual a, menor o mayor que 1.

5 De hecho, para pequeños valores de la densidad central, la masa de Schwarzschild se hace negativa en los 
casos de pequeño w. Esto podría indicar que un wormhole clásico, del estilo de los analizados en capítulos 
precedentes de esta tesis podría formarse. Análisis sobre esto fueron realizados pero la dificultad, aún por 
superarse, es la correcta puesta en práctica de las condiciones de contorno a nivel numérico.



Figura 7.1: Teoría 1, a la izquierda: Bi =  5 y  a  = 0.5, 1, 1.5; y  a la derecha: a — 2 y B\ =  5, 
10, 15.

Figura 7.2: Teoría 2, a la izquierda: B-i = 5 y  S = 0.75, 1, 1.25; y  a la derecha: S = 2 y  B 2 =  5, 
10, 15.

Figura 7.3: Teoría 3, a la izquierda: B3 = 5 y  = 0.5, 1, 1.5; y  a la derecha: (3 =  2 y  B$ =  5, 
10, 15.
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El objetivo en hacer esto es ver como puede ser posible determinar el comportamiento de u;($) 
dentro de la estructura de la estrella, admitiendo que en ese rango de la coordenada radial, 
el acoplamiento varíe sustantivamente. Notemos que éstas son definiciones implícitas, y que 
es necesario invertir $(#) para obtener la dependencia correcta del acoplamiento. Si $(«) es 
una función monótona, la existencia de esta función inversa está asegurada analíticamente. Es 
interesante recordar que el límite x —»■ oo es de crucial importancia. Lejos de la estrella quisiéra­
mos recobrar una teoría escalar tensorial de gravitación con un comportamiento cosmológico 
aceptable.

Considerando además a la teoría de Brans-Dicke, con u>($) =constante, es posible pensar que 
cualquier teoría escalar tensorial puede ser expandida en serie de Laurent o de Taylor utilizando 
las formas funcionales de los grupos aquí analizados. Desde este punto de vista los resultados 
que presentaremos en la próxima sección serán válidos para toda teoría escalar tensorial.

7.6 Resultados
7.6.1 Acoplamientos de los Grupos I y II

Aunque cuando se considera un escenario cosmológico, las teorías descriptas por los Grupos 
I y II son formal y conceptualmente diferentes, resultan ser muy similares en cuanto a las 
soluciones de estrellas de bosones. Además, la mayoría de las similitudes aparecen dentro del 
Grupo I, donde las simulaciones muestran que todas las teorías pueden mapearse entre sí para 
elecciones convenientes de los parámetros libres que ellas poseen. Con respecto a la Teoría 4 
algunas diferencias deben señalarse, y así lo hacemos abajo, pero el comportamiento no difiere 
demasiado de los acoplamientos del Grupo I. Tomando esto en cuenta, presentaremos en detalle 
sólo el caso de la Teoría 1 y haremos algunos comentarios sobre otras situaciones especiales.

Consideremos entonces estrellas de bosones en el marco de la Teoría 1 de gravitación. Toma­
remos como ejemplo, Ii\ =  5 V a = 2 y distintos modelos en equilibrio para diferentes valores de 
la densidad central y magnitudes de la autointeracción. Lo que encontramos está representado 
en la Fig. 7.4. El valor a  =  2 es un extremo del intervalo que admite el criterio de convergencia 
a Relatividad General en un escenario cosmológico con un fluido perfecto como fuente de la cur­
vatura (p =  (7 — l)p; 7  € (0,4/3)) [363]. Podemos notar rápidamente que la forma del gráfico
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Las Teorías 1, 2 y 3 se aproximan a la teoría de Brans-Dicke cuando $  0 y a la teoría
siguiente (Teoría 4) cuando $  —y oo. Notemos también que los vínculos de campo débil son, de 
hecho, independientes de la forma de las soluciones cosmológicas siempre y cuando se cumpla 
que $  —y $ 0 cuando t sea suficientemente grande. Es este último requerimiento el que introduce 
restricciones adicionales sobre el espacio de parámetros, especialmente en los exponentes, que 
varían de una era cosmológica a la siguiente, para detalles sobre ésto véase la Ref. [363].

El segundo Grupo de funciones de acoplamiento estará representado por:

Este grupo también tiene soluciones cosmológicas analíticas [73] y límites de nucleosíntesis fueron 
calculados en capítulos previos de esta tesis. Este tipo de teorías difiere del anterior en que, 
aunque crecientes con el tiempo, $  —> oo cuando t —y oo.

Finalmente, el tercer Grupo que analizaremos consistirá en funciones implícitas localmente 
definidas de la forma:



Figura 7.4: Masa de las estrellas de bosones para la Teoría 1 con B i = 5 y a  = 2 y  diferentes 
valores de A y  <r(0). Se representan 34 modelos para cada valor de A. Los resultados numéricos 
de este gráñco resultan ser m uy similares a aquellos que se derivan para Relatividad General.

Tabla 7.1: Masas de las estrellas de bosones para la Teoría 1 con B\ = 5 y a = 0.5.

es preservada cuando se lo compara con los que se generan tanto en Relatividad General como 

en Brans-Dicke. Las masas de las estrellas de bosones aumentan cuando se las compara con el 

caso de Brans-Dicke con uj =  6 presentado por Gunderson y Jensen. De hecho, los resultados 

para los valores de a  mayores que 1 son extremadamente similares a los de Relatividad General 

y el escalar de Brans-Dicke es prácticamente constante a lo largo de la estructura de la estrella. 

Esto es algo que podría esperarse en el caso que las soluciones existieran, debido a la rápida 

forma en que la Teoría 1 se aproxima a la Relatividad General cuando a  es suficientemente 

grande. Sin embargo, el escenario cambia cuando se consideran valores de a  menores que 1. La 

Tabla 7.1 presenta los cálculos para los modelos con B\ =  5 y a = 0.5. Recordemos ahora que 

este valor de a  es el menor que preserva el límite débil en una evolución cosmológica y es uno 

de los extremos del intervalo que garantiza la convergencia hacia Relatividad General en la era 

de radiación [363].

Notemos que las configuraciones de equilibrio se dan, en cada caso, para valores de $  en 

el centro de la estrella mayores que el valor asintótico, lo cual implica objetos menos ligados 

gravitacionalmente que aquellos de Relatividad General. Este también fue el caso en la teoría 

de Brans-Dicke. Los valores de las masas son menores que los de Relatividad General pero 

aún mayores que aquellos que están basados en un teoría escalar tensorial que no se comporta



Figura 7.5: Comportamiento de cr como una función de la coordenada radial para dos modelos 
típicos de estrellas de bosones escalares tensoriales, Teoría 1 con B\ = 5  y  o¿ = 0.5.

Tabla, 7.2: Dependencia de las inasas de las estrellas de bosones sobre el espacio de parámetros 

de la Teoría 1 con A =  100, <r(0) =  0.100.

adecuadamente en un escenario cosmológico, por ejemplo, la teoría de Brans-Dicke con íü =  6. 

De forma que la Teoría 1 tiene soluciones viables para estructuras de estrellas de bosones, con 

masas que son compatibles con los casos más simples. Con respecto al comportamiento de 

<7 como una función de x , la Fig. 7.5 muestra su comportamiento para valores típicos en el 

espacio de parámetros. Lo mismo hace la Fig. 7.6 para el comportamiento del escalar $ . Las 

propiedades de convexidad de o como una función de <r(0) son similares a las de Relatividad 

General.

La dependencia de las masas de las estructuras en equlibrio sobre los parámetros de la teoría 

fue testeado en mayor detalle. Se encontró que para valores de a  mayores que 1, cambios en 

B\ no producen cambios notables en las masas. Lo opuesto sucede para valores menores de 

a. La Tabla 7.2 representa estas tendencias en una forma más cuantitativa para A =  100 y 

<t ( 0 ) =  0 . 100 .
Finalmente, tendremos en cuenta la posible variación de M (oo) con una desviación en la 

condición de contorno para $ ,  i.e. de la constante gravitacional efectiva en la región asintótica. 

Esto está orientado en obtener un primer esquema de posible formación de estrellas de bosones
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Figura 7.6: Comportamiento del escalar O como una función de la coordenada radial para dos 
modelos típicos de estrellas de bosones escalares tensoriales, Teoría 1 con B\ =  5 y  a  =  0.5.

Tabla 7.3: Masas de las estrellas de bosones como función de la condición de contorno para 

$>. El primer conjunto muestra el modelo con A =  100 y cr(0) =  0.100, el segundo: A  =  10 y 

<t(0) =  0/225, mientras que el tercero lo hace para, A  =  0 y cr(0) =  0.325. Estos modelos son 

para la Teoría 1 con # i = 5 y o ;  =  0.5.

a lo largo de diferentes eras de evolución cosmológica, y de como sus características de equilibrio 

podrían variar. Como la Teoría 1 admite soluciones cosmológicas con valores de $  mayores o 

menores que 1 consideraremos ambos casos como posibles valores para condiciones de contorno. 

La Tabla 7.3 muestra M (oo) junto con el correspondiente valor de $(0) para cada elección 

de la condición de contorno en tres modelos particulares. La c.araterística más notoria es 

que las masas son sensitivas a la variación de la condición de contorno en el escalar de la 
teoría gravitacional. El orden de esta variación es, típicamente, de unos pocos por cientos. 

Discutiremos esto con más detalle en el capítulo siguiente.

Con respecto a la Teoría 4 recordemos que el espacio de parámetros no está principalmente 

acotado por los test débiles de gravitación [73], que no limitan los valores de n -siempre que 

n > 0", sino que lo está por procesos de nucleosíntesis. Estos límites resultan en potencias 

mínimas para n y quedan fijos una vez que los parámetros cosmológicos O 0 y la constante 

de Hubble H0 son conocidos. Una característica común de este Grupo es que las masas de 

las configuraciones en equilibrio son menores que los casos previamente estudiados y mucho
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Tabla 7.4: Masas de las estrellas de bosones para funciones acoplamientos implícitamente de­
finidas. Se muestran los resultados para el modelos con A =  0 y <r(0) =  0.325. Una pequeña 
estrella señala que la función $  es no-monótona, típicalmente en la región más interior. La con­
dición de contorno sobre el escalar de Brans-Dicke es igual a 1 aunque se aceptaron desviaciones 
de orden 10-4.

menores cuando se las compara con Relatividad General. Un ejemplo típico es el modelo con 
A =  100 y <t(0) =  0.100. Para ujq = 2 y n — 3, M(oo) =  1.870. Otra caraterística de la Teoría
4 es que ésta resulta en aquella que mayor dependencia muestra en el espacio de parámetros, 
para pequeños valores de n y u 0. Aquí, las variaciones alcanzan un típico 10 % en masa.

7.6.2 Acoplamientos del Grupo III
El tercer y último grupo de acoplamientos que analizaremos consiste en funciones implíci­

tamente definidas de la forma de la Teoría 5. Como ejemplo elegiremos varias formas para el 
acoplamiento, para los cuales se resumen los resultados en la Tabla 7.4, en el caso del modelo 
dado por A =  0 y <r(0) =  0.325. Estas funciones son suficientemente generales como para dar 
una idea del objetivo de este estudio. Localmente, no hay prescripción sobre u, mientras que 
lejos de la estrella quisiéramos recobrar una teoría escalar tensorial que sea capaz de superar to­
dos los test conocidos a nivel cosmológico. Las teorías escalares tensoriales que se apartan más 
de la Relatividad General son aquellas que pueden compararse con una teoría de Brans-Dicke 
de pequeño u?. La elección de las funciones de la Tabla 7.4 está centrada entonces en permitir a 
la teoría escalar tensorial tender a la Relatividad General en la región asintótica mientras que 
pueda admitir serias discrepancias con ella en el interior de la estructura. Para todos los casos, 
cuando x —y oo, u  —y oo, haciendo estas teorías cosmológicamente aceptables.

Si no se especifica de otra forma, todos los casos presentan funciones $ monótonas. La 
dependencia correcta del acoplamiento u;($), puede ser finalmente obtenida a partir de la inversa 
de la función x ($). Es importante notar que la dependencia de a; con $  cambia cuando el modelo
lo hace. Por ejemplo, al pasar a través de diferentes valores de A, la forma funcional de $(®) se 
ve modificada, y lo mismo le sucede a su inversa. Esto implica que aún sin cambiar u> = o;(x), 
toda vez que cambiamos algún valor del par (A, <7(0)), estamos cambiando lo  = w($).

Para los casos estudiados en la Tabla 7.4 encontramos que el orden de magnitud de las 
estrellas de bosones permanece inalterado, aunque en algunos casos masas muy pequeñas pueden 
surgir, inclusive en los casos con A /  0. Estas variaciones leves en la masa final de las estrellas 
de bosones debe ser explicada en términos de la compleja estructura del sistema diferencial 
de ecuaciones. Los términos proporcionales a las derivadas de los acoplamientos son también 
proporcionales a las derivadas del campo $, el que a su vez debe ser obtenido de la solución del 
sistema.
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7.7 Conclusiones
En los últimos años, la posibilidad de construir cosmologías de teorías escalares tensoriales 

junto con el hecho de la profunda relación con teorías de inflación que este tipo de gravitación 
muestra, ha generado un enorme interés. Esto permite una fructífera comparación con los 
resultados predichos por la teoría standard y un marco en que puedan falsarse teorías e ideas. 
Una vez que el escenario cosmológico está fijo, debemos analizar la posibilidad de construir los 
objetos astrofísicos observados o teóricamente posibles que conforman nuestra visión del mundo. 
Una tasa distinta de expansión del universo o un valor distinto de la constante gravitacional 
efectiva cambian de hecho las características que estos objetos tienen.

En este capítulo hemos analizado la posible existencia de estrellas de bosones en el marco 
de teorías escalares tensoriales generales. Esto extiende un trabajo previo que existía en el área
[355], cuyo interés central estaba focalizado en teorías de Brans-Dicke ( lo  =  6). Hemos mostrado 
aquí la posibilidad teórica de construir tales objetos en amplias clases de gravitación alternativa, 
todos ellos constrastados con los test observacionales conocidos. Hemos hallado que el orden de 
magnitud de las masas de estos objetos es el mismo que el que ocurre en Relatividad General 
cuando teorías realistas de gravitación son tenidas en cuenta. En general, y dado que cualquier 
función puede ser expandida en una serie de la forma de los acoplamientos de estos Grupos, 
podemos concluir que soluciones tipo estrellas de bosones pueden existir para cualquier teoría 
escalar tensorial. También se ha explorado qué cambios se producen cuando se considera las 
características de las configuraciones de equilibrio de estos objetos a lo largo de diferentes eras 
de evolución cósmica. Se ha encontrado que éstas varían apreciablemente cuando se consideran 
intervalos de tiempo de orden cosmológico. Esto, como veremos tiene profundas implicancias. 
Cuando se estudia objetos en equilibrio en Relatividad General, tenemos la ventaja de que las 
condiciones de contorno en el infinito no varían a lo largo de la posible evolución del objeto en el 
tiempo. En teorías escalares tensoriales, éste no es el caso. La constante efectiva de gravitación 
lejos del objeto debe tender, en cada momento de tiempo cósmico, al valor que tome la inversa 
del campo escalar que sea solución de las ecuaciones cosmológicas de la teoría en ese momento. 
Es decir, ya que hay una evolución cosmológica que hace que $ (r =  oo) =  $ (r  =  oo, í), una de 
las condiciones de contorno del sistema variará. Cuando la estrella se forma a un dado tiempo t — ti la masa que presentará la solución de las ecuaciones de campo será distinta a aquella que 
presentará en todo tiempo de formación distinto a ti. Esto está explícitamente demostrado en 
la Tabla 7.3. En el siguiente capítulo analizaremos, junto con la estabilidad de las estrucuturas, 
las ricas consecuencias de estos resultados.
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Capítulo 8 
Memoria y evolución estelar

Dos o tres veces había reconstruido un día entero; 
no había dudado nunca, pero cada reconstrucción

había durado un día entero.
Jorge Luis Borges 

Funes el memorioso

8.1 Introducción
Unos pocos años atrás, Barrow introdujo el concepto de memoria gravitacional [364, 365] 

instalando el siguiente problema: qué le sucede a los agujeros negros si el acoplamiento gra­
vitacional G evoluciona con el tiempo? Dos escenarios fueron propuestos. En el primero, el 
agujero negro evoluciona cuasi-estáticamente y ajusta su tamaño debido a la variación de G. En 
la posibilidad alternativa, el valor local de G es preservado dentro del agujero negro mientras 
que el valor asintótico evoluciona cosmológicamente. Esto significa que el objeto se acuerda 
del acoplamiento gravitacional válido en el momento de formación. Análisis adicionales de los 
fenómenos que surgen en ambos escenarios fueron presentados en la Ref. [366]. Los agujeros 
negros son de particular interés en este contexto porque pudieron haberse formado en las etapas 
iniciales del universo. En aquellos tiempos tempranos, no hay evidencia directa del valor de G; 
siendo la etapa de nucleosíntesis la época más lejana en que pueden obtenerse vínculos signifi­
cativos. El fenómeno de memoria gravitacional puede proveer, entonces, una manera única de 
testear la teoría de gravitación

En este capítulo consideraremos el fenómenos de memoria gravitacional en un marco estelar. 
La motivación puede dividirse en dos partes. Por un lado, ya que no existen en este caso sin­
gularidades ni horizontes de eventos, hay muchas ventajas operativas y de cómputo que pueden 
proveer una ruta más directa hacia la determinación de cual de los escenarios -convenientemente 
adaptados a la situación estelar- podría suceder en realidad. Por otra parte, un estudio de los 
efectos gravitacionales de teorías escalares tensoriales sobre estructuras estelares está lejos de 
completarse. A partir del análisis presentado en el capítulo anterior, la elección del sistema 
de estudio resulta obvia para estos fines. Las estrellas de bosones evidencian una dependencia 
explícita con el valor asintótico de G y son lo suficientemente simples como para permitir aislar 
estos fenómenos.

Quizás sea prudente, a esta altura de la discusión, hacer un breve comentario sobre la 
posibilidad de detectar observacionalmente este tipo de objetos. Hasta el momento se han 
estudiado básicamente tres fenómenos. El primero es aquel de microlensing gravitacional. Las 
estrellas de bosones, al ser transparentes, podrían mostrar tres imágenes en lugar de dos, una
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correspondiendo a los rayos que la atraviesan directamente por el centro. Además de ésto se ha 
probado que los ángulos de deflexión son mucho mayores que en el caso standard (por ejemplo, 
una estrella de neutrones) [367]. El segundo fenomeno es el relacionado con la posibilidad de 
detección directa, a través del estudio de materia bariónica que se mueve en el interior de la 
estrella [368]. Bajo la suposición que las partículas escalares no interactúan con la materia 
común de otra forma que no sea gravitacionalmente, esta materia puede penetrar la estrella 
de bosones. Si emite o absorve radiación dentro del potencial gravitacional, el espectro se 
correrá al rojo. Finalmente, el tercer fenómeno relacionado es la posibilidad de que las estrellas 
de bosones (con m muy pequeñas o cero) puedan utilizarse para modelar el halo galáctico y 
reproducir las curvas de rotación [369, 370]. A pesar de estos esfuerzos, la evidencia de su 
existencia o inexistencia no es, hasta el momento, concluyente. Sin embargo, a los fines de 
nuestro estudio, las estrellas de bosones serán tomadas como ejemplo para estudiar fenómenos 
que podrían afectar a todo tipo de objetos de larga vida, como estrellas fermiónicas comunes o 
cuerdas cósmicas.

Recientemente, han sido presentados dos nuevos trabajos concenientes a estrellas de boso­
nes en teorías escalres tensoriales. En el primero de ellos, Comer y Shinkai [371] estudiaron 
configuraciones de cero y mayor número de nodos para la teoría de Brans-Dicke y de Damour- 
Nordtvedt [372, 373]. Allí confirmaron lo sugerido por los resultados del capítulo anterior, i.e. 
que las masas de las configuraciones decrece hacia el pasado. También estudiaron propiedades 
de estabilidad, tanto en el presente como en el pasado, y concluyeron que ninguna estrella es­
table puede existir antes de un cierto tiempo cósmico (que resulta sospechosamente cercano al 
actual).1 Los resultados que presentaremos en este capítulo indican que, por el contrario, las 
estrellas de bosones pueden ser estables -dependiendo de su densidad central- para todo tiempo 
de la evolución cósmica. Finalmente, la formación dinámica de las estructuras fue analizada, 
para el valor actual de G, en la Ref. [374]. Allí se probó que similares mecanismos de formación 
que los de Relatividad General son posibles. Añadiremos aquí un pequeño párrafo sobre este 
tema.

La idea básico de la formación de estrellas de bosones es como sigue. En alguna etapa 
posterior a la inflación los bosones estarían en equilibrio térmico con las otras especies presentes. 
Durante esta etapa las perturbaciones de densidad no pueden crecer. Luego que la temperatura 
caiga por debajo de la masa del bosón, las perturbaciones de masa son capaces de crecer, ya 
que la longitud de Jeans es menor que el tamaño del horizonte, y es posible esperar que todos 
los bosones presentes sean convertidos en estrellas de bosones. Para estudiar esto en más 
detalle hay que analizar la inestabilidad gravitacional de una campo escalar en un universo 
en expansión, algo que fuera realizado en las Refs. [375, 376, 377]. El estudio del colapso 
gravitacional no soluciona todos los problemas: hay que encontrar la forma de evitar que se 
forme un agujero negro. Sin embargo, Madsen y Liddle encontraron que existen modelos de 
estrellas de bosones más probables que agujeros negros [378]. Recientemente, Seidel y Suen 
[379, 380] han mostrado numéricamente que existe un proceso llamado enfriamiento por el cual 
sistemas sin colisión pueden generar un núcleo denso expulsando parte del material hacia el 
exterior mediante radiación.

En este capítulo intentaremos realizar un estudio sobre las configuraciones de equilibrio 
de las estrellas de bosones a lo largo de todas las épocas del universo. Estaremos pensando 
en las estrellas de bosones como el modelos más simple de estrella y nos concentraremos en 
determinar que cambios produce una teoría de gravitación alternativa. Consideraremos que la 
estrella está ya formada, por lo que no analizaremos en ningún momento procesos de formación.

1 Varias discusiones con los autores de este trabajo nos aclararon que sus conclusiones con respecto a la 
estabilidad de las estrellas en el pasado solo se aplican al caso de la teoría de Damour-Nordtvedt.
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Dado que vimos en el capítulo anterior que las características de equilibrio entre estructuras de la 
gravitación de Brans-Dicke y teorías más generales son muy similares, en general estudiaremos 
sólo el caso de constante. Sin embargo, examinaremos la dependencia con el valor explícito 
de u. Finalmente, también analizaremos si el escalar gravitacional puede inducir algún cambio 
en las propiedades de estabilidad, aún para valores asintóticos extremos de G. Para este tipo 
de análisis introduciremos la teoría de catástrofes. Los resultados contenidos en este capítulo 
se encuentran publicados en [381] y [382].

8.2 Masa, número de partículas y constante gravitacional
Ante todo evaluaremos la posible variación cosmológica del campo escalar gravitacional <f>. 

Nos concentraremos en la teoría de Brans-Dicke. Durante la era de radiación, el comportamiento 
dominante es aquel de Relatividad General.2 Esto es, un </> constante y un factor de escala dado 
por a oc t 1!2. En la era de materia, recordemos, la solución está dado por [88, 90]

142

(8.1)

donde n =  2/(4 +  3w), de foma que G es una función decreciente con t. Asumiendo que 
la transición radiación-materia ocurre cerca de los valores de la Relatividad General, zeq ~  
240000o/*25 luego, para una densidad igual a la crítica y h =  0.5, el cambio fraccional en G 
desde la época de igualdad es

(8.2)

Para u  =  400, éste es igual a 0.98, implicando que G habrá cambiado alrededor del dos por 
ciento desde t =  teq. Por supuesto esto cambia para otras teorías y para otras soluciones en 
donde G también varía durante la era de radiación.

Informados por el rango probable de variación, calculamos configuraciones con diferentes 
valores de la constante gravitacional asintótica, admitiendo hasta un 10% de desviación del 
valor actual. En la Fig. 8 .1, vemos que si A y la densidad central <r(0) se mantienen fijas, la 
masa varía como función de $(oo), de acuerdo a lo comentado en el capítulo anterior. En el 
caso de Brans-Dicke, la masa es una función creciente de $(oo), mientras que en el modelo más 
complicado (basado en la Teoría 1 analizada anteriormente) existe un pico en el valor actual de 
G. Este se produce debido a la forma del acoplamiento, que selecciona de manera particular ese 
valor específico de $(oo).

Supongamos ahora que la evolución hace que el sistema recorra una serie de estados de 
cuasi-equilibrio como los mostrados en la Fig. 8.1 y computemos en forma naïve la cantidad 
de energía involucrada en el proceso. La Fig. 8.1 muestra que la variación de $(oo) en unos 
pocos por cientos puede afectar las masas de las configuraciones en unos pocos por cientos. 
Luego, la energía involucrada es similar a, o aún mayor que, la energía liberada por reacciones 
nucleares en una estrella como el sol a lo largo de su vida en la secuencia principal. Para 
ver esto es posible pensar en una ecuación natural que represente la luminosidad emitida o la 
energía absorbida por la estrella. Esta es simplemente,

(8.3)

2De hecho, esto ya fue utilizado en el capítulo de nucleosíntesis y sólo lo repetimos aquí por completitud.



Figura 8.1: Masas de las estrellas de bosones como función de $(oo); cuadrados son para 
modelos en la teoría de Brans-Dicke con u  = 400 y  triángulos para la Teoría 1 con B\ =  5 y  
a  =  0.5. El panel izquierdo muestra modelos con A =  100 y  <r(0) =  0.06. El derecho lo hace 
con modelos dados por A = 0  y  <r(0) =  0.1.

El último factor en la ecuación anterior debe obtenerse a partir de una evolución cosmológica 
en el marco de la misma teoría en que se construyo la estrella. Si suponemos que el obje­
to ha sufrido una variación de masa del 5% durante toda la era de materia (~  1016s) y que 
M(oo) =  1M®, L ~  1035 erg s-1, que resulta dos órdenes de magnitud mayor que la lumi­
nosidad del sol. Aclaremos por qué este resultado debe considerarse como naive. Para esto, 
notemos que estamos comparando configuraciones en equilibrio a distintos tiempos, i.e. no es 
la misma estrella! Sin embargo, es evidente que para intervalos de tiempo cortos compara­
dos con la evolución cosmológica de G, las configuraciones en equilibrio deben ser resultados 
aproximadamente correctos. Debe haber algún tipo de evolución.

Antes de analizar esto en más detalle, mostraremos los resultados del cálculo del número de 
partículas del sistema. Encontramos que para ambos modelos estudiados, el número de bosones 
es una función creciente de <¡>(oo). La Fig. 8.2 muestra el diagrama de bifurcación, número de 
partículas versus masa, y se ve que no aparece allí ningún cusp, en el sentido de la teoría de 
catástrofes.3 Esto implica que no existe un cambio en la estabilidad de la estrella para valores 
de G cercanos al actual.

8.3 Escenarios de evolución
Ahora discutiremos posibles interpretaciones de los resultados computacionales mostrados. 

En el mismo sentido que aquel que llevara a Barrow a proponer el concepto de memoria gra­
vitacional, describiremos las posibles historias de una estrella de bosones que se formó a un

introduciremos en detalle esta teoría un poco más adelante en este capítulo y antes de usarla nuevamente 
en las últimas secciones.
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Figura 8.2: Masas de las estrellas de bosones como función del número de partículas para la 
teoría de Brans-Dicke con lo  = 400 (cuadrados) y  la Teoría 1 con parámetros Bi = 5  y  o¡ = 0.5 
(triángulos). Ambos casos tienen A = 0 y  <r(0) =  0.1. El punto más a la izquierda corresponde 
a $ ( o o )  = 0.9 y  el más a la derecha a $ ( o o )  = 1.1. Como M (N ) es simplemente valuada, no 
puede haber cambio en la estabilidad.

tiempo tf con una masa M(t{).

8.3.1 Memoria estelar gravitacional
Aquí, la estrella permanece completamente estática, sin cambios en el valor de su masa y 

su densidad central. Tal situación es reminiscente de una galaxia virializada luego del colapso 
gravitacional, que está desacoplada del resto del universo y no participa en ninguna expansión 
adicional. En tal escenario, la masa M(t{) es una función del tiempo de formación, y entonces, 
de $(oo , t{), así como de la densidad central. Luego, la estrella se acuerda del valor de G en el 
momento de formación.

Esta situación no puede ser totalmente correcta, ya que la constante gravitacional -que 
funciona como condición de contorno del sistema- evoluciona. No puede haber entonces ningún 
obejeto completamente estático en teorías escalares tensoriales de gravitación. Pero podría ser 
que el efecto de esta evolución sobre la estrella sea tan lento que en la práctica puede pensarse 
como estático.

En este escenario existe la característica especial que estrellas de la misma masa pueden 
diferir en otras propiedades físicas, como su radio, si es que se han formado en tiempo distintos.

8.3.2 Evolución estelar gravitacional
El regimen opuesto sucede cuando el tiempo de ajuste de la estrella es menor que el de la 

evolución cosmológica de G. Si esto es cierto, la estrella debería evolucionar cuasi-estáticamente, 
o bien cambiando su masa o su densidad central o ambas. En este esquema, cuando los intervalos 
de tiempo son suficientemente cortos comparados con la tasa de evolución cosmológica, la estrella 
puede tomarse como estática y las soluciones calculadas valen en este límite.
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Un interesante subcaso es la evolución gravitacional pura. Esta asume que la masa de las 
estrella es preservada durante la evolución cuasi-estática, a través de un cambio acorde de la 
densidad central. Esto conduce a la inesperada conclusión que las estrellas son capaces de 
evolucionar sin emisión o absorción de energía de ningún tipo. Tal evolución es totalmente 
gravitacional en naturaleza. A pesar de esto, dentro de la hipótesis evolutiva, es bastante 
conservativa, ya que la otra posibilidad es que parte de la masa sea perdida por la estrella. Si 
procesos disipativos se requieren para la evolución, hemos visto que la variación de G puede 
fácilmente conducir a cambios en la masa de irnos pocos por cientos, que pueden ser del mismo 
orden que la energía liberada por estrellas comunes en procesos nucleares.

La reducción en densidad central parece un proceso razonable si recordamos el equilibrio 
de fuerzas en estrellas politrópicas. Ya que la gravitación está reduciendo su acoplamiento a 
medida que pasa el tiempo, las configuraciones de equilibrio se harían más difusas y caerían en 
densidad central. En una situación extrema, uno podría preguntarse si la continuación de este 
proceso puede de hecho conducir a la destrucción total de la estrella.

La hipótesis de evolución cuasi-estática tiene una importante diferencia con la hipótesis 
anterior, de memoria gravitacional. Aquí, estrellas de la misma masa son idénticas en todas sus 
otras propiedades también.

8.3.3 Cambio del valor asintótico de G ?
Finalmente, es posible preguntarse si la formación de estrellas de bosones puede influenciar 

de manera significativa el valor de G asintótico. A partir de los resultados del capítulo anterior, 
hemos visto que cuando la estrella se forma, la gravitación se hace más débil en su interior, ya 
que el valor de $(0) aumenta. Este cambio es del orden del 1%. En una configuración estática, 
el radio al cual el valor de $  finalmente se aproxima a su valor asintótico es mayor que aquel 
en el que el campo bosónico está localizado. Luego, si una alta densidad de estrellas de 
bosones se formara, podrían ser capaces de reducir la atracción gravitacional en una región a su 
alrededor. Esta es una posibilidad interesante, aunque improbable, ya que el material disponible 
para hacer estrellas es tan difuso que se podría esperar que las estrellas de bosones estén al 
menos tan separadas como sus contrapartes fermiónicas (que además contribuirían al efecto).

8.4 Teoría de catástrofes y estabilidad
La teoría de catástrofes provee de una ruta directa hacia el estudio de las propiedades 

de estabilidad de estrellas de bosones y otros objetos [383, 384]. Esta teoría fue introducida 
en astrofísica en una revisión de la estabilidad de solitones en la Ref. [385], en la cual se 
muestra que la identificación de cantidades conservadas de un sistema físico es suficiente para 
la determinación de comportamientos estables y inestables. En el caso de estrellas de bosones, 
estamos trabajando con objetos caracterizados por la masa y el número de partículas, las únicas 
cantidades conservadas del modelo. Para cada valor de la densidad central (o en el caso escalar 
tensorial, de la densidad central y el valor asintótico de G), hay un único valor de M  y N. 
Haciendo un gráfico de una cantidad versus la otra, se obtiene lo que se denomina un diagrama 
de bifurcación. Si aparecen cusps en este diagrama, es posible leer en forma inmediata cuáles 
estados son estables y cuáles inestables. Partiendo de densidades centrales pequeñas, donde la 
masa y el número de partículas son también pequeños, se asume que estas estrellas son estables 
(contra perturbaciones radiales). Si, a medida que la densidad central aumenta uno encuentra 
un cusp, la estabilidad de la estrella cambia si los estados siguientes -la  rama como un todo- 
tienen masa mayor. Este método se aplica nuevamente en cada cusp. Podría ser que en algún
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cusp, las masas que continúan sean menores, en ese caso el comportamiento cambia de inestable 
a estable.

La base de este método es que el cusp es la proyección de un saddle point de una superficie 
de Whitney [383]. La curva que conduce al cusp consiste de fold points; fold points y cups son 
singularidades de la superficie de Whitney, los puntos visibles en un diagrama de bifurcación. 
Los fold points son las proyecciones de los máximos y mínimos de la superficie de Whitney; los 
máximos determinan las soluciones inestables mientras los mínimos gobiernan la estabilidad.

El método de la teoría de catástrofes ha sido aplicado en el contexto de estrellas de neutrones 
[386], agujeros negros [387], y la teoría de inflación [388]. Más recientemente, también fue 
utilizada en estrellas de neutrones en teorías escalares tensoriales y de Brans-Dicke [389]. Aun 
evitando entrar en los detalles de la teoría, introduciremos un poco más las herramientas de las 
que hace uso, por mayores especificaciones véasde las Refs. [385, 390].

8.4.1 Lenguaje y definiciones

Para funciones de muchas variables, los puntos críticos son aquellos en que las derivadas 
parciales se anulan. Un punto crítico será en este caso no degenerado si la forma cuadrática de 
las derivadas segundas de la función (Hessiano) es no degenerada (su determinante es distinto 
de cero). En otras palabras se considera el valor del determinante de la matriz

evaluado en x = xc. Si el rango de esta matriz es igual a la dimensión del espacio n, el punto 
crítico es no degenerado. Si el rango es m < n, n — m se llama corango.

8.4.2 Aplicación a estrellas
Para estudiar la estabilidad de los objetos frente a pequeñas perturbaciones radiales (deforma­
ciones) se introduce el concepto de mapeo dimensional,
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(8.5)

Por lo que R j  < 2. En los ejmplos numéricos, la dependencia de M  y N  con Q es implícita (ya 
que 0  =  Í7(cr(0)). Si el rango de J  es cero, los puntos críticos son degenerados, los máximos y 
mínimos de M, N  como funciones de <r(0) corresponden al punto crítico A^. Los otros puntos 
de la figura M, N  vs. cr(0) corresponden al punto crítico A\. Para clasificar los puntos no dege­
nerados Ai  necesitamos considerar el diagrama de bifurcación M  — M ( N ) o alternativamente, 
M  — m N  vs. N. De acuerdo con el teorema de Whitney, los cusps en este diagrama correspon­
den a los puntos críticos A 2 mientras que los otros a Ai. Cada cusp representa una superficie 
de Whitney. Como se muestra en la Ref. [385], los mínimos en esta superficie corresponden 
a las soluciones estables. En el cusp, el mínimo coincide con el máximo y la solución pierde 
estabilidad, en la rama superior las soluciones son inestables.

8.5 Resultados numéricos
Para empezar a discutir los resultados numéricos, graficamos los diagramas de configuraciones 

de equilibrio para distintos valores de densidades centrales y constante gravitacional asintótica 
G. En la Fig. 8.3 tenemos 50 modelos por curva con A =  0,100 y densidad central en el 
intervalo (0,0.75). Si ahora graficamos la masa versus el valor central del escalar de Brans- 
Dicke, encontramos un loop. Véase la Fig. 8.4. La curva empieza en la solución plana ($ 
constante y masa cero), alcanza su máximo valor al mismo valor de <r(0) en el que se llega al 
máximo de la Fig. 8.3 y realiza un loop, eventualmente llegando a valores menores de $(0). Las 
estrellas estables están caracterizadas por $(0) > $ (00), i.e. G(0) < G(oc), donde G es función 
de r. Estrellas inestables pueden tener G(0) mayor o menor que G(00). Hay dos soluciones 
para $(0) = $ (00): la primera es el espacio-tiempo plano y la segunda un estrella de bosones 
inestable. La misma curva característica se encuentra para distintos valores asintóticos de G. 
Las Figs. 8.3 y 8.4 otorgan, como función del par (<r(0), $(0)), la información completa acerca 
de las caracteríticas iniciales de las estrellas de bosones a un cierto tiempo cósmico, dado por 
$ (00).

Para investigar la estabilidad, en lugar del diagrama (Ai, N ) utilizaremos la figura análoga 
dada por la energía de ligadura versus el número de partículas. La Fig. 8.5 muestra que las
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donde k es un parámetro variacional que dilata el radio R  de la estrella y f) es la frecuencia 
(autovalor) de la solución. El valor de k induce un escaleo de la métrica, la frecuencia y el 
campo escalar de acuerdo con sus dimensiones físicas,

(8.6)

(8.7)

(8.8)

tal que el número de partículas es mantenido constante. Para clasificar las singularidades del 
mapeo se considera la matriz de Jacobi,

De acuerdo al teorema de Whitney [385, 390], las singularidades del mapeo pueden clasificarse 
según uno de los siguientes tres tipos, dependiendo del rango de J , R j  — 0,1,2. Ya que se 
requiere que la solución sea un punto extremo de la variedad (físicamente, que la perturbación 
no aumente el numero de partículas ni la masa), se tiene



I

Figura 8.3: Configuraciones de equilibrio de estrellas de bosones. Se muestran configuraciones 
con distintos valores de 3>(oo) y  auto-interacción. De las dos líneas para cada caso, la superior 
es la asociada al número de partículas. <r(0) está en el intervalo (O, 0.75) y  hay 50 modelos por 
curva.

Figura 8.4: Curvas típicas para la masa como función de $ (0 ), con $(oo) =  0.95. Nótese el 
pequeño rango del eje x.
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Figura 8.5: El panel izquierdo muestra la energía de ligadura como función del número de 
partículas para distintos valores de $ ( 0 0 ) y  A. El panel derecho muestra las masas de las 
estrellas de bosones alrededor del intervalo de cr(0) G [0.265,0275] para $ ( 0 0 ) =  1.05 (arriba), 
$ ( 0 0 ) =  1.0 (medio) y  $(oc) =  0.95 (abajo). Los modelos corresponde a la teoría de Brans- 
Dicke con lü  =  400.

estrellas con densidades centrales pequeñas tienen energías de ligadura negativas. En el caso 

de A  =  100 vemos dos cusps: el primero corresponde al máximo de la Fig. 8.4 y el segundo al 

mínimo. Para A  =  0 el intervalo de densidades centrales analizados no es suficientemente amplio 

como para permitir ver el segundo de los cusps. Las estrellas con densidades centrales desde 

0 hasta el primer cusp corresponden a la proyección del mínimo en una superficie de Whitney,

i.e. son estables. Más allá del cusp, un modo perturbativo se hace inestable. Para estudiar la 

influencia de la variación de G en la posición exacta del cusp, realizamos un estudio detallado 

alrededor de la posición del mismo para el modelo con $ ( 0 0 ) =  1, cr(0) ~ 0.27. Se estudiaron11 modelos en el intervalo cr(0) 6 [0.265,0.275]. Como puede verse en el panel derecho de la Fig.

8.5, para $ ( 0 0 ) =  1.05 la masa y el número de partículas como funciones de <j(0) son crecientes. 

Esto significa que los modelos están localizados en la rama estable. Para $ ( 0 0 ) =  0.95 en 

cambio, ambas funciones son decrecientes, localizando todos los modelos en la rama inestable. 

En el caso del actual valor de G , el cusp aparece en el intervalo. Entonces, moviéndose desde el 

futuro hacia el pasado ( $ ( 0 0 ) =  1.05 a $ ( 0 0 ) =  0.95) los modelos se mueven de la rama estable 

a la inestable. Esto concuerda con lo que Comer y Shinkai reportaron en [371], excepto por un 

punto importante: ellos no encontraron ningún cusp para todo tiempo anterior al actual. Esto 

significa que no encontraron ninguna estrella estable en el pasado. Por el contrario, hemos visto 

que el cusp se mueve hacia atrás en <r(0), pero está aún allí. Creemos que los resultados de 

Comer y Shinkai podrían ser producto de una utilización equivocada de la definición de masa o 

bien de la de la transformación conforme, algo que también fue señalado por Whinnett en [362].

Además, hemos calculado soluciones con densidad central constante para diferentes valores 

de $ ( 0 0 ), teniendo en cuenta también valores extremos y no físicos. El diagrama de bifurcación 

con respecto a $ ( 0 0 ) muestra que no existe cambio alguno de la estabilidad estelar provocado
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Figura 8.6: Radio de configuraciones de equilibrio en la teoría de Brans-Dicke con lo  =  400. El 
rango de cr(0) es (0,0.75).

por valores de <J>(oo).

Debido a que la estrella de bosones no tiene un radio definido, sino más bien una atmósfera 

exponencialmente decreciente, varias definiciones de radio estelar están en uso. Aquí hemos 

adoptado el radio que encierra el 95%  de la masa total. La Fig. 8.6 representa la relación masa- 

radio. El diagrama muestra que soluciones con pequeña masa tienen grandes radios. Luego, 

a medida que la densidad central crece, la masa aumenta mientras que el radio disminuye. 

El máximo en este diagrama es la estrella más densa, aún estable, que puede encontrarse. Es 

notorio que el radio se mantiene aproximadamente igual mientras que la masa crece fuertemente 

con el tiempo, produciéndose una estrella más densa. El aumento de la auto-interacción A  

produce radios mayores, de acuerdo a lo que uno esperaría de una fuerza repulsiva. Es posible 

comparar este diagrama con resultados similares para estrellas de neutrones (Fig. 7 de la 

Ref. [360]) y estrellas de bosones en Relatividad General (Fig. 3 de la Ref. [386]).

Hasta ahora hemos reconocido que las estrellas de bosones son más densas hacia el pasado, 

para valores mayores de $(oo). La razón para esto puede verse en la Fig. 8.7: se produce un 

potencial gravitacional más profundo, dado por un aumento en la diferencia entre $(0 ) y 3>(oo).

Para un dado valor de cr(0), el comportamiento de las diferentes variables se encuentra grafi- 

cado en la Fig. 8.8. Finalmente, en la Fig. 8.9 mostramos la dependencia de las configuraciones 

de equilibrio con el valor de u. Se muestra la energía de ligadura en el intervalo <t(0) € (0,0.3) 

para dos valores de la constante gravitacional efectiva. El valor de lj está en el rango (50, 

50000). Las curvas superiores en ambos diagramas corresponden a lo = 10000 y 50000 y se 

superponen exactamente. Cuando u  tiende a infinito, se obtiene una solución relativista -con 

un valor diferente de G-. Recordemos que a pesar de los fuertes límites sobre uj válidos para la 

época actual, podríamos tener una función u;(4>) que sea mucho menor en el pasado, por lo que 

todos los valores del acoplamiento pueden considerarse significativos.
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Figura 8.7: Comportamiento de la diferencia entre el valor central y  asintótico del escalar de 
Brans-Dicke para lo  =  400 como función de <r(0) y  diferentes valores de 3>(oo). Nótese el eje y  
ampliamente expandido.

8.6 Conclusiones
En este capítulo, hemos analizado las posibles configuraciones estáticas de estrellas de bo- 

sones a lo largo de la evolución del universo. Hemos visto que a diferencia de la Relatividad 

General, las variables dinámicas del objeto (radio, masa, número de partículas, etc.) cambian 

con el paso del tiempo, aún sin existir procesos de emisión o absorción de energía asociados 

con reacciones nucleares. Hemos propuesto también algunos posibles escenarios de evolución, 

como los conceptos de evolución estelar pura y memoria estelar. Descubrimos que las estrellas 

de bosones pueden ser estables en cualquier época, de acuerdo a una elección conveniente de su 

densidad central. Un número de características físicas concernientes a la relación masa-radio, 

el comportamiento de la diferencia entre el valor central y el asintótico de G y la dependencia 

de la estructura con el valor de lo también fueron comentadas. Estas configuraciones pueden en 

principio utilizarse para comparar con los resultados de un código numérico evolutivo o como 

condiciones inciales del mismo. Tal vez, sólo el desarrollo de tal código pueda resolver en la 

práctica cual de los escenarios de evolución sucede en la práctica. Muy probablemente, espera­

mos, esto dependerá del valor de la densidad central, a través de la comparación con el tiempo 

de f r e e  f a l l .
En este capítulo no hemos intentado responder cual de los escenarios comentados sucede 

en realidad. En cambio, hemos introducido y estudiado un nuevo objeto en el cual puedan 

analizarse. Además de su posible relevancia física, las estrellas de bosones tienen ventajas 

computacionales notables comparadas con los agujeros negros. De cualquier forma, cualquiera 

de los escenarios es probable que ocurra en todos los objetos de larga vida, como agujeros 

negros, cuerdas cósmicas y estrellas fermiónicas comunes como enanas blancas. Un estudio de 

estos últimos objetos en teorías alternativas de gravitación como las que analizamos en esta tesis 

fue recientemente realizado en la Ref. [391]. Allí, hemos encontrado que pequeñas variaciones 

temporales en G modifican sustancialmente la estructura estelar. La astrofísica debería ser 

sensitiva a la teoría de gravitación que la subyace, y quizás este sea el escenario donde tests 

definitivos puedan aparecer.
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Figura 8.8: Características de las estrellas de bosones para una dada densidad central como 
función de 4>(oo).

Figura 8.9: Energías de ligadura de las estrellas de bosones como función del parámetro w, en 
el rango 50 a 50000. El panel superior muestra modelos con <Í>(og) =  0.98, y  el inferior con 
<¡>(oo) =  1. Los valores de <r(0) están en el rango (0,0.3).



Capítulo 9 
Epílogo

El mundo era tan reciente, que muchas cosas carecían de nombre 
y  para mencionarlas había que señalarlas con el dedo.

Gabriel García Márquez 
Cien años de soledad

No quisiéramos aquí ser repetitivos ni en cuanto a los objetivos -que pueden leerse en la 
Introducción- ni en cuanto a las conclusiones -que pueden leerse en cada capítulo-. Sería vano 
enumerar nuevamente los resultados concernientes a los modelos cosmológicos, de wormholes y 
gamma ray bursts, y a los modelos estelares teóricos analizados en la última parte. Más bien 
quisiéramos dar una impresión somera y breve del status actual del tema estudiado en esta 
tesis. La impresión general puede resumirse así. A mediados de 1998, no existe ningún test 
definitivo que permita asegurar que solamente una teoría de gravitación es la que se adapta a 
todas las observaciones. Las teorías escalares tensoriales son la generalización más simple de 
la gravitación standard, de Einstein, y como tales, el candidato más fuerte como teoría de gra­
vitación alternativa. Sus límites de campo débil han sido estudiados y encontrados de acuerdo 
-al menos algunas de ellas- con los resultados actuales de los experimentos en el sistema solar. 
Los test de campo fuerte han también impuesto cotas sobre la forma de la acción gravitacional 
y se espera que los nuevos satélites de detección de la radiación de fondo cósmica junto con los 
experimentos de detección de ondas gravitacionales permitan continuar este proceso. Por otra 
parte, todas las teorías de gran unificación y multidimensionales parecen necesitar la presencia 
de campos escalares, generalmente acoplados a la curvatura. Esto hace que la teoría de Einstein 
no sea la mejor candidata para representar los fenomenos gravitatorios al menos en el universo 
primitivo -ya que el campo escalar es constante en todo el espacio-tiempo y ésto es solo una so­
lución particular. Sin embargo, la mayoría de las teorías escalares tensoriales que sí se adaptan 
a las observaciones realizadas en nuestra época cósmica son, por ahora, casi indistinguibles de 
la Relatividad General y presentan típicamente desviaciones del orden del 1%. Aún así, estas 
diferencias serán detectable en un futuro próximo. Asimismo, hemos señalado algunas teorías 
que presentan un comportamiento extremo; aún concordando con las observaciones describen 
universos radicalmente distintos del escenario standard. El conocimiento del comportamiento 
de los modelos cosmológicos y de los procesos de evolución estelar (que son fuertemente afec­
tados por una pequeña variación en G, véase [391]) servirá entonces para buscar este tipo de 
tests y para unificar nuestra visión teórica de los fenómenos gravitatorios. Como su tema fun­
damental, esperamos que esta tesis haya dado un pequeño paso en esa dirección. Debido a que 
nos hemos planeado recorrer un espectro de temas, todos ellos relacionados con el formalismo 
escalar tensorial y con fenómenos astrofísicos, es obvio señalar que es mucho más lo que no se 
habrá encontrado en esta tesis que lo que ella analiza. En particular, el proceso de producción
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y detección de ondas gravitacionales, el análisis del espectro de perturbaciones para modelos de 
inflación específicos y la formación de estructura son grandes temas ausentes en estas páginas. 
Esperemos, en todo caso, que ellas sean el prólogo para nuevas investigaciones. Quizás, sólo 
la ciencia sea capaz de darnos una lección de humildad tan acabada: para mi, el mundo sigue 
siendo tan reciente como entonces.
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Apéndice
Recordamos aquí los factores de conversión, y los valores de algunas de las constantes 

fundamentales.
Factores de conversión

Constantes Fundamentales y masas de partículas fundamentales

Magnitudes astrofísicas y cosmológicas
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