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Sumario

El cuerpo de esta Tesis consta principalmente de dos partes y esta organizado en
cuatro capitulos, cuyo contenido detallamos en este sumario. La primera parte esta
dedicada al modelo de Dicke —que describe un conjunto de atomos interactuando con
radiacién electromagnética en una cavidad— y a la forma de caracterizar su dinamica
por medio de la Teoria de la Informacién (TI). En este contexto informacional hacemos
uso del concepto de entropia, que mediante maximizacion sujeta a ligaduras permite
determinar el operador densidad que caracteriza al sistema cuantico en todo momento
de su evolucién. En la segunda parte de la Tesis, presentamos dos aplicaciones de una
reciente generalizacion de la forma entrdpica convencional de Boltzmann-Shannon.
Una de ellas es el analisis de una formulacion cuantitativa del Principio de Incerteza de
la Mecédnica Cuantica, en el espiritu de la TI. La otra aplicacion se refiere a un estudio
del tamano aparente de un sistema fisico en el contexto de la Mecanica Estadistica

no extensiva surgida de la entropia generalizada.

En el Capitulo 1 proponemos una descripcion aproximada de la evolucién tempo-
ral de un sistema cuantico haciendo uso de técnicas inspiradas en la TI. Abordamos
especificamente el estudio de la dinamica de un sistema materia-radiacion que in-
teractia bajo la accién del Hamiltoniano de Dicke de un fotdén en la aproximacion
de onda rotante. El estudio tedrico de este tipo de interaccion ha cobrado renovado
interés a partir de experimentos realizados recientemente con atomos de Rydberg que
atraviesan una cavidad electromagnética de un modo. Nuestro objetivo es determinar
el operador densidad que caracteriza al sistema cuantico a partir de la prescripcién

informacional, lo que se logra aplicando a la entropia de von Neumann-Shannon el
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Principio de Maxima Entropia sujeta a ligaduras. Estos vinculos estan dados por
el conocimiento sobre el sistema disponible a priori, que en general no es completo.
Presentamos un tratamiento aproximado autoconsistente basado en la reduccién del
conjunto de operadores relevantes del problema. De este modo se simplifica su re-
solucién, y se obtiene resultados satisfactorios cuando se confrontan con la solucién
exacta aun para el caso de considerar un solo observable relevante.

El Capitulo 2 estd también dedicado al estudio del modelo de Dicke —y de su
versién para una sola particula, el modelo de Jaynes—Cummings— pero con un en-
foque diferente. La idea es describir los fenémenos que se producen cuando la situacién
inicial del sistema consiste en un campo coherente y el subsistema atomico com-
pletamente excitado. Para ello apelamos al concepto de entropia de Shannon, que
calculamos después de resolver numéricamente las ecuaciones de movimiento para dis-
tintos valores del nimero de particulas, nimero medio inicial de fotones y constante
de acoplamiento entre dtomos y campo. La descripcion (en términos entrépicos) de
la dindmica del modelo presenta el inconveniente de que la funcion de onda corres-
pondiente se “mueve” en un espacio de Hilbert de dimension infinita. Recurriendo
al formalismo introducido por Pegg y Barnett (PB) para el tratamiento de estados
épticos, proponemos una reduccion del espacio de Fock para los fotones a un espacio
finito. Esto nos enfrenta con un nimero finito (aunque tan grande como se desee) de
ecuaciones de movimiento que podemos entonces resolver para condiciones iniciales
dadas. Finalmente, computamos distintas funcionales entropicas, que contienen infor-
macion relevante sobre el estado del sistema y resultan utiles para describir el grado
de “pureza” del mismo durante su evolucion.

Una de las contribuciones salientes de la TI es la de brindar una “receta” para
definir en términos precisos la cantidad de informacién que un observador puede
poseer de un dado fenémeno fisico cuando sélo se conoce una distribucién de proba-
bilidad. La teoria puede extenderse, dando lugar a toda una familia de medidas de
informacién que generaliza la expresion logaritmica convencional. En el Capitulo 3,

proponemos una generalizacion de la formulacion entrépica del Principio de Incerteza
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de la Mecanica Cuantica, apelando a la entropia generalizada de Tsallis. Esta es uti-
lizada como medida de la incertidumbre (en el sentido de “informacién faltante”) rela-
cionada con una medicién simultinea de pares de observables incompatibles. Nuestra
propuesta es ilustrada con algunos ejemplos de operadores con espectro discreto; par-
ticularmente, analizamos medidas de incerteza para los operadores nimero y de fase
del formalismo PB. Discutimos también el caso de operadores con espectro continuo,
donde resulta conveniente definir una funcional de correlacion generalizada que da
cuenta de la interrelacién entre las variables dadas. Como ejemplo, consideramos
especificamente sistemas descriptos por estados coherentes o autofunciones del os-
cilador arménico unidimensional en el espacio de posicién y momento. En algunas de
las situaciones analizadas, las medidas entrépicas generalizadas pueden ser conside-
radas superiores a las medidas de Shannon correspondientes.

En los tltimos aflos, la estadistica ortodoxa de Boltzmann-Gibbs ha presentado
inconvenientes en la descripcion de sistemas con interacciones de largo alcance o
memoria de largo tiempo, o cuando la estructura del espacio-tiempo es fractal. La
estadistica no extensiva surgida de la entropia generalizada de Tsallis ha probado, en
cambio, ser capaz de tratar exitosamente estos problemas. En el Capitulo 4 presenta-
mos un efecto que esta originado en la Mecanica Estadistica no extensiva y que tiene
que ver con el tamano de un sistema fisico. El fenomeno es tan general que puede
ser ilustrado en un sistema muy simple. Asi, mostramos que una coleccion de spines
independientes en presencia de un campo magnético externo puede exhibir lo que
denominamos “magnetismo aparente”. Esto es, para cada valor del parametro que
caracteriza la estadistica no extensiva, el numero efectivo de particulas que aparenta’
tener el sistema es mayor o menor que el verdadero nimero de spines que lo compo-
nen. Para finalizar, sefialamos una posible conexion entre el resultado aqui obtenido
y un fendmeno de similares caracteristicas que se presenta en la teoria de grupos

cuanticos.
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Capitulo 1

Descripcion aproximada de la
evolucion de un sistema cuantico

con Teoria de la Informacion

1.1 Introduccién

La descripcién de sistemas fisicos haciendo uso de la Teoria de la Informacién [1-3] ha
sido investigada ampliamente a partir de las ideas pioneras de Jaynes [4], quien en 1957
propuso una reformulacién de la Mecdnica Estadistica [5, 6]. En los afios siguientes,
se presentaron extensiones del formalismo para tratar con sistemas cuanticos. En las
distintas aplicaciones consideradas (refs. [7-23], entre otras) se ha obtenido una carac-
terizacion muy precisa del estado del sistema fisico tratado, mostrando la versatilidad
y poder del formalismo. En este capitulo abordamos el estudio de la evolucién tem-
poral de un sistema materia-radiacion, utilizando para ello técnicas informacionales
en una forma adecuada al problema [22]. El concomitante desarrollo constituye uno
de los aportes originales de esta Tesis. En el capitulo que sigue apelamos al concepto
de entropia de informacion para describir otros aspectos de la dinamica del modelo
tratado aqui [23].

El Hamiltoniano analizado —que describimos en la Seccion 1.2— es de la forma

H=H A+ Hr+H AR, donde H 4 corresponde a un conjunto de atomos de dos niveles,
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Hg a un modo del campo electromagnético, y Hag a la interaccién dipolar de Dicke
de un fotén [24, 25]. Se ha dedicado mucha atencién al estudio tedrico de este tipo de
interaccién ([26, 27] y refs. alli citadas), que es caracteristica de dtomos de Rydberg
que atraviesan una cavidad resonante de un modo.

Los atomos de Rydberg son sistemas excitados en los que un electron ha sido
promovido a un nivel con un nimero cudntico principal muy grande (np ~ 30), y
presentan propiedades radiativas muy interesantes por varios motivos. Primero, el
tamanio de estos dtomos y por ende los elementos de matriz del momento dipolar
eléctrico entre niveles vecinos (proporcionales a n%) son tipicamente tres érdenes de
magnitud mayores que los correspondientes a estados poco excitados. El acoplamiento
intrinseco de estos 4tomos con el campo de radiacién sera entonces muy fuerte. Se-
gundo, las longitudes de onda de las transiciones entre niveles de Rydberg caen en el
rango de los milimetros, y se observan efectos cuanticos a esas frecuencias. Tercero,
estos atomos tienen tiempos de vida de emisién espontinea relativamente grandes,
lo que significa que a pesar del fuerte acoplamiento que tienen con las microondas,
pueden permanecer por un largo tiempo en estados excitados. El hecho de que recien-
temente se haya logrado realizar experimentos con atomos de Rydberg y radiacion
en una cavidad resonante [28, 29] ha motivado un renovado interés en estos sistemas
y especialmente en los modelos tedricos de Dicke [24] (para muchas particulas) y de
Jaynes—-Cummings [25] (para una particula). Estos modelos son el objeto de nuestro
estudio en la primera parte de la Tesis.

En la Seccién 1.3 presentamos la forma de caracterizar un sistema cuantico ha-
ciendo uso del Principio de Maxima Entropia de la Teoria de la Informacion, cuando
se supone conocido un conjunto (reducido) de valores medios de operadores rele-
vantes del problema. Tomados por si solos, éstos no son suficientes para determinar
univocamente el estado del sistema, pero el Principio de Maxima Entropia permite
definirlo como “aquel estado de maxima entropia de Shannon entre todos los estados
consistentes con el conjunto de ligaduras dado”. En la Seccién 1.4 presentamos la
aplicacion de este principio y del Teorema de Ehrenfest al conjunto de observables
relevantes, con la idea de estudiar la evolucién temporal de magnitudes fisicas (valores

medios de ciertos operadores) involucradas en el modelo de Dicke. En esta seccion
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se exhibe el planteo matematico del problema, asi como resultados numéricos apro-
ximados que se comparan con la solucion exacta. La aproximacion, que consiste en
la reduccién del conjunto relevante, arroja resultados satisfactorios aun si se toma un
solo observable de interés. Esta y otras conclusiones de nuestro estudio son expuestas

en la Seccion 1.5.

1.2 Modelo de Dicke con RWA

El Hamiltoniano de Dicke —que describe la interaccion entre N atomos idénticos |
inicialmente independientes y un unico modo cuantizado del campo de radiacién—
estd dado, en la aproximacién de onda rotante (rotating wave approximation, RWA),
por (24]

H=wrR, + hwa'a + hig* Rya + hg R_at, (1.1)

donde los operadores R; se refieren a los atomos, y @ y at al campo. Los dos primeros
términos constituyen la parte libre del Hamiltoniano mientras que los restantes dan
cuenta de la interaccién entre ambos subsistemas.

Para las N particulas opticamente activas —que estan confinadas dentro de una
cavidad— consideramos la aprozimacion de dos niveles, indicando con hwg la sepa-
racion en energia entre los dos niveles con los que modelamos a un atomo. El conjunto
de particulas esta representado por el operador colectivo de inversion de poblacion
R, = hZ:Ll ag")/2, el cual genera un algebra de SU(2) junto con los operadores
“escalera” Ry = h E‘::l (aip) + ia{.p})/2, donde o,, a = z,y, 2, son las matrices de
spin de Pauli. Los operadores colectivos satisfacen las relaciones de conmutacion de

momentos angulares
[R.,Rs] = +hRs, [Ry,R_]=2hR., (1.2)

y actian segin

Rzlr,m)A = mh|r,m)a, I.Zi|r,m),1 =rr+1)=mmE£)h|r,mx1),,

donde m = —r,—r +1,...,r (recordando que Ry|r,r)4 = 0y R_|r,—r)4 = 0). El
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operador de momento angular total viene dado por
R*=R,R_+ R’ —hR, (1.3)

y sus autovalores por r(r + 1)k, siendo r el “nlimero de cooperacién” [24], que puede
tomar los valores r = N/2,N/2 —1,...,0(1/2), para N par (impar). Dicke sefalo
la importancia de tratar al gas de dtomos radiantes como un unico sistema cuantico,
dado que las particulas estin interactuando con un campo de radiacion comin y no
deben ser tratadas como independientes. El fendmeno es esencialmente colectivo.
Por otro lado, los operadores de aniquilacién, @, y creacién, a', de un fotén en el

modo w satisfacen la relacion de conmutacion usual
[a, &“] = i, (1.4)

y verifican
&ln)R = \/T_"|n - I)R, afln)R =vn+l |T7, + 1)Ra

donde n = 0,1,... (recordando que &|0)g = 0). Hacemos notar que en el Hamilto-
niano (1.1) se ha removido por simplicidad la energia de punto cero del campo, igual
a hw/2.

Consideramos una cavidad sin pérdidas y sintonizada con la transicion atémica
(w = wr), de dimensiones lineales pequenas comparadas con la longitud de onda de la
radiacion. En otras palabras, suponemos que la cavidad tiene un solo modo resonante
cerca de la frecuencia natural atéomica y que el campo es uniforme a lo largo del camino
de los dtomos; despreciamos ademas la interaccion de la radiacién con las paredes de
la cavidad. El acoplamiento entre 4tomos y campo en (1.1) estd dado por g = x/VN,
donde & es una constante compleja apropiada que da cuenta de acoplamientos de tipo
dipolar eléctrico y magnético. Por el momento despreciamos los términos dipolares
antirresonantes en el Hamiltoniano de interaccion, proporcionales a fZ.ﬁzf y R_&,
que no conservan la energia en el primer orden de teoria de perturbaciones y cuya

contribucién es pequena [25]'.

tVarios trabajos recientes ([30, 31), entre otros) muestran que el efecto de los términos antirreso-
nantes es apreciable para acoplamiento fuerte (grandes valores de g/w) y gran nimero de atomos.
La RWA queda justificada, por supuesto, en el caso de acoplamiento débil. En el Cap. 2, tendremos
en cuenta todos los términos de la interaccion dipolar.
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Dadas las condiciones que hemos supuesto, hay dos constantes de movimiento: la

energia no perturbada, que en unidades de fiw es

c= ('R, + a'a) (1.5)
[ver las ecs. (1.17.a) y (1.17.b) maés abajo), y el momento angular de spin total

(R?) =r(r +1)k% (1.6)

El Hamiltoniano H opera en el espacio de Hilbert producto directo H = (C?)®N ® F,
donde C? denota el espacio de un tnico spin y F el espacio de representaciéon para
fotones. Nos restringimos a trabajar en el subespacio correspondiente a r = N/2, el

cual es generado por los vectores de estado (no degenerados)
lpN/29) = |N/2,m)a ® |c—m)r, m=-N/2,—N/2+1,..., M,

donde M = min{N/2,c} de modo tal que se verifica que el nimero de fotones es
positivo.
La ecuacién de Schrodinger para la funcién de onda |¥(t)) que caracteriza al
sistema,
ih 1) = 7 (), (1.7
describe su evolucion temporal. La solucion exacta del problema puede obtenerse
desarrollando [#) en una base adecuada, resultando asi un conjunto de ecuaciones
diferenciales de primer orden para los coeficientes del desarrollo. En nuestro caso,
puede tomarse una expansién en los N/2+M +1 estados lo'N/%)y. Como consecuencia
de ello, cuando la cantidad de particulas puestas en juego es muy grande, es necesaria
la resolucién (por métodos numéricos) de un gran numero de ecuaciones diferenciales.

Atacaremos el problema en una forma alternativa mucho mas simple, que incorpora

el uso de herramientas de la Teoria de la Informacion.

1.3 Descripcion de un sistema cuantico mediante

la Teoria de la Informacion

Como es sabido, el estado fisico de un sistema cuantico esta representado por un vector

normalizado |1) de un espacio de Hilbert. Dicho vector contiene todo el conocimiento
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que un observador puede poseer sobre el sistema. En otras palabras, una especificacion
completa del estado del sistema consiste en dar el vector [¢) que lo caracteriza. Sin
embargo, en muchos casos no es posible describir el sistema por medio de un estado
puro; simplemente se pueden asignar probabilidades a los distintos vectores de un
subespacio del espacio de Hilbert. Von Neumann mostré que la entidad matematica
que contiene todo el conocimiento que puede conseguirse sobre el sistema en estas
circunstancias es el operador estadistico u operador densidad p, el cual es definido
positivo y estd normalizado [32].

El problema central de la Mecanica Estadistica cuantica es el de determinar p para
un sistema de interés. Hacia fines de los afios 50 Jaynes propuso [4] un tratamiento en
base a la Teoria de la Informacién (TI) [1-3], metodologia que ha sido extensamente
aplicada y que usaremos a lo largo de la Tesis para encarar el estudio de diversos
problemas fisicos.

En algoritmos basados en la TI, el conocimiento que se tiene a priori de un sis-
tema est4 reducido al Hamiltoniano H y a los valores de expectacion de, digamos, L

operadores relevantes linealmente independientes Oj,
(O;)= Tr(0;)=0;, j=1,...,L (1.8)

(por simplicidad, suponemos que los observables son mutuamente conmutantes). Se
desea entonces inferir p sobre la base de la informacion suministrada, con el requeri-

miento adicional de normalizacién,
Tr(p) = 1. (1.9)

Para esto, Jaynes sugirié utilizar el Principio de Maxima Entropia (PME) sujeta a
ligaduras, donde la entropia se define a través de la expresion de von Neumann-

Shannont:
S[p] = — Tr(p In p). (1.10)

Esta magnitud provee una medida cuantitativa de la informacion faltante o ignorancia

sobre el sistema, debida a la descripcion parcial que brinda el operador densidad p.

tTomamos la constante de Boltzmann igual a la unidad.
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Para un estado puro (en este caso se dispone de informacién completa), la traza
en (1.10) consta de sélo un término y entonces S se anula. Pero, generalmente, no
se dispone de una cantidad suficiente de informacion debido a limitaciones tanto en
observaciones como en el modelo tedrico del sistema (en muchos casos se debe reducir
el conjunto de variables para hacer “matemditicamente tratable” al problema).

Al disponer de datos sobre un conjunto reducido de variables (descripcion es-
tadistica incompleta), habrd una gran cantidad de operadores densidad compati-
bles con las restricciones de los valores medios conocidos. Varias expresiones para
p brindaran la misma prediccién para los valores de expectacion de los observables
mencionados, pero arrojarin diferentes resultados para las demas cantidades rela-
cionadas con el sistema. Para obtener el “mejor” operador densidad, la prescripcién
de Jaynes indica extremizar (maximizar) S respecto de g, tomando como vinculos las
L ligaduras (1.8) y la condicién de normalizacién (1.9). Este procedimiento, el PME,
determina univocamente la matriz densidad. La expresion explicita del operador

densidad resultante vendra dada por

exp(— Y521 45 0))
Tr[exp(— 3rey A; O5)]

siendo Aj, 7 = 1,..., L, multiplicadores de Lagrange apropiados para garantizar el

(1.11)

b=

cumplimiento de las L ligaduras mencionadas. La entropia maxima toma el valor [4, 5]

7
Smax = X0+ Y _ Aj 0, (1.12)
=1
siendo Ag = In{ Tr[exp(— Zf-':l ); 0;)]} el parametro de Lagrange correspondiente a
la condicién de normalizacién. Notar, finalmente, que en la expresién (1.11) puede
reescribirse el denominador como exp (A).

Consideramos a continuacion la dinamica del sistema a través de la dependencia
con el tiempo de las magnitudes fisicas relevantes. Con la idea de estudiar la evolucién
temporal del sistema, apelamos entonces al Teorema de Ehrenfest, aplicandolo a los
observables del conjunto S; = {Oj;j = 1,...,L}, cuyos valores de expectacién

suponemos conocidos en el instante inicial ;. El Teorema de Ehrenfest para un
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operador arbitrario O, se escribe como
d .
ih 2(0,)(0) = (105, A1), (1.13)

donde se ha considerado que los observables no dependen explicitamente del tiempo.

Como mencionamos, el conjunto Sy incluye aquellos operadores cuyos valores
medios se conocen en cierto instante inicial y se quieren determinar en instantes
subsiguientes. Ahora bien, en principio son posibles dos situaciones. Si un nimero
finito de operadores forma una semialgebra de Lie con el Hamiltoniano H, el estado de
maxima entropia es la solucién exacta de la ecuacién de movimiento (ecuacién de von
Neumann). Es decir que, bajo esta condicion de clausura, los valores de expectacion
de los L observables son necesarios y suficientes para caracterizar completamente la
dindmica [7]. La situacién mas general que puede darse, sin embargo, al llevar a cabo

las operaciones de conmutacion con el Hamiltoniano es la siguiente:
A A L -
[Oj,H] =ihij1 O{+Ea_,'kAk, (1.14)
=1 k

donde las “constantes de estructura” fj; y los aji son coeficientes que pueden depender
del tiempo si H=H (t). Es decir, en general es posible que aparezcan operadores
adicionales, que no estaban incluidos en .

El procedimiento usual [8-17], propuesto por Alhassid y Levine (7], para tratar
el problema indica formar todos los operadores del tipo 15,- = [O,-, H], j=1,...,L.
Si los L operadores Pj son combinaciones lineales de los originales (mas el operador
identidad eventualmente), el conjunto Sy, resulta cerrado bajo conmutacién con H.
En caso contrario, el conjunto original debe aumentarse incorporando los f’j y se debe
considerar [pj,ﬁ]; y asi siguiendo hasta que el conjunto final de L’ > L operadores
sea cerrado. Este proceder puede arrojar L’ 3> 1 o puede llevar, para operadores
definidos en un espacio de Hilbert de dimension infinita, a tener que tratar con un
nimero infinito de operadores. Para atacar estos inconvenientes, la idea esencial a ser
empleada aqui es la de aprozimarlos valores de expectacion de los operadores “extra”

—los Ay de la ec. (1.14)— de un modo autoconsistente. Para los nuevos observables
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proponemos entonces'
(Ad(®) = Telp(r) A, (1.15)

con el operador densidad de la forma dada en (1.11), o sea, definido en base a los
L observables cuyos valores medios son considerados como informacién disponible
sobre el sistema. Para la matriz densidad evaluada en el instante ¢, la dependencia
con el tiempo se ve reflejada en los multiplicadores de Lagrange, A; = A;(t), pues
trabajamos en el esquema de Schrodinger.

A modo de conclusién, en el contexto de la TI la ecuacién de movimiento para el
operador densidad se convierte en un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas
de primer orden para L valores medios, con condiciones iniciales dadas por el co-
nocimiento disponible a priori del sistema fisico. Bajo la condicion de clausura de
los operadores con H , aquel conjunto es cerrado. En el otro caso, el procedimiento
que hemos indicado involucra un cierre no lineal autoconsistente de las ecuaciones

satisfechas por los valores de expectacion de los operadores en Sy.

1.4 Descripcion aproximada de la evolucion tem-

poral del modelo de Dicke

Nos proponemos describir algunos aspectos de la dinamica del modelo de Dicke, en
particular la dependencia temporal de la intensidad de la radiacién emitida que esta
dada por
I(t) = iﬁw(aTa) iy (R.), (1.16)
dt di
donde hemos hecho uso de la ec. (1.5). Suponemos que el sistema esta preparado
inicialmente en un estado del tipo |<p(ﬁ‘:2'm°+"°)) = |N/2,m¢} 4 ® |no) R, configuracién
que da cuenta de N/2 + my atomos excitados entrando en la cavidad y no fotones
presentes en el campo de radiacion.
Comenzamos por considerar la evolucién dinamica de los valores de expectacion

de los operadores involucrados en el Hamiltoniano, a saber:

tSuponemos que los A, conmutan con los 0,-.
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Aplicando el Teorema de Ehrenfest (1.13), con el Hamiltoniano de Dicke (1.1), las

ecuaciones de movimiento para esos valores medios resultan

d

ma(a*a) = h(—g"(R.a) + g(R_a") (1.17.a)
ha(R) = B (g (Red) - g(i2-ah) (1.17.b)
indit(ma) = hg((ByR.) +2h(R.ata)) (1.17.0)

I
o
Q
+*
—_
|
o~
b=
+
l:u
~
[
[\&)
o
-
>
N
f=%)
i
=33
~
N

ih i(l‘z_af) (1.17.d)

dt
Este conjunto abierto de ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden no puede
atacarse con las técnicas usuales de la TI [7-15]. Efectivamente, si continuiramos
incorporando ecuaciones de movimiento para los operadores que aparecen en el lado
derecho de las iltimas ecuaciones, surgirian mas observables que no hemos tenido
en cuenta hasta ahoral, y finalmente se obtendria un conjunto infinito de ecuaciones
de movimiento. Esta situacién (u otra donde el nimero de operadores a incluir sea
muy grande) se presenta en muchos casos de interés fisico, y debe ser atacada en
una forma alternativa a la propuesta por Alhassid y Levine [7] que mencionamos
en la seccion anterior. Para lograr cerrar la cadena de conmutadores de un modo
practico, se debe seguir necesariamente un camino diferente [16, 17, 22]. El punto que
deseamos enfatizar es que en el problema que nos interesa pueden alcanzarse resultados
satisfactorios, como ejemplificaremos mds adelante, concentrando la atencion solo en
la evolucion temporal de la inversion de poblacion atomica.

Ahora bien, ya que estamos interesados en la descripcion de (I:Z,)(t), es util pro-
ceder de la siguiente manera: tomar la derivada de (1.17.b) con respecto al tiempo

y usar (1.17.c) y (1.17.d) para llegar finalmente a una ecuacién que contenga valores

" Por ejemplo, en los conmutadores de fZ+ R_y R.ata con H se afiaden R+ R,&, R.R_at, R.p'iii'&
y R_atata.
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medios de observables que involucren a R, (y que conmuten con é€l). Despejando
R, R_ de la ec. (1.3) y haciendo uso de la constante de movimiento (1.6), se llega a

una ecuacion de segundo orden:

%Ui)(t) = —28%g[* [(R.)(¢) + A7 B(t)]. (1.18)

La inhomogeneidad aqui presente,
B(t) = 2h(R,ata)(t) — (R2)(t) + r(r + 1)A2, (1.19)

que contiene toda la no linealidad del problema, sera aproximada de una forma ade-
cuada con el fin de resolver la ec. (1.18) cuando se proveen las condiciones iniciales
(R.)(0) = moh y (d(R.)/dt)(0) = 0, y los valores ¢ = mo + no y r = N/2. Notar
que la ec. (1.18) posee la ventaja adicional de que todos sus términos son reales, a
diferencia del sistema de ecs. (1.17).

Para inferir los valores medios que aparecen en la inhomogeneidad (1.19), tomamos
una prescripcion de TI para el operador densidad del sistema, que en el esquema de

Schrodinger adquiere la forma

afgN exp[—A(t) RZ]
pl) = Tr{exp[—A(¢) Rz]}

(1.20)

Podemos ahora computar aproximadamente los dos primeros términos de B(t), por
medio de la definicién (1.15). Recordamos que A(t) es un multiplicador de Lagrange
definido por el valor instanténeo (R.)(t), solucién de la ec. (1.18) evaluada a tiempo
t. Los pasos a seguir para obtener la solucion pertinente consisten en partir del valor
medio relevante para un momento dado, encontrar § (esto es, A) en ese instante,
calcular la funcién B y propagar (f?,,) en el tiempo mediante la ecuacion diferencial
que éste satisface. El “nuevo” valor de (1:’.,) permite determinar la matriz densidad
y la inhomogeneidad (1.19) en un instante posterior, luego el siguiente (R.), y asi
sucesivamente. Finalmente seilalemos que el problema a ser resuelto puede ponerse
como:

X+2X+2B[X(T)=0 (1.21)
X(0)=mo, X(0)=0, (1.22)
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donde el punto indica derivada con respecto a la variable independiente escaleada
T = hlg|t, X representa la variable dependiente, X = ﬁ""(f%z)(T), y se define B, =
R2B.

El problema de resolver una ecuacién diferencial ordinaria puede siempre reducirse al
estudio de un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden. En este caso, reescribi-

mos (1.21) en la forma

dX

=Y (1.23.a)
dy
-7 = —2X —2B(T), (1.23.b)

donde Y es una nueva variable, y las condiciones iniciales (1.22) se introducen simplemente
como X (0) = mg, Y(0) = 0. El método numeérico que utilizamos para integrar el sistema
es el de Runge-Kutta de cuarto orden [33, Cap. 15).

Como hemos senalado, en cada instante T es necesario ademas hallar el multiplicador

de Lagrange A, que surge de la “informacion disponible”:

M = M A
( > e')‘(T)"‘I) ( > e"\(T)"‘mh)—(R,)(T)=O. (1.24)

m':—N/2 \m=—N/2

Para encontrar la raiz de esta ecuacién no lineal se utiliz6 el método de Newton—Raphson [33,

Cap. 9].

Varios autores han investigado distintos aspectos del modelo de Dicke. En la
ref. [34], por ejemplo, puede encontrarse un tratamiento del modelo con métodos
cuanticos exactos, que comparamos con nuestros calculos; también se da un estudio
analitico en la ref. [35]. Con el tratamiento simple que hemos descripto [22] se ha
obtenido el comportamiento correcto para la evolucion del sistema, que consiste en
un intercambio periddico de energia entre los dtomos y el campo (recordemos que
no se considerd interaccion con las paredes del contenedor). Presentamos algunos
resultados inferidos, obtenidos para diversos valores de N, mq y ¢ (o sea, ng). A
modo de ejemplo, en la figura 1.1 se compara la solucién exacta para la inversién

atéomica (R;)(T) (en unidades de &) con el resultado aproximado, tomando N = 100

particulas con la condicidn inicial mg = 49 y ng = 10. Como puede verse en este
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y otros ejemplos, el método de inferencia que utilizamos predice adecuadamente el
comportamiento de las variables dinamicas.

La figura 1.2 exhibe el rate de radiacién I (en unidades de Aw) en funcién del
tiempo escaleado T, para el caso de N = 100 particulas, con el sistema atémico casi
completamente invertido (mg = r —1) y con ng = 5. Los periodos de emisién (I > 0)
y absorcién (I < 0) de fotones se corresponden con la desexcitacién y excitacién,
respectivamente, del subsistema de 4tomos. La periodicidad de la evolucion temporal
puede mostrarse también a través de “orbitas” en un diagrama de fase, dadas por
X = kh™Y(R,) versus Y = dX/dT. En lafig. 1.3 graficamos las curvas correspondientes
a los casos ng = 1, 5 y 10, con N — 1 atomos inicialmente excitados, fijando N en
100.

La fig. 1.4 presenta nuestras estimaciones para el primer maximo de radiacién,
considerando mg = r — 1 y distintos valores de ng. Se muestran resultados para
diversos valores de N y del nimero de fotones inicial. En la fig. 1.4(a), Tap re-
presenta la posicion del primer maximo del nimero de fotones, y en la fig. 1.4(b)
vy = N71(a'a)(Ty) indica su magnitud intensiva. El instante en que la energia
del campo toma su primer maximo disminuye al incrementar el tamano del sistema
(esto es, N), evidenciando el comportamiento cooperativo caracteristico del modelo.
También la presencia de un mayor nimero inicial de fotones acelera la desexcitacion
de los 4tomos, como puede verse en los ejemplos de la figura. El comportamiento de
Tm y vm esté en buen acuerdo con aquellos obtenidos por Scharf [34] bajo condiciones
similares.

Finalmente, las transformaciones
t— —ai— a— 4 R, —s &

VN’ vN' 7 N
llevan a la siguiente ecuacion de movimiento para la variable intensiva:

d’z 1
f F = =2 ("N‘x =} bl) ) (1'25)

donde 7 = h|k|t = V/NT, 2 = X/N y by = B;/N?. La figura 1.5 es un grifico de

N-1(a'a) frente a T, correspondiente a la condicién inicial ng = N/10; la constante
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c fue elegida igual al nimero de cooperacién, ¢ = r = N/2. En esta figura, las curvas

para N = 50, 100 y 200 se superponen perfectamente para todo T'.

1.5 Conclusiones

En este capitulo nos hemos valido de un método de inferencia estadistica, obtenido
como una extensién del formalismo de Teoria de la Informacion, para tratar un pro-
blema de muchos cuerpos en Mecanica Cuantica. El esquema se basa en una genera-
lizacién del Principio de Maxima Entropia que, aplicado a distribuciones cuanticas,
permite inferir en cualquier instante el operador densidad del sistema y otras magni-
tudes de interés (como valores de expectacion de un conjunto de observables).
Hemos mostrado una descripcién aproximada, muy simple, de la evolucion tem-
poral del modelo de Dicke en la aproximacion de onda rotante. En este problema,
el tratamiento autoconsistente en términos de la Teoria de la Informacion resulta
facilmente aplicable. El esquema “teorético” empleado saca ventaja del hecho de que
la dindmica del sistema parece ser llevada por el comportamiento de solo una de las
cantidades relevantes, en este caso el valor de expectacion de la inversion de poblacion
atomica. La simplicidad de nuestros calculos radica en que independientemente de la
cantidad de dtomos y del nimero inicial de fotones, nos enfrentamos solamente con
dos ecuaciones diferenciales de primer orden (ademas de la ecuacién que fija el vinculo
del valor medio conocido de la inversiéon atémica, que se toma como informacién a
priori). Dichas ecuaciones, a pesar de ser no lineales, permiten una resolucion del
problema en forma mas sencilla y “menos costosa” (en tiempo de calculo), sobre todo
para sistemas muy grandes. Nuestro método brinda resultados inferidos razonable-
mente buenos para las magnitudes relevantes en comparacién con la solucién numérica
exacta del problema. Como mencionamos, ésta se obtiene resolviendo la ecuacion de
Schrodinger, que se transforma en un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer
orden para los coeficientes de la funcion de onda expandida en una base adecuada.
El numero de tales ecuaciones es del orden del nimero de particulas intervinientes.
El tratamiento tedrico empleado puede considerarse como una eztension del pro-

cedimiento usual, el cual ha sido satisfactoriamente utilizado, por ejemplo, en las
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refs. [7-15]. Si bien en nuestro caso no se puede recurrir a la clausura de una
semialgebra entre los operadores relevantes y el Hamiltoniano, hemos logrado ata-
car el problema de una forma alternativa sencilla y que ha mostrado su eficiencia en

la bondad de los resultados obtenidos.
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Figura 1.4 Posicién T)s y magnitud intensiva vpy = N~1(a'a)(7ns) del primer méxi-
mo del numero de fotones, para sistemas de distintos tamafos con varias condi-

ciones iniciales.

Figura 1.5 Solucidn inferida para el valor de expectacion intensivo del numero de
fotones versus 7 = NY/2T, para N = 50, 100 y 200.
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Figura 1.1: Resultados exacto e inferido para la inversién atémica X = &~! (IAL) en
funcion del tiempo escaleado T'.
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Figura 1.2: Intensidad de radiacién emitida I/Aw en funcién de T', cuando el campo y
las N particulas estdn inicialmente en el estado |r,r —1)4 ®|5) g, con r = N/2 = 100.
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Figura 1.3: Orbitas que exhiben el comportamiento de X = ﬁ_l(Rz) versus Y =
dX/dT, con distintas condiciones iniciales para el campo de radiacién.
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Figura 1.4: Posicién Tps y magnitud intensiva vpy = N1 (ata)(Tn) del primer maxi-
mo del mimero de fotones, para sistemas de distintos tamafos con varias condiciones
iniciales.
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Figura 1.5: Solucidn inferida para el valor de expectacion intensivo del numero de
fotones versus T = N2 T, para N = 50, 100 y 200.
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Capitulo 2

Descripcion entrépica de la

dinamica de un sistema

2.1 Introduccién

Como mencionamos en el Capitulo 1, recientemente se ha llevado a cabo [1, 2] una
serie de experimentos con atomos de Rydberg y radiacién electromagnética, lo que
ha demostrado que es posible estudiar una particula interactuando con un tnico
modo resonante del campo electromagnético dentro de una cavidad [3]. La formu-
lacién tedrica de este tipo de interaccidn, introducida por Dicke (en el caso de muchos
dtomos) [4] y por Jaynes y Cummings (en el caso de un solo dtomo) [5] ha sido es-
tudiada por diversos autores. Citamos a modo de ejemplo las refs. [3, 6-17], donde
se presenta el tratamiento de la dinamica del sistema atomico y del campo de ra-
diacién bajo diferentes circunstancias: en algunos casos se considerd la aproximacion
de onda rotante (RWA), que simplifica el tratamiento, y en otros casos los términos
antirrotantes fueron incluidos en el Hamiltoniano; se supusieron cavidades con y sin
pérdidas; se tomaron uno o mas atomos dentro del contenedor; etc. También se
ha estudiado [9, 12, 16] la relacién entre la evolucién de la inversién atémica y la
compresion de las amplitudes del campo electromagnético.

En el primer capitulo de esta Tesis describimos la evolucién temporal del modelo

29
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de Dicke teniendo en cuenta la RWA. Técnicas inspiradas en la Teoria de la Informa-
cién nos permitieron hallar [15] el operador densidad y la dinamica de la inversién
de poblacién atémica y del nimero de fotones, en forma aproximada, considerando
un tnico observable relevante. La condicién inicial impuesta fue un autoestado del
operador de inversién para los atomos y un estado nimero para el campo.

La evolucién del modelo presenta caracteristicas notables si se prepara inicialmente
al campo electromagnético en un estado coherente, en cuyo caso los atomos y el campo
se van acoplando en una forma maés compleja. Se produce, después de un cierto
tiempo, un colapso [6] de las oscilaciones de Rabi que presenta la inversion atémica
y, mds tarde, una reaparicién [7] (a la que nos referimos de aqui en adelante como
revival) del movimiento periédico. El presente capitulo esta dedicado a describir este
comportamiento.

Es bien conocido que la entropia de Shannon de la Teoria de la Informacién [18-
23] resulta una cantidad muy util para estudiar un sistema fisico, ya que contiene
informacidn relevante sobre el estado del mismo en cada instante de su evolucion. En
las refs. [24-27] aplicamos el Principio de Maxima Entropia al estado fundamental de
un sistema finito, y utilizamos la entropia cuantica inferida como herramienta para °
detectar signos de transiciones de fase. En base a un conocimiento limitado de va-
lores de expectacién del problema, se obtiene [26, 27] una prediccién precisa de las
regiones criticas de ciertos parametros de control en sistemas con un nimero finito
de particulas. Otro ejemplo que podemos citar es el estudio [28] del fendmeno de
squeezing y su relacion con la entropia de Shannon en el problema del amplificador
paramétrico degenerado. La matriz densidad del sistema puede obtenerse por medio
del Principio de Maxima Entropia, lo que permite describir la compresion de los ope-
radores de cuadratura del campo electromagnético en términos de los multiplicadores
de Lagrange asociados con el problema variacional.

Es nuestro propdsito realizar un analisis detallado de la entropia informacional
del modelo de Dicke, con la idea de describir los procesos que se llevan a cabo en el
sistema bajo distintas condiciones iniciales. En particular, los fendmenos de colapso
y revival de las oscilaciones de Rabi son descriptos [17] en términos entrépicos, y

algunos resultados numéricos son presentados para varios casos de interés.
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En la Seccién 2.2 se muestra la forma que toma el Hamiltoniano de Dicke in-
cluyendo los términos antirrotantes, asi como la ecuacion de movimiento para la
funcién de onda que caracteriza al sistema. Los importantes fenomenos de origen
puramente cuantico que presenta la dindmica cuando el campo inicial es coherente
son descriptos para el caso de una sola particula en la Seccién 2.3. A continuacion,
en la Seccién 2.4, proponemos una forma de reducir el conjunto infinito de ecuaciones
dindmicas (originado en el espacio de Fock) a un sistema finito, “matematicamente
tratable”. Para llevar a cabo tal reduccién apelamos al formalismo introducido hace
unos pocos afios por Pegg y Barnett para el tratamiento de estados 6pticos. La
Seccién 2.5 estd dedicada a considerar la deteccién de las oscilaciones de Rabi y los
fenémenos cuanticos citados por medio de la entropia de informacién de Shannon.

Presentamos algunos resultados y conclusiones en esta ultima seccion del capitulo.

2.2 Modelo de Dicke sin RWA

El Hamiltoniano general —esto es, sin considerar la RWA— para la interaccion dipo-
lar de NV atomos idénticos de dos niveles con un modo cuantizado del campo electro-

magnético estd dado por [4]
H = Hy+V = (wrR, + hwatd) + hg (Ry + R_) @ (& + &), (2.1)

donde, por simplicidad, hemos supuesto que la constante de acoplamiento g es real.
Los operadores que representan a los dos subsistemas, ﬁz, R+ y R para los atomos,
y a y a' para los fotones, son los introducidos en el capitulo anterior. Nuevamente
consideramos el caso de una cavidad sintonizada con la transicién atémica (w = wg),
sin pérdidas y de dimensiones menores que la longitud de onda de la radiacién. No
se toma en cuenta el efecto de colisiones atomicas ni superposicion de las funciones
de onda de los distintos atomos.

Notemos que en el Hamiltoniano de interaccion se ha incluido los términos anti-

rrotantes, proporcionales a R a' y R_a. Se tiene entonces

[Ho, V] = 2h%wg(Rya! — R_a), (2.2)
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y como consecuencia la parte libre del Hamiltoniano (2.1) no es una constante de
movimiento.

Como senalamos en la Seccién 1.2, el Hamiltoniano de Dicke opera en el espacio
de Hilbert (C?)®N @ F, donde (C?)®N corresponde a los N itomos de dos niveles y F
a los fotones. El momento angular de spin total R? es una constante de movimiento,
lo que implica que dada una condicién inicial el sistema permanece en un subespacio
particular con “nimero de cooperaciéon” fijo dado por alguno de los valores r =
N/2,N/2 —1,...,0(1/2), para N par (impar). De aqui en mas nos restringimos
al subespacio simétrico, r = N/2, que es generado por los vectores de estado (no

degenerados)
|m;n) = |r,m)a®|n)r, r=N/2, m=—-r,—r+1,...,r, n=0,1,...

Es conveniente trabajar en la representacion de interaccion. Haciendo uso de la
condicién de sintonia perfecta del campo en la cavidad con la transicién atémica,

puede verse facilmente que los operadores no diagonales en la nueva representacion

resultan
a(t) = e""“ta, al(t) = e™al, (2.3.a)
Re(t) = 'Ry, (2.3.b)
mientras que
R.(t) = R.. (2.3.c)

El acoplamiento entre atomos y campo queda entonces descripto por
V(t) = hg(Rya + R_a" + e R at + et R_4), (2.4)

y el sistema esta caracterizado por una funcién de onda del tipo

|ins (1) Z me,, ) [m;n) (2.5)

m=—r n=0

Esta evoluciona en el tiempo bajo la accién de V(t), de acuerdo con la ecuacién

A in(t)) = V() (1) (2.6)
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Introduciendo (2.4) y (2.5) en (2.6), se obtiene un conjunto infinito de ecuaciones
diferenciales acopladas de primer orden para los coeficientes complejos b en funcién
de la nueva variable dependiente T' = fhigt. Para los coeficientes correspondientes a

los 2r + 1 estados del tipo |r,m)4 ® |0)r, resulta

; db_ro _ e~ T \/2r b_p11(T), (2.7.a)
dT
; d;f;o = +or be1 41T, (2.7.b)

ysim=-r+1,...,r—1:

. db,,
i dT’° = \/(r—m+1)(r+m) bmo11(T) +
_12WT\/ 7‘ +m — l) bm+1,1(T). (2.7C)
Para los demas coeficientes, con niimero de fotones n = 1,2,.. ., se tiene
db—r n )
: dT, 2rm borirn1 “IWTor(n 4+ 1) borpr i (T), (2.7.d)
z a;frrn V2r(n 4 1) by (T) + €2V TV2rn b,y i (T), (2.7.e)

ysim=-r+1,...,7r—1:
dbm n

~.

= VJr-m+1)(r+m)n+1)bno1ar1(T)+

+ Vr-m)r+m+1Dnbupina(T)+

+ eT/(r—m+1)(r 4+ m)n bnoy a1 (T) +

+ e /(r=m)(r+m+1)(n+ 1) bpyrnsr(T)- (2.7.1)

En estas expresiones, el paraimetro W = w/(hg) representa una medida de la magni-
tud de la interaccion. El valor limite W = oo corresponde a la RWA que analizamos en
el capitulo anterior; en esta aproximacion, como mencionamos, la interaccion dipolar
antirresonante no se tiene en cuenta, lo que equivale a que en las ecuaciones (2.7) los
+WT

términos que contienen los factores rapidamente oscilantes e no estan presentes.
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Para referencia posterior, notamos que se puede pensar a (2.7.f) como la ecuacién de
movimiento general para cualquier by o(T) (V m = —r,...,r, n = 0,1,...), siempre
que se tome el recaudo de eliminar del lado derecho de la ecuacién los términos que
posean coeficientes by (T tales que |m'| > 7 6 n’ < 0.

El valor de expectacién del operador de inversion atémica en el tiempo T esta
dado por la suma

(R)(T) = > > mh|bmn(T)P, (2.8)

m=-r n=0

mientras que el nimero medio de fotones se expresa como

T [~}
@a)(T) = 3 3 nlbmalT)P (29)

m=-—r n=0
Estas y otras cantidades de interés (como la entropia de infomacién que calculamos
mas adelante) se obtienen después de resolver, en forma numeérica, el sistema dinami-

co (2.7) a partir de condiciones iniciales dadas.

2.3 Oscilaciones de Rabi en el modelo de Jaynes—
Cummings

En el capitulo anterior estudiamos en detalle el Hamiltoniano de Dicke con RWA
cuando se prepara el sistema a o = 0 en autoestados de R, y a'a. En ese caso,
recordamos, la solucion exacta del problema puede obtenerse resolviendo un conjunto
finito de ecuaciones diferenciales. Ello se debe a que el sistema se “mueve” en un
subespacio de dimensién N/2 + M + 1, donde M = min{N/2,c} siendo c la ener-
gia no perturbada, que es una constante de movimiento. Ahora nos interesa tomar
como condicidn inicial los dos subsistemas no correlacionados con la totalidad de los
atomos excitados y el campo en un estado coherente, de tal manera que inicialmente
la situacion esta descripta por

[¥in(0)) = |¥4(0)) ® [¥r(0))

(o)

= Inra®e 25" Z n)g, (2.10)

n=0 \/;l_!
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donde a es un nimero complejo cuyo médulo cuadrado representa el nimero medio
de fotones presentes en tg. La dindmica que sigue el sistema presenta importantes
fenémenos de origen puramente cudntico, que describimos a continuacién para el
caso N = 1. Mas adelante mostramos una forma de detectar esos procesos para N

arbitrario, haciendo uso de la entropia de Shannon de la Teoria de la Informacion.

Consideremos por un momento el Hamiltoniano del modelo de Jaynes—Cummings

con RWA [5]:

2

donde g, = hg/2, y 6; son las matrices de Pauli, que representan a la particula.

. h
Hyc = (ﬂ&z + ﬁwflt&) +hgy (644 + 5-a") (2.11)

Supongamos que el estado estadistico cuantico del campo en ¢, = 0 es un estado
coherente |a) correspondiente a un promedio de fotones 7 = |a|?. Varios autores han
mostrado que, a pesar del caracter hermitico de Hic —que garantiza evolucion libre
de pérdidas para todas las variables dinamicas—, bajo esa condicién inicial el modelo
exhibe decaimiento y signos de aleatoriedad. Cummings consideré [6] las propiedades
de coherencia del modelo para tiempos cortos (¢;¢ < 10), mientras que Eberly et al.
presentaron (7] los primeros resultados analiticos y numéricos confiables para tiempos
casi arbitrarios (0 < ¢;2 < 10%). Meystre y Zubairy mostraron (8] a su vez que el
modelo de Jaynes-Cummings describe una situacion puramente cuantica —la mas
simple posible en 6ptica cuantica— con la cual se podrian generar “estados compri-
midos” del campo electromagnético. A continuacién presentamos los resultados mas
importantes obtenidos en relacion con estos fenomenos.

El modelo de Jaynes-Cummings tiene solucion analitica en la RWA. En estas
circunstancias se puede diagonalizar exactamente el Hamiltoniano y obtener, por
ejemplo, la probabilidad de transiciéon para emision o absorcion de un foton en un
tiempo t. Esta viene dada por 4g%(k + 1)R;? sen?(Rxt/2), donde con k = 0,1, ... se
indica el correspondiente autoestado de H, y Ry = VA? +4g%(k + 1) se denomina

frecuencia de oscilacién de Rabi cuantica (A = wgr — w tiene en cuenta algin posi-
ble desfasaje o detuning entre atomo y campo). En presencia del campo, entonces,
las probabilidades de ocupacion de los niveles superior e inferior del atomo oscilan

periddicamente.
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Si el campo estd en un estado coherente |a), el grado de excitacién del sistema de
dos niveles esta representado, en una escala entre —1 y 1, por la suma infinita

(G:)(t) = —elal i !(;:j?n cos (2g1v/n t), (2.12)

.

n=0
que no es una funcién periédica y por otro lado no tiene expresién analitica finita
conocida (se supone que el dtomo estd inicialmente en el estado fundamental, y
que w = wpg). Para tiempos muy cortos y 7 grande, la suma se comporta como
cos (2g1v/n t), que es el resultado de la aproximacién semicldsica (donde se considera
al campo electromagnético como una funcién del tiempo, en lugar de introducir los
operadores de fotones). Cummings mostré [6] que, para tiempos intermedios y en
resonancia, las oscilaciones de tipo coseno colapsan y estan limitadas por la envol-
vente gaussiana exp (—g?t?), que es independiente de la intensidad del campo. Para
tiempos intermedios, valores de i intermedios o muy grandes, y desfasaje A arbitrario
—aunque pequeno comparado con las frecuencias w y wg—, una mejora de la funcién

de colapso de Cummings esta dada por [7]

e~ 12 _y omait? 20}n/ (A% +491R) (2.13)

que depende de ¢g?7 en forma no lineal y predice un colapso mucho més lento fuera
de la resonancia. Cuando 2¢;v/7t ~ 102 — 10%, el coseno oscila muy rapidamente y el
colapso de coh<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>