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Capitulo -1

Introducciéon



En los tltimos 20 afios, la simetria conforme ha pasado a desempenar
un papel fundamental en la Fisica Tedrica.

Tanto en el contexto de Teorias de Cuerdas como en el estudio de sis-
temas criticos en Mecinica Estadistica se han desarrollado técnicas para
explotar la invarianza conforme en distintos sistemas.

Estas técnicas han permitido notables avances en la solucién exacta
de diversos modelos de interés en el estudio de fenémenos criticos, en la
comprensiéon del papel del Grupo de Renormalizacién y la invarianza de
reparametrizacién en la formulacién de modelos duales, etc.

En lo que se refiere a sistemas estadisticos la importancia de la invarian-
za conforme se descubre a partir de la observacién de Polyakov [1], acerca
de que un sistema estadistico con una transicién de fase de segundo orden
deviene invariante conforme en el punto critico.

Es sabido que tales sistemas se agrupan en clases de universalidad carac-
terizadas por un conjunto de exponentes criticos, mientras que los detalles
de la estructura microscépica son irrelevantes [2], [3].

Estos sistemas pueden ser descriptos por una Teoria Cuantica de Cam-
pos invariante conforme cuyos campos estan caracterizados por dimensiones
de escala anémalas que se corresponden con los exponentes criticos.

Cabe destacar aqui que el estudio de teorias de campos con invarianza
conforme (Teorias de Campos Conformes) en dos dimensiones ha permitido,
entre otras cosas, calcular exactamente los exponentes criticos en un gran
nimero de modelos estadisticos, como el modelo de Ising, el modelo de
Potts [4], los modelos RSOS de Andrews, Baxter y Forrester [5], [6], etc.

Una de las principales motivaciones de esta tesis es justamente esta
conexién entre los fenémenos criticos y la Teoria Cuantica de Campos en
dos dimensiones.

La razén bdésica por la cual la invarianza conforme es particularmente
interesante en el caso de modelos bidimensionales, es que el dlgebra de los
generadores (conocida como dlgebra de Virasoro') es infinito-dimensional.
En virtud de ello, las funciones de correlacion de la teoria satisfacen un
numero infinito de igualdades (identidades de Ward conformes). Si la carga
central de Virasoro (¢) toma ciertos valores (que corresponden a los llama-
dos ”modelos minimales”), estas identidades determinan todas las funciones

1E] slgebra de Virasoro es el dlgebra del grupo conforme con una extensién central
caracterizada por la llamada ”carga central de Virasoro” c.



de correlacién y la teoria resulta ”exactamente resoluble” [7].

Friedan, Qiu y Shenker (FQS) [4] probaron que la condicién de uni-
tariedad restringe los posibles valores de ¢ de los modelos minimales a una
serie discreta conocida como serie FQS.

El estudio realizado por FQS es basicamente algebraico. La posibili-
dad de dar una realizacion explicita mediante una teoria de campos de los
modelos minimales unitarios descriptos por la serie FQS fue abierta por los
trabajos de Goddard, Kent y Olive (GKO) [8] que dieron lugar a la llamada
construccion del coset.

Uno de los propésitos de esta tesis es justamente estudiar en el con-
texto de la teoria de campos realizaciones explicitas de modelos minimales
unitarios siendo uno de sus aportes originales la construccién de modelos
fermidnicos constrefiidos que dan una realizaciéon explicita de los modelos
coset de GKO [9]. Tales realizaciones fermidnicas permiten identificar los
operadores primarios de la correspondiente teoria estadistica (a partir de
la identificacién de los exponentes criticos con las dimensiones de escala
anémalas) y calcular utilizando métodos de teoria de campos cantidades
relevantes como el calor especifico, la conductividad, etc.

La generalizacién de la construccién algebraica del coset de GKO, pro-
puesta por Witten [10], dio lugar a los llamados ”cosets anidados” o ”cosets
generalizados” (al igual que en la construccién de GKO, se trata de una
construccién puramente algebraica). Mas tarde estos modelos reaparecieron
como soluciones particulares de la llamada ” Ecuacién Maestra de Virasoro”
[11] cuyo espacio de soluciones es extremadamente complejo. Ademsas, la
construccién generalizada del coset podria dar lugar a nuevas series de
modelos unitarios y con ello permitiria la resolucion de nuevas familias de
modelos estadisticos.

Otro de los aportes originales de esta tesis consiste en dar una cons-
truccién explicita de estos cosets generalizados en términos de modelos
fermidnicos constrefiidos [12]. Esta construccién nos permitid, en particu-
lar, calcular explicitamente la carga central de Virasoro. Por otra parte, la
formulacién fermidnica permite, al igual que la de los modelos minimales
unitarios, identificar los operadores primarios y calcular asi cantidades de
interés en los modelos correspondientes.

Otro aspecto de importancia en el estudio de modelos conformes se
refiere a la modificacién de las propiedades conformes cuando se tienen en
cuenta sectores topoldgicos no-triviales.



Este problema fue estudiado por Bardacki y Crescimano [13] en el caso

de un modelo fermidnico abeliano del coset. Alli se mostré que el conjunto

" de funciones de correlacion de la teoria se modifica en presencia de campos
con topologia.

Una de las contribuciones originales de esta tesis es la generalizacién de
este estudio al caso no-abeliano [14]. Como se verd, el conjunto de funciones
de correlacién se modifica drasticamente al incluir sectores topoldgicos no-
triviales.

La conexién existente entre los fendmenos criticos y la teoria de campos
puede ser explotada también en el estudio de sistemas estadisticos fuera del
punto critico, que como es sabido pueden ser descriptos por una teoria de
campos masiva (no invariante conforme).

En el estudio de tales teorias existe una generalizacién de la carga cen-
tral de Virasoro (que caracteriza al modelo en el punto de invarianza con-
forme) fuera del punto critico. Se trata de una funcién de las constantes de
acoplamiento de la teoria que en los puntos fijos toma el valor de la carga
central de Virasoro. Esta funcidn se conoce como funcién C de Zamolod-
chikov [15].

El interés en el estudio de esta funcion reside en el hecho de que permite
relacionar datos de teorias conformes con funciones de correlacién fuera de
la criticalidad.

En este contexto presentamos en esta tesis la construccién de la funcién
C para el modelo de Gross-Neveu quiral [16], que tiene la particularidad de
poseer dos puntos criticos no-triviales.

Nuestro cédlculo perturbativo hasta dos loops, que constituye otro de los
aportes originales de esta tesis, muestra que la funcién C cumple con las
propiedades basicas e interpola entre los puntos criticos del modelo.

‘Esta tesis esta organizada en seis capitulos.

En el capitulo II se da una breve introduccién a la Teoria de Campos
Conforme y al estudio de teorias fuera del punto critico. En el capitulo
III se presenta la construccién de teorias del coset en términos de modelos
fermidnicos constrenidos. En el capitulo IV se describe la generalizacién
de la construccion fermidnica del coset que describe los modelos cosets



anidados y se estudia la modificacion de una teoria coset al incluir sectores
topoldgicos. En el capitulo V, luego de un repaso de las propiedades cono-
cidas del modelo de Gross-Neveu Quiral, se calcula la contribucién a dos
loops a la funcién C' de Zamolodchikov. Finalmente, en el capitulo VI, se
presentan las conclusiones.
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Capitulo 2

Introduccion a los modelos
conformes bidimensionales



2.1 Introduccion

Uno de los aspectos interesantes en el estudio de Teorias de Campos Con-
formes (T'CC’s) bidimensionales es su aplicacién en el estudio de sistemas
termodindmicos que tienen transiciones de fase de segundo orden.

Cuando uno de tales sistemas se acerca al punto critico en el que sufre
una transicion de fase de segundo orden, el tamaiio caracteristico de las fluc-
tuaciones del pardmetro de orden (longitud de correlacién) deviene infinito.
En esas condiciones, el sistema es invariante frente a transformaciones de

escala: '
o* — Az*, (2.1.1)

donde z*, (¢ = 1,..., D), son las coordenadas del espacio tiempo y A es un
parametro real.

El comportamiento de las funciones termodinamicas en este régimen
esta descripto por los exponentes criticos, que permiten clasificar sistemas
muy diversos en clases de universalidad [1].

Un tal sistema puede ser descripto en términos de una teoria de campos
efectiva que en el punto critico es no masiva [1], [2]

Los campos ¢;, asociados con las fluctuaciones de los parametros de
orden, se transforman de manera caracteristica frente a (2.1.1):

¢ — A4y (2.1.2)

Los exponentes d; son conocidos como dimensiones de escala anémalas y se
corresponden con los exponentes criticos del sistema termodinamico.

El calculo de las dimensiones anémalas es muy importante ya que de-
terminan las singularidades de las funciones termodinamicas en el punto
critico.

En 1970, Polyakov [3] propuso la hipdtesis de que en el punto critico,
ademds de la invarianza frente a (2.1.1), la teoria de campos deviene inva-
riante frente a transformaciones conformes (i.e. transformaciones de coor-
denadas que no cambian los angulos entre vectores).

La invarianza conforme impone vinculos adicionales sobre las funciones
de Green de la teoria efectiva que permitirian, en principio, determinar
las dimensiones de escala anémalas. Desafortunadamente, en dimensién
arbitraria d > 2, el cdlculo de estas dimensiones anémalas no ha podido ser
resuelto en forma cerrada.
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En dos dimensiones la situacién es drasticamente diferente: en este caso
el grupo conforme es infinito-dimensional y esto implica en una teoria de
campos la existencia de infinitas cargas conservadas. Como fue mostrado en
la Ref.[4], las identidades de Ward que resultan de esta simetria permiten
calcular exactamente todas las funciones de correlacién de la teoria y por
lo tanto las dimensiones anémalas de los campos [5], [6].

El anélisis de las clases de universalidad de los modelos estadisticos debe
incluir, ademas del estudio de las teorias en los puntos fijos, la descripcién
de la regién de escaleo alrededor de éstos. Esto corresponde, en el contexto
de teoria de campos, al estudio de las teorias en el entorno de los puntos
criticos (en los que devienen invariantes conforme).

En el estudio de teorias fuera del punto critico, en dos dimensiones,
existe una cierta funcién [7] C(g) (que llamaremos ”funcién C' de Zamolod-
chikov”) de las constantes de acoplamiento de la teoria, que en los puntos
criticos ¢ = ¢g* toma el valor de la carga central de Virasoro de la correspon-
diente teoria, C(g*) = ¢. En teorias unitarias, esta funcién es mondtona
decreciente y es estacionaria en los puntos criticos.

Estos resultados, que constituyen lo que se conoce como Teorema C
de Zamolodchikov, permiten relacionar datos de TCC’s con funciones de
correlacién de la teoria fuera del punto critico [8]. El Teorema C ha sido
utilizado en el anélisis de un gran nimero de sistemas fisicos [10]-[13], dando
lugar a importantes resultados.

La gran cantidad de trabajos realizados en este campo, asi como la de
aplicaciones en mecanica estadistica hace imposible una exposicién detalla-
da de los mismos, por lo que en este capitulo describiremos brevemente sélo
aquellos resultados relevantes para el desarrollo de esta tesis, de manera de
dar un panorama de las posibles aplicaciones de los resultados obtenidos.

" En la seccién 2.2 describiremos las propiedades generales de las TCC’s
en dos dimensiones. Calcularemos alli la carga central de Virasoro para las
teorias de fermiones libres y Wess-Zumino-Witten (WZW) [14], que serdn
utiles mas adelante.

En las secciones 2.3 y 2.4 presentaremos otros resultados que permiten
interpretar algunos de los resultados originales de esta tesis. En particu-
lar discutiremos el calculo de funciones de correlaciéon en TCC’s en dos
dimensiones, (en especial en los modelos minimales [4]), y la construccién
del coset de Goddard, Kent y Olive (GKO) [5].

En la seccién 2.5 presentaremos el Teorema C de Zamolodchikov con su



11

demostracién siguiendo la referencia original [7] y finalmente, en la seccién
2.6, calcularemos, a modo de ejemplo ilustrativo, la funcion C en el modelo

de Schwinger [13].
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2.2 Algebra de Virasoro y construccién de
Sugawara

Como mencionamos en la introduccion a este capitulo, las transfor-
maciones conformes son aquellas que dejan invariantes los dngulos entre
vectores, o lo que es lo mismo, aquellas que cambian el elemento de longi-
tud de arco en un factor arbitrario multiplicativo. Tienen la forma:

T, — :cL =z, + fu(z), (2.2.3)
de manera que:
ds? — ds'* = Q(z)ds’. (2.2.4)

Para satisfacer la relaciéon (2.2.4), debe cumplirse que:

Oufv +0ufu= % (0-1) v (2.2.5)

Aqui D es la dimensién del espacio-tiempo. De ahora en mas considerare-
mos el caso D = 2.

Es conveniente trabajar en coordenadas holomérficas (z,z) = (zo +
iT1,To — 121), (que en espacio de Minkowski corresponden a las coorde-
nadas del cono de luz z1), en cuyo caso las ecuaciones (2.2.5) para una
transformacién infinitesimal toman la forma:

a > P

ge(z,z) =0

942 = 0 (2.2.6)
5, %) = 2.

donde € = ¢y + 1€ y € = €9 — t€;. Vemos asi que cualquier funcién analitica
genera una transformacién conforme y por lo tanto estamos frente a un

grupo de simetria infinito dimensional.
El tensor de energia-impulso de una teoria invariante conforme satisface:

0T, = 0,
T, = T,
T* = 0, (2.2.7)
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de modo que T}, tiene sdélo dos componentes independientes, que en coor-
denadas holomérficas son:

1l

T.. = Too— T+ 2iToy,
= To() = Tll — 21:T01, (2.28)

el

1]
I

z

N

Usando las ecuaciones (2.2.7) es facil ver que T'= T'(z) y T = T(3).
Si definimos los momentos del tensor de energia-impulso, que llamare-

mos L,
T(z) =Y L"), (2.2.9)
es facil probar que son los generadores del grupo conforme y satisfacen:
[Lny L] = (0 — m) Ly + én(nz — )60 (2.2.10)

El segundo término en el lado derecho de esta ecuacion se denomina
extension central y su origen es puramente cudntico. La constante c es la
carga central que caracteriza a la teoria y en términos de las componentes
holomérficas del tensor de energia-impulso estd dada por:

c/2

< T(Z)T(w) >= m

(2.2.11)

(una construccién aniloga puede realizarse con T(z), cuyos momentos, L,
definen una extensién central é.)

Un ejemplo interesante de teoria conforme en dos dimensiones es el de
una teoria de fermiones libres sin masa en la representacién fundamental
de U(1), cuya accién esta dada por:

5= fdza:\fli(‘ﬂ\ll. (2.2.12)

Gracias a las propiedades de las matrices de Dirac en dos dimensiones
la accidén puede reescribirse como:

§= [dzaz(wlo e, +wlo0.). (2.2.13)
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donde ¥, y ¥_son las componentes del fermién de Dirac ¥U:

U= ( gf ) (2.2.14)

Las funciones de Green de estos campos estan dadas por:

<wl@)w) > =~
boove o 1 1
<el@u @)> = ———. (2.2.15)

El tensor de energia-impulso es de traza nula y sus componentes analiticas
y antianaliticas se escriben:

7(:) = 3 (- ¥l@o.0.): - @),

T(z) = g( vl (2)8,9_(2) : - : (B2](2)0,(2) ) (2.2.16)

de modo que utilizando (2.2.11) y (2.2.15) se obtiene:
c=c=1. (2.2.17)

En (2.2.16), los puntos : : indican que el producto debe entenderse ordenado

normalmente.
El valor de ¢ = 1 caracteriza entonces al dlgebra de Virasoro de fermiones

libres sin masa. El mismo resultado puede obtenerse para bosones libres
en dos dimensiones.

Existen teorias (que se denominan teorias racionales), que ademds de
ser invariantes frente a transformaciones conformes, poseen una simetria
generada por corrientes que satisfacen un algebra quiral.

Un caso particular esta dado por el modelo bosénico de Wess-Zumino-

Witten (WZW) [14], cuya accién viene dada por:

Slgl = glj;/dz‘”t"(angaug_l) s % /dayfijktr(g—l6i99-16j99_18k9)’
(2.2.18)
donde g es un elemento de un grupo de Lie G simple. S[g] es invariante
conforme y, ademads, es invariante frente a las transformaciones:

g — N(2)g9(z), (2.2.19)
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donde Q(z) y Q(Z) son elementos de G.

Las corrientes asociadas a esta simetria estdn dadas por:

k

Jorr = . -1
27r gg ?

- k ’

Jata - _162 L
59 0sg (2.2.20)

Para las componentes holomérficas de estas corrientes el dlgebra esta
determinada por:

k 6ab : fa.bc

J(2)J(w) = = J¢(w) + terminos regulares, (2.2.21)

(z—w)?  z-

donde f?*¢ son las constantes de estructura de G y k es una constante.
(Existe una construccién andloga para las componentes antiholomérficas.)
Si definimos los momentos J? de estas corrientes como:

JHz) =) Jez"mH, (2.2.22)

—00

éstos satisfacen un algebra de Kac-Moody con nivel k:

k
[J2, T8 = foTs, . + n§5“65n+m,o, (2.2.23)
mientras que las reglas de conmutacién con los generadores de Virasoro
estdn dadas por:

[Ln, J2] = —mJ2, ., (2.2.24)
de modo que el algebra de los generadores de simetria de estas teorias es el
producto semidirecto del algebra de Virasoro y del dlgebra de Kac-Moody.

Estas teorias tienen la caracteristica de que el tensor de energia-impulso
T(z) es cuadratico en las corrientes (2.2.21), (andlogamente para T(Z) con
las corrientes J(%)), i.e.

1-
=35

(Esta construccién se denomina construccién de Sugawara.)

=

~
N

~——
|

J(2)J%(2) : . (2.2.25)
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Imponiendo a T'(z) definido en (2.2.25) el satisfacer las reglas de con-
mutacién que dan lugar a (2.2.10), resulta:

B = —2(k + Cg), (2.2.26)

donde Cg es el Casimir cuadratico en la representacién adjunta (Cgé® =
facd feed) |y la extensién central de Virasoro que aparece en (2.2.10) resulta:

kdimG

g= !

k+ Cq

Los modos del tensor de energia-impulso (2.2.9) en términos de las co-
rrientes (2.2.22) resultan:

(2.2.27)

m-m-—n

1 o0
Ln=E 3, R IE s, (2.2.28)

m=—0oo

En particular, para G = U(1) y k = 1, la ec.(2.2.27) nos da:
c=1, (2.2.29)

que corresponde a una teoria de un bosén libre sin masa.
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2.3 Calculo de funciones de correlacién

Un objetivo basico en teoria de campos es calcular las funciones de
correlacién de campos locales arbitrarios A;(z;) (que pueden ser campos
compuestos), definidas por:

G(zy1,...,zNn) =< Ai(z1)...An(zN) >= %/Dd)e_s[d’]Al(xl)...AN(azN),
(2.3.1)
donde los campos ¢ son los campos fundamentales de la teoria y S[¢] es la
accién euclidea:

S[¢] = / dzL[$,8,4]. (2.3.2)

A partir del valor de expectacion de vacio de productos de campos como
en (2.3.1) podemos calcular los elementos de la matriz S para cualquier pro-
ceso de scattering, utilizando las reglas de reduccién de Lemhann-Syman-
zik-Zimmermann.

Desde el punto de vista de la mecanica estadistica, el cdlculo de las
funciones de correlacién de la teoria de campos efectiva que describe un
sistema critico es importante, ya que éstas contienen informacién sobre los
exponentes criticos de dicho sistema.

En esta seccidén vamos a describir brevemente el formalismo desarrollado
en [4], (ver también [15] y [16]), para el calculo de funciones de correlacién
arbitrarias como la (2.3.1) en teorias invariantes conforme en dos dimen-
siones. )

La idea es clasificar el conjunto de campos de la teoria de acuerdo a su
comportamiento frente a transformaciones conformes.

Los campos cuya ley de transformacion estd dada por:

58a(2) = e(2) 3o 9(2) + And (2)9n(2), (2.3.3)

donde A, es la dimensiéon conforme, se denominan campos primarios. El
estudio de estos campos es de fundamental importancia, ya que en términos
de estos campos pueden calcularse todas las funciones de Green de la teoria.

En particular, las identidades de Ward conformes para funciones de
correlacion que involucran campos primarios, toman la forma de ecuaciones
diferenciales lineales:
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< T(Z)¢1(21)...¢N(ZN) >=

N .
E<( = ! i)<¢1(zl)...¢5N(zN) >, (2.3.4)

< z—2z)?  z—2z 0%

1=

donde Ay, A,, ..., AN, son las dimensiones de los campos primarios ¢1, @, ...,-
¢nN respectivamente.

Existen infinitos campos no primarios (que llamaremos secundarios),
cuyas leyes de tranformacién frente a transformaciones conformes son maés
complicadas que las de los campos primarios (2.3.3). Los campos secun-
darios asociados a un dado campo primario, aparecen en el desarrollo del
producto de operadores de T'(z) con el campo primario (primeros descen-
dientes), en el producto de operadores de T'(z) con los campos secundarios
(segundos descendientes), etc. Estos campos pueden definirse de manera
explicita como:

¢7(1—k1 v—k2,a—kN) L_1,(2)L_py(2)... Loy (2) (), (2.3.5)

donde el miultiple supraindice indica que es un descendiente de orden N de
#n(z), cuya dimensién estd dada por:

AR N = A 4 kg 4+ R (2.3.6)
En (2.3.5), L_x(z) esta definido por:
T(w)

que satisfacen el dlgebra de Virasoro (2.2.10).

El conjunto infinito formado por un campo primario y los campos des-
cendientes asociados se denomina familia conforme y se anota como [¢,].

Una caracteristica importante de la clasificacién de los campos en fa-
milias conformes, es que la variacién frente a transformaciones conformes
de un campo en la familia [¢,] se puede escribir en términos de campos
pertenecientes a la misma familia, por lo tanto, cada familia conforme co-
rresponde a una representacion del algebra de Virasoro.

Se puede probar, utilizando el dlgebra (2.2.10) junto con la condicién de
que T'(z) sea no singular en z = 0, que la familia conforme [¢,] es isomorfa
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al espacio de estados llamado mddulo de Verma V,. (Anilogamente para
las componentes antiholomorfas.)

Este espacio se construye por aplicacién sucesiva de operadores de Vi-
rasoro L, con n < 0 a un estado primario |n > definido por:

In >= ¢,(0)]|0 >, (2.3.8)
donde |0 > es el vacio de la teoria que satisface:
L,0>=0 st n>—1. (2.3.9)

Debido a las relaciones de conmutacién (2.2.10), los vectores de V,, no
son todos linealmente independientes. Salvo para algunos valores especiales
de A, que discutiremos mas adelante, podemos construir una base de V,
con los siguientes estados:

L—k1L—k2'--L—kN|n e (2310)

con k1 <k, <..<kpn.

Debemos considerar también la parte antiholomorfa de la teoria y en ese
caso la representacién [¢,] es el producto directo de las representaciones del
algebra de Virasoro (2.2.10) (V,) y el dlgebra de Virasoro correspondiente
a la componente antiholomérfica del tensor de energia-impulso T(z) (V,),

1.e.

[$n] = Vi Q) V. (2.3.11)

Los vectores en este espacio tienen la forma:
L gyLogyLo gL gy |n >, (2.3.12)

y el estado primario |n > satisface:

L0|n > = An]n >
Loln> = Auln >,
Lpn> = Lpjn>=0. (2.3.13)

Asi, la representacién [¢,] estd caracterizada por dos pardmetros A, y
A,

Lo mas destacable de esta construccion es que cualquier funcién de
correlacion que involucre campos secundarios arbitrarios, puede calcularse
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utilizando las identidades de Ward (2.3.4), a partir de las funciones de
correlacién de campos primarios mediante la aplicacién de operadores di-
ferenciales lineales (para més detalles ver Ref.[4]).

Por lo tanto, toda la informacién sobre la teoria de campos conforme
estd contenida en estas funciones de correlacion.

Utilizando la simetria conforme, las funciones de correlacién de dos y
tres puntos de campos primarios quedan determinadas en funcién de las
dimensiones A, y A, y de los coeficientes del desarrollo del producto de
operadores de los campos primarios.

La funcién de cuatro puntos puede expresarse en términos de funciones
que dependen de seis pardmetros: las dimensiones de cinco campos y la
carga central de Virasoro. Estas funciones se denominan ”bloques con-
formes”.

Concluimos senialando que si se conocen los bloques conformes de una
teoria, pueden determinarse las constantes del desarrollo en producto de
operadores y las dimensiones A, y A, a partir de las ecuaciones que resultan
de utilizar la simetria de cruzamiento de las funciones de cuatro puntos.
Por lo tanto, el problema de calcular funciones de correlacion de campos
primarios en una teoria conforme en dos dimensiones se reduce al calculo
de estos bloques conformes.

En la préxima seccién vamos a estudiar teorias en las que los bloques
conformes pueden calcularse exactamente.
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2.4 Modelos minimales y sistemas estadisti-
cos

En esta seccién vamos a estudiar los modelos llamados minimales
M(p/q), que estan caracterizados por una carga central dada por:

6(p — q)°

” (2.4.1)

c(p/q) =1~
con p y ¢ enteros coprimos, p > 1y ¢ > 1.

Estos modelos son resolubles exactamente en el sentido de que todas las
funciones de correlacién y todas las dimensiones andémalas de los campos
primarios pueden calcularse.

Antes de atacar el estudio de estos modelos, vamos a sefialar una carac-
teristica importante de las representaciones del algebra de Virasoro (Mé-
dulos de Verma) (2.3.11). Recordemos que el espacio de representacién
V. (que es isomorfo a la familia conforme [¢,]), esta caracterizado por la
dimensién anémala A,. Los valores de A, para los cuales la representacién
V, es reducible, fueron hallados por Kac [17] y estan dados por:

1 1 2
A(a,b) = Ao + (gaa+ + §ba_) y (242)

con a y b enteros positivos y:

c—1
Ao = TR (2.4.3)
_VlI-cEtV25-c
a4 = \/2_4 5
(Para cualquier otro valor de A, la representacién V, es irreducible.)
La importancia de las representaciones reducibles proviene del hecho de
que poseen vectores |x > (que llamaremos vectores nulos), que satisfacen:

(2.4.4)

Lax > = 0, (2.4.5)
Lolx > = (A+K)|x >, (2.4.6)

(con K entero positivo), andlogas a las ecuaciones (2.3.13) para los vectores
primarios.
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Estos vectores tienen norma cero y son ortogonales a todos los estados

de V,:

<X|X> = Oa
<¢Y|x> =0 | >€ V,, - (2.4.7)

por lo tanto pueden ser puestos formalmente a cero sin perder informacién,
ya que cualquier funcién de correlaciéon que involucra a uno de estos vectores
se anula idénticamente:

< XA+K(Z)¢1(ZI)...¢N(ZN) >= 0. (248)

Entonces, si bien la representacion es reducible, podemos construir una
representacién irreducible simplemente poniendo a cero al vector nulo (ya
que esto anula a todos sus descendientes). La familia conforme que resulta
de este proceso, se denomina familia conforme degenerada.

La relacién (2.4.8) junto con el hecho de que cualquier funcién de co-
rrelacién de campos descendientes se puede calcular a partir de la funcién
de correlacion de los campos primarios correspondientes, dan lugar a ecua-
ciones diferenciales adicionales que permiten calcular los coeficientes en el
desarrollo en producto de operadores de los campos primarios y las dimen-
siones conformes de los mismos.

En el caso particular en el que la carga central de Virasoro estd dada
por (2.4.1), i.e. si

g 4 (2.4.9)
ay g
con p y ¢ enteros positivos, cada representacion degenerada tiene infinitos
vectores nulos de distintas dimensiones. En ese caso, la representacion
irreducible que se obtiene de poner a cero los vectores nulos, contiene un
numero de campos considerablemente menor que las familias conformes
usuales. (De ahi el nombre de teorias minimales.)

En este caso las funciones de correlacion satisfacen infinitas ecuaciones
diferenciales correspondientes a los infinitos campos nulos.

Esto impone fuertes condiciones sobre el algebra de operadores, de tal

-manera de que las familias conformes [¥,, 5], con0 < n < p,0 < m < g,
determinan por completo el dlgebra de operadores de la teoria cuéntica.
(Por ende, estas teorias tienen un nimero finito de campos primarios.)
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La condicién de unitariedad de la teoria (i.e. positividad de la norma
de los estados fisicos) restringe los valores de ¢ dados en (2.4.1) a la serie
[6]: ;
1-——

p(p+1)
que corresponde a elegir en (2.4.1) ¢ = p+ 1, p = 3,4,5, ... (Esta serie de
valores es conocida como serie de Friedan, Qiu y Shenker(FQS).)

Las dimensiones de escala de los campos en las teorias correspondientes
a estos valores de ¢ estdn dados por la férmula de Kac [17]:

cp = (2.4.10)

[(p + 1)m —~ pn)® — 1

Bylm,n) = 4p(p +1)

: (2.4.11)

m=1,.,p—1,n=1,...,m.

Estos modelos fueron estudiados por Dotsenko y Fateev [18], quienes
utilizaron el formalismo desarrollado por Feigin y Fuchs [19] (que consiste
en la construccién de una representacién integral para los bloques conformes
en una teoria conforme general), para calcular las funciones de correlacién
de varios puntos.

El interés en los modelos minimales (unitarios y no unitarios) reside en
el hecho de que (al menos para algunos valores de ¢), describen los puntos
criticos de segundo orden de ciertos modelos estadisticos en la red.

Comparando los valores de las dimensiones de escala dados por (2.4.11)
con los valores conocidos para los exponentes criticos de teorias estadisticas,
Friedan, Qiu y Shenker [6}], encontraron que ¢ = % corresponde al modelo
de Ising, c = ITE al modelo de Ising tricritico, ¢ = £ al modelo de tres estados
de Potts y ¢ = g al modelo de Potts tricritico.

Huse {20], mostré que las dimensiones anémalas de los campos primarios
de los modelos minimales coinciden con los exponentes caracteristicos de
los puntos criticos ferromagnéticos de los modelos RSOS descubiertos por
Andrews, Baxter y Forrester en Ref.[21].

Goddard, Kent y Olive [5] dieron una construccién explicita de las repre-
sentaciones unitarias del algebra de Virasoro utilizando la construccién de
Sugawara descripta en la seccién 2.2. (Esta construccién recibe el nombre
de construccién del coset) La idea es la siguiente: dada un algebra de Kac-
Moody G con una subélgebra, H, y dados Tg y Th, los correspondientes
generadores del 4lgebra de Virasoro construidos a la Sugawara (ec.(2.2.25)),
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la diferencia T, — T} satisface un algebra de Virasoro cuya carga central es:
c=cgu = (G, k) — c(H, k'), (2.4.12)

donde k y k' son las cargas de Kac-Moody de las 4lgebras G y H respecti-
vamente, y conmuta con los generadores de H.

Eligiendo ¢ = SU(2)c ® SU(2); y H = SU(2)k41, encontraron que los
valores de la carga central del modelo coset corresponden a la serie FQS

(ec.(2.4.10)).

Esta construccién dio lugar a otras series de modelos conformes con
mayores simetrias como la serie superconforme, etc. Volveremos sobre este
punto en el capitulo 3.
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2.5 Teorias no-criticas: Teorema c de Zamo-
lodchikov

En esta seccién vamos a enunciar y demostrar el Teorema C de Zamolod-
chikov siguiendo la referencia original [7], para luego mostrar en la seccién
2.6, con fines pedagdgicos, cémo se construye la funcién C en el modelo de
Schwinger.

El teorema C de Zamolodchikov [7] muestra que en toda teoria de cam-
pos renormalizable en dos dimensiones existe una funcién ("funcién C”)
dependiente de las constantes de acoplamiento g de la teoria, con las sigu-
ientes propiedades:

e es mondtona decreciente a lo largo de una trayectoria del grupo de
renormalizacién, i.e.

d——ﬂ( )‘9"(9) <0, O (281)

(B'(g) es la funcién beta asociada a la constante de acoplamiento ¢,
B(g) = dg*/dt),

e es estacionaria en los puntos criticos, es decir, dado un punto critico
correspondiente a g*,

ocC
B (@lomsr =0 = 52lomsr =0 (25.2)

e en los puntos criticos toma el valor de la carga central de Virasoro
correspondiente a la simetria conforme de la teoria en ese punto.

La prueba de este teorema, que daremos a continuacion, se basa en
condiciones generales, como renormalizabilidad, unitariedad e invarianza

frente a transformaciones de Poincaré.
Consideremos una teoria cuya accién renormalizada viene dada por:

S = / L(g, p, z)d2z, (2.5.3)

donde p es un pardmetro de escala y g denota un conjunto de parametros
(constantes de acoplamiento) adimensionales g = (g1, g2, --.)-
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Utilizando la invarianza de la teoria frente a transformaciones de Poin-
caré (invarianza frente a SO(2) més traslaciones en espacio euclideo), pode-
mos ver que el tensor de energia-impulso de la teoria es conservado y
simétrico:

T, = 0, (2.5.4)
T;“/ = Typ,- (2.55)
En una teoria no-critica en d = 2, el tensor de energia-impulso tiene

tres componentes independientes que en coordenadas holomérficas toman
la forma:

T,. = Too— T+ 2:Tn,
T Too — T11 — 2210y,
0= 4Tzz = 4(T00 + Tll), (256)
que son las componentes de spin 2, —2 y 0 respectivamente.
Definamos las siguientes funciones:
F = 2*<T(2,2)T(0,0) >,
G = 2°7<T(2,%2)0(0,0) >,
H = 2’7 <0(2,7)0(0,0) > . (2.5.7)
Usando la invarianza frente a rotaciones, traslaciones y analisis dimen-
sional, es facil probar que F, G y H sélo dependen de |z|> = 27 y de las
constantes de acoplamiento adimensionales g*. Ademads, dado que F, Gy H
son adimensionales, sélo pueden depender de |z| a través de las constantes
de acoplamiento "running” ¢*(1/|z|).
La ley de conservacién del tensor de energia-impulso en coordenadas
holomérficas toma la forma:

azT+%az@ = 0,

NN
If
Il

= 1
0, T + ZBZ-O = D (2.5.8)
Utilizando estas ecuaciones se obtienen las siguientes relaciones:
A
F+Z(G_3G) = 0,

0, (2.5.9)

G—G+%(H—2H)
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dbnde hemos definido:

F= dlng|z|° (2.5.10)
Siguiendo [7], definimos:
CE2F~G—-§H, (2.5.11)
que satisface, utilizando (2.5.9),
C = —%H. (2.5.12)

Dado que la teoria es unitaria, H es definida positiva y por lo tanto C es
monoétona decreciente.

En los puntos de invarianza conforme, la traza del tensor de energia-
impulso © se anula, de donde se obtiene:

Clpuntos fijos = 2F = 224 < T(Z,E)T(O, 0) >y (2513)

que es la expresion de la carga central de Virasoro de la correspondiente
teoria de campos conforme, ec.(2.2.11).

En una teoria renormalizable, la traza del tensor de energia-impulso
esta relacionada con la funcién 8 a través de:

O(@) =) A(9)%:(2), (2.5.14)
donde: 5
®;(z) = 8gi£(x)' (2.5.15)
Utilizando (2.5.14) podemos reescribir (2.5.12):
. dC .
C= llezl = 122[* Y B(9)F (9) < ®i(2)®;(0) > . (2.5.16)

Utilizando la ecuacién de Callan-Zymanzik:

(3 (Gt o + 1t0)) - S50 ) =
< Ay(z1).. An(zn) >=0, (2.5.17)
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donde: 5
=D+ ﬂi(g)a—(]i, (2.5.18)

podemos reescribir la ec.(2.5.16) de la siguiente forma:
' . o
B l9) 5 Cld") = —12G:i(9)B' ()" (9), (2.5.19)

donde hemos definido:

Gii(9) = Gi(|2] = 1,9),
Gii(lz],9) = |2|* < ®i(z,2)®;(0,0) >, (2.5.20)

(Hemos utilizado el hecho de que las componentes del tensor de energia-
impulso no adquieren dimensiones anémalas.)

A partir de (2.5.19) vemos que en los puntos en los que C(g) es esta-
cionaria, la funcién # se anula, por lo tanto corresponden a puntos criticos.

La proposicién inversa (i.e. el que los ceros de la B corresponden a
puntos estacionarios de C(g)) sélo puede probarse de manera perturbativa.
Verificaremos este punto en el modelo de Schwinger al final de la préxima
seccion
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2.6 Un modelo simple: QED,

Como mencionamos en la seccién 2.5, vamos a construir ahora, con
fines pedagdgicos, la funcién C en un modelo en el que es posible calcularla
exactamente [13]: el modelo de Schwinger. Este fue uno de los primeros y
pocos modelos en los cuales, recientemente, se ha logrado calcular la funcién
C.

La funcion de particiéon viene dada por:
A / DADy D%
o 1
exp (— / d*z (1/)(2(? +eA) + ZF},,,F’“’)) , (2.6.1)

Dado que la teoria es invariante de gauge, la integral funcional (2.6.1) no
estd bien definida si no se fija el gauge de manera adecuada. Para hacerlo
utilizaremos el procedimiento de Fadeev y Popov [22].

Sea la resolucién de la identidad:

1= / DgAppS [F[A%], (2.6.2)
con F[A] = 8,A,, (gauge de Lorentz), en cuyo caso App estd dado por:

AFP = det(—A). (263)

Z = Ndet(—A) / Dy / DPDyDA
§ [FIA@)] exp (z [ & (E(ia + A + i—F,,,,F‘“’)) (2.6.4)

Ahora podemos ver que haciendo un cambio 4, — Aif ™), el integrando
completo sobre Dg deviene independiente de g. Esto se debe a que la
medida de integracién DA, la accién y el jacobiano de de Fadeev-Popov
AFrp, son invariantes frente al cambio realizado.

De este modo la integral sobre el grupo Dg origina un factor que es
volumen del grupo de gauge (en este caso U(1)). La funcién de particion
estd definida a menos de un factor multiplicativo (M en (2.6.1)), de modo
que podemos absorber el factor que surge del procedimiento de fijado de
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gauge redefiniendo M. En lo que sigue elegiremos por conveniencia N =
1/Vol U(1), (N = 1/Vol G para un grupo de gauge G arbitrario), de modo
de evitar la aparicion de factores divergentes irrelevantes.
Z = det (-A) [ DADYDY5(3,4,)
- 1
exp <—- / d’z (d)(z@ + A + @F,fy)> . (2.6.5)

Podemos ahora desacoplar a los fermiones del campo de gauge A,, re-
alizando el siguiente cambio de variables [23]:

Y = e’vscbx
1; - ie’YSfﬁ
1
A# = —6'61“,0,,(]5, (266)

con lo cual la accién pasa a ser:

, 1
El cambio de variables (2.6.6) tiene asociados los siguientes jacobianos
[23]:
Jp = eil;fd%qsms,

Jg = det (—A), (2.6.8)

con lo cual la funcién de particién toma la forma:
2 e?
Z = det ifdet (—A) / Dge~ [ #es(a+588)8. (2.6.9)

Los determinantes que aparecen como prefactores en (2.6.9), correspon-
den a fermiones libres y ghosts, desacoplados del campo ¢. La contribucién
proveniente de los fermiones libres a la funcién C es precisamente el valor
calculado en (2.2.17):

Bfamilans =2 1 (2.6.10)
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La contribucién de los ghosts puede evaluarse siguiendo los mismos pa-
sos que en el caso de fermiones libres (ecs.(2.2.14)-(2.2.16)). El resultado

€s:
Cghosts = -2 (2611)

Para el cdlculo de la contribucién a la funciéon C proveniente del tercer
factor en (2.6.9), necesitamos el propagador del campo ¢. Este viene dado
por:

1 e 1 e
< ¢(z)d(y) >= EKO(\/—EL’E — g} <+ Elnﬁﬁ -yl (2.6.12)
El tensor de energia-impulso viene dado por:
T¢ = _§ i’q's[A(A - f)]¢ + 3¢a 0,A¢ — —1-¢a d,¢ (2.6.13
py uwv 262 - 62 uwYv 71'2 v @, .0. )

que en coordenadas holomodrficas tiene tres componentes independientes

(ec(2.5.6)):

2 e?
= 2 e?
T = EEMZ@E(A—EFW

4 .
© = —S4AAS. (2.6.14)

Utilizando (2.5.12), junto con (2.6.12) y (2.6.14) y teniendo en cuenta
las contribuciones constantes dadas por (2.6.10) y (2.6.11), la funcién C
resulta:

=2

C(e) = % 2+ &)Kq(e)? + 2eKo(8)Ka () — EKo(e)?],  (2.6.15)
donde hemos definido la constante adimensional:

E= —7;|z| (2.6.16)

Esta funcién es estacionaria en los extremos € — 0, (]z| — 0, UV)
y € = 00, (|z| = o0, IR) , y toma respectivamente los valores ¢ = 1 (que
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corresponde a un fermién de Dirac libre y sin masa)y ¢ = 0 (que corresponde
al limite en el que no hay excitaciones sin masa).
C(e) dada por la ecuacién (2.6.15) es mondtona decreciente y satisface

(2.3.19):

ﬂ(é)% = —12|2|* < ©(2)0(0) > |s=r- (2.6.17)
Si desarrollamos (2.6.15) alrededor de & = 0:
c(e) =1+ 252 + O(e*in’e), (2.6.18)
obtenemos:  280()
Ale) =g (2.6.19)

de donde se sigue que los ceros de la funcién B corresponden a puntos
estacionarios de la funcién C.

Este calculo fue realizado en la Ref.[13], y constituye el 1inico caso en el
que la funcién C de Zamolodchikov pudo ser evaluada exactamente.
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3.1 Introduccién

La llamada construccién de Goddard-Kent-Olive (GKO) [1], descripta
en la seccién 2.4 de esta tesis, ha resultado una herramienta muy 1util en
el estudio de teorias conformes. De hecho, la busqueda de realizaciones
tedricas de estos modelos coset es un problema de interés que ha dado
lugar a numerosas investigaciones [2]-[3].

En términos de modelos de WZW ”gaugeados” [4], (es decir, acoplados
a un campo de gauge), este problema fue resuelto en la Ref.[2].

Con respecto a realizaciones en términos de fermiones, ya en su trabajo
original GKO [1] sugirieron que la construccién del ”Coset” podria estar
relacionada a teorias fermidnicas constrenidas.

Este tipo de teorias ha sido estudiado en la Ref.[3], pero la expresién
explicita de la funcién de particion de modelos cuyos valores de la carga
central de Virasoro estan en las series discretas (modelos minimales, super-
conformes con ¢ < 3/2, etc.), no habia sido presentada.

En un trabajo realizado en colaboracion con Enrique Moreno y Cecilia
von Reichenbach [5] presentamos la construccién explicita de estos mode-
los en términos de fermiones constrefiidos. Esta construccién forma parte
de los aportes originales de esta tesis y serd descripta en detalle en este
capitulo. Uno de los aspectos relevantes de nuestros resultados reside en
la posibilidad de calcular cantidades fisicas de interés en una dada teoria
estadistica critica utilizando métodos de Teoria de Campos en el modelo
fermidnico constreifiido correspondiente.
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3.2 Construccion del Coset en términos de
fermiones

Describiremos aqui la construccién de modelos Coset a partir de modelos
fermidnicos constrefiidos [5] en un caso simple, para luego generalizarla al
caso de modelos en las series discretas.

Para ello, partimos de un Lagrangiano de fermiones libres en espacio de
Minkowski bidimensional:

Lo = T iput (3.2.1)
donde ¥*, k = 1,...,N, son fermiones de Dirac en la representacién funda-
mental de G = U(N). Este Lagrangiano tiene una simetria global U(N),
es decir es invariante frente a transformaciones de la forma:

¥ — g9,
T — Ugh (3.2.2)

Las corrientes de Noether asociadas a la simetria G de la accién estan
dadas por: _

Ji =Ty, T4 (3:2.3)
donde T4, A = 1,...,N? — 1, son los generadores de U(N) en la repre-
sentacién fundamental.

Ahora consideremos un subgrupo H de U(N). En ese caso podemos
ordenar a los generadores de U(N) de modo que los primeros n = dim H
correspondan a los generadores de H.

Para construir la teoria Coset G/H vamos a constrefiir las corrientes de
Noether asociadas a la simetria H,

2 =Ty, 2%, a=1,.,dim H, (3.2.4)
imponiendo las siguientes condiciones:
julfis >=0 (3.2.5)

donde {|fis >} representa el conjunto de estados fisicos. Esto asegura la
invarianza de los estados fisicos ante el subgrupo H pues de (3.2.5):

e | fis >=|fis >, (3.2.6)



38

con Q% = [dzej§. (e pardmetro infinitesimal.)

La condicién (3.2.5) puede implementarse en la formulacién de la in-
tegral funcional introduciendo funcionales § apropiadas en la funcién de
particiéon Z:

Zeona = [ DTDVeap (z / d%?p‘ia\p)

dim H

1:[1 §[5%(2)]. (3.2.7)

Si usamos ahora una representacion funcional para las deltas:

8l7%(z)] = Vo; i /DAewp (i/dza;jZA’“) 5 (3.2.8)

la funcién de particién puede escribirse como:

1
Vol H

exp (z/dzwﬁ(za + A)\I’) , (3.2.9)

Zconst =

/ DUDVYDA

con A, = A;T*. Aqui el denominador, Vol H, sustrae la contribucién de
las clases de equivalencia constituidas por cada 6rbita de la conexién Af
cona=1,..,dim H. .

Debemos ahora fijar el gauge en la integral funcional que define Z. Para
ello utilizamos el método de Fadeev y Popov [6], descripto en la seccién 2.6
de esta tesis.

Asi llegamos a la siguiente expresion para la funcional generatriz:

dim H
Zomat = App / DUDUDA [] 6[F°[A,]
a=1

exp (z/dzx@(z@ + A)\I’) . (3.2.10)
Vamos a trabajar en el gauge del cono de luz:

A_=Ay— A =0, (3.2.11)
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El jacobiano de Fadeev Popov esta dado en este caso por:
Arp = det a—|Adj (3.2.12)

(el subindice ” Adj” significa que el determinante corresponde al operador
actuando sobre la representacién adjunta del grupo) y puede ser exponen-
ciado usando ghosts anticonmutantes 1} y €* en la representacién adjunta

de H:
ZH = det O_|ag = / Dn,De & #ango-e, (3.2.13)

ghosts(=) —

Vamos ahora a desacoplar a los fermiones del campo de gauge A, ha-
ciendo el siguiente cambio de variables:

A, =ih™'0.h
v, =re) ot = g0, (3.2.14)
Esto nos lleva a:
Zconst = Z;}stts(_)Zﬂ/DhJB[h]JF[h], (3215)
donde: L
Zp= [ DTODYeap (z / d%@“’)z’aqﬂm) (3.2.16)

y Je[k] y Jr[h] son los jacobianos asociados a los cambios de variables
(3.2.14). Estos jacobianos fueron calculados en Ref.[7] y estdn dados por:

JB[h] = det D, [h]IAdj = d.et 6+|Adj6—2icHS[h] (3.2.17)
Jplh] = e KmSkH (3.2.18)

S[h} es la accion de WZW (ec.(2.2.17)):

S[h] = _8% [ Potr(@,n0h) ~ o~ [ dyeitir(hT anh0;hh0h).
(3.2.19)
En (3.2.18) K,, corresponde al nivel del dlgebra de Kac-Moody que
satisfacen las corrientes dadas en la ec.(3.2.4) y Cx es el Casimir cuadratico
de H:
CH6aa' — fabCfa'bc (3220)
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Finalmente obtenemos:

Hy~(Km
Zeonst = Z3j ghosts(—) X 241 X szév 0 Zghosts(+)a (3-2.21)

donde hemos definido:

ZH (Km+ZCH) /Dh —i(Km+2Cy)S[h] (3222)

(el primer supraindice indica el grupo de simetria y el segundo el nivel del
algebra de Kac-Moody de las corrientes.)

Z;}'mts(_l_) surge de exponenciar el det 04|44 en (3.2.17) usando ghosts
anticonmutantes como en (3.2.13):

det Oy |adi = Z]hosta(s) = / Dn_Dé ¢ ] #=ntore, (3.2.23)

g

A partir de la ec.(3.2.21) podemos calcular la carga central de Virasoro
asociada a Z.onst. Dado que los distintos factores correspondientes a ghosts,
fermiones libres y campos de WZW estan desacoplados, el tensor de energia-
impulso de la teoria recibe contribuciones independientes de cada sector y
lo mismo ocurre con la carga central de Virasoro. La contribucién a la carga
central proveniente de los ghosts puede calcularse facilmente, ya que (3.2.23)
representa una teoria de dimH campos de ghosts desacoplados, cada uno de
los cuales contribuye independientemente con ¢ = —2 (ec.(2.6.11)), dando
lugar a una contribucién:

Cohosts = —2dimH, (3.2.24)

La contribucién de los fermiones libres estd dada por (2.2.17):
cii=N, (3.2.25)
y por tltimo, la contribucién de los campos de WZW esta dada por (2.2.27):
—(Kp + 2Cy)dimH

' = 3.2.26
con lo que la carga central total viene dada por:
K,.dimH

Ctotal = N — —-ﬂ—— (3.2.27)

K. +Cq
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Este resultado corresponde al valor de la carga central de una teoria
Coset G/H donde G = U(N) (el grupo de simetria del lagrangiano de
partida ec.(3.2.1)) con nivel de Kac-Moody k¥ = 1 y donde el subgrupo H
tiene un nivel de Kac-Moody k = K,,.

Un ejemplo simple que permite comprender como funciona esta cons-
truccidn es el siguiente: consideremos el caso en que constrefiimos una, sola

corriente: ) _ -
Ju =Ty, (3.2.28)

que corresponde a elegir en la ec.(3.2.4) T = §;; i.e. el generador de U(1).
En este caso es facil ver que el nivel del dlgebra de Kac-Moody asociada
a ésta corriente esta dado por:

K., = N. (3.2.29)

Esto se debe a que los fermiones no interactian y por lo tanto la corriente
(3.2.28) es una suma de N términos cada una de los cuales satisface un
algebra de Kac-Moody con nivel k = 1.
La carga central de este modelo Coset es entonces:
N.1

Ciotal = N — Nto0 N -1, (3.2.30)

Por otra parte la construcciéon de GKO muestra que la carga central del

modelo Coset U(N);/U(1)n es:

CUNY, /UMy = UMY, — Cuy = N =1, (3.2.31)

confirmandose que nuestra construccién da el valor correcto para la carga
central.
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3.3 Series Discretas

Vamos a usar los resultados presentados en la seccién anterior para obtener
la forma explicita de la funcién de particién de modelos fermidnicos cons-
trefiidos con un valor de la carga central de Virasoro dada en general por:

(N2 —Dkl(k+1+2N)
" (k+1+N)k+N)(I+N)

(3.3.1)

En la construccién algebraica de GKO [1] estos valores de la carga
central corresponden a teorias G/H donde G = SU(N); x SU(N); y
H = SU(N)i4i. Esta serie de valores incluye, como veremos, a las series
discretas mas conocidas, como son la denominada serie FQS [8] de teorias
minimales (ec.(2.2.10)), la serie superconforme, etc.

Partimos de un Lagrangiano de fermiones libres dado por:

£ = TP + g™ igy™ - (33.2)

con fermiones ¥, (i = I,.., Ny a = 1,.,k)y x*, (p = 1,...,N y
m = 1,...,1) en la representacién fundamental de U(N.k) y U(N.I) respec-

tivamente.
Las corrientes de Noether asociadas a las simetrias U(N.k) y U(N.I) del

Lagrangiano estan dadas por:

JA = T° Tmﬁqﬂf’ (3.3.3)

Jy’B = -pm T pa, mnX (3.3'4)
donde T4, (A = 1,...,(Nk)?) ¥ T8, (B = 1,...,(N1)?) son los generadores
de U(N.k) y U(N.Il) respectivamente.

Consideremos primero a los fermiones cuya simetria es U(N.k) para
mostrar como se aplica el procedimiento descripto en la seccién anterior
para obtener la funcién de particiéon de una teoria Coset G/H con G =
U(N.k)y H=SU(k)ny x U(1).

Para ello, debemos imponer vinculos sobre las corrientes dadas por:

Ju = Ty, ¥ (3.3.5)
T = Tt v? (3.3.6)
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que corresponden a corrientes U(1) con nivel de Kac-Moody K,, = Nk y
SU(k) con nivel K,, = N respectivamente. (En (3.3.6)t2 (A = 1,..., k*—1),
son los generadores de SU(k)).

La teoria que resulta de poner a cero dichas corrientes tiene una simetria
remanente SU(N) y las corrientes de Noether asociadas a dicha simetria
tienen un nivel de Kac-Moody k.

La funcién de particién de dicha teoria viene dada por (ver ec(3.2.9)):

SUN)e _ 1 / i1
zZ5ul ol U0 DUYDYDADa

exp (z / dzU(i@+ A+ d)\I’) ; (3.3.7)

donde a y A%, son los multiplicadores de Lagrange que surgen de imponer
los vinculos sobre las corrientes (3.3.5) y (3.3.6) respectivamente.

Hacemos lo mismo con los fermiones con simetria SU(N.l) para obtener
una teoria SU(N); y finalmente la funcién de particién de la teoria SU(N ), x
SU(N); viene dada por el producto:

Zogse WV = 2200 x 200 =
1

Vol U(k)Vol U(l)
exp (z / d’z [W(i@ +A+d)P +x(P+ B+ {f)x]) ,  (3.3.8)

/ DYDY DyDxDADBDaDb

donde b y B® son los multiplicadores asociados a las corrientes U(1) y
SU(!)n de fermiones .

El paso siguiente consiste en identificar las corrientes asociadas al sub-
grupo diagonal SU(N)k4i. Es facil ver que estas corrientes estdn dadas
por: _

jPIA = T, THW + X"y, Th X" (3.3.9)

donde T4, (A = 1,..., N2 — 1), son los generadores de SU(N).
Luego, imponiendo los vinculos adecuados para poner a cero estas co-
rrientes la funcién de particion del modelo esta dada por:
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ZISUN)xSUN)/SU(N)ker _ 1 X
const Vol U(k)VOl U(l)VOl SU(N)

/ DYDY DyDxDADBDaDbDC
exp (z / Ez[VGEP+A+d+C)V+
XE+B+I+0x]) (3.3.10)

Siguiendo los mismos pasos que en la seccién anterior, (esto es, fijado
de gauge con la condicién del cono de luz para todos los campos de gauge y
los cambios de variables como en (3.2.14)), obtenemos la forma factorizada
de la funcidn de particion del modelo, lo que nos permite calcular la carga
central de Virasoro.

La forma explicita factorizada es:

Z[SU(N)kXSU(N)z]/SU(N)k+z

const

donde:

= Zghosts X Z11 X Zpos X Zwzw (3.3.11)

_LUQ) SU(N) sU(l) SU(k)
Zghosts - Zghosta X Zghosts X Zghosts X Zghosts ’

Ey — / DTV DTO px®@ Dy ©)

cap (i [ #2(@PO +39x)),
ZbOS = /D¢Dnelfd2x(¢v¢+nvn)’
- ZO v

Zf/gVUz(vAtp'—(NJr2(l+k))' (3.3.12)

A partir de la expresién factorizada para la funcién de particién, (3.3.11),
podemos calcular la carga central de Virasoro de la teoria utilizando las
ecs.(3.2.25)-(3.2.27). El valor que obtenemos para la carga central esta
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dado por la ec.(3.3.1) que, como mencionamos en la introduccién, corres-
ponde, en la construccién de GKO, al valor de la carga central de una teoria
Coset G/H con G = SU(N)y x SUN) y H = SU(N )41

Vemos asi que la funcién de particién (3.3.10) (o su expresién factorizada
(3.3.11)), corresponde a la teoria Coset que nos proponfamos construir cuyo
valor de la carga central estd dado por la ec.(3.3.1).

Veamos algunos casos importantes descriptos por esta funcion de par-
ticién. Si tomamos en (3.3.1) N = 2 y | = 1, obtenemos teorias cuyos
valores de ¢ estan dados por:

6

=l Gr k)

(3.3.13)

Esta serie de valores es la de Friedan, Qiu y Shenker [8] que como
mencionamos corresponde a los tinicos valores permitidos (entre cero y uno)
para la extensién central, de manera que la teoria sea unitaria.

Como vimos, estos modelos son importantes desde el punto de vista de
la teoria de campos ya que corresponden a modelos exactamente resolubles
como fue mostrado en la Ref.[9]. También resultan de interés desde el punto
de vista de la Mecdnica Estadistica ya que (al menos los primeros valores
de la serie) fueron identificados con modelos estadisticos en el punto critico
(en los que ocurre una transicién de fase de segunda especie).

Por ejemplo, para el valor de ¢ = 1/2 se encontrd que la funcién de
particién describe al modelo de Ising, para ¢ = 7/10 al modelo de Ising
tricritico, para ¢ = 4/5 al modelo de Potts de tres estados, etc. [8].

La funcién de particién que obtuvimos (ec.(3.3.10)) para N =2y (=1
es la expresién en términos de fermiones acoplados a campos de gauge que
representa al conjunto de teorias cuya carga central estd dada por la serie
FQS (ec.(3.3.13)).

Si consideramos teorias que ademas de invarianza conforme, poseen un
generador adicional anticonmutante, (supersimetria N = 1), la condicién
de unitariedad restringe los posibles valores de la extensién central (para
¢ < 2) a la serie superconforme:

3 12

S~ TEEnETD (3.3.14)

CcC =

En nuestro desarrollo, estas teorias corresponden a la elecciéon N = 2



46

y | = 2 que corresponde al Coset G/H donde G = SU(2)x x SU(2), y
.H Sl SU(Z)]H.z.

Existen otras series de teorias interesantes, que corresponden a teorias
de campos conformes con simetrias adicionales como Z3, etc., que también
estdn contenidas en la expresién general (3.3.1) y que obviamente pueden
obtenerse eligiendo adecuadamente los valores de N, k y [.

La equivalencia a nivel de funciones de Green de N-puntos puede ser
probada a partir del calculo de las dimensiones de escala de los campos de
la teoria, cuyos valores deben estar contenidos en la ec.(2.2.11).

Mas adn, esta identificacién permitira mediante el uso de técnicas en
la integral funcional, calcular ciertas cantidades relevantes en los modelos
estadisticos antes mencionados, tales como la susceptibilidad magnética,
conductividad, calor especifico, etc. Estos resultados pueden ser compara-
dos con los valores experimentales de dichas cantidades, medidas en los sis-
temas correspondientes, lo que constituiria un buen test para los métodos
de calculo utilizados en la teoria de campos.



Bibliografia

[1] P. Goddard, A. Kent y D.Olive, Phys. Lett. 152B, 88 (1985); Comm.
Math. Phys. 103, 105 (1986).

[2] K. Gawedzki y A. Kupiainen, Phys. Lett. 215B, 119 (1988); Nucl.
Phys. B320, 625 (1989); D. Karabali, Q'Han Park, H. J. Schnitzer y
Z.Yang, Phys. Lett. 216B, 307 (1989); D. Karabali y H. Schnitzer,
Nucl. Phys. B329, 649 (1990).

[3] K. Bardakci y M. B. Halpern, Phys. Rev. D 3, 2943 (1971); M. B.
Halpern, Phys. Rev. D 4, 2398 (1971); EBardakc1 ERab1nov1ch1 y
B.Saring, Nucl Phys. B229, 151 (1988).

[4] E.Witten, Comm. Math. Phys. 92, 455 (1984).

[5] D. Cabra, E. Moreno y C. von Reichenbach, Int. J. Mod. Phys.A5,
2313, (1990).

6] L.D.Fadeev y V.N.Popov, Phys. Lett. 25B, 29 (1967)..

[7] A.Polyakov y P.B.Wiegmann, Phys. Lett. 131B, 121 (1983);
R.E.Gamboa Saravi, F.A.Schaposnik y J.E.Solomin, Nucl
Phys. B185, 239 (1981).

[8] D.Friedan, Z.Qiu y S.Shenker, Phys. Rev. Lett. 52, 1575 (1984); Phys.
Lett. 151B, 37, (1985). J. L. Cardy, Nucl. Phys. B270 [FS16], 186,
(1986).

[9] A.A.Belavin, A.M.Polyakov y A.B.Zamolodchikov, Nucl. Phys. B241,
333 (1984).

47



Capitulo 4

Extensiones de la Construccion
Fermionica del Coset

48



49

4.1 Introduccion

El estudio de modelos invariantes conforme en dos dimensiones se ha
diversificado en los dltimos anos.

Una de las lineas de investigacion que se ha desarrollado corresponde a
la generalizacién de la construccién de Sugawara, propuesta en la Ref.[1].
A partir de ella se han construido gran cantidad de modelos invariantes
conforme con nuevas estructuras muy interesantes [1], [2].
~ Una generalizacién de la construccién de Sugawara consiste bdsicamente
de los siguientes pasos. Se toma un algebra de corrientes con nivel k,

k 77ab Jc(w)
)

I 2) P (w) = o —— +if*

5w (4.1.1)

Z—Ww

donde J® (a = 1, ...,dim G), son las corrientes de un dlgebra afin G, y f**°y
n° son, respectivamente, sus constantes de estructura y métrica de Killing.
Se escribe el tensor de energia impulso como una suma cuadratica sobre las

corrientes,

T(2z) = Ry : J*J : (2), (4.1.2)

con R, una matriz simétrica arbitraria. De la imposicién de que los mo-
dos del tensor de energia impulso (definidos en la ec.(2.2.9)) satisfagan un
algebra de Virasoro:

[Lny Ln] = (0 = ) Lngm + 757(n* = Dénsmo (4.1.3)
resulta la llamada ”Ecuacién Maestra” de Virasoro:
Ron = kERmen® Ran— F f Roc Ryg — f2° Y Rap Ran— f° P Rap R, (4.1.4)
y la carga central esta dada por:
¢ = kn®R. (4.1.5)

Esta generalizacion incluye por supuesto la construccién original de Su-
gawara (ec.(2.2.25)) cuando Ry, = 1/(k + Cg).bas. '

El estudio de las soluciones de la ”Ecuacién Maestra” de Virasoro, per-
mitiria clasificar el espacio de las teorias invariantes conforme, que parece
poseer una estructura matematica muy rica. Desarrollos recientes incluyen,
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entre otras aplicaciones, una conexién entre dicha ecuacién y la teoria de
grafos [2], técnicas perturbativas para resolverla, etc.

Entre las soluciones de la ”Ecuacién Maestra” que dieron lugar a nuevas
construcciones, se encuentran los modelos llamados ”Cosets Anidados” o
”Cosets Generalizados” [3], [4], como también modelos con carga central
irracional [1].

Las soluciones de esta ”"Ecuacion Maestra” estan lejos de poder ser
clasificadas de manera exhaustiva, por lo que la construccién de los modelos
de Teoria de Campos explicitos correspondientes, es un problema relevante
en este contexto. Uno de los objetivos de este capitulo es el de presentar
modelos fermidnicos que describen Cosets Generalizados.

Esta construccién fue presentada en un trabajo realizado en colabo-
racién con E. Moreno y F. Schaposnik [4] y constituye uno de los aportes
originales de esta tesis. Se la presenta en la primera parte de este capitulo
(seccion 4.2).

Otra extensiéon de interés en el estudio de modelos conformes es aquella
que apunta a la construccidn del espacio de estados de la teoria y que estd
relacionada con la inclusion de sectores topoldgicos.

Este problema atn no ha sido resuelto, pues si bien existen construccio-
nes de los campos primarios (con los cuales uno puede construir el espacio
de Fock utilizando las técnicas de BPZ [5]), estas construcciones no han
sido determinadas de manera univoca.

En la Ref.[6], fue estudiado este problema utilizando la construccién del
?Gas de Coulomb”, en donde fueron calculadas las funciones de correlacién
de campos primarios para teorias racionales. En este trabajo juega un rol
crucial la imposicién de condiciones de contorno no triviales en los campos
de la teoria, para la construccién explicita de los campos primarios en
términos de operadores de vértice.

En lo que respecta a modelos fermidnicos del coset, la inclusién de sec-
tores con topologia no trivial en la integracion sobre el campo que actia
como multiplicador de Lagrange fue estudiada para el caso abeliano en
la Ref.[7]. En este trabajo, utilizando técnicas de bosonizacién, los au-
tores logran calcular en forma exacta funciones de correlacién de campos
fermidnicos en sectores con topologia no trivial, encontrando que ciertas
funciones de correlacién que se anulaban en el sector de topologia cero,
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recibian una contribucién no trivial al incluir sectores con topologia dis-
tinta de cero. A laluz de estos resultados vemos que la inclusién de sectores
topoldgicos modifica el conjunto de funciones de Green de la teoria.

Si bien el caso estudiado en la Ref.[7] corresponde a un modelo coset
G/H trivial donde G = H = U(1) (cuya extensién central de Virasoro es
c = 0), el estudio de este fenémeno en teorias no abelianas (en particular
modelos como los descriptos en las secciones 3.2 y 3.3 de esta tesis [8]),
puede dar lugar a cambios drésticos en el comportamiento de los campos
frente a transformaciones conformes (caracterizado por los pesos conformes)
y por lo tanto modificaria el conjunto de campos primarios de la teoria.

La extensién de la construccién presentada en [7] al caso no abeliano fue
realizada en un trabajo en colaboraciéon con M.V.Manias, F.A.Schaposnik
y M.Trobo [9], trabajo que constituye otro de los aportes originales de esta
tesis. En este trabajo se estudid el caso mas general en el que el campo A4,
tiene dindmica (dada por % [d’zF),,F*). Presentaremos en la segunda
parte de este capitulo, (seccién 4.3), el estudio de tal modelo en el limite
e? — oo en el que deviene un modelo coset. Utilizando técnicas funcionales
mostramos que, asi como sucede en el caso abeliano, ciertas funciones de
correlacién que se anulan en el caso sin topologia, devienen no triviales al
incluir sectores con topologia no-trivial.
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4.2 Generalizacién de la construccidn fer-
mionica del coset a una cadena descen-
diente de grupos

En un trabajo reciente, Witten [3] generalizé la construccién algebraica
del coset de Goddard, Kent y Olive [10] a una cadena descendiente arbi-
traria de grupos compactos H, D H,_; D ... D H;.

Esta generalizacién no tiene una interpretacién natural desde el punto
de vista matematico, de modo que la construccién de modelos explicitos de
Teoria de Campos que realicen dicha estructura, puede ser 1til en el estudio
de las representaciones irreducibles de este ”Coset Generalizado” (CG). La
construccién de Witten se basa en los mismos principios que permitieran la
construccién original del coset de GKO [10] (basicamente, en la existencia
de un algebra de Kac-Moody y de la representacién de Sugawara del tensor
de energia impulso de la teoria). Dado que se trata de una construccién
puramente formal, basada en las simetrias de la teoria, surge la necesidad
de construir los modelos tedricos correspondientes.

La construccién que presentaremos aqui [4], ademéds de proveer una
idea intuitiva sobre el significado de los modelos CG, puede ser 1itil en el
estudio de las soluciones de la ”Ecuacién Maestra” de Virasoro mencionada.
en la introduccidn, como asi también en el estudio de sistemas estadisticos
criticos.

Para llevar a cabo nuestra construcciéon, vamos a seguir bésicamente
el esquema descripto en la seccién 3.2 de esta tesis. La idea es agregar
campos de gauge de modo de implementar los vinculos adecuados en una
teoria de fermiones originalmente libre.

Como resultado de nuestra construccion, encontramos que la carga cen-
tral de Virasoro de los modelos CG estd dada por una expresiéon que es la
generalizacién natural de la ecuacién que expresa la carga central de un

modelo coset [10] (ec.(2.2.12))
Por ejemplo, si comenzamos con un modelo de fermiones libres en la

representacién fundamental de G = U(N x k), tomamos un subgrupo H =
SU(k) y un subgrupo L (L C H), el modelo CG resultante tiene una carga

central dada por:

CG/H/L = €@ — CHk T CL,k+2(C[H]-C[L)) (4.2.1)
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En el lado derecho de la ecuacién indicamos con ¢y, la carga central de
Virasoro asociada a la teoria con simetria A y nivel de Kac-Moody p. C[A]
es el Casimir cuadratico en la representacion adjunta de A.

Vemos que los niveles de Kac-Moody asociados a los distintos elementos
de la cadena dependen de manera no trivial de los diferentes Casimires.
Este hecho surge naturalmente en nuestra construccién, mientras que en la
construccién algebraica dichos niveles no habian sido determinados.

Consideremos n fermiones de quiralidad definida (digamos izquierda) en
la representacién fundamental de G = U(N), cuyo Lagrangiano en espacio
euclideo bidimensional estd dado por:

Lo = ¥Fi0_yr (4.2.2)

Vamos a distinguir un indice de ”color” (¢ = 1,...,N) y uno de ”sabor”
(a =1,...,k) escribiendo n = N x k.

En la construccién de un modelo coset (digamos G/H) vimos que se
debian introducir campos de gauge en el algebra de Lie de H como mul-
tiplicadores de Lagrange, de manera de poner a cero las corrientes en H.
(Tomamos por simplicidad H = SU(k)).

Como ya vimos esto equivale en el formalismo canénico a imponer los
siguientes vinculos:

J%|fis >=0, (4.2.3)
de modo de que los estados fisicos | fis > sean singletes bajo las corrientes
de ”sabor” J%:

J* = ¢} Typ (4.2.4)

donde T°, a = 1,..., k% — 1, son los generadores de SU(k).

De este modo, se obtiene una funcién de particién que corresponde a
un modelo coset G/H con G = U(N x k) y H = SU(k), cuya extensién
central de Virasoro estad dada por:

CU(n)/SU(k) = CU(n),1 — CSU(k),N- (4.2.5)

Supongamos ahora que no nos detenemos en este punto, sino que avan-
zamos un paso mas. En otras palabras, ademas de imponer los vinculos
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dados en (4.2.3), vamos a imponer nuevos vinculos, ahora sobre los multi-
plicadores de Lagrange utilizados para implementar (4.2.3) en la integral
funcional. Estos nuevos vinculos corresponden a poner a cero los mul-
tiplicadores de Lagrange asociados a la subalgebra correspondiente a un
subgrupo L (L C H).

Lo anterior equivale evidentemente a constrefir sélo aquellas corrientes
asociadas al grupo cociente H/L .

Si ordenamos a los generadores de H de modo de que los primeros
dimL correspondan a los generadores de L, podemos escribir la funcién de
particién asociada al modelo CG (G = U(N x k), H = SU(k) y algin
subgrupo L de H), de la siguiente forma:

dimL
Bojiin= / Dy} Dy DA® exp(—S) ] 8[AL], (4.2.6)
i=1
donde la accién S viene dada por:
8= / dz [pF(i0- + A-)pu]. (4.2.7)

El acoplamiento entre los fermiones y el campo de gauge proviene de
haber usado la identidad:

dimH
IT (7] = / DA® exp(— / g A%, (4.2.8)
1=1

que, como se establecid en la seccién 3.2 de esta tesis, corresponde a cons-
trefiir las corrientes del subgrupo H.

El nuevo elemento en la expresién (4.2.6) estd dado por el producto de
las funcionales §[A* ] que ponen a cero los campos A’ en el 4lgebra de Lie de
L. Esto asegura que sélo las corrientes de H/L son de hecho constrefidas.

Vamos ahora a reescribir la funcién de particién en (4.2.6) de una ma-
nera apropiada para calcular la extensién central de Virasoro.

Para ello vamos a expresar en primer lugar la integral fermidnica, (que
corresponde formalmente al determinante del operador D_ = 10 + A_),
en términos del determinante del operador de Dirac P = i@+ A en el gauge
del cono de luz (A, = 0) [11].

Notemos que det(:0- + A_) no esta bien definido, ya que el operador
mapea autofunciones de quiralidad positiva en autofunciones de quiralidad



55

negativa y viceversa y el problema de autovalores no se puede plantear por lo
que no tiene sentido definir un determinante. Para eliminar este problema,
agregamos fermiones libres de la quiralidad opuesta, lo que nos permiten
definir un problema de autovalores. El que los fermiones de la quiralidad
opuesta sean libres garantiza que a menos de una normalizacién, no se ha
modificado la teoria si se tiene cuidado en sustraer su contribucién al final
del calculo.
Explicitamente, esto equivale a definir:

det D_ = [ Dy} Dureap($7(i0- + A-)u) =

det1i<9+ /DAeret(i‘@"' AV[Ai)App. (4.2.9)

Vamos a explicitar esta definicion que adoptamos. En primer lugar, el
factor 1/det 0; fue incluido para eliminar la contribucién de los fermiones
de quiralidad positiva que agregamos ad-hoc para definir un problema de
autovalores. Luego, para expresar nuestra integral en términos del determi-
nante del operador de Dirac, debimos agregar un campo de gauge adicional
Ay, €l cual es eliminado en forma correcta utilizando el procedimiento de
Fadeev-Popov [12]. (El determinante de Fadeev-Popov App asegura la co-
rrecta normalizacién de la identidad).

El determinante del operador de Dirac en la ecuacién (4.2.9) puede
ser expresado en términos de la accién de WZW [13], S[h], dada en la
ec.(2.2.17), para un campo h en el grupo H [11] definido por:

1.
A-=>hT0_h, (4.2.10)

de modo que la integral fermidnica original toma la forma:

| Dbt Dbreap(b}(i0- + A-ypu) = detid_ eop(~kSIADARp, (4.211)

El determinante de Fadeev-Popov puede ser exponenciado como en
(3.2.15) utilizando ghosts 7°” y €* en la representacién adjunta de H:

App = /Dn“"De“emp/dzxn“_éh_e“. (4.2.12)
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Dado que hemos parametrizado al campo de gauge A_ en términos de
elementos h en el grupo H, debemos escribir la medida DA_ en forma
adecuada. Es fécil ver que [11]:

DA_ = exp(2C[H|Wh])detiO-|aq; Dh, (4.2.13)

donde C[H] es el Casimir en la representacién adjunta de H.
Finalmente obtenemos:

dimL
Zeyp = detid_App / Dheap((k + 2C[H)W[h]) x ] 6[h~"0_hl,
i=1
(4.2.14)
donde h~18_h|; indica la proyeccién del elemento A~10_h (que estd en el
dlgebra de Lie de H), en el algebra de Lie de L.
La expresion (4.2.14), a menos de factores que corresponden a fermiones
libres y ghosts, corresponde a un modelo de WZW con vinculos.
Para llevarlo a una forma mas familiar, introducimos campos Bi como
multiplicadores de Lagrange de manera de implementar los vinculos dados
por las funcionales §[h™*0_h/;]:

Zeyp = detid_App / DhDB;,
exp((k + 2C[H])W[h] - tr4—17; [#zBihTom),  (4215)

donde By = Bit' (1 =1,2,...,dimL).
Si parametrizamos al multiplicador de Lagrange B, en términos de
campos b en el grupo L:

B, = (k+ 2C[H])l,b‘16+b, (4.2.16)
]
la. accién en (4.2.15) deviene:
S = —(k + 2C[H]) (W[h] -/ dzxtr(b‘16+bh‘18_h)) o (42.17)

Usando la identidad de Polyakov-Wiegmann [11], escribimos esta expresién
en la forma:

8 = —(k + 2C[H))WIh] + (k +2(C[H] — C[L]))W][t]. (4.2.18)
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De este modo, la funcién de particién deviene un producto de factores
correspondientes a campos no interactuantes unos con otros:

Z/mL = detid_App / Dhezp((k + 2C[H])WTh))
x / Dbezp(—(k + 2(C[H] — C[L)W[H]), (4.2.19)

y la carga central puede ser facilmente calculada.
Como vimos en la seccién 2.2 la contribucién de los fermiones libres

estd dada por (2.2.16):
cn=kxN, (4.2.20)
la de los ghosts por (3.2.26):
Cohosts = —2dimH, (4.2.21)

y la de los campos de WZW por (2.2.26) [14], que para los campos h y b
en (4.2.21) resultan:

(k + 2C[H])dimH

CH,(k+2C[H]) = _—(k +2C(H]) + C[H]’ (4.2.22)
_ (k+2(C[H] - C[L]))dvmL
CL,(k+2(C[H]-C[L])) = kT 2(C[H] < C[L)) + C[L] (4.2.23)
Sumando las distintas contribuciones obtenemos:
_ kdimH (k+2(C[H] - C[L]))dimL
o =kxN—rerm Y vy acE —op) + oy 2
que puede ser escrita en la forma anunciada (4.2.1):
CG/H/L = €G,1 — CH,k + CLk+2(C[H]-CIL)) (4.2.25)

Vemos que la carga central del modelo CG viene dada por una suma de
términos en la que los signos se van alternando de la manera esperada. Los
" niveles de las algebras de Kac-Moody asociadas a cada subgrupo resultan
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combinaciones no-triviales de los Casimires de los distintos subgrupos de la
cadena.

Esta construccidon puede ser trivialmente extendida al caso de una ca-
dena de n grupos, G/H,_1/H,.—2/.../ Hi, cuya extensién central estard dada
por:

CG/Hn1/Hnz//Hi = CG1 — CHp_ykn_y Tt o £ CH by - (4.2.26)

Los niveles de Kac-Moody k; (¢ = 1,2,...,n — 1) pueden ser facilmente
calculados y dependen en general de los Casimires de los distintos subgru-
pos.

Podemos aplicar esta construcciéon en un caso simple en el que H esta
dado por el producto directo H = H; @ H, y L coincide con uno de los
factores (digamos H;).

La carga central del correspondiente CG esta dada por:

CG/H; Q Ha/H, = €Gk — CHy ks (4.2.27)

que coincide con el resultado que podria obtenerse utilizando la construccién

de GKO [10].
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4.3 Inclusion de sectores de topologia no tri-
vial en la imposicion de vinculos

En esta seccién vamos a describir como se modifica la formulacién
fermiénica de un modelo coset en el caso en que el campo de gauge tiene
topologia no-trivial.

Como mencionamos en la introduccién, la inclusiéon de sectores de to-
pologia no-trivial en el caso abeliano fue tratada en la Ref.[7]. (Casos més
generales fueron estudiados en Ref.[15].)

La generalizacién de este tratamiento al caso no-abeliano fue presen-
tada en un trabajo realizado en colaboracién con M.V.Manias, M. Trobo y
F.A.Schaposnik [9]. En este trabajo consideramos el caso més general en el
que la accién contiene un término que da dindmica al campo A, esto es:

5= [ (T + N+ 75FL). (43.1)
Es facil ver que el modelo se reduce, en el limite e? — oo, a la realizacién
fermidnica del coset presentada en la seccion 3.2 de esta tesis, para el caso
en que G = U(N) (i.e. el grupo de simetria de N fermiones libres), y H es
el subgrupo de G en el que estd el campo A,. (i.e. en (4.3.1), A, = AST",
(a=1,...,dim H), donde los T* son los generadores de H (H C G).)
Ahora bien, en el caso en que el campo de gauge tiene topologia no-
. trivial, las técnicas de bosonizacién utilizadas en la seccién 3.2 deben ser
modificadas. En efecto, al realizar el cambio de variables (3.2.16) para
desacoplar los fermiones del campo A, estamos pasando de un operador de
Dirac D[A] definido en algin sector topoldgico n (con n indicamos la carga
topoldgica de A,) a @, esto es, al operador de Dirac correspondiente al sector
con n = 0. El cambio de sector topolégico hace inaplicables las técnicas de
regularizacién usuales en el cdlculo de los jacobianos Jg y Jr asociados a
dicho cambio. Esto se debe a que las técnicas usuales (V.gr. (-function,
Heat-Kernel, etc.) estdn bien definidas sélo en variedades compactas [16)
y al realizar transformaciones que cambian la topologia, el espacio tiempo
no puede ser, en principio, compactificado.
Es importante notar que las expresiones obtenidas para la funcién de
particién Z en diferentes modelos [17], sin tener en cuenta este problema,
coinciden con los resultados obtenidos con otros métodos. Esto estaria
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sefialando que sdlo el sector de topologia cero contribuye a Z y que los
sectores con n # 0 no son relevantes. Veremos sin embargo, que si bien la
expresién para Z no cambia al incluir sectores topoldgicos, ciertas funciones
de correlacién devienen no-triviales sélo cuando sectores con n # 0 son
tenidos en cuenta.

Vamos a describir brevemente cémo puede ser tratado el caso en el
que incluimos los sectores con topologia no-trivial en una teoria abeliana,
siguiendo bésicamente el desarrollo propuesto en la Ref.[7]. Luego exten-
deremos este desarrollo al caso no-abeliano.

Caso Abeliano.

Consideremos la siguiente funcion de particion:
7= / DADUDYeS, (4.3.2)
donde S esta definida por:
g = /d%@(ia + AT, (4.3.3)

con A, un campo de gauge abeliano.
Para hacer explicitas las contribuciones a Z provenientes de distintos
sectores topoldgicos, escribimos:

z=3 / DA™ DTDweSA™), (4.3.4)

n=—0oo

donde la suma incluye los sectores topologicos.
Consideremos el siguiente cambio de variables para A,:

A=pA% 4, (4.3.5)

donde Ag‘,:' es una configuracién fija en el sector de topologia n:

j{da:“Al(Zgl = —27n. (4.3.6)
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En el gauge de Lorentz, (0,4, = 0), si 9,A,c1 = 0, podemos escribir:
d = —e"?@);Persd@) (4.3.7)
que en el caso abeliano se reduce a:
a, = —€,,0,9. ' (4.3.8)

De esta forma, la carga topoldgica esta contenida en la configuracién
clasica AL“CZI mientras que a,, que contiene la informacién cuéntica, esta en

el sector n = 0.
Podemos ahora desacoplar a los fermiones del campo a,,, utilizando el

cambio:

oy = @y,

Ty = Wert@ (4.3.9)
de modo que la accion pasa a ser:
5 = / Lz IP[A]T = / Lz D[AD]x. (4.3.10)

Dado que el campo a, estd en el sector con topologia n = 0, el calculo
de los jacobianos asociados a las transformaciones (4.3.5)-(4.3.7), (4.3.8),
es estandar [18]:

Jg = det (—V),_

e[% [ 2e8,A0) -1 [ dzz(am)?]
)

Jr [AS),al¢]] = (4.3.11)
y la funcién de particién deviene:
2 = det (—V) x 3 / DxDxDgeJ <L), (4.3.12)
donde:
L3, = xPIAGIx + 51; 1 $0,8 — ;1;¢e""8uA£~",’u- (4.3.13)

Integrando los fermiones, obtenemos:



62

Z =det (~V) x Y_ det(D[AF)]) x 2§, (4.3.14)
20 = / Dgel oldz8Votanser0,45] (4.3.15)

Ahora bien, sabemos que el teorema del indice nos asegura la existencia
de [n|—1 modos cero asociados con el operador id+A%). Paran > 0 (n<0)
corresponden a soluciones ng (1) con quiralidad positiva (negativa), que
en coordenadas holomoérficas z = x¢ + iz y Z = 29 — iz, estdn dadas por:

MR = (zmh(()z’z)> (4.3.16)
= ( m h_?(z, 5)) (4.3.17)
donde m =1,...,|n| -1,

h(z,2) = e/ *7) | (4.3.18)

y f estd definida en términos de la configuracién fija:
Al =~ 0, f. (4.3.19)

El comportamiento asintético de f estd dado por:
[z}liinoo f(z) = —nlin|z|. (4.3.20)

(Ver Refs.[19], [20], [21].)

Adn cuando el determinante fermiénico en la ecuacién (4.3.14) debe
ser regularizado, cualquier regularizacién razonable dara un resultado nulo
para n # 0, debido a la presencia de los modos cero. Vemos asi que sélo el
sector con n = 0 contribuye a la funcién de particién (4.3.14).

Veremos sin embargo que ciertas funciones de correlacion, nulas en el
sector n = 0, devienen no-triviales al tener en cuenta efectos topoldgicos.

Para ello, consideremos la expansién de Bessel-Fourier de los fermio-
nes:

In]-1

XR,L = Z e;zyLX;.:g,L + Z CnR‘L,LUE,L, (4321)
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donde x} ; son autofunciones de D[AE?,)] con autovalores no nulos, e ¥
¢k, son coeficientes de Grassmann. (Una expansién andloga es utilizada
para Xr,L.)

Desde el punto de vista de la integracion sobre variables de Grassmann,
podemos ver que el hecho de que el determinante fermiénico se anule se
debe basicamente a la desaparicion de las variables de Grassmann que
acompailan a los modos cero, de modo que las integrales sobre dichos co-
eficientes son nulas. (Lo mismo sucede con las variables que acompanan a
los modos cero en el desarrollo de los campos Y).

Luego, una funcién de correlacién recibird una contribucién no nula
de un sector de topologia dado si contiene el nimero apropiado de cam-
pos fermidnicos, de modo que estos provean las variables de Grassmann
faltantes.

Es facil ver que funciones de correlacion de la forma:

k-1
< H s+(zi) >= Fiu(o, @1y« -5 Th-1)s (4.3.22)

=0

con:

se(z) = @?R(x)iﬁn(w),
s-(z) = vr(z)yr(z), (4.3.23)

son no nulas en el sector de topologia n = k.
Por ejemplo, para F} obtenemos:

1
F+(.’170, Tlgeeey Zk_l) = Eexp (——2 Z[iI{o(z,J) + ln(z,,)] + Z 2ln2ij) s

1,5 i#£]
(4.3.24)
donde Ky(z) es la funcién de Bessel modificada de orden cero, y:
e
Zij = —]Z,' — Zjl. (4325)

Vi

Caso No-abeliano
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Vamos a extender la construccion descripta al caso no-abeliano, en el
que la accién estd dada por:

S = [ PT™ (ip6a + AT2) T, (4.3.26)

donde los fermiones ¥** (: = 1,...,N; a = 1,...,k) transforman en la re-
presentacién fundamental de U(N.k), y T* (a = 1,...,k* — 1) son los gene-
radores de SU(k). Esta construccién puede ser facilmente extendida a los
modelos estudiados en la secciéon 3.3.

Como vimos en la seccién 3.2, esta accién corresponde a una teoria
coset en la que G =U(N.k) y H = SU(k).

Al igual que en el caso abeliano, pueden encontrarse configuraciones
AE:E}, con carga topoldgica m € Zj para el caso SU(k). (El grupo de homo-
topia en este caso es Z y no Z como en el caso U(1) [22].)

Si llamamos ¢ al angulo que caracteriza la direccion en el infinito, un
mapeo de R? en SU(k), gm(¢), en la clase topolégica m (m = 0,1, ...,k —1)
satisface, al dar una vuelta alrededor del origen:

gm(27) = exp( 27X,m )gm (0)- (4.3.27)

Esto puede conseguirse tomando a ¢, en el subgrupo de Cartan del
grupo de gauge. Por ejemplo en el caso de SU(2) podemos tomar:

gm = eap (8°m(v)) (4.3.28)
o QU (270) — 2 (0) = (2k + m)2m, (4.3.29)

donde m = 0,1 indica la carga topolégica y k € Z. Configuraciones mas
generales en un dado sector topoldgico pueden ser obtenidas por transfor-
maciones de gauge.

Podemos escribir ahora las configuraciones del campo de gauge que
pertenecen al sector de topologia m:

AlT) = —iA(p)g7" Bugm, (4.3.30)
con ¢,, dado por (4.3.28) (o la extensién al caso SU(k)) y:
A(0) =0, A(o0) = 1. (4.3.31)
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(Estas configuraciones y otras mas generales, fueron estudiadas en las refe-
rencias [22] y [23].)

Vamos a considerar una configuracién como la de la ec.(4.3.30) como
una configuracion fija y escribimos:

A = AD) g, (43.32)
con Af:g, tal que:
A%, =0, (4.3.33)
Vamos a trabajar en el gauge del cono de luz:
AW = A0 (4.3.34)
y parametrizamos a A; en términos de un elemento h de SU(k):
A+ = —ih_1(9+h = a+[h]. (4.3.35)
Implementando estos cambios en la funcién de particiéon obtenemos:

1
2 = Yol STk ;

S [ DAY DIDYAspeap (— [ =G0+ Ag’;))w) . (4.3.36)

/ DA™ DT DTeS =

donde Afgp es el jacobiano de Fadeev-Popov asociado al fijado de gauge:
AFP =det D_ [A”Adj(SU(k)) (4337)

La medida de integracién DA, puede escribirse en términos de la inte-
gracién sobre los campos h valuados en SU(k):

DA+ = det D+ [A]lAdj(SU(k))Dh, (4.3.38)
de modo que la funcién de particiéon puede escribirse como:

Z = Z/DhDTII_D\Ildet DlAci — a[h]]| agi(su(ry) X

exp (— / d*z U (id + A(c";) - ¢[h])‘1’) , (4.3.39)
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o integrando los fermiones:

Z Z / thet D[A(cn;) — a4 [h]]IAd](SU(k))det D[A(m) — a4 [h]”Fund(U(N.k))-

(4.3.40)

Podemos relacionar el determinante en la ecuacién (4.3.39) con el co-

rrespondiente determinante del operador de Dirac en la representacién fun-
damental de la siguiente manera:

det D[A]\**

det D[A]| agi(sury) = ( det i ) x det i agi(su (k) (4.3.41)

y la funcién de particiéon pasa a ser:

2k
. det DAY —a, |k
Z = det2¢9|Adj(5U(k)) X Z/Dh ( p[ dg; 2@ +[ ]] ’ )
: o Fund(SU(k))
x det P[ALY — a[h]] Fund(U(NA) (4.3.42)

de modo que s6élo nos queda por evaluar el determinante del operador de
Dirac D[AC,) — ay4[h]]. Para calcularlo, desacoplamos a los fermiones del
campo de gauge ay[h], realizando el siguiente cambio de variables:

\II}% = haﬂxf,
Uy = x°hj.. (4.3.43)

Con esto obtenemos:

det ,D[A(m) — ay [h]l|Funasuryy = Jr(h, A(cry)] X det »D[A(CT)]IFund(SU(k)b
(4.3.44)

donde el jacobiano fermidénico viene dado por:
Trlh, AR = exp(—Swz[AG), ), (4.3.45)
donde Sw Z[Ag?}, k] es la accién de Wess-Zumino-Witten gaugeada:

Swz[AD) h] = S[h] — Sc[ASY, h). (4.3.46)
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En (4.3.46), S[h] es la accién de Wess-Zumino-Witten, definida en la
ec.(2.2.17) y Sc[A%Y, h] ests dada por:

2
SclA, ] = —tr / dz (AyhA_h~'+
47r. .
AA- -~ 1Ko ha +1h-la_hA+) . (4.3.47)
€

Finalmente, la funcién de particion esta dada por:

Z = deti@hdj(sy(k))(deti@)N'k

m 2k+N
% Z/Dh det—’D[A(C‘_)]|
2 det z@ Fund(SU(k))
Xe(2k+N)swz[A(C';‘),h], (4.3.48)

Esta es la extensién no-abeliana de las ecuaciones (4.3.14), (4.3.15), y
corresponde a la funcién de particién efectiva para un modelo coset G/H,
(G =U(N.k) y H= SU(k)n), cuando los sectores de topologia no-trivial
son tenidos en cuenta.

Como en el caso abeliano, el operador de Dirac en presencia de un
campo con topologia tiene modos cero (ver Refs.[24], [25], [26]). En el
sector de topologia n hay N.n modos cero izquierdos de cuadrado integrable
y N(k — 1) modos cero derechos, anédlogos a los encontrados en el caso
abeliano. (Ver Ref.[26].)

Vemos entonces que, al igual que en el caso abeliano, la funcién de
particién sélo recibe una contribucién no nula del sector n = 0, ya que el
determinante fermiénico se anula para n # 0.

Sin embargo, ciertas funciones de correlacién, que se anulan si se con-
sidera sélo el sector con n = 0, devienen no nulas cuando incorporamos sec-
tores con n # 0. Necesitamos el niimero adecuado de campos fermidnicos
de modo de que aporten los coeficientes de Grassmann ausentes debido a
la. presencia de modos cero. Una funcién de correlacién que satisface este
criterio para el sector de topologia m es (tomamos por simplicidad m > 0):

b

m k—1 i
1111 s_(z0)s4(2f) >=Fy_(z},..., 20,2, ..., z87Y), (4.3.49)

=1

=

<

»

i=1 a=1
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' 54(2) = Di(2)Pia(2), (4.3.50)
s_(z) = Pi(2)i (). (4.3.51)

Al igual que en el caso abeliano, la parte fermionica se desacopla de la
parte bosoénica:

1 m 1 'k—-1y _ 1 m 1 k-1
Fy (21, 2N, Ty 8N ) = Fi_ger(yy o0 TR, Ty oo Ty )X
1 m 1 k-1
Fipos(21,- TR, Ty 5oy Ty ). (4.3.52)
v, . ' .
El factor fermidnico Fy_ e, (21, ..., 2%, 3., ..., zx ) puede calcularse exac-

tamente utilizando la forma explicita de los modos cero y el factor bosénico
se puede calcular utilizando las técnicas descriptas por Knizhnik y Zamolod-
chikov en la Ref.[14].

El hecho de que ciertas funciones de correlaciéon sean no nulas al in-
cluir sectores topolégicos, resulta en la modificacion de las propiedades de
los campos frente a transformaciones conformes, y podria modificar la ex-
presién de los campos primarios en términos de los campos de la teoria.
Por ello la funcién de particién hallada, (ec.(4.3.48)), constituye el punto
de partida para la identificacién de los campos primarios y el calculo de las
dimensiones de escala anémalas en un modelo coset con topologia.

El célculo presentado aqui, que corresponde al modelo coset con topo-
logia G/H con G = U(n.k) y H = SU(k)n, puede ser facilmente extendido
al estudio de modelos coset como los que presentamos en la seccién 3.3 de
esta tesis. :
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5.1 Introducciéon

En la seccién 2.5 de ésta tesis hemos descripto el llamado teorema C de
Zamolodchikov [1]. En este capitulo vamos a estudiar el comportamiento
frente al Grupo de Renormalizacion del modelo de Gross-Neveu quiral uti-
lizando este teorema. El interés del modelo se debe a que posee dos pun-
tos criticos no-triviales en los cuales es invariante conforme. Estos puntos
fueron hallados en las referencias [2]-[3], y en particular, en la Ref.[4], fue
calculada la carga central de Virasoro en dichos puntos utilizando técnicas
funcionales.

Nuestro propdsito es testear el teorema C (que fuera demostrado uti-
lizando argumentos generales) en un ejemplo explicito no-trivial, mostrando
que las propiedades predichas por dicho teorema se cumplen. Mostraremos
ademas la no existencia de nuevos puntos criticos en la region estudiada,
confirmando asi que el modelo deviene invariante conforme sélo en los pun-
tos hallados en las Refs.[2]-[3].

Estos resultados constituyen otro de los aportes originales de esta tesis
que fueron enviados para su publicacién [5).
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5.2 Bosonizacion del modelo de Gross Ne-
veu Quiral

En esta seccién daremos una breve descripcion del modelo de Gross-Neveu
Quiral (GNQ). En particular, usando técnicas funcionales, vamos a llevar
la funcién de particion del modelo a una forma factorizada que facilitara el
calculo de la funcion C' de Zamolodchikov. Esta construccién fue realizada
en la Ref.[4] en donde fue corroborada la existencia de dos puntos criticos
(en los que la teoria es invariante conforme) y fue calculada la carga central
de Virasoro en dichos puntos.
El lagrangiano del modelo de GNQ esta dado por:

: -1 i 1 AN 1 ua ra
L=T5Q - 5921"ju — 598" i3 (5.2.1)

donde ¥* (¢ = 1,...,N) son fermiones de Dirac y j* y j** son las corrientes
correspondientes a las simetrias U(1) y SU(N) respectivamente:

it = T
i = Tyl (5.2.2)

(t* (a=1,...,N? — 1) son los generadores de SU(N)), y g5 y gn son cons-
tantes de acoplamiento. Utilizamos las siguientes convenciones:

[ta, tb] = 2ifabctc,
tr(t*t?) = 26,
1" = ¢4l
- fabe pabe 189 (5.2.3)

En primer lugar vamos a eliminar los términos cuarticos en fermiones in-
troduciendo campos vectoriales auxiliares. Para el término del lagrangiano
correspondiente a las corrientes de SU (V) utilizamos la siguiente identidad:

1.2 2. 4G 4 2..(1 pAa Apa__ a pua '
e39% [ Peit?if /’DAZefd s(ARAM =g ALH?) o (5.24)

donde A, es un campo vectorial en el dlgebra de SU(N).
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Utilizando (5.2.4) y una identidad andloga para la corriente abeliana
obtenemos:

2= [ DUDUDADB,eap (— / d%z'[w,xp,A;,B,,]) (5.2.5)

donde L’ esta dado por:

=i, 1 1
L= W' (16;;¢ — g.Bbij — gnA"t;)Y + —2-BuB“ s §AZAM (5.2.6)
Vamos ahora a desacoplar los fermiones de los campos auxiliares. Para

el sector U(1), realizamos el siguiente cambio de variables:

U = e(in+i75¢>)X
T Ye(—in+i‘75¢)
1 14
By = (ewd$—0um) (5.2.7)

con lo que la funcién de particién puede escribirse como:
£= / DxDxDA®D¢DnJg® jo®
if: aja 1 a a
exp (— / d’z(x'(16:;0 — gnA th)x + §A“A“ ))

exp (—/dzx

Los jacobianos Jg") y J‘E“’ asociados con el cambio de variables (5.2.7)
estdn dados por [7]:

1 .
37 (On0"n + a,,¢a“¢)> . (5.2.8)

JEW = det(-V)
N
JFU(I) = exp (—2—7r/d2x0,‘¢8“¢>

b
exp (—2—7r/d2a:BuB“) : (5.2.9)
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(b es un parametro indeterminado, relacionado con ambigiiedades de regu-
larizacién [8]).
El cambio de variables que desacopla a los fermiones del campo Af, en

SU(N) esta dado por:

xe = 7% xp=hr1%Y

X, = Xg Xr = Xk, (5.2.10)

donde xL(xr) son las componentes izquierdas (derechas) de los fermiones y
g, h son campos en SU(NV), relacionados con A}, a través de las ecuaciones:
iy -

A+ = _(_)g la+g,
gN

A = —(—)r"'0_h, (5.2.11)
gnN

La funcién de particién puede escribirse ahora como:
Z = det(—V)(det(:@))N Z1Zu1, (5.2.12)

donde Z; es la funcién de particién de bosones libres:

(b + 7r]2 - N)a,tcﬁa“é _ (b;_—zw)alma“n) . (5.2.13)

s s

Zy = /quDnea:p (

y Zj1 viene dada por:

21 = [ DgDhI(g) ()T Wezp (4—},]; /d2xtr(g_13+gh_18_h)> .
(5.2.14)

Los jacobianos asociados a las transformaciones (5.2.10)-(5.2.11) que
aparecen en la expresién de Z;; son bien conocidos y estdn dados por [9),

[10]:

suwy _ det(i@ — gnA)
' B det(i@)

a/d2ztr(g_1_6+gh_13_h)) , (5.2.15)

= exp (Wlgh™"]+
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J(g) = detD[Ay]ag = [T3" WAL (det(i0;)) ag,
J(h) = detD[A_]ag = [Jo7 N (A4 (det(i0-))aaj, (5.2.16)
En (5.2.15), W]g] es la accién de WZW (ver ec.(2.2.18)).

Nuevamente las ambigliedades de regularizacion estan tenidas en cuenta
con la inclusién del término proporcional a a en (5.2.15) [9]-[12].

La expresién (5.2.12) (obtenida previamente en Ref.[4]) da una forma
factorizada de la funcién de particion del modelo que permite estudiar el
modelo de manera mds simple. De hecho gracias a esta expresion factoriza-
da en la Ref.[4] los autores calcularon facilmente el valor de la carga central
de Virasoro en los puntos criticos. Nosotros vamos a usar ésta expresion
para extender el estudio de la teoria fuera de los puntos criticos por medio
del cdlculo de la funcién C' de Zamolodchikov.

En primer lugar, vamos a analizar los factores en (5.2.12) que corres-
ponden a teorias criticas (invariantes conforme) para cualquier valor de la
constante de acoplamiento de la teoria. (Estos factores contribuyen con un
factor constante a la funcién C').

Los dos determinantes en (5.2.15) que corresponden a campos de ghosts
y fermiones libres, contribuyen con los correspondientes valores de la carga
central de Virasoro:

Cghosts = "‘2,

Cfermiones — N. (5217)

Por otra parte, Z; corresponde a una teoria de dos bosones libres ¢ y n y
por lo tanto su contribucién a la funcion C esta dada por:

Chosones = 2. (5218)

Para completar el estudio de la funcién C' del modelo, debemos calcular
la contribucién proveniente de Zj1, que puede escribirse como el producto
de un factor overall dado por el deti@| 44 veces una teoria de dos campos
de WZW con una simetria SU(N); interactuantes:

k
En = /DgDhezp(—kW[g] — EW[R™Y + Z;g}/d%:tr(g"l&,_gh'la_h))
Xdeti@IAdj = Zi % deti@l,qdj (5.2.19)
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donde k = —(2N + 1) y g es la constante efectiva del modelo:
i :

kg
Antes de embarcarnos en el cilculo de la funcién C proveniente de Z;;

vamos a detenernos a estudiar las caracteristicas de la teoria en los puntos

criticos [4]. Es facil ver, a partir de la expresién (5.2.19), que existen

al menos dos puntos criticos para los cuales la teoria deviene invariante

conforme. Si tomamos g3 = g% tal que:

2% 1

— (4ma + 1). (5.2.20)

g

= — 2.21
la constante de acoplamiento efectiva g toma el valor §* = —1, y en este
punto la funcién de particién puede escribirse como:

Zgr = [/ Dg] /DUemp(—kW[U_l]), (5.2.22)

donde U = ¢.h™!, que corresponde a una teoria de WZW en el punto fijo
estable en el infrarrojo cuya carga central de Virasoro estd dada por:
. kdimG
= -
k+cy
Por lo tanto en este punto, la teoria completa deviene invariante con-

forme y el valor de la carga central se obtiene sumando las contribuciones
de los distintos sectores:

(5.2.23)

k dimG
kE+cy '

El segundo punto critico corresponde a la eleccién de g% que hace cero
la constante de acoplamiento efectiva g:

1
o .2.25
0 dkla + 1/4x)’ (5 )
de modo que en Z;; tenemos dos campos de WZW por 1o que la contribucién
de este factor a la carga central se duplica. La carga central del modelo en

este punto viene dada entonces por:

g =N —2(N? — 1)+ (5.2.24)

k dimG

cgng =N —2(N? —1) +2 Fror

(5.2.26)
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Obviamente este andlisis no descarta la existencia de otros puntos cri-
ticos de la teoria pero veremos , al evaluar la funcién C' de Zamolodchikov
en la préxima seccién, que no existe ningiin otro valor de g% en el intervalo
considerado para el que la teoria sea invariante conforme.
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5.3 Funcion § para el Modelo de Gross-Ne-
veu Quiral

Una vez factorizada la funcional generatriz del modelo (ec.(5.2.12)), va-
mos a calcular la funcidén 8 usando el método del campo de background.
En la préxima seccion utilizaremos este resultado para testear la relacién
(2.5.19) (demostrada por Zamolodchikov utilizando argumentos generales
(ver seccién 2.5)). El tnico factor en la ec.(5.2.12) relevante para el célculo
de la funcién S es el correspondiente al sector de WZW:

Zn' = /DgDhe:cp(——kW[g] — kW[h™Y + %g/dzxtr(g_lﬁ_gh"la_h)),
(5.3.1)
que como vimos, posee al menos dos puntos criticos.
Siguiendo las referencias [13], [14], comenzamos escribiendo a los campos
g ¥y h como el producto de campos de background por las fluctuaciones
cuanticas:

g(z) = go(z)e'™@, h(z) = ho(z)e™ @), (5.3.2)

donde n(z) = 7*(z)t* y #(z) = 7(x)t°.
El método de background sirve para calcular los contratérminos nece-
sarios para hacer finita la teoria y consiste en calcular las divergencias

contenidas en la funcional definida por:
\I;[go, hO] — /D,R_Dﬁ_e—(S[g,h]—S[go,ho]~terminos lineales en 7 y fr)’ (533)

que agota las divergencias de la teoria (ver Ref.[15]).

Las partes divergentes de los diagramas contenidos en (5.3.3) son fun-
cionales de los campos de background ¢o y ho, lo que permite obtener
directamente la forma de los contratérminos.

La funcional ¥ definida arriba debe ser regularizada tanto en el infra-
rrojo como en el ultravioleta.

Para eliminar las divergencias infrarrojas agregamos a la accién un
término de masa para g de la forma:

km? [, _1.
o /d ztr(g+97) (5.3.4)

Smlg] =
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y uno andlogo para el campo k. (Estos términos no afectan las propiedades
del modelo frente al grupo de renormalizacidn).

Las divergencias ultravioletas seran eliminadas usando el método de
regularizacién dimensional.

Asi la forma regularizada del exponente en (5.3.3) toma la forma:

57[90f3i7r hoeﬁr] — S|go, 50]|Reg =
Zk dt/ddxpuutr (a T [ —11rtg0 laugoenrt 53 e-—nrta enrt])

ik dt [ diaPtr (8,k [ % b5 B, hoe'™ + e,

+Eg /0 dt / d'atr eV (0O R()] + 7V g7 (£)0, 9(2)])

km?

- /dda:tr (hoeﬁr — ho 4 e Ryt — hal) , (5.3.5)

donde hemos definido:

P — 'y’“’—e’“’
VIOF = 0 f +1g7'(®)rg(t), f]
VAOF = 8_f + [R71(#)O_R(2), f] (5.3.6)

Para llegar a (5.3.5), hemos utilizado la identidad:
i ! d it
Wlgoe™] — Wlgo] = | dt=Slgoe™) =
o dt
1 ; ; ; ;
—21/\ /dm/o dt P*tr{9,m(e”""9,e" " 4 e g0, goe ™)) 5.3.7)

Para realizar la renormalizacién a un loop retendremos los términos de
(5.3.5) cuadréticos en las fluctuaciones 7 y #. De esta forma resulta:

S'(c,mdr) /d z 6 Tt — m27r“7r“)

+ /dd 8 7ot n® — m27r“7?“)
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_*___Z’E / dd.’B (Pquabcﬂ_aAlclauﬂ_b + Puufabc,ﬁ_aBzauﬁ,b)
2T
k . ) A i
—5d / d'z (2 f Bt b0, n° + 2if AL RO 7
_ 4fab0fdecAiBi(7rb7re ofe 'ﬁ'b'fre))
k a a ~AQ : rabc Aa A c
—Eg/ddx (—26+7r O_#° + 4if*® A+6_7rb7r
+ 4if**° B 0, 1'% + 8 fUec AL B nt7e) (5.3.8)

en donde hemos definido A, = ¢7'd,9 y B, = h™'d,h. (En esta tltima
expresién hemos omitido aquellos términos que renormalizan la masa, ya

que no cambian la funcién f).
Vamos a etiquetar los términos de S(cu.dr) en (5.3.8) de la siguiente
forma:

S(cuad'r) ~ S(O) + S(int)’ (539)
donde:
k
(O d a e .. 2_a_a
5 —47T/da:(8u7r8”7r m7r7r)
4 / d'z (9,7°0"7* — m*2°#") (5.3.10)
4m # ' ’ e
y .
St = 8 + S5 + ... + So. (5.3.11)

Aqui el subindice indica el orden en que aparece cada término en (5.3.8).
Por ejemplo:

5 =k [ d'aP fent Az 0,
27
k
8 = -;; / die PY¥ foteqe Beg, 7, (5.3.12)

etc.
Los propagadores para los campos 7 y 7 estan dados por:

<7 z)rt(y) > = < 7 (2)2(y) >= —A26%G(z,y)
< m*(2)i(y) > = 0, (5.3.13)



82

donde G(z,y) satisface:
(V+m*)G(z,y) = §(z,y) (5.3.14)

Veamos ahora cudles son los diagramas divergentes contenidos en la
funcional ¥. Para ello, la reescribimos de la siguiente forma:

- ; 1 : ;
U4, = / DrDie™5” (1 — St 4 5AS’("“)S("“)) (5.3.15)

(Es fécil ver que los términos omitidos en el desarrollo (i.e. [S™)]3, etc.)
corresponden a diagramas finitos.) El célculo de las partes divergentes es
standard, de modo que solo presentaremos aqui los resultados.

En primer lugar tenemos los diagramas divergentes que provienen de
los términos de WZW (i.e. los valores de expectacién de vacio de S; y S5).
La parte divergente de < S; >, viene dada por:

:C,

L5 P’“’P”"/dd tr(A, A, 3.
87r(d—2)7“p ztr(A,Ay) (5.3.16)

< 81> |aiw =

Ahora bien, para calcular el producto de tensores v,, P*” P’ debemos
aclarar que los productos de tensores antisimétricos €*¥ que aparecen en
este producto deben ser eliminados via la relacion [16]:

Ve = FHIFP — G (5.3.17)

donde ¥ es una "métrica bidimensional” que satisface las siguientes rela-
ciones:
Yo = ¥ Voo = Y Y00 = ’7,‘: (5.3.18)

v=d, q.,=2, A.=d-2, (5.3.19)
donde #** = 4" — 4"  de modo que:
Yup P* PP7 = 4 (5.3.20)

que desaparece en el limite d — 2, de manera que este diagrama no con-
tribuye a la renormalizacién de la constante de acoplamiento. Lo mismo
ocurre con la contribucién proveniente de < S; >. (En realidad estos
términos ”evanescentes”, podrian en principio dejar una contribucién no
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nula en el limite d — 2, debido al factor divergente 1/¢. Para tratar este pro-

blema debemos introducir contratérminos de la forma [ d*z/55**9,98,97!,

que no estaban en la accién de partida. Puede probarse que esto no altera

la funcién # a un loop y, en general, éste tipo de términos pueden ser

absorbidos a todo orden en una redefinicién de la funcién g [13].)
Tenemos otros dos diagramas divergentes que provienen de calcular

< S5 >y < Sg >. Ambos tienen una insercién del producto de campos

A;B_.
La suma de sus partes divergentes es:
_ 4G, 2
(< 85>+ < 86 >)y = 3733 /d str(A,B_) (5.3.21)

Con esto terminamos con los diagramas divergentes que provienen del
término lineal en S0 en la ec.(5.3.15).

Del término cuadrético en S(™) surgen cuatro diagramas divergentes
que llevan a una renormalizacién de la constante de acoplamiento §. Estos
corresponden a los siguientes valores de expectacion de vacio:

A(l) = — 5153, >
A(g) = — 5254 >
A(g) = —L 57510 >
A(4) = — < 5S¢ > (5.3.22)

Nuevamente daremos aqui sélo los resultados:

2aC,
A(l) = A(g) = ke /dza:tr(A+B_)
1627xC

Es fécil ver que la suma de las partes divergentes provenientes de Ay
¥ A(g) se cancela con la contribucién dada en la ec.(5.3.21).

Por otra parte, las contribuciones provenientes de A(3) y A(4) se cancelan
entre si.

Podemos concluir entonces que no hay renormalizacién de la constante
de acoplamiento a un loop, y por lo tanto la contribucién a un loop a la
funcion g es cero.
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5.4 Calculo de la Funciéon C de Zamolod-
chikov

En esta seccién vamos a construir la funcién C de Zamolodchikov [1] para
el modelo de GNQ usando teoria de perturbaciones. Vimos en la seccion
anterior que el comportamiento no-critico de la teoria esta controlado por
el factor correspondiente a los campos de WZW en interaccidn (i.e. Zi/'),
de modo que estudiaremos la teoria descripta por este factor.

Recordemos que, en general, la funcién C de Zamolodchikov viene dada

por (2.5.11):

C(g) = [22* < T(2)T(0) >
+42%2% < T(2)0(0) > —62* < O(2)0(0) >]|,2=p2, (5.4.1)

donde z = 2o + tz1, Z =29 — 271, T = T},,, © = 4Tz y ¢ representa a las
constantes de acoplamiento de la teoria.
En nuestro caso tenemos una tnica constante de acoplamiento, definida
por:
§=— — (4na +1), (5.4.2)
49N
En primer lugar vamos a calcular la accién efectiva de la teoria en una
métrica de background. Una vez hallada ésta y su dependencia en la métrica
vamos a calcular las funciones de correlacién que aparecen en la definicién
de la funcién C (ec.(5.4.1)) por derivacién funcional respecto de la métrica.

La accién efectiva esta definida por:

exp(—Sessln)) = [ DgDheap(=Si), (5.43)

donde S[v] es la accién que aparece en la ec.(5.2.19) en una métrica euclidea
arbitraria:

Slyl = kWlg] + kW [r7"]
+4—k7;§ / Pz /A(y* + i€ )ir(g7 8,9k 71, h), (5.4.4)

y v* es la métrica de background.
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Para calcular la accién efectiva vamos a desarrollar los campos g y h en
potencias de fluctuaciones 7 y 7, escribiendo:

g(z) = go e"_“"”’,
h(z) = ho ™, (5.4.5)

donde go, ho son campos constantes.
En términos de los campos 7 y # (que llamaremos piones) la accién
toma la forma:

Sly] = SP[y] + SO + SW[] + ete,, (5.4.6)

donde el superindice indica el numero de piones que aparecen en cada
término. Explicitamente:

k
50 == / Ba\ /" tr(8, 0, + 8,70, % + 250,70, %),  (5.4.7)

k v S
50 = —Er—/dzxe“ tr (0,70, 77 — 0,70, 77)

+%’% / &2\ /GPtr ([0,7%, 0,7 + [B,m, B, 7)), (5.4.8)
S@ = ——k—/dzm\/gg‘“’tr([a m,w)[0,7, 7] + [OuF, 7][O, 7, 7])
06 'ty vty n'ty ulty
kG [ 2y epwi (ZLig n #1104 41—
+87r /d z\/gP tr( 3[3,,7r,7r][8u7r,7r]
%[6,,#,#][3,,7?,77] + %[8,,%,#][3“%,7?]) , (5.4.9)

etc. donde P** estd definido en (5.3.6) y los propagadores para los campos
7w y 7 estan dados por:

2
< m(2)m’(y) > = ——k7—r—6“bG(x,y),
2
<#@)) > = —T8C(,),
< (D)Rt(y) > = —rstG(a,y), (5.4.10)

kg
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donde G(z,y) es la funcién de Green del Laplaciano en la métrica v,,(z):

Ou(\/ A" 0,)G(z,y) = 6(z — y). (5.4.11)
La contribucién a la accién efectiva proveniente de los diagramas de un
loop de piones viene dada por:

k
e;vp(—S’S?,[*y]) = /Dﬂ'Dfrea:p — (g;/dzwﬁ'y“”tr(aﬂra,,’ir-i—
0,0, % + 2§0,70, %)), (5.4.12)

La medida de integracion Dn D7, es el producto de las medidas usuales
invariantes traslacionales (i.e. el jacobiano de la transformacién que pasa
de las variables en el grupo ¢ y h a las variables 7 y # en el algebra es
trivial)

La integral funcional en (5.4.12) puede ser resuelta en forma exacta (al
menos formalmente) haciendo el siguiente cambio de variables:

L (@R
\/2- )
ﬁ_l — (_7r+7r)

5 5.4.13
7 ( )
que diagonaliza S®).
Los nuevos propagadores estan dados por:
a ¥4 2 1
<T@ ) > = 76
< ﬁ'a(x)'fr'b(y) > = —2%1—15611176;((11,@/)
<7 (z)7"(y)> = 0 (5.4.14)

y en términos de las nuevas variables tenemos:
exp(=S:gy1n]) =
k
/D7r'D7?'e:vp(—4— / &z /tr((1 + §)n'Va' + (1 — §)a'Vi') =
s

1

[det(1+ §)V det(1 — §)v]" T2, (5.4.15)
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de donde se obtiene:

N? -1 N? -1
1 _ %
Seff = 2 In det(1'+g)V+ 5

In det(1—§)V.  (5.4.16)

Cabe sefialar que las singularidades en el propagador del campo =’ y
en el primer término de la accién efectiva (ec.(5.4.16)) para el valor de la
constante de acoplamiento g3 = g% (i.e para § = §* = —1), estaban ya
presentes en la funcional generatriz del modelo (5.2.12). De hecho, vimos
en (5.2.22) que en la expresién para el factor Zy; en el punto § = g* aparece
un factor divergente (que corresponde a la integral sobre el grupo) que debe
ser regularizado. Excluiremos este punto por el momento y lo discutiremos
al final de esta seccién.

En ese caso, podemos escribir la accién efectiva a un loop como:

S8, =2N? —1)D{y}, si —1<§<0
1
D{v} = -2—ln detV, (5.4.17)

ya que las constantes 1 + ¢ y 1 — g no afectan la dependencia en la métrica
de los determinantes.

Esta expresion para la accidn efectiva es formal, ya que el determinante
requiere ser regularizado. Fue Polyakov [17] quien dio por primera vez una
expresion finita para D{v} en una métrica arbitraria:

1

D{y} = ~18n

[ Eadyy/7 (@14 R2)RE)G(z, v)
+c/d2:c\/'y(:c). | (5.4.18)

Por motivos que quedaran claros mas adelante vamos a reescribir esta
expresién para D{y} en términos de la parte finita del propagador. Si
definimos:

G(,y) = Gle,y) + 5-in s(z,) (5.4.19)

donde g
s(z,y) = / ds, (5.4.20)



88

es la distancia geodésica entre z e y, resulta que G(z,y) es finita paraz — y
(18].

Es fécil ver (por ejemplo, usando coordenadas conformes) que en funcién
de la parte finita del propagador, G(z,y) en = = y,(que llamaremos G(z)),
D{~} toma la forma:

1 —. — R_
D{} = 5in detV = % / 2/7(10,G0,G - 5-0), (5.4.21)
. T
Vamos a calcular ahora las funciones de correlacion que definen a la
funcién C.
En general, la funcién de correlacién de dos puntos de tensores de ener-
gia-impulso estd dada por:

< T,(2)T,0(y) >=< Tu(z) >< T,o(y) >
2 §<Tu(z)>

_ I 5.4.22
V) ) T (5422)
donde:
2 &5,
< Tu,,((L') >= ff[ﬂ/] |,y;w=5mu (5423)

V() 6y (x)

A partir de la accidn efectiva a un loop (5.4.17)-(5.4.18) obtenemos:

< T(z) >=0 (5.4.24)
y
< Tou) T (4) >= 208~ 1) (5= 8(8,0,8(2 = 4) = 8,0 V85 — 1))~

1 In|z — vy
Yl _ L6z — 1)), 4.2
51 (0:0:0,0,(—5—) = 6,00,0,6(z — v)) (5.4.25)
para —1 < § < 0, de donde se obtiene (a menos de términos de contacto):
1/2 . »
<T()T(0) > = 2/—42(N2 -1), st —1<g<0.

<T(2)0(0) > = 0,
< 0(2)0(0) > = 0. (5.4.26)
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Utilizando la ec.(5.4.1) obtenemos para la contribucién a la funcién C
proveniente de la accion efectiva a un loop:

C(HW =2(N?-1), if —1<§<0. (5.4.27)

(Este resultado podria haber sido inferido de las ecuaciones para la accién
efectiva S,E]f}f (5.4.17)-(5.4.18) ya que corresponde a la accién efectiva de
una teoria de 2(IN? — 1) bosones libres sin masa, cuya extensién central de
Virasoro estd dada por el nimero de bosones.)

Tenemos entonces una contribucién constante (independiente de la es-
cala) en todo el intervalo (§*,§**]. Esto significa, a través del teorema C,
que la funcién B de la teoria es cero en dicho intervalo. De hecho esto
coincide con el resultado obtenido en la seccién anterior.

Por lo tanto, a este orden, la teoria se comporta de manera invariante
conforme, cosa que veremos no ocurre a dos loops.

Para obtener las contribuciones a la accidn efectiva provenientes de los
diagramas de dos loops de piones, debemos retener en el lado derecho de
la ecuacién (5.4.3) los términos cibicos y cudrticos en estos campos (i.e.
SB) y S ecs.(5.4.8)-(5.4.9)) que en funcién de las nuevas variables 7/, #/

(ec.(5.4.13)) estan dadas por:

ik
d2$€;w abc
1227 / f
{(65 — 2)8,7"°8,7"7" — 6(§ + 1)8,7, 77"}  (5.4.28)

S8 = _

k
5(4) — 24_’IT/d2x\/,,7,_)/;11/fa,b_qfcalg{(1 4+ g})@uw'aw'b@,,w'cvr'd +
(1 —7§)0,7"#"0,#"#'® + 2(1 — 3§)0,x"*x"0, 7" *#'* +
2(1 + 3§)0, 7" x"*8,x" 7" + (1 + 7§)0, 7" %", n'° 7" +
(1 - §)d, 7" x"d,7"°r"}  (5.4.29)

La contribucién a dos loops a S.ss estd dada por:

1
§@ =< 5™ > -5 < S@5@ > (5.4.30)
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que involucra el calculo de los siguientes diagramas:

/r-'\\ /"\\ /f"‘\ ...
Y ] ( v
\ N / \ k,
\"/ N s ~_~ .
-------------- 33 '. — ———— — —
N / « 7
/ ~ /
~ ~ ~ e

donde las lineas rayadas y punteadas, representan a los propagaderes de los
campos 7' y 7' respectivamente.

Dado que ambos propagadores tienen la misma dependencia en las co-
ordenadas (difieren sélo en factores que dependen de §), podemos agrupar
los diagramas en sélo dos clases cuyas expresiones formales son:

Sé?f = I] + Iz =
m 2 (1-7) , (1+7§
_N(N2_1) ([ ~+( ~g2)+( -Z)
6k 1+ (1-97? (1-3%

/d2x\/*77“"(3,f33G(w, ¥)G(z,y) — 8;G(2,9)0)G(2,y)) o=y —

] x

65—2?2 6
a—pta-a "
[ Brdiyerre 561G (z, )05 046 (z,v)G, y)) (5.4.31)

Esta expresion es formal en el sentido de que las integrales que apare-
cen arriba deben ser regularizadas tanto en el infrarrojo (IR) como en el

ultravioleta (UV).
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Para eliminar las divergencias IR se puede agregar un término de masa
[13] en forma andloga a lo que hemos hecho en la seccién anterior, sin em-
bargo esto no afecta las propiedades del modelo frente al Grupo de Renor-
malizacién (en particular no afecta a la funcién g y a la funcién C). En la
Ref.[23] los autores probaron que observables invariantes bajo la accién del
grupo tienen desarrollos perturbativos finitos en el infrarrojo. Este punto
ha sido verificado explicitamente en nuestro calculo.

Con respecto a las divergencias UV, utilizaremos el método de regu-
larizacién dimensional en presencia de una métrica de background [19], ya
que necesitamos la dependencia explicita de la accién efectiva en la métrica
para el calculo de la funcion C.

Dejamos los detalles de calculo para el apéndice y solo damos la forma
final de la accién efectiva regularizada:

1 ioi R
5@ Inse = F@ENW = 1) [2 [ P2 /500,60,6 - 5 0)| (5.432)

donde f(§) estd dada por:
65> — 6§ — 4G + 2 '
(1-9)°(1+9)
y G(z) es la parte finita de G(z,y) en z = y (5.4.19):
La expresién entre corchetes en la ec.(5.4.32) no es otra cosa que el
determinante regularizado del laplaciano (ec.(5.4.18)), de modo que la con-

tribucién de dos loops a la accién efectiva solamente cambia el factor mul-

tiplicativo delante de D{v} en (5.4.17).
Usando las ecs.(5.4.1), (5.4.22) y (5.4.32) tenemos para la contribucién
hasta dos loops a la funcién C la siguiente expresion:

(5.4.33)

f(g) =

N
C(g) = (N*-1) (2 - ;f(ﬁ)) if —1<§<0o. (5.4.34)
En el punto fijo correspondiente a ¢ = 0 tenemos:
C(0) = 2(N? — 1) (1 - fZ—) (5.4.35)

En este punto hay que notar que la expresion para la carga central
correspondiente a una teoria de dos campos de WZW (ec.(5.2.23)), tiene
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una expansién en 1/k que coincide con (5.4.35). (Este resultado era de
esperar ya que una expansion en 1/k para un modelo de WZW en el punto
critico coincide con la expansién en loops).

Este resultado estd de acuerdo con el obtenido en la Ref.[18], donde fue
realizado el cdlculo perturbativo de la carga central de Virasoro para un
modelo de WZW con simetria SU(N), en el punto critico.

Ademsds la funcion C obtenida satisface la condicion de estacionaridad
en el punto critico:

0C(g)
—|5=0 = 0. 5.4.36
8§ |g—-0 ( )
Vamos a analizar ahora el punto critico correspondiente a § = —1. En

este punto la funcién de particién del modelo puede escribirse como en la
ecuacién (5.2.22), y se ve en esta expresién la presencia de un factor infinito
que debe ser tratado cuidadosamente en el calculo perturbativo de la accién
efectiva.

En nuestro tratamiento, esta divergencia de la teoria se manifiesta por
primera vez como un polo simple en el propagador para el campo 7' (5.4.14).
También se manifiesta en la accién efectiva a un loop, (ec.(5.4.16)), dado
que ésta es singular para § = —1.

A dos loops la singularidad aparece nuevamente en la expresién (5.4.32)-
(5.4.33) para la accién efectiva. De hecho ésta tiene un polo simple para el
valor de la constante de acoplamiento efectiva g = —1.

Vamos a definir entonces la accion efectiva eligiendo una regularizacién
que ajuste los valores de la funcién C en los puntos criticos a los valores
esperados ecs.(5.2.24)-(5.2.26).

Esto equivale a definir:

1-& if §=—1
Sess = (N? —=1)D{v} (5.4.37)

2“‘%f(§)|Reg Zf -1<g<0,
donde: ~ . B
—§+21§2 - 125+ 4

20 =57 (5.4.38)

f(9)|reg =
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Finalmente la funcién C' de Zamolodchikov a dos loops toma la forma:
1-% if §=-1
C(§) = (N? - 1) (5.4.39)
2~ Ff(@)lre if ~1<G<0.

Esta funcién es mondtona decreciente con la constante de acoplamiento
g% a través de (5.2.20), y no posee puntos criticos adicionales en la regién
comprendida en (§*, §**|, confirmando asi que el modelo deviene invariante
conforme sdlo para aquellos valores de la constante de acoplamiento halla-
dos en la Ref.[4] (ver ecs. (5.2.21), (5.2.25)).

Por supuesto estos resultados son validos en el esquema de regulariza-
cién utilizado. De hecho la dependencia de la funcién C de Zamolodchikov
con el esquema de regularizacién fue discutida en la Ref.[20], en el contexto
de una teoria critica perturbada por un operador relevante en donde los
autores mostraron que ciertas propiedades de la funcién C (por ejemplo,
la relacién con la funcién ), eran ciertas en determinados esquemas de
regularizacién. Es de notar que las propiedades basicas de C(g) listadas en
la seccién 2.5 son independientes del esquema de regularizacién adoptado.

Como ya mencionamos, existen en la literatura célculos previos de la
funcién C' de Zamolodchikov como es el caso del modelo de Schwinger [21]
(que es exactamente resoluble). El teorema C de Zamolodchikov también
fue estudiado intensivamente en el contexto de teorias conformes usando
técnicas como la teoria de perturbaciones conformes (ver Ref.[22] y las re-
ferencias alli citadas).

Nuestro calculo provee el primer estudio perturbativo de la funcién C
en un modelo de Teoria de Campos con el interés adicional que proviene
del hecho de que el modelo posee dos puntos criticos no-triviales. De hecho
hemos calculado la funcién C de Zamolodchikov asociada al modelo de GNQ
y mostrado que dicha funcién interpola entre dos puntos criticos conectados
por una trayectoria del Grupo de Renormalizacién.

El célculo de la funcién C de Zamolodchikov podria ser 1util también
para calibrar el esquema de aproximacion utilizado, ya que relaciona una
funcién que en principio es calculable sélo perturbativamente, con resulta-
dos exactos, como son los valores de las cargas centrales de Virasoro.
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Apéndice A: Regularizacion dimensional en
espacios curvos

En este apéndice vamos a calcular en forma detallada la parte finita de la
contribucién a dos loops de la accién efectiva en una métrica de background
[19]. Esta viene dada por la ecuacién (5.4.31):

Sg?le—l-f-l—z:

" 2 (1-7)  (1+79)
—N(N? -1

TR )([1+g+(1—§)2 D

[ davir(8;0:6(2,y)G(z,y) — :6(w, )G (@, 9))lemy

| x

65—-272 6
e T a—
/fuﬁw%wﬁgm%wwwcwwmuwg. (.A)

Antes de calcular las partes finitas de Z; € Z, vamos a explicar breve-
mente en qué consiste la generalizacién del método de regularizacién di-
mensional para el caso de una variedad con métrica arbitraria [19].

El método consiste basicamente en definir las integrales divergentes en
un espacio d-dimensional en donde las dimensiones extra estan en un espa-
cio plano (esta restricciéon puede relajarse pero por razones de simplicidad
usaremos esta eleccién particular de la extensién).

Esto quiere decir que si partimos de una teoria definida en una variedad
M de dimensién d, €l espacio extendido (d + p)-dimensional serd M x RP.

El paso siguiente consiste en reemplazar los propagadores que aparecen
en el diagrama por los correspondientes nicleos de la ecuacién del calor
mediante la expresion:

G@@:Afm@wﬁ (.B)

donde z e y son las variables en el espacio extendido, luego introducir
la forma explicita de Ki(z,y), realizar las integrales sobre las p variables
adicionales y finalmente extender el resultado (que es una funcién de p) a
p complejo arbitrario.
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Es facil ver que la expresién resultante es finita para Re(p) suficiente-
mente grande, de modo que corresponde a la expresién regularizada de-
seada.

Para obtener la forma de los contratérminos se procede de la manera
usual, i.e. se calcula el residuo en p = 0.

En nuestro caso esto se puede llevar a cabo facilmente, reemplazando el
propagador en argumentos coincidentes por la siguiente expresion:

G(z,z) = G(z) + i, (..C)

donde e = d — 2 y G(z) es la parte finita del propagador definida como:

G(z,y) = G(z,y) + %ln s(z,y)
G(z) = G(2,Y)lo=y> (..D)

(In s(z,y) es la distancia geodésica entre z e y y controla la singularidad
a cortas distancias de G(z,y)). (Esto se puede probar utilizando el pro-
cedimiento descripto arriba y utilizando el desarrollo asintético del nucleo
de la ecuacién del calor para t pequefio, que corresponde al desarrollo del
propagador a cortas distancias.)

Para la primera derivada, usando G(z,y) = G(y,z), se puede mostrar

que:
1, ~
%G(m’y)lamy = a;yLG(xa Ylz=y = EanG(x)' (-.E)
Para la segunda derivada se obtiene:
FOG (2, y)loey = — 2% (.F)
o I r=y 87‘_’ .

donde R(z) es la curvatura escalar.
La primera de las integrales, Z;, esta dada por:

T, = [ o/ (0016(2,y)G(a,y) - FG(2,1)8LG(@, ¥ ))lemyy  (-C)

y la parte finita es:
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Tilne = — [ Pay/2() Gaﬁ(z)aﬂ@(z) + S%R(x)a(:v)) . (H)

Esta expresion puede ser escrita en términos del determinante regularizado
del operador laplaciano (ec.(5.4.18)):

Tilng = 5 D). (-

La obtencién de la parte finita de la segunda integral divergente, Zj;,
requiere algunas manipulaciones previas:

En primer lugar, usando coordenadas conformes (7,,(r) = e*(®§,,)
podemos llevar a 7, a la forma:

1

B = (e

/dzxdzye"”e””@fjaglnlm —y| EFIn|lz —y| In|lz —y|. (..J)
Eliminamos el producto de tensores antisimétricos via:
VP = HTAIP — yHPYT (.K)
con lo que la integral (luego de una integracién por partes) deviene:

7, = — [ oA (062,10 C(2,)) lemy- (L)

Finalmente usando la ec.(..E) obtenemos:

Lol = - D{). (-M)

Por lo que la parte finita de la accién efectiva S'g]f estd dada por:

!
S |rss = f(§)7N(N* = 1)D{x}, (.N)
con:
6% — 65% — 4§ + 2

A—3P0+9 (-0)

f(g) =
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Como senalamos en la introduccién, uno de los propdsitos de esta tesis
fue estudiar modelos invariantes conforme bidimensionales utilizando las
herramientas de la Teoria Cuantica de Campos.

Gracias a la conexion existente entre los sistemas criticos bidimension-
ales (con transiciones de fase de segundo orden) y la Teoria Cuantica
de Campos, nuestro estudio se abre a numerosas posibles aplicaciones en
Mecénica Estadistica.

En primer lugar estudiamos la implementacién de vinculos en modelos
fermidnicos con el objeto de obtener una realizacion explicita en términos de
Teoria de Campos de los modelos del coset para teorias minimales unitarias.

En el marco de la integral funcional, logramos construir la funcion de
particién de dichos modelos asi como la de modelos con simetrias adicionales
como supersimetria, simetria Z3, etc. (capitulo 3). La bosonizacién com-
pleta del modelo nos permitié calcular la carga central de Virasoro para
estos modelos de manera simple. Esta version bosonizada constituye el
punto de partida del estudio de las propiedades conformes de la teoria y de
la identificacién de los operadores primarios (que, como dijimos, son los que
describen las fluctuaciones de los parametros de orden de la correspondiente
teoria estadistica) en términos de los campos de la teoria desacoplada.

La expresién obtenida para la carga central de la teoria de fermiones
constrefiidos correspondiente al modelo coset G/H con G = SU(N)i X
SU(N) y H = SU(N )i esta dada por:

(N2 —D)kl(k +1 4 2N)
CTUrIFNE+NI+NY

En particular si tomamos G = SU(2)x x SU(2); y H = SU(2)k41 (que
corresponde a tomar N =2y [ =1 en (6.1)) obtenemos la serie FQS:

1 6
(k+2)(k+3)
De la expresién factorizada para la funcién de particidén presentada en
la seccién 3.3 (ec.(3.3.11)), vemos que los campos de la teoria correspon-
den a fermiones, ghosts y bosones libres y a campos de WZW, de modo
que los campos primarios de la teoria seran combinaciones adecuadas de
dichos campos. La cuantificacién BRST de la teoria seleccionara de en-
tre las infinitas combinaciones posibles, las tnicas fisicamente aceptables,
permitiendo asi encontrar de manera univoca los campos primarios.

(6.1)

c =

(6.2)
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Luego, en la segunda seccidn del capitulo 4, presentamos la formulacién
explicita de los modelos del coset anidados [1] en términos de teorias de
fermiones constrefiidos. Nuevamente, la bosonizacién de la teoria nos per-
mitié calcular explicitamente la carga central, que aparece como la generali-
zacion natural de la expresion para la carga central de los modelos del coset
de GKO. En este caso, encontramos una dependencia no esperada en los
niveles de las distintas algebras de Kac-Moody y en los distintos Casimires
de los grupos de la cadena.

En el caso particular estudiado en la seccién 4.2, que corresponde a un
coset generalizado G/H/L con G = U(N xk), H = SU(k) y L un subgrupo
de SU(k), encontramos que la expresién para la carga central del modelo
esta dada por:

CG/H/L = €G3 — CHk F CLk42(ClH]-C[L)) (6.3)

donde cy4, es la carga central de Virasoro asociada a la teoria con simetria A
y nivel de Kac-Moody p y C[A] es el Casimir cuadratico en la representacién
adjunta de A. Esta construccion se generaliza trivialmente a una cadena
descendiente arbitraria de grupos.

Los modelos anidados resultan ser soluciones particulares de la Ecuacién
Maestra de Virasoro, y por ello la obtencion de realizaciones explicitas de
los mismos puede ser de interés en el estudio del espacio de soluciones.

En tercer lugar, estudiamos como se modifica una teoria de fermiones
constrenida, como las que realizan la serie FQS, cuando se incluyen sectores
topologicos. Mostramos que, debido a la existencia de modos cero del
operador de Dirac en presencia de un background con topologia, ciertas
funciones de correlacién devienen no-triviales en este caso. Esto modifica
el conjunto de funciones de correlacion de la teoria y por lo tanto modifica
el conjunto de campos primarios.

En particular mostramos que funciones de correlacién que incluyen un
numero adecuado de campos de la forma:

s+(2) = Yp(2)¥p(2), s-(2) = P2y (2), (6.4)

que se anulan en el sector de topologia cero, son no nulas en el sector con
topologia m.
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Mostramos ademas que dicha funcién de correlacion se factoriza de la
siguiente manera:

1 m 1 -1\ __
Fy (2}, 2%z}, )y = F,_ fer(.'El, . ,xN,acl, )
F+—508(‘7:1, . xNaxl Ik ) (65)
«s . ! =,
El factor fermiénico Fy_jer(z},..., 2%, z7,..., 25 "), puede ser calcu-

lado exactamente, mientras que el factor bosonico puede ser calculado en
este caso utilizando las técnicas desarrolladas por Knizhnik y Zamolod-
chikov [2] para €l calculo de funciones de correlacién en un modelo de WZW
y en el caso en el que el campo de gauge tiene dindmica, utilizando teoria
de perturbaciones.

Otro de los propositos de esta tesis fue el de estudiar teorias de campos
bidimensionales fuera del punto critico. Para ello consideramos el modelo
de Gross-Neveu Quiral, que tiene la particularidad de poseer dos puntos
criticos no-triviales.

Realizamos el célculo perturbativo a dos loops de la funcién C de
Zamolodchikov utilizando teoria de perturbaciones en el marco de la In-
tegral Funcional y mostramos que cumple con las propiedades bésicas y en
particular interpola entre los valores de la carga central correspondientes a
los puntos criticos no-triviales del modelo.

Ademads mostramos que la funcién # a un loop se anula, lo cual estd de
acuerdo con el resultado obtenido para la funcién C a un loop que resulta
ser constante a lo largo de una trayectoria del grupo de renormalizacion.

Cabe sefnalar que el calculo realizado en este modelo particular puede ser
aplicado al estudio de teorias minimales perturbadas con un operador re-
levante, partiendo de la formulacién en términos de fermiones constrefiidos
presentada en el capitulo 3 de esta tesis. Este tema es de gran interés en
la actualidad.
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