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INTRODUCCION GENERAL

En las Gltimas décadas, los puntos en comun kentre la
6ptica, 1la teoria de 1la informacidén y 1la teoria de las
comunicaciones se han 1ido acrecentando. Esta afinidad es
comprensible, entre otras razones, pués tanto los sistemas de
comunicaciones como los sistemas J&pticos estdn disefiados para
detectar y procesar inforﬁacién. En el primer caso, en deneral la
informacidén es de naturaleza temporal, mientras que en el segundo
caso es de naturaleza espacial. Esta es una diferencia puramente
formal, ya que ambos sistemas pueden ser descriptos por el mismo
formalismo matemético, esto es a través del Andlisis de Fourier.

La razdén fundamental de la matemdtica similar, entre
ambas disciplinas, no es solamente el interés comin por la
informacidn, sino que ademds, en deneral, tanto los sistemas
opticos como los de comunicaciones, poseen en comin un conjunto de
propiedades bdsicas tales como linealidad e invariancia. Estas dos
propiedades permiten que un sistema sea tratado sencillamente
usando técnicas del andlisis de frecuencias. Para el caso de un
sistema O6ptico, el andlisis del mismo se hace en términos de su
respuesta en frecuencias espaciales.

Dentro de este marco de semejanzas, no es de extrafiar que
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algunas de las funciones usadas a lo largo de este trabajo, hayan
sido definidas originariamente en la teoria de sistemas de

comunicaciones, v

El formalismo de la transformada de Fourier permite

describir a una funcidén n-dimensional f(xi,X2,...,¥X )} Dpor su
espectro n-dimensional F{ui,uz,...,U}:
® ©
F(3) = [J £(X) exp{-27 iX.U} d¥
-00  -00

Este espectro da una distribucidn global de la energia de la sefial
como funcidén de la frecuencia, es decir, tiene en cuenta a las
frecuencias espaciales que se encuentran en toda la sefial.

En ciertos casos es deseable tener una distribucidn local
de la energia de la sefial como funcién de 1la frecuencia, vale
decir, considerar las frecuencias espaciales localizadas en una
pequefia region del espacio. En esta consideracion esta implicita
una representacién 2n-dimensional de la sefial en un espacio (X, u),
ya que implica una manifestacion dual espacio-fase de 1la funcidn
original. Un ejemplo de aplicabilidad de esta representacidn puede
hallarse en d6ptica geométrica,donde la sefial estd descripta por
las direcciones (es decir frecuencias espaciales) de los rayos,
que estéan presentes en un punto dado {coordenadas
correspondientes).

Las ventajas que ofrecen las representaciones espectrales

locales sobre las globales, pueden entenderse mejor pensando en la
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misica y en su particular forma de escritura. Como cualquier
evento fisico una pieza musical puede ser descripta
matemdticamente de varias formas; por ejemplo, puede graficarse a
la presion de aire U(t) como funcidn del tiempo. Desde 1ueg§, un
compositor no piensa en su misica como un evento fisico, sino que,
lo que €1 quiere es prescribir 1la frecuencia exacta en el
intervalo exacto de una nota (aunque el principio de incerteza le
imponga lo contrario). Por una cuestidn puramente pragmatica el
compositor no escribe una U(t), solo la compafiia discografica, es
la que produce y vende una U(t}. Por otra parte es claro que si no
se preocupa por escribir una U(t), menos aun 1lo hara por su
transformada de Fourier; €l sabe que ésta es muy util ~para
resolver ciertos problemas matematicos y fisicos, pero
desdraciadamente da una representacidn 1ilegible de una pieza
musical.

Lo que un compositor efectivamente hace (o piensa que
hace) es algo completamente diferente de especificar una funcidén o
su transformada de Fourier. El describe a su misica como un
conjuntoc de simbolos en un'pentagrama, construyendo una funcidn de
dos variables (tiempo (t) y’frecuencia temporal (u)) que describe
las frecuencias presentes en cada instante de tiempo. Su forma de
especificar al tiempo es un poco diferente de como 1lo haria un
matematico, pero ciertamente que 1lineas verticales en un

rentagrama denotan t constante y 1lineas horizontales denotan u

constante. La astucia del compositor se manifiesta en dar una



representacidon facilmente entendible de su misica utilizando dos
variables duales, tiempo y frécuencia temporal.

Como en el caso de 1la misica, las representaciones
espectrales 1locales, también conocidas como representaciones
espacio—-fase por analogia con la mecdanica (donde la posicidn y 1la
cantidad de movimiento de una particula se dan simultaneamente en
¢cse espacio), son a veces la forma mas sencilla y practica de
describir ciertos fendmenos. En el caso de 1la dptica, los
formalismos espacio-fase, han concentrado en los ultimos afios la
atencidn de los investigadores en este campo, debido a que dan una
representacidn de la informacidn, que es intermedia, entre una
puramente en funcidn de lag coordenadas espaciales y una
representacion puramente en funcidn de las coordenadas frecuepcias
espaciales. Este tipo de descripcidn conduce a miltipes
aplicaciones potenciales, tanto tedricas, como practicas, en la
Gptica.

Las representaciones espacio-fase mas usadas en la Sptica
moderna son: la Funcidn de Distribucidén de Wigner, 1la Funcidn
Ambigiiedad de Woodward, el Espectrograma Complejo, y su médulo al
cuadrado, el Espectrograma Local. Aigunas de ellas fueron
adoptadas por la 6ptica de otras diciplinas, como la Funecidn de
Distribucidén de Wigner de 1la mecdnica cudntica,y 1la Funcidn

Ambiguedad de la teoria de radar.



El objetivo de esta Tesis es el estudio de nuevas
aplicaciones de los formalismos espacio-fase en la dptica. En el
capitulo I se presenta una descripcidn de los formalismos a
emplear, detalldndose sus propiedades y las relaciones matematicas
entre los mismos. En el capitulo II, se describen métodos dJpticos
para la deneracidn de las funciones espacio—fasef Se discuten
distintos procesadores dpticos para la visualizacidn de estas
funciones y se detallan ademds, los aspectos originales derivados
de este estudio. En el capitulo III, se analizan los modelos
Sépticos cuasi-geométricos y su aplicacidn al estudio de la
difraccidén por objetos tridimensionales (3-D), se establece una
relacidon entre la amplitud de campo de la difraccidn producida por
dichos objetos, y las distintas representaciones espacio-fase. De
este modo, las propiedades de estas Gltimas pueden ser aplicadas al
estudio del comportamiento del campo difractado por objetos
tridimensionales. En el capitulo IV, se propone una relacién entre
las funciones caracteristicas de sistemas Oopticos como ser el
desenfoque y la razdn de Strehl (normalmente tratadas en términos
de la éptica de Fourier) y las funciones HEspacio-Fase, aldunas de
las cuales proveen un nexo entre la dptica de Fourier y la dptica.
geométrica. Finalmente, en el capitulo V¥, se enuncian las

conclusiones generales del trabajo de Tesis.
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CAPITUILCO I

INTRODUCCION A LOS FORMALISMOS ESPACIO-FASE



I-1 INTRODUCCION:

Las representaciones FEspacio-Fase (E-F) como 1a Funeidn
de Distribucidn de Wigner (WDF), la Funcidn Ambigiiedad (AF), el
Espectrograma Complejo (CS) y el Espectrograma Local (LS), han
encontrado en los Gltimos afios diversas aplicaciones en la éptica.
Entre otras cabe mencionar: andlisis del fendmeno de la difraccidn
y teoria de sistemas Spticos/1,2/, andlisis de sefiales 1-D/3/,
teoria de coherencia/4, 5/, formacidn de imadenes/6,7/ y teoria de
aberraciones/8,9/.

En este capitulo se dan las definiciones de las funciones
E-F antes mencionadas y se enuncian sus propiedades mas
importantes, estableciéndose ademds las relaciones matematicas que

existen entre ellas.

I-2 LA FUNCION DE DISTRIBUCION DE WIGNER

El concepto de WDF fue introducido en 1932 por Wigner/10/
en el contexto de la mecdnica cuantica. De Bruijn/11/ hizo wuna
revisidon histdrica de la WDF y dié también una base matemdtica
para este nuevo tipo de transformaciones. En 1978 fue usado por
Bastiaans/2/ para el andlisis de sefiales y sistemas Jépticos, vy
desde entonces se ha usado extensivamente en el tratamiento de

diversos tépicos de la éptica moderna.



Se define a la WDF de una funcidn f(x) COomo :
Wix,u)= f £(x+x7 /2) £*(x-x’/2) exp (-2miux’) dx’, (I-1)

donde (*) indica complejo conjugado.

(Nota: todas las integrales poseen limites de integracidn entre

-» y +®, a menos que explicitamente se especifique lo contrario).
Existe una definicidn equivalente empleando la

transformada de Fourier de la funcidn f(x):
Wx,u)= [ Flusw /2) Fr(u-u’/2) exp (2mixu’) du’. (1-2)

De la comparacidén entre (I-1) y (I-2) surde que: 1la WDF
del espectro de una dada funcidn f£(x) puede determinarse
simplemente de 1la misma funcién intercambiando 1las variables
frecuencia espacial (u) y coordenada (x}, teniendo en cuenta el
cambioc de signo en el exponente. Esto ilustra la simetria entre
ambas definiciones (I-1) y (I-2).

La WDF representa a la funcidén en espacioc y frecuencia
simultédneamente, siendo entonces una representacidn intermedia
entre una puramente espacial f(x) y una puramente espectral F(u).
Para una sefial 1-D, la WDF definida en el espacio-fase, representa
a la variable espacial en un eje y a la energia o al poder
espectral {distribucidn de intensidad del contenido de

frecuencias) en el otro eje. Esto es, la WDF de una sefial 1-D



puede interpretarse como la distribucidn de la energia de la sefial
en el espacio y en la frecuencia espacial al mismo tiempo. En
consecuencia, un "display"” 2-D de la WDF, daria la distribucidn de
energia de la sefial localizada en el plano (x,u). Sin embargo esta
interpretacidén no es siempre cierta ya que como se verd mas
adelante la WDF no siempre es no negativa.

La descripcidn de 1la sefial en espacio-frecuencia se
asemeja mucho al concepto de rayo de la déptica geométrica donde la
posicidén y direccidn de un rayo, también estan dados
simultaneamente. De alguna forma se puede considerar a W(x,u) como
la "amplitud" de un rayo que pasa por un un punto x (posicién), y
con una dada frecuencia espacial u (direccidn).

En la siguiente seccidén se dardn algunos ejemplos que

ilustran el concepto de la WDF.
I-2-1 EJEMPLOS DE LA WDF
(a) Fuente puntual
La WDF de una fuente puntual localizada en X=X:
f(x) = é(x-x), (I-3)

calculada a partir de‘la definicidén (I-1), resulta:



Wix,u) = §(x-%), (I-4)

es decir en un Unico punto x=X +todas las frecuencias estdn
presentes, mientras no existan contribuciones de otros puntos. En
efecto esto es lo que deberia esperarse del espectro local de

frecuencias de un Unico punto fuente.

(b) Onda plana

Considérese una onda plana definida en el ~dominio

espacial por:

f(x) = exp (iwx), (I-5)

o equivalentemente en el dominio de las frecuencias espaciales

por:

F(u) = §(u-w )2 (I-86)

Una onda plana y un punto fuente son funciones duales entre si; es.
decir la transformada de Fourier de una funcién tiene la misma
forma que la otra funcidn. Debido a esta dualidad,la WDF de wuna
onda plana es la misma que la de una fuente puntual peroc rotada un

angulo de 90° en el espacio fase (x,u). Esto es



Wix,u) = §(u-uo)21r (I-7)

(c) Sefial de fase cuadrdtica

Una sefial de fase cuadrédtica tal como:

f(x) = exp(iax*/2), (I-8)

representa, al menos para valores pequefios de X, una onda esférica

con curvatura igual a a. La WDF para esa sefial es:

W(x,u) = 217 §(u~-ax). (I-9)
De esta ultima se concluye que en cada punto X se encuentra
presente solo una frecuencia u=s ax. Esto corresponde exactamente a
una representacion de la onda esférica en términos de rayos de 1la
éptica deométrica.
(d) Sefial de fase de variacidn suave

La WDF de una sefial de fase de variacidn suave:

f(x) = exp(i §(x)), (I-10)

donde @(x) es una funciodn suficientemente suave de x, toma 1la



siguiente forma
Wix,u) = 21 §(u-dd/dx). (I-11)

Nétese, que en cada punto x solo una frecuencia u=dd/dx estsd
presente. Ademds, la ecuacidén (I-11) es totalmente exacta cuando

¢(x) varia lineal o cuadrdticamente con x (ejemplos 1I-2-2 vy
I-2-3). Esta aproximacidn es Util en 1l1la teoria géométrica de
aberraciones/9,12/ y en el tratamiento de 1las transformaciones

geométricas de Bryngdahl/13, 14/.

I1-2-2 PROPIEDADES DE LA WDF.

En esta seccién' se enunciardan las propiedades mas
importantes de la WDF. Otras propiedades puedeﬁ hallarse en las
referenciés /15/ y /16/

(a) Férmulas inversas

Las fdrmulas inversas de 1las (I-1) y (1I-2) son

respectivamente:

f(x) f(x=) = sz[l/Z(xﬂxz),u] exp{iu(}n-—xz)} du , (I-12)
Yy

Flw) F(w) = [ H[x 1/2(w+w)] explix(u-w)} dx.  (I-13)



Estas relaciones, imponen las condiciones que-una funcidn de dos
variables debe cumplir para ser una WDF. Una funcidn de xy u es
una WDF si y solo si, las integrales en las expresiones (I-12) vy
(I-13) son separables. De las expresiones anteriores se concluye
que tanto la sefial f(x) como su transformada de Fourier F(u)
pueden reconstruirse a partir de su WDF, a menos de un factor de

fase constante.
(b) La WDF funcidn real

De las definiciones (I-1) y (1I-2) se deduce
inmediatamente que la WDF es real (por ser la transformada de
Fourier de la funcidn hermitica (f(x+x’/2).f"(x-x’/2})). Este hecho
resulta conveniente, en la produccidn Sptica de la WDF, para los
dispositivos de deteccidén (dentro del procesamiento de sefiales);
yYa que no se necesitan sistemas sofisticados para detectar la WDF
de cualquier sefial. Desafortunadamente la WDF no es necesariamente
no-negativa, 1lo cual prohibe su interpretacidn directa como

funcion de densidad de energia.
(¢) Limit . L . ¢ .

De las definiciones dadas se deduce que si una funcidn

f(x) estd limitada dentro de un cierto intervalo espacial,



entonces, su WDF estard limitada en el mismo intervalo.
Similarmente, si el espectro de frecuencias F(u) se limita a un
dado intervalc de frecuencias, la WDF se limitard dentro del mismo
intervalo. Esta es una propiedad importante de la WDF ya que otras

representaciones E-F como la AF y el LS no la satisfacen.

(d) Corrimientos en espacio v frecuencia

De la definicidn se infiere que un corrimiento espacial
de la funcidn f(x)} conduce directamente al mismo corrimiento de la

WDF.

f(x-%) — W(x-x,u)

Lo mismo sucede para corrimientos en el espectro de frecuencias de

1a funcidn.

F(u-w) — W(x,u-we)

kEsta propiedad provee un método para estimar corrimientos, tanto.

en espacioc como en frecuencias, de la seflal por medio de la

observacidn directa de su WDF.




De la relacidn:

zdx=J|F(u)

‘LJW(x,u) dxdu =‘[|f(x)

* du, (I-14)

que se deduce inmediatamente de la definicidn (I-1) se concluye
que la intedral de la WDF en el plano (x,u) representa la enerdia
total de la sefal. El teorema de Parseval estd implicito en la
relacidn (I-14)

Una relacidén importante entre la WDF de dos sefiales y las

sefiales en si mismas, ha sido formulada por Moyal/15/; ésta es:

EH

H

j W(x,u) We(x,u)} dx du ljf'(’{) f2* (x) dx

(I-15)

'JFx(u) F'(u) dult.

Como una aplicacion de esta propiedad se verd mas adelante, que la
convolucion de dos WDF arbitrarias da como resultado el LS.
Las ecuaciones (I-14}) y (I-15), Jjunto con la desidualdad

de Schwartz conducen a la relacidn

J-JWx(x,u) W (x,u) dx du Q[wal(x,u) dx du] [J- W (x,u) dx du] (I-16)
que puede ser considerada el equivalente a la desigualdad de

Schwartz para la WDF. Otra desigualdad importante formulada por De

Bruijn/16/ es la siguiente

10



J-(Zﬂ'x‘/(f + QW /2T W(x,u) dxdu ) n!I-J W(x,u} dxdu (I-17)

donde ¢ es una constante positiva y n es un entero no-nedativo.

Para el caso especial n=1 esta desigualdad se reduce a:
(211/0) <x*> + (g/2TM) <w*> 5 1 (I-18)

donde,

ij‘ W{x,u) dxdu
<xPy= (I-19)

\[fW(x,u) dxdu

Jju’ W{x,u} dxdu
<u?>= (I-20)

\[[W(x,u) dxdu

De la relacién (I-17) puede deducirse la desigualdad de

Heisemberg/17/:

GE>APR> ) 1/4 (1-21)

Se puede pensar, que la relacidn (I-21) expresa el hecho que la

WDF no puede ser concentrada en un punto.
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(f) Magnitudes radiométricag

Diversas integrales de la WDF pueden ser consideradas
como magnitudes radiométricas. La intedral en la variable u es

proporcional a la intensidad de la serfial
jW(x,u) du = |£(x)]z, (I-22)
mientras que la integral sobre 1la variable espacial x, es

proporcinal a la intensidad radiante/18/. Donde la constante de

proporcionalidad es: cos?q y a es el angulo de observacion.

jW(x,u) dx = |F(u) z, (I-23)
La integdral
Jz :~1/2ﬂ'f‘/k‘—u= W(x,u) du , : (I-24)

(donde k=21/A) es proporcional a 1la emitancia radiante/18/. La

magnitud (I-24) combinada con:
Jr = 1/21 {u W(x,u) du , (I-25)

puede usarse para definir un vector 2-D J=(Jx,sz que es

12



proporcional al vector deométrico de flujo/19/.

I-2-3 PROPAGACION DE LA WDF EN SISTEMAS LINEALES/20/

En esta seccidn se considerard la propagacién de 1la WDF a
través de un sistema 6ptico invariante temporalmente. Este tipo de
sistemas, que transforman una sefial en el plano de entrada (x),
en otra sefial en el plano de salida (x) , puede representarse de
cuatro formas diferentes, dependiendo de si la sefial es descripta
en el dominio espacial o en el dominio de 1las frecuencias

espaciales. Las relaciones entrada-salida equivalentes son:

f(%) = g{X,x) fi(x) dx (a)
Flu.) = j b, w) Fi(w) dw (b)
| (I-26)
F(u) = r\t(u.,x.) fi(xa) dx (c)
f(%) = : (%, w) F(w) du (d)

La relacidn (I—26.a), es la representaciodn usual de la
transformacion en el dominio espacial por medio de la funcidén de
punto extendido o funcidn respuesta impulsiva (PSF) g(x,x), La
PSF es la respuesta del sistema en el dominio espacial a una sefial

de entrada fi(x)= §(x-x). La férmula (I-26.b) es una
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representacidn similar en el dominio de las frecuencias espaciales ,
donde la funcidn h(w,u) es la respuesta del sistema a una sefial
de entrada Fi{u)= §(u-w). Ya que esta Gltima representa a una
onda plana,se 1llama funcidn de onda extendida ("wave spread
fuction"). Las relaciones (1—23.0) y (I-23.d) son representaciones
hibridas E-F del sistema ya que la sefial de entrada y la de salida
estdn descriptas en dominios diferentes. Estas reciben el nombre
de funcionés extendidas hibridas ("hybrid spread functions").
Existe una similitud entre 1la funciones del sistema:
g,h,t ¥y £, y las cuatro funciones caracteristicas de Hamilton, que
describen sistemas Spticos geométricos. Para la WDF, en cambio,
hay un solo sistema de representacidn donde la sefial puede ser
descripta a la entrada y a la salida de un sistema optico lineal.
Combinando las ecuaciones (I-26) con la definicidn de la

WDF resulta:

Wo (X, ) = ij(x.,u.;m,u:) Wix,w) dx du, (I-27)

en la cual las WDF de 1las sefiales de entrada y salida estén
relacionadas mediante una integral de superposicidn. La funcidn
K(xo,uwo;,ws) estd completamente determinada por el sistema ¥y

puede expresarse por las funciones (I-26). Por ejemplo:

K(%,w;x,w) = fjs(mmu’/z. X4x’/2) €' (R-X’/2, nu-x’/2)
X exp{-2Mi(%'W - x’w)} dx’ dx’ (1-28)
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Existen ademds expresiones similares para las otras
funciones del sistema/20/.

La ecuacidn (I-28) puede considerarse como la definiciodn
de una doble WDF; por lo tanto la funcidn K(X,uw,X,w) es la
respuesta del sistema en el dominio E-F a una sefial de entrada
Fi(x,u)= §(x-x) &§(u-wm), ésto estrictamente en un sentido formﬁl,
ya que no existe una sefnal que oridgine wuna distribuciodn
§(x-x) §{u-wm ). A este respecto, esta es una WDF algo artificial,
que podria considerarse como una representacidn simbdlica de una
sefial que estd mds o menos concentrada alrededor del punto (x,u),
sujeta a las restricciones del principo de incerteza de
Heisemberg. No obstante, esta sefial de entrada podria considerarse
como un Unico rayo de entrada al sistema en el punto xx con una
frecuencia w y por lo tanto podria llamarse funcidn de rayo
extendido ("ray spread function" (RSF})/20/.

En las siguientes subsecciones se aplicara el concepto de

RSF a aldunos sistemas 6pticos elementales.

_(a) Lente deldada

Una 1lente delgada de distancia focal f puede ser

descripta por la PSF:

E(X%,%) = exp(-ikx?/2f) &(x-x), (1-29)
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mientras que la RSF toma la siguiente forma:

K(%,uw,x,wm) = §(x-2%) S(w—-Kkx/T). (I-30)

Y la relacion entre la WDF de entrada ¥y 1la de salida para una

lente delgada es:

Wo(x,u) = W(x, u+tkx/f). (I-31)
La ecuacidn (I-30) representa exactamente el comportamiento déptico
geométrico de una lente delgada. Si un rayo incide sobre una lente
delgada éste saldrd de la lente desde la misma posicidn pero su
direccion cambiard de acuerdo a la posicidn donde se encuentre.

(b) Espacio libre en la aproximacion de Frespel

La PSF de una seccidn del espacio libre de longitud z en

la aproximacidén de Fresnel es:

g(X,x) = (k/2Wig)i2 exp{-—ik/Zz(x.—x. )‘}, (1-32)

y la RSF:

K(Xo,W,x,w) = §{u-X+2u/K) Hlw-u). (I-33)
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De la comparacién de (I-33) con (I-30), se concluye que el
comportamiento espacial de un sistema es similar al comportamiento
en frecuencias espaciales del otro. Es decir podria argumentarse
que ambos sistemas son duales entre si. La relacidn entrada-salida

de la WDF para el espacio libre se reduce a:

W(x,u} = W(x-zus/k, u). (I-34)
La relacién (I-33) representa nuevamente el comportamiento &ptico
geométrico de una seccidn del espacio libre. Si un rayo se propaga
en el espacio libre su direccidén permanece constante pero su
posicidén cambia de acuerdo a la direccion que este tenga.
(c) Bistema transformador de Fourier

Para un sistema tranformador de Fourier la PSF es:

g(xe, %) = (B/2M11)2 exp{-iB(%.x)}, (I-35)
(donde 8 es una constante)} la RSF toma la forma :

K(%,w,x,w) = §(x+uw/B) S(w-Bu), (1-36)

¥y la relacidon entrada-salida de la WDF es:
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Wo(x,u) = W(-u/B, Bx). (1-37)

De la cual se infiere que los dominios espacio-frecuencia espacial,
estan intercambiados, tal como debe esperarse de un tranformador

de Fourier.

Nota: Los resultados obtenidos para luz coherente pueden aplicarse
también a luz parcialmente coherente/4/. Esto es reemplazando, en
la definicidén de la WDF al producto f(x+x’/2).f'(x-x’/2) por el
"Mutual power spectum” (MPS}/17/.

1-3 LA FUNCION AMBIGUEDAD

La AF definida para aplicaciones en radar por
Woodward/21/, fue introducida en la dptica por Papoulis/1/ para el
tratamiento de la teoria de la difraccién de Fresnel y de la
6ptica de Fourier, en condiciones de iluminacidn coherente.
Posteriormente Guigay/6/ hizo extensivo el tratamiento para 1luz
parcialmente coherente, mostrando que, para este tipo de
iluminacidén, la intensidad mutua y 1la AF son representaciones
equivalentes.

La definicidn original de la AF en el dominio temporal para una

funcion compleja deneral f(t) es:
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CA(GV) = ff,u;) £,0(£-7) exp(-2Mivt) dt. (1-38)

Esta se utiliza en teoria de radar para determinar la velocidad de
un blanco mévil y la distancia al mismo. Tipicamente, una de las
dos funciones (fi), es la funcidn que modula la onda portadora
generada en la estacidn emisora, mientras que la otra (f:), es 1la
sefial recibida; la cual, ademds de tener un ruido aditivo, posee
un atraso temporal y un corrimiento Doppler. El factor de fase en
la ecuacidn (I-38), puede interpretarse como una herramienta para
detectar la velocidad del mévil, ya que el valor correcto de la
frecuencia, llamese V,, anulard el mismo factor presente en f:
causado por el corrimiento Doppler. La integral evaluada en V= V,,
es entonces una operacidon de correlacidn entre dos funciones
similares. Esta, es Util para determinar la distancia al blanco
por medio del atraso temporal §:., y da un pico de amplitud en el
punto (C:ph) de la funcidn Ambidiiedad.

La AF de una dada sefial f(x) puede ser definida de una
forma equivalente, mas simétrica que la (I-38), de 1la siguiente

forma:

A{x,u) = J‘f(x+x’/2) f*'(x-x’/2) exp(-2WMiux) dx. (I-39)

Analogamente a lo que ocurria con la WDF existe una definicién
equivalente empleando la transformada de Fourier de la funcidn

f(x):
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A(x,u) =‘f F(u+u’/2) F*'(u-u’/2) exp( 2ffiux) du. (1I-40)

La AF es también una representacidén intermedia de 1la
seflal, entre una puramente espacial f(x}, ¥ una puramente
espectral F(u). Para una sefial 1-D, la AF definida en el E-F,
representa a la auto-correlacidn en un eje, mientras que en el
otro eje representa a la enerdia o poder espectral de la seial.

En 6ptica la AF ha tenido multiples aplicaciones, entre
otras en: formacién de imAdenes/6,7,22/, teoria de OTF/18/ y

teoria de sistemas 6pticos bilineales/23/
I-3-1 PROPIEDADES DE LA AF

En esta seccidén se enuncian las propiedades mas
importantes de la AF, otras propiedades podrdn hallarse en la
referencia /24/.

(a) Fdrmulas inversas

De 1las ecuaciones (I-39) y (I-40) se deducen las

siguientes igualdades:

f(x) (%) = fA(m—h,u) exp{iu(x+x)/2} du , (I-41)

20



F(w) F'(x:) = J‘A(X,Urﬂh) exp {~ix(w-w)/2} dx . (I-42)

De estas uUltimas se concluye que tanto f(x) como su transformada
de Fourier pueden determinarse univocamente a partir de la AF, a
menos de una constante. Nétese que una funcidn arbitraria A(x,u),
no es necesariamente la AF de alguna funcidén f(x). Esta ultima
debe cumplir la condicidn de ser separable como en los términos de

la derecha, de las igualdades (I-41}) y (I-42).

(b) Normalizaciodn

La AF es en general una funcién compleja. Para evitar
llegar a conclusiones controvertidas respecto de las
consideraciones energébicas, es convenientle, en ciertos casos,

definirla de la siguiente forma:

A’ (x,u) (1/1) J‘f(x+x’/2) ' (x-x’/2) exp (-2TMiux) dx (I-43)

donde

]
I

: dx’, (I-44)

\[If(x’)

es la enerdia de f(x). Por lo tanto, de (I-43) se obtiene:

A’(0,0) = (1/1) Jaf(x) f*(x} dx = 1, (I-45)
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¥y con la formula de Parseval puede demostrarse que:

JJ‘A’(x,u) 2 dx du = 1. (I-46)

De las ecuaciones (I-45) y (I-46) se deduce:

Jﬂ A’ (x,u)

que establece que el volumen debajo de la superficie de la AF es

z dx du = IA’(0,0)

=1, (I-47)

independiente de la sefial.
(c) Propiedad auto-reciproca

Jﬂ Av, )| exp{emitvr-uy)} dv dy = |Ax,w | (I-48)

Esta propiedad establece que la superficie de la AF, lAl’, es su

propia transformada de Fourier.

La OTF de un sistema oOptico, cuya funcidn pupila

densesralizada es Q(v), se define como:
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JQ( v+u/2) Q(v-u/2) dv
H(u)} = ) (I-49)

\fIQ(v)

donde u ¥y v son frecuencias espaciales normalizadas. Para un

2 dv
sistema que sé6lo tenga errores de enfoque 1la funcidn pupila
generalizada es:

Q(u) = P(u) exp(-ikwee u?}, (I-50)
k es el numero de onda, w2 el coeficiente de desenfoque y P es la
funcidn pupila definida como:

P(u) = (I-51)

La ec.(1-49) puede escribirse como:

H(u, w2} = 0.5J‘P(v+u/2) P {(v-u/2) exp{Zﬁi(Zwm/A) uv} dv,(I—52)

o bien de la definicidn de la AF,

H{u,we} = A(u, 2uwe/A) . (I-53)
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Es decir que el grafico 2-D de la AF A(u,y), asociado a la funciodn
pupila P(u) contiene (a lo largo de las rectas y=2uwe./) )}, la OTF

del sistema para cada valor del desenfoque wz
(e) Belacion con la WDF

La AF y 1la WDF para una misma sefial estan relacionadas por una

doble transformada de Fourier de la siguiente forma:

Alv,y) = IJW(x,u) exp { -2 (vx-uy)} dx du. (I-54)

Esta propiedad sera util en el capitulo 1II, donde se describen
distintos procesadores dépticos para generar las funciones E-F. En
virtud de (I-54), todos los procesadores que se utilizan para

generar la AF, también pueden ser adaptados para generar la WDF ¥y

reciprocamente.

Utilizando a la ecuacion (I-54), la relacidn (I-47) puede

extenderse para mostrar que/24/:

J:f' W(X,U)!z dx du =\J\J-|A(v’y)|z dv dy, (I-55)

es decir que el volumen debajo de la superficie de la WDF, también

es independiente de la forma de la funcidn deneratriz.
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I-3-2 PROPAGACION DE LA AF EN SISTEMAS LINEALES

Analogamente a lo que ocurria con la WDF. La AF de una
sefial a la salidé de un sistema 6ptico puede relacionarse con la
AF a la entrada del mismo, si se conoce la PSF del sistema.
Algunos ejemplos son los siguientes:

Para una lente delgada cuya PSF estd representada por la

ecuacidn (I-29), se verifica la siguiente relacidén entre la AF a

la entrada (Al) y la AF a la salida del mismo (A.).
Ao (x,u) = Al (x,u+kx/T). (1-56)

Para el espacio libre en la aproximacién de Fresnel, a

una distancia 2z del plano de entrada (PSF ec. (I-32)) se verifica:
Ao(x,u) = Ai(x~uz/k,u}. (1I-57)
y finalmente para un transformador de Fourier (PSFec. (I-35))
Ao(x,u) = A(-u/B,Bx}. (I-58) .
Nétese que la AF permanece inalterada, solo las variables
independientes son transformadas. Ademds las transformaciones

coinciden exactamente con las halladas para la WDF. Este es otro

aspecto donde se demuestra la equivalencia entre los dos tipos de
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representaciones.

I-4 EL ESPECTROGRAMA LOCAL

Los ejemplos vistos en la seccidn I-2-1 sugieren a la
interpretacidn de la WDF como una funcidén que permite obtener
informacion de un area infinitamenﬁe pequeria del E-F. Por supuesto
que esta interpretacién no es del todo 1legal, pues esta en
copflicto con el principio de incerteza. Es imposible determinar
la frecuencia de una sefial dentro de un intervalo espacial
infinitamente pequefio. Se obtiene una interpretacidn mas acertada
de la WDF, si se 1la compara con una funcidn densidad de
probabilidad, de la siguiente manera.

Dada una funcidn densidad de probabilidad p(z}, es claro
que el valor de p en si mismo no tiene un sentido significante, en
cambio la integral:

Z+AzZ
P(z) = J‘ p(z’) d=z’, (I-53)
Z-AZ
es la probabilidad de que la variable estocdstica 2z’ se encuentre
entre z-Az y z+Az.

De la misma forma el Espectrograma Local (LS), funciodn

que describe el contenido de frecuencias de una sefial dependiendo

de su posicidn, puede ser derivada de la WDF, integrandola en un
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area &x &u.
Siguiendo el procedimiento original de Bartelt et al./3/,
se usarada como funcidn de peso al producto de dos gaussianas

G(x,86%x)G(u,8u)} donde:

G(x, §x) = 1/V§x exp {—2rr<x/5x)=} (I-60a)
Y
G(u, §u) = 1//u exp {-2M(u/ w3} (I-60b)

El principio de incerteza se satisface si se eligen §x ¥y 5u, de
modo que cumplan éxéu » 1. 8i la desiguadad anterior +toma su

minimo valor (§x&u=1)}, se define al LS como:
L{x,u, §x) =\f W(x’,u’) G(x-x’; §x) G{u~u’; 1/6x) dx’> du’. (I-61)

Reemplazando en la ecuacidn anterior la definicidn de la WDF (ecs.

(I-1} ¥ (I-2)) se obtienen respectivamente:

L{x,u, x) jf(x’) G(x—x’;@&x) exp {-—2 iux’} dx’|? (I-82) .

L{x,u, x) 2 (1-63)

jF(u’) G(u-u’; V2 /gx) exp (-2 iu’x} du’

La figura (I-1) muestra cualitativamente el efecto de

diferentes anchos de 6x en el espacio fase (arriba},
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correspondientes a las ecuacidnes (I-62) y (I-63); ¥y en el dominio
espacial (abajo), correspondiente a 1las ecuacién (I-60a). Dos
casos extremos son: buena resolucidn espacial y mala resolucidn en
frecuencias espaciales (figuras de la izquierda)} y viceversa

(figuras de la derecha).

Au AN
,/—-——__—~\\ FTT T~ ~
: : { )
i ] t 1
1 | | I

IoX
! X
: -N%- | ol
\\__‘__62(_"/ o __‘ L
k——~Ax6———N . K———AX5——N
Figura I-1

Tix) fix

Xq X Xg X

S5e asume que f(x) es nula fuera del intervalo -Ax/2< x <Ax/2.
La resolucidén éx es la inversa del ancho de banda Au«:=1/5x». S5i
se requiere una agudeza muy buena en la resolucidn espacial, se
impone §x>> §x. La daussiana en la ecuacidén (I-62) serd casi . una

delta y se obtiene:
L(x,u, §x) = | £(x)|2. (1-64)

Si en cambio §x> Ax se obtiene:

Lix,u, §x) = |F(w]z. , (1-65)
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Los estados intermedios §x< §x< A% pueden ser considerados como
espectro de frecuencias locales.

La funcidn daussiana en las ecuaciones (I-62) y (I-63)
puede ser considerada como una "ventana", en el sentido que
muestrea pequefias porciones de la funcidn £(x) (o F(u)}.

Aunque el uso de wuna funcidn ventana gdaussiana tiene
varias ventajas (entre otras su transformada de Fourier es también
gaussiana), puede definirse al LS de una manera mas general de 1la

siguiente forma:
Lfg{x,u} = IJNf(x’) g (x’-x) exp(-2Miux’) dx’|?3, (I-66)

donde la nueva funcidn ventana, g(x}), es una funcidén mas © menos

concentrada alrededor del origen y normalizada, esto es:

' Jls(x)

(Nota: Lfg debe leerse espectro local de la funcidn f tomando a la

* dx =1, (I-67)

funcidén g como ventana. )
Una propiedad interesante del Lf§ es que estd relacionado

con la WDF de las funciones f y g€ por la siguiente igualdad/25/:

W(x,u’) %k W(x,u’) = Lig (x,u’), (1-68)
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donde *%* implica una convolucion 2-D con respecto a x y a u’.

I-5 EL ESPECTROGRAMA COMPLEJO

A pesar de ser Util en muchas aplicaciones ( por ejemplo
en el andlisis de texturas/26/ Yy  en reconocimiento de
sonogramas/3/), el LS no es una descripcidén completa de una sefial,
es decir que no existe una transformacidn lineal de Lfg(x,u) que
pueda sintetizar una funcidén compleja arbitrafia f(x). Sin embargo
considerando a la funcién que estd dentro del modulo de 1la
ecuacidén (I-66) se obtiene una nueva representacién que si es
completa; esta es, el Espectrograma Complejo (CS) de 1la funcidn

f(x), y se define como:

Chg(x,u) = Jf(x’) g (x’-x} exp(-2wiu’x) dx’. (I-69)

Es decir se obtiene una nueva representacidén espectral local de la
sefial, que se consigue muestreando a la funcidn f(x) con wuna
funcidn ventana adecuada g€(x), y transformando Fourier el producto
para varias posiciones de g(x). Tai como ocurria con la WDF y 1la
AF, el CS puede también obtenerse a partir de las transformadas de

Fourier de f(x) y g(x) de la siguiente manera:
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Cha(x,u) = J‘F(u’) G"(u’-u) exp( 2Miu’x) du’, (I-70)

Al decir que el Cfy es una representacidn completa de 1la
sefial, se infiere que la sefial puede ser recuperada a partir de su

CS. Esto se efectua mediante la siguiente fdrmula de inversidn:
f(x’) = J‘ Cha(x,u) g(x’-x) exp(-2Miux’) dx du. (I-71)

El uso de CS en el andlisis o procesamiento de seriales
introcuce el artificio de una funcidén ventana. Para ilustrar el
efecto de g(x) en el CS, las funciones f(x) y d(x) en la ecuacidn
(I-69) pueden ser intercambiadas para producir Gf(x,u). Puede

verse que Cif es basicamente la misma CHy, o mas exactamente:
Cof (x, u') = Clg*(-x, -u), (1I-72)

Es decir que la funcidn ventana tiene la misma influencia sobre el
resultado que la funcidén a ser analizada, con el agravante que
diferentes funciones ventanas dan como resultado diferentes
representaciones de la sefial. Para salvar estos problemas, puede
tomarse como funcidn ventana a la misma funcidn f(x).

Se verd en el siguiente punto como esta alternativa

conduce a las ya conocidas WDF y AF.
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I-5-1 Reiacién del CS con la AF y la WDF

Si en el CS f(x) es considerada como ventana de si misma,

es decir g(x)=f(x) el CS resulta:

Cif(x,u’) = exp(-i k’u’) J‘f(x+x’/2) f*(x-x’/2) exp(2ix’u’) dx’

(I-73)
donde se ha hecho un cambio de variables para obtener una

representacién mas simétrica del Cif.

Comparando (I-73) con la definicidén de la AF (ec.I-39) se
obtiene
A(u,x’) = exp(—-iflux’) CH({x’,u}. (I-74)

Eligiendo g(x)=f(-x} el CS resulta:

CH(x,u’) = exp(-iTx’u’) J‘f(x/2+x’) P (x/2-x°) exp(2Wix’u’) dx’
(I-75)

de la comparacidn de esta ﬂltima, con la definicién de 1la WDF

(ec.I-1) resulta la siguiente igualdad

Wix,u’) = 2 CH (2x,2u° )} exp(—-1iTxu’}. (I-76)
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Es decir que, despreciando un factor de escala, el CS con f(x)
como funcidn ventana da la AF de la funcidn f(x). Ademds, si la
funcidn es simétrica, f(x)=f(-x), esta AF coincide con la WDF de

la misma funcion.

I-6 CONCLUSION:

A lo largo de este capitulo se han presentado los
formalismos E-F. Las propiedades que se han discutido sugieren un
gran nimero de aplicaciones de estos formalismos al procesamiento
de sefiales dSpticas, algunas de las cuales serdn desarrolladas en
los capitulos II1 y IV.

Se ha visto ademds que existe una relacidén matemdtica
formal entre las distintas funciones E-F. Esto sugiere que todas
ellas podrian ser consideradas como casos particulares de una
tnica funcidn mas general. A tal efecto G. Eichmann & B. Dong /27/
introdujeron el concepto de Funcién Espacio Fase Generalizada,
que, para sefiales 1-D, permite, mediante el filtrado espacial, o
de frecuencias espaciales, representar a la WDF, la AF, a C5 y al
LS, eligiendo adecuadamente la funcidn filtro.

A lo largo de los siguientes capitulos, se mantendra 1la
identidad de cada una de las representaciones vistas; respetando
los distintos origenes de 1las mismas y considerando que esto

permite interpretar mas claramente los resultados obtenidos.
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CAPITULCO TIXI

GENERACION OPTICA DE LAS FUNCIONES ESPACIO-FASE



II-1 INTRODUCCION:

En el capitulo anterior se puso de manifiesto la
potencialidad de 1las funciones E-F para e1 procesamiento de
sefiales Gpticas. Sin embargo, no han resultado ser muy atractivas
para el procesamiento digital de las mismas, por ser de un
tratamiento computacional tedioso, debido a que las funciones E-F
duplican el dominio de 1la funcidn originaria y requieren una
transformada de Fourier sobre todos los pixels de la misma. Este
problema puede ser salvado éon el uso de procesadores dpticos, ya
que estos poseen una alta velocidad de procesamiento, debido a que
el mismo, se realiza en paralelo y a tiempo real. Por tal motivo,
resulta de suma importancia analizar distintos procesadores para
generar opticamente las funciones E-F.

En este capitulo se proponen y analizan distintos
procesadores opticos para la generacidn de la AF, la WDF y el LS.
En primer término se describen aldunos procesadores de sefiales
1-D, que utilizan luz coherente. Posteriormente, se describe un
método original para obtener el pseudocoloreado del espectrograma
local, que puede adaptarse facilmente para el pseudocoloreado de
frecuencias espaciales. Luego, se estudia cémo bajo condiciones
adecuadas el campo de difraccidén producide por determinados
objetos bidimensionales (2-D) puede aproximarse a un transformador
de Fourier 1-D; y cémo este hecho permite proponer un procesador

coherente, sin lentes, para la visualizacidn de funciones E-F de
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seflales 1-D. Hasta aqui, el andlisis se hace para este tGltimo tipo
de seflales, debido a que, como se mencioné anteriormente, las
funciones E-F duplican el dominio de la funcidn original, y ésto
dificulta la realizacidn de operaciones sobre sefiales 2-D. Sin
embardo se han desarrollado aldgunos métodos para exhibir las
funciones E-F, asociadas a sefiales 2-D. Estos se discuten

brevemente al final del capitulo.

I1I-2 VISUALIZACION DE LAS FUNCIONES E-F DE SENALES 1-D:

El primer procesador dptico para la representacidén de 1la
AF fue propuesto por Marks II et al./1/. Dada una funcidén real,
1-D, f(x), es posible obtener la AF de esta funcidn con el siguiente
procedimiento: en primer lugar, la funcidn f(x), representada en
el plano (x,y) (Fig.II-1.a), es rotada un anguloc a alrededor del

origen (Fig.I11-1.b) denerando la funcidn:
f(a x cos a + a y sen a), (II-1)

la que para rotaciones de 45° y -45°, se transforma

respectivamente en:

tlevze] £ [(x-y) /2] (11-2)
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Considérese al producto de estas dos ultimas funciones (Fig.

II-1-¢). La transformada de Fourier con respecto a x resulta:
[ [xsy V2] £ [(x-9) VT | expi-2mmiux) ax. (11-3)

La ecuacidn (II-3) es la AF de la funcidn f(x), a diferencia de un

término multiplicativo.

() oy

Figura II-1

(b) (c)
En la Figura II-2 se muestra un procesador optico para
obtener la transformada de Fourier 1-D. La amplitud de campo en el
prlano P2, debido a la propagacién de la luz coherente que pasa a

través de la transmitancia
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S(x,y)

£ [ V2] £ [(x-3) V2 | (11-4)

resulta ser:

U(x,y)

exp(27iAuf) JNS(x,y) exp(-2fTiux) dx, (IT-5)

donde A es la longitud de onda de la luz, f es la distancia focal
de las lentes L1 y L2 ¥y u es la frecuencia espacial asociada a la
variable x. Por lo tanto, la amplitud del campo puede escribirse,

de acuerdo a la definicidn de la AF, como:

U(x,y) = V2 exp(2MiAuwf) A(VZu, V2y). (II-6)
y | 'y
X ’ u.(ll,Y)!
Stxy) LI L2 | u
‘ o il P2
f ot f o f tn f Figura II-2

En la mayoria de los casos resulta de interés el mddulo
de la AF. Este corresponde a la intensidad en el plano P2. Por lo
tanto, el término de fase en la ecuacidn (II-8), no es importante.

La intensidad en €l plano P2 es entonces una versidn en escala de

la AF:
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I(u,y) = 2 |A(VZu, ﬁy)l’z. (1I-7)

A pesar de ser este un procesador sencillo y fdeil de
implementar, tiene como principal desventgja el hecho de necesitar
dos copias de la la funcidn de entrada. Esta desventaja fue
salvada con posterioridad por Marks II et.al./2/ empleando un
procesador astigmidtico, que sdélo necesita una copia de la funcidn

de entrada.

o : .OP
A (w/i, 2pY) 8BS Y‘ f(ux+py) ’ u
ZR2 4ok
P3 Pl P2_
fp— f —p— —— ————f —— f—— f ——F —
Figura I1I1-3

Esta Gltima es iluminada con una onda plana OP como se
muestra en la Figura II-3. El campo que representa a la funcidn
f(x) indresa al procesador a través de un divisor de haz (BS). La
sefilal es rotada un dngulo O en el planoc (x,y) para obtener una
transmitancia f(ax+By), donde a=cos6 ¥y B=sen® . El campo en el

plano P2 resulta a menos de una constante multiplicativa:
U(x,u) = J~f(ax + By) exp(-2Wiuy) dy, (I1-8)

donde 1la frecuencia espacial u es medida dividiendo el
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desplazamiento vertical en el plano P2 por 2 Af. En el plano P2 un
espejo refleja la amplitud dada por la ecuacidén (II-8). Como puede
verse de una sedunda aplicacion de la ecuacidn (II-8), el
resultado neto del doble pasaje a través del brazo derecho del
procesador, es producir una inversién en la coordenada y. Es
decir, sobre el plano Pl incide desde 1la derecha el campo
f(ax-By), y desde la izquierda f(ax+By). Por 1lo tanto, en el
plano P1 la amplitud de campo resultante es: f(ax+By).f(ax-By).
Esta sefial, es tomada como sefial de entrada en la parte izquierda
del procesador a través del semiespejo BS, siendo la amplitud de

campo en el plano P3:

U(u,y)

f £(ax+By) . £ (ax-By) exp(-2ffiux) dx
(11-9)

(1/a) exp(-21[iB/a) A(u/a, 28y).

A diferencia de un término de fase, 1la ecuacidn (II-9) es una
versidn en escala de la AF. Los cambios en la escala de salida
pueden obtenerse simplemente rotando al objeto. Las desventajas de
este procesador son: a) menor eficiencia en el uso de 1la luz
incidente, debida a los semiespejos; b) necesidad de un mayor
nimero de lentes para su implementacidn.

Debido a que la WDF y la AF son representaciones duales
E-F de una sefial; este mismo procesador, puede usarse para obtener

la WDF de una sefial real 1-D/3/ rotando el brazo derecho del
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mismo (Fig. II-3), un é&ndulo de 90° alrededor del eje d&ptico;
dejando de este modo ambos brazos idénticos. En el plano de salida

se obtiene entonces:

Ulx,u) = j“fcax+sy).f<ax—sy> exp(~2Tiuy) dy
‘ (11-10)

(1/28) W(ax, u/28).

que es una versicén en escala de la WDF.

Brenner y Lohmann/4/ propusieron un método para obtener
la representacion de la WDF y la AF, tanto para sefiales reales
como para sefiales complejas. A partir de la definicidn (ec.(I-1),
es claro que la WDF de la funcidn f(x) puede obtenerse hallando la
transformada de Fourier del producto f(x+y/2).f*(x-y/2), respecto
de la coordenada y. Por otra parte, si la transformada de Fourier
del mismo producto, se realiza respecto de 1la coordenada x, se
obtiene la AF de la sefial. En el caso de seflales reales, el
producto antes mencionado puede producirse de dos formas
distintas. Una es procediendo como se muestra en la Figura II-1.
El angulo a se detemina por 1las siguientes consideraciones:
a cosa=1 y a sena=1/2, resultando entonces a=26.6° . La otra forma
requiere solo una transparencia de entrada (ver Fig.II-4). La luz
pasa dos veces a través de la transparencia (OBJ), al iluminarla
desde 1la derecha, el prisma R refleja 1la onda incidente,

- o . V4 .
formandose sobre la transparencia una imagen de si misma con una
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inversion en la coordenada ¥, Un sistema de lentes
esfero-cilindrico hace la transformada de Fourier 1-D,

obteniéndose en el plano de salida la WDF del objeto.

Figura I1I-4

Para sefiales complejas la produccidn de la WDF no es tan
sencilla, pues es necesaric obtener el complejo conjugado de 1la
funcidén f(x). Para lograr la conjugacidén de fase pueden utilizarse
dos aproximaciones distintas:

a) Si un holograma es usado como objeto complejo, este
almacena, una imaden real (informacion del objeto); y ademas, una
imagen virtual (informacidn del complejo conjugado del objeto).
Por lo tanto el holograma contiene ambos factores f(x+y/2) y
f*(x-y/2). El dispositivo experimental (Fid. II-5) se arregla de
modo que la luz pase primero por f(x) y lusdo por f*(x). En ol
Plano (x,y) se posicionan méAscaras que seleccionan el término
deseado. E1 holograma, que puede ser de Fourier, o bien un
holograma generado por computadora,se rota 26.6° . La transformada

de Fourier se hace a la derecha del divisor de haz.
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Figura I1I-5 i \\\L\\\

b} Para objetos 1-D complejos arbirarios, puede obviarse
el doble pasaje de luz a través del objeto. El primer paso

consiste en producir:
f(x+y/2) exp(2fliay), (I1I-11)

que se puede obtener rotando el objeto f(x) y eligiendo un 4&ngulo
de iluminacidn a tal que sen a= Aa (Fig. 1II-6). Por medio de wun
semiespejo (BS), la sefial es dividida en dos partes, una es
invertida con respecto a la coordenada y, por el prisma R, en
tanto que la otra es reflejada por el espejo M . Ambas sefiales son
recombinadas nuevamente y registradas en un holograma como:

2
T(x,¥) = | f(x+y/2) exp(2Niay) + f(x-y/2) exp(-2fliay)|, (II-12)

que contiene entre otros términos:

Ti(x,y) = £(x+y/2) £ (x-y/2) exp(diliay) (11-13)
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Tomando la transformada de Fourier con respecto a y, se obtienen:
W(x,u-2a) y W(x,-u-2a), en los ordenes 1 y -1 respectivamente. Kkl
espaciado entre 1los ordenes es controlado por el &angulo de

iluminacidn «.

M BS R

'F (x+y/2)

Figura II-8 fixey20e™ % f ceyr216™

La definicién del LS (ec. I-61), conduce directamente al
método para generar L(x,u,6x)/5/. Como se muestra en 1la Figura
I11-7, la sefial f(x’) es multiplicada por una ventana gaussiana
G(x-x’; §x V2). La transformada de Fourier de este productoc se
obtiene mediante un sistema 2f en el plano (u,x), y la intensidad
en este plano es registrada en una pelicula fotogréfica. Moviendo\
sincronizadamente la transparencia que contiene la sefial 1-D y 1la
pelicula de registro, se obtiene la variacién de 1la coordenada
posicidén (x). Este movimiento sincronizado puede efectuarse, por

ejemplo, con dos motores paso a paso acoplados. El1 LS se registra
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en la pelicula una vez que la ventana ha pasado por delante de

toda la transparencia de entfada. Este método es particularmente

util cuando la sefial viaja, por su propia naturaleza como f(x-vt).

Figura II-7

TRANSMITANCIA

INTENSIDAD
f1x) 6 (x-x:6xV2)

Wix,u) #6(x:0x)G(u;1/0x)

Figura.II—8_

TRANSMITANCIA
fix) G (x-y:6xV7)

INTENSIDAD

Wy, W) % 6ly:0x) Glu:1/0x)

Para operaciones a tiempo real , en cambio, la ventana

gaussiana es rotada un angulo de 485° (Fid. II-8) y la transformada

de Fourier en la direccion x se realiza mediante un sistema optico

astigmdtico. En este caso, la intensidad registrada en el plano

(u,y) da nuevanmente el LS:

L{y,u; §x) = U‘f(\X) G(x-y, V2 x) exp(-2Miux) dx|* (I1I-14)
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La variacidn del ancho efectivo §x puede obtenerse simplemente,

cambiando la orientacidén angular de la ventana gaussiana.

II-3 PSEUDOCOLOREADO DEL LS/6/:

En el procesamiento de imagenes, resulta Gtil a menudo,
codificar por falsos colores, la informacion relevante contenida
en ellas. Esto se debe a que el o0jo humano, discrimina mejor
diferencia de colores, que de niveles de gris. En los udltimos
aflos, se han propuesto distintos métodos opticos para
pseudocolorear transparencias, tanto en el dominioc espacial como
en el de las frecuencias espaciales/7-10/. En este Gltimo caso, la
imagen procesada, exhibé un diadrama de colores acorde al
contenido de frecuencias espaciales de la misma.

Dado que el LS de una imagen representa la distribucidn
de frecuencias espaciales de la misma, en funcidn de la coordenada
espacial en una imaden; pareciera viable que los métodos de
pseudocoloreado de frecuencias espaciales se pudiesen adaptar para
obtener el LS de una sefial misma.

El método que se propone para este fin hace uso del
dispositivo experimental que se muestra en la Figura II-9. Una
fuente de luz policromatica (8), ubicada en el plano focal de 1la

lente L1, ilumina al objeto 1-D f(y.)}. La transformada de Fourier
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del mismo, repetida para cada longitud de onda, se forma sobre 1la
rendija de entrada de un espectroscopio (TT), obteniéndose en el
plano conjugado (TT) distintas réplicas del espectro del objeto
para diferentes longitudes de onda (A). Un filtro de amplitud (G)
colocado en este plano selecciona para cada A una porcion del
espectro objeto F(u). La transformada de Fourier 1-D, se hace

nuevamente por medio de un sistema 6ptico astigmatico.

Figura 1I-8

La intensidad registrada en el plano de salida, resulta:
I(x,y) = ‘jF(q) G(n-aA) exp(2miny) dn | %, (II-15)
donde G(q) es la transmitancia en amplitud del filtro, y x=aj ,

siendo a proporcional a la dispersién del prisma, o red, del

espectroscopio. La distribucion de intensidad (II-15) es el LS

L{y;u=aA), de la sefial de entrada f(y.). El eje londitud de onda,

50



almacena el contenido de frecuencias espaciales de cada parte gg
la imdden (eje y).

En la Figura 11-10, se observa la representacidén del LS
correspondiente a wuna red cuya frecuencia espacial varia
sinusoidalmente. Eé claro que el LS muestra 1la variacon de
frecuencias espaciales, como cambios de color, dependiendo de 1la
posicidn. En este caso se empled como funcidn ventana, una rendija
rotada en el plano (g,Q) un angulo B, de modo de pseudocolorear
todo el contenido espectral del objeto.

Este Ultimo dispositivo experimental, puede modificarse
facilmente para obtener el pseudocoloreado de frecuencias
espaciales de objetos 2-D. Para este 0ltimo propésito, Bartelt
sugirié un dispositivo similar/11/, que puede obtenerse a partir
del de la Figura II-9, simplemente quitando la lente cilindrica Le,

Por lo tanto, préacticamente el mismo montaje puede usarse tanto
para el pseudocoloreado de frecuencias espaciales como para
obtener el LS pseudocoloreado de la transparencia de entrada al
sistema. Esta Gltima operacidén resulta mas apropiada para el
testeo de objetos que presentan un contenido de frecuencias
espaciales de variacidén 1lenta en las frecuencias espaciales,
mientras que la primera operacidn detecta mejor pequefios defectos

localizados (como suelen aparecer en el andlisis de texturas).

51






I1I-4 PROCESADOR . OPTICO SIN LENTES PARA LA VISUALIZACION DE
FUNCIONES ESPACIO-FASE DE SENALES 1-D/12/:

Todos los procesadores dpticos para la representacidn de
las funciones E-F discutidas en este capitulo incluyen un sistema
6ptico astigmatico para obtener la transformada de Fourier 1-D. En
esta seccidn, se analizan las condiciones en las cuales, el campo
de difraccidn por propagacidén libre, debido a ciertos objetos 2-D,
puede considerarse como proporcional a la transformada de Fourier
1-D, de la funcidn transmitancia del objeto. Usando este hecho es
posible obtener la representacidn de la AF, la WDF y el LS de
sefales 1-D, con un procesador optico sin lentes.

En primer lugar, se discutirdn ciertas consideraciones
tedéricas acerca de la propagacidén libre del campo de difracciodn
debido a objetos 2-D.

Considerese la difraccidén de una onda plana monocromatica
por una transparencia ubicada en el plano Pl de la Figura 1I7-11,
cuya funcidén de transmitancia es descripta por la funcién 2-D
g(g,q). La amplitud de campo; en la aproximacidén de Fresnel, en el
planc de observacidén P2, ubicado a una distancia z de P1l, puede -

expresarse como:

U(x,y;2) = fjg(g,q) exp{(-ifr/)\z)[(g—X)‘ +(q—y)‘]} dg dn  (II-18)

La ecuacidn (II-16) puede reescribirse como:



U(x,y;2) = Jalx(x,q) exp (-iM/az)(n -¥)* dn , (II-17)
donde,
Li(x,} ) = J‘g(g,q) exp (-in/az) (g -x)* dg . (11-18)

Cada integral en (II-17) o (11-18) puede counsiderarse como la

expresion del campo de difraccidon de Fresnel 1-D.

-

X

z

P2
Figura I1I-11

Las condiciones que debe cumplir la funcién £(f,n) tal
que la ecuacidn (I11-16), pueda aproximarse a la transformada de
Fourier 1-D de la funcién g(g,n), en la coordenada ., son las
siguientes:

i) El campo difractado, descripto por (II-18), debe poder ser
considerado como la sombra geométrica de una transmitancia 1-D
para un valor fijo de la coordenadarl.

ii) El campo difractado, descripto por (II-17) debe poder ser
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considerado en la aproximacidn de Fraunhofer/13/ (campo lejano),
para un valor fijo de E.

Para una apertura 1-D, de ancho a, iluminada por una onda
plana monocromdtica de longitud de onda A, la condicidén de sombra
geométrica se satisface cuando 1la apertura contiene un numero
mayor qQue N zonas de Fresnel/14/, aqui se adoptarda el criterio
N>40. Considerando el plano de observacidn a una distancia z de la

apertura, la condicidn para a resulta:
a> 2/NAz . (I11-19)

Esta condicién para un objeto 1-D puede ser escrita en funcidn de

sus frecuencias espaciales (u) como:
u < (4VNAz) (11-20)

Por otra parte, la condicidén de Fraunhofer, para la misma

apertura, se satisface si:
a <VAz/1M, | (I1-21)
o nuevamente,en término de las frecuencias espaciales:

u >V /(2Vaz). (I11-22)
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Por lo tanto las frecuencias espaciales de la funcidn g(f,n) deben
satisfacer la condicidn (II-20) para el eje §, y 1la condicidn
(II-22) para el ejen, simultaneamente.

Definiendo up a las frecuencias espaciales en la
direccidn R, Para un valor constante de E vy adoptando una
definicion equivalente para ug; las frecuencias espaciales del

objeto deben satisfacer:
uq > 2V1N u§ , (I1-23)

¥ la distancia z debe permanecer acotada por los valores:

1 i
(2 { ————
16 N)\ug 4Auq | (I1-24)

Por lo tanto, bajo las condiciones (I1I1-23) y (II-24) 1la ecuacidn

(I1I-16) puede reescribirse aproximadamente como:
U(x,y;2) = fs(x.q) exp (2MiNy/A z) dn . (I1-25) -

Habiendo analizado 1la que de aqui en adelante se
denominard: aproximaciodn éeométrioa—Fraunhofer del campo de salida
U(x,y;2); es de interés aplicar esta aproximacién a las funciones
g(x,q) que son ntcleo de las funciones E-F.

Para la AF:
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g(x,n) = £(+x/2) £(-x/2). (1I-26)

Si la sefial es real, 1la funcidn g(x,rz) puede obtenerse como

producto de dos funciones 1-D, una rotada un angulo a y la otra un

andguloc -a (Fig. I1I1-12) resultando:

g(x,q) = f(ncos a+ x sen a) f'(ncos a - x sen a). (11-27)
AN (a)

\
T

—

T
oy

‘ rt(l
B L s

]C (QCoso( - XSen_o()

Figura II-12

" (b)

. f‘(q'coSO(-l' xse.r\o() f(qcos.o( - x:-ser\o()

Si esta funcidon satisface la condi.cién (11-23), el campo
difractado a una distancia z, bajo la condicidén (II-24), resulta

ser una version de la AF con un cambio de escala:

57



U(x,¥;2) = (1/cos a) A( y/ Az cos a, 2x sena). (1I-28)

Para mostrar la performance del procesador propuesto se
obtuvieron representaciones de la AF para una y dos rendijas.

Para el caso de una rendija, f(x)= rect(x/2a). A pesar
que la funcidn g(x,n), generada por f(x) no verifica completamente
la condicion (II-23), el campo difractado éuede considerarse
proporcional a la AF de f(x) si los pardmetros a y a se elijen
adecuadamente (ver Fig. 1II-12.a). La condicidn (1I1-24) se
satisfase completamente si:

In) < donde n' = n,/{(1+ VaTN) tg a},
No es el maximo valor absoluto que toma la funcidn producto env la
coordenada n . El hecho de despreciar la parte superior e inferior
de h y -’ respectivamente (Figura II-12.b) no altera demasiado el
campo difractado pero introduce un pequefio defecto conocido como
"rinding" (ondulaciones rapidas de la intensidad).

Las Figuras (II-13}) ¥y (II-14) muestran el médulo al
cuadrado de la AF para una rendija y para dos rendijas, obtenidas
con el método propuesto.

Nétese que si la funcion es simétrica f(x)=f(-x) resulta:
U(x,y;2) = (1/2 cos a}) W( x sen a, -y/(2 Az cos a)). (11-29)

donde W(x,y) es al WDF de la funcidén f(x).
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Figura I1I-13

Figura II-14
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Para obtener la representacidon del LS con el método

propuesto considerese a:

g(x,n) = £(n) G(x -) , (11-30)

como la funcidn a ser transformada. G(X) es la funcidn ventana del
LS. Procediendo como en el caso de la AF, o sea, rotando a 1la
funcidn G(x) un aAndgulo a pequefio respecto al eje x en el plano

(x,q) el producto dado por (11-30)} es:

g(x,n) = £(N) &(xtg a -n7") , (1I1-31)

donde

6" (n)

G(l)cosa) (1II-32)
Para aproximar la propagacidn libre de la ecuacidn (II-32) como su
transformada de Fourier 1-D, la funcidn g(x,q) debe satisfacer la

condicidon (II-23), y el médulo al cuadrado del campo difractado a

una distancia z, bajo la condicidn (II1-24), resulta:

U(x,y;z}'lz = L{x ﬁ\g\cx,-y/AZ) (11-33)
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En la Figura (II-15.a) se muestra el LS asi obtenido para
una red cuya frecuencia espacial varia sinusoidalmente
(Fig.II-15.b), y en la Figura (II-16.a) para un objeto compuesto
de dos redes de frecuencia espacial constante (Fig.II-16.b). En
ambos casos se empled como funcidn ventana una rendija y por ser
el angulo a pequefio se divididé a la funcidén ventana en dos partes
como se muestra en las Figuras (II-15.b) y (II-16.b), en linea de
puntos. Las flechas en 1la Figura (II-16) sefialan un pequefio
defecto en la zona de frecuencias mas altas (Figura II-16-a) y la
variacidn correspondiente en el LS (Figura II-16-b).

Nuevamente al no ser satisfecha completamente la
condicidn (II-24), el LS estd afectado por un pequefic efecto de
"rinding".

Los resultados experimentales, concuerdan con los
obtenidos por los otros métodos, que se describieron al principio
de este capitulo. Frente a estos ultimos el método
gdeométrico-Fraunhofer ofrece obvias ventajas por su sencillez; y
su uso,se justifica al menos en una primera aproximacion para la

visualizacidn de funciones E-F de sefiales 1-D.
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II-5 GENERACION DE LAS FUNCIONES ESPACIO-FASE PARA FUNCIONES 2-D:

A lo largo de este capitulo se han discutido distintos
procesadores para generar la WDF, AF y LS de sefiales 1-D. Algunos
de ellos pueden generalizarse para obtener las funciones E-F de
funciones 2-D separables o con simetria rotacional/15/. Como se
menciond en la Introduccidn, las funciones E-F correspondientes a
una funcidn 2-D son tetradimensionales (4-D}, y este hecho implica
la dificultad adicional de encontrar un sistema de coordenadas
adecuado para representarlas. A pesar de esto, se han desarrollado
algunos métodos para la produccidn Sptica de la WDF de objetos
2-D. Todos ellos obtienen secciones bidimensionales de la funcidn
4-D.

Bamler y Glunder/16/ mostraron que la WDF de un objeto
2-D puede ser obtenida como un conjunto de WDF’s muestreadas para
un numero N, de posiciones x del objeto, tomadas secuencialmente
o en paralelo. La principal desventaja de este método, es que el
sistema requiere de dos copias del objeto superpuestas; y ademds
de una parte movible para muestrear la posicidn x» en el plano del
objeto.

Subotic y Saleh/17/ propusieron un sistema  dptico
empleando una red bidimensional para producir N réplicas del
cbjeto de entrada de modo que la produccién de la WDF se hace en
paralelo, con una sola transparencia de entrada y sin mover al

objeto. Sin embardo, este sistema impone restricciones a las
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dimensiones lineales del objeto y a 1la separacidn de las
posiciones de muestreo.

Recientemente, Iway et al./18/ sugirieron un método
optico que sortea estas dificultades, donde las miltiples copias
del objeto de entrada, corridas y con un cambic de escala, se

obtienen con una red de fibras dSpticas.
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CAPITUIL.O ITITTI

MODELOS CUASI-GEOMETRICOS PARA EL ESTUDIO
DE LA DIFRACCION POR OBJETOS 3-D



III-1 INTRODUCCION:

Las soluciones de 1la ecuacidén de onda escalar, con
condiciones de contorno conocidas en un plano, se obtienen a
rartir de la teoria de Fresnel-Kirchoff/1/. Sin embargo, en muchos
casos practicos, las condiciones de contorno estdn dadas sobre la
superficie de un objeto tridimensional (3-D). Para estos casos, no
existe una teoria de difraccidn que permita resolver 1la ecuacidn
de onda de Helmholtz. Se han obtenido soluciones exactas s6lo para
la difraccidn por algunos objetos 3-D ideales, como una esfera
conductora y un cilindro infinito/1/. Perc ain en estos casos las
soluciones se presentan como series infinitas de funciones
especiales. Esto prédcticamente excluye 1la posibilidad de wuna
interpretacidon fisica y visual de los efectos de difraccién. Por
esta razdn se han desarrollado métodos aproximados para el
tratamiento de 1la difraccidén por cuerpos volumétricos, que
combinan el modelo conocido para la difraccidén bidimensional con
consideraciones geométricas.

La teoria geométrica de 1la difraccidén propuesta por
Keller es particularmente interesante/2/. Puede ser considerada .
como una oxtensidn de la oOplica geométrica, que tiene en cuenta
los efectos de difraccidn. En‘ella se introduce el concepto de
campo de rayo difractado, como complemento de los rayos usuales de
la 6ptica geométrica. Estos rayos se generan por los rayos

incidentes que rozan bordes o vértices de 1la superficie de los
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objetos. En la teoria se enuncian leyes de difraccidén para los
rayos difractados que son andlogas a las leyes de reflexidon y
refraccidn. Ademds un campo es asociado a cada rayo y el campo
total en un punto dado del espacio es la suma de 1los campos de
todos los rayos que pasan por de ese punto. La fase del campo en
un rayo es proporcional al camino d&ptico del rayo desde algtn
punto de referencia. La amplitud varia de acuerdo con el principio
de conservacidn de la energia en un haz de rayos. El valor inicial
del campo en un rayo difractado estd determinado por el campo
asociado al rayo incidente con el auxilioc de un coeficiente de
difraccidén apropiado. Estos coeficientes se determinan a partir de
las soluciones de ciertos problemas candnicos, y ademds, se anulan
cuando la 1longitud de onda tiende a cero. La Jjustificacidn
matemdtica del modelo de Keller se describe en el marco de la
teoria electromagnética. Por presentar a la onda difractada en-
forma analitica, la teoria resulta ser particularmente conveniente
para calculos numéricos. Sin embardo, las expresiones asi obtenidas
son engorrosas y este hecho dificulta una interpretacidn simple de
las mismas.

Chugui et al./3/ propusieron un método para calcular la.
difraccién por objetos 3-D que combina ideas de 1la dptica
geométrica y de la dptica ondulatoria. Este método permite wuna
estimacidn simple de la influencia de 1la tridimensionalidad del
objeto en su figura de difraccién de campo 1lejano. Consiste

badsicamente en considerar al objetoc 3-D como una caja negra,
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caracterizada por sus pupilas de entrada y salida. La propagaciodn
de la luz entre las pupilas es tratada, o bien en términos de la
optica gdeométrica, o en 1los de la difraccidén de Fresnel,
originadndose en cada caso métodos aproximados diferentes, a saber:
método cuasi-gométrico (QG) ¥ método cuasi-geométrico modificado
(QGM). En el trabajo se muestra que el método QGM da lugar a wuna
mejor aproximacidn a la solucidén del problema.

Como se discutié en el capitulo I, 1las representaciones
espacio fase, como la WDF, proveen una conexidn entre la OJptica
geométrica y la dptica ondulatoria. Por esta razdn, es de esperar
que sean también adecuadas para el trat;miento del problema de la
difraccion de Fraunhofer por objetos 3-D, en el marco de los
modelos cuasi-geométricos.

En este capitulo se hace una descripcidén de 1los métodos
cuasi-geométricos y sebestablece una relacidn entre la amplitud
difractada por objetos 3-D, y las distintas representaciones E-F,
de modo que las propiedades de dichas representaciones puedan ser
aplicadas al estudio del comportamiento del campo difractado por

estos objetos.

I11-2 DIFRACCION DE FRAUNHOFER POR OBJETOS 3-D: APROXIMACION
CUASI-GEOMETRICA

Considérese un objeto de espesor Z, iluminado por una
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onda plana monocromédtica de londitud de onda A (Fig. III-1). Por
simplicidad, se hard el andlisis para objetos cuya +transmitancia
en amplitud en el plano (§,n) varie solamente en la direccidn & .
Las caras anterior y posterior del objeto estan ubicadas en los
planos Z=0 y Z=Z. respectivamente, y sus transmitancias estén

descriptas por las funciones f(§) y g(g’).
El problema consiste en encontrar 1la distribucidn de
amplitud de luz en cualquier punto del plano de Fraunhofer, es

decir en el plano focal de la lente L.

IRE L §
/) T
Z
— > Figura III-1
‘3_ L ~y ———m Xel By
Fo L 4

Para determinar la amplitud de campo en un  punto
particular Q del plano focal, se examina la traza inversa de 1los
rayos desde el .plano focal hacia el plano de entrada. Para ello,
se reemplaza la onda que converge hacia ese punto por una onda
divergente propagadndose de derecha a izquierda. Esta .onda es
transformada por el objetivo L en una onda plana con un angulo de
incidencia @ = E/f y luego es modulada por la cara posterior g(t’)
en el planc P:. En la propagacién hacia el plano P. la onda

interactia con las caras laterales del objeto. Para un objeto
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absorbente con caras laterales planas; esta interaccidén, en una
aproximacidén geométrica, es equivalente a la modulacién de la
distribucidén de entrada f(¥) por 1la distribucidn g(§+6Zo).
Obviamente, esta aproximacidn cuasi-deométrica sera correcta
cuando una imégen verdadera de la cara posterior, producida en el
prlano de entrada, difiera levemente de g(g’). Para esto es
necesario que el tamafio de la zona de Fresnel & = VAZ, sea mucho
menor que el tamafic caracteristico (D) de la funcidn binaria g(g’)
(D representa al menor intervalo donde la funcidn g(g’) no se
anula), es decir D>> € = VAZo

Por lo tanto, la amplitud de campo Ugg (x) en el punto Q
esta definida por la funcidn producto f(g).g(§4-62b). Considerando
al objeto iluminado por una onda plana, la amplitud del campo en

el plano de Fraunhofer es:
UQG(X) = J~f(§) g(§+Zox/F) exp(—zﬁixg/AF) dg. (III-1)

Tal como se establece en la referencia . /3/, la
aproximacidon QG (ec. (I1I-1}) describe la difraccidn de Fraunhofer
para un cuerpo volumétrico de espesor Z., s6lo cualitativamente.
La principal desventaja del método QG reside en que existe una
discrepancia entre los resultados que se obtienen a partir de éste,

Y los que predice la 6ptica geométrica.
De acuerdo a las leyes de 1la &ptica gdeométrica, las

imagenes de las caras anterior y posterior del objeto son
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producidas respectivamente en los planos P.° y P.’ de 1la Figura

ITI-2. Sin embargo como se desprende del andlisis que sigue dichas
imédgenes no se corresponden con las que se cobtienen a partir de la

ecuacidn (III-1).

Suponiendo d(k’)=cte, de la ecuacidn (III-1) se sigue
§

que:
Uge (x) = K\ff(g) exp(—Zﬁixg/AF) dg. = }{f(gﬁ (III-2)
Esto concuerda con el hecho de que las distibuciones de amplitud

en los planos PP y P (Fig. III-1) estédn conectadas por una

transformada de Fourier.

U x i
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Figura III-2

Haciendo la transformada de Fourier inversa con la lente L2, en el
rlano Pi’ se obtiene, como es de esperar, la imagen de la cara

anterior. Ahora si f(g)zcte., de la ecuacidn (III-1) se obtiene:

Uge (%)

\f g(g+Zox/F) exp(-2WixE/AF) dE. (I1I-3-a)
exp(2Mix*Zo/AF*) ¥ {d(x)) (I1I-3-b)
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El factor de fase en la ecuacidén (III-3) es equivalente a la
accion de una lente cilindrica de distancia focal F’>=-F2/2%,
(mostrada en la Fig. III-2 con linea de puntos en el plano Po). Si
dicha lente es ubicada en el sistema, la imagden de la cara
posterior se ubicard, luego de una transformada de Fourier
inversa, en el plano P:". Esto contradice las ideas de 1la Optica
geométrica de acuerdo a las cuales la cara posterior deberia tener
su imagen en el plano P.’. En cambio si el factor de fase en la
ecuaciodon (III-3) fuese tal, que la distancia focal efectiva fuese
el doble, o sea F’=-F*/Z, los plancs P’ y P:" coincidirian.

Este andlisis, muestra que una aplicacidn directa de la
aproximacidén QG (ec. (III-1)) para el andalisis espectral 3-D puede
dar resultados que no concuerden con los conceptos de 1la o6ptica
geométrica. 8Sin embardo esta discrepancia es solo cuantitativa. En
el siguiente punto se analizan las razones para la misma y se

propone un método alternativo.

III-3 METODO CUASI-GEOMETRICO MODIFICADO (QGM)

Al desarrollar la ecuacion (I1I-1) se examind el trazado
de rayos en la Figura III-1 y se establecié que la onda con
incidencia 6=§/f era modulada por la cara posterior del objeto en
el plano P: ¥ luedo era proyectada con un desplazamiento A=02%Z

en el plano P:.. Una vez multiplicadas 1las correspondientes
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transmitancias, se calculaba la transformada de Fourier del
producto f(§).g(E+0Z).

En realidad, cuando la luz se propada de P a Pi ocurre
una convolucidn de la distribucidn inicial de luz con la respuesta
impulso del espacio libre; en consecuencia, f({) es multiplicada
no por g(§+9©Z.) sino por su figura de difraccién de Fresnel
§(§+f92o). La inclusidn de la difraccidn de Fresnel conduce a
reeplazar el parametro Z. en la ecuacidn (III-1) por Z./2, dejando
la frecuencia limite (% en la Fig. III-1) idgual que en el caso
QG. Esta conclusidn se deriva del siguiente analisis, donde se
calcula el espectro 3-D en la aproximaciodn de Fresnél.

Considerando las relaciones entre las distribuciones de
amplitud para varios planos del sistema 6ptico/4/, puede
determinarse fdcilmente que el espectro en el modelo considerado

es igual a:

Fn(x) = exp(20ixZ/2F) F{[£(x’) %
exp(2Mi E’*/2\Z%0)] d(E’ )] (I1I-4)

2
donde exp(ik§722o) es la respuesta impulso del espacioc libre y ¥X.
indica la operacidn de convolucidn. Haciendo aldunas

transformaciones la ecuacidén (III-4) puede escribirse como:

Fr(x) = [ £05) E(g+20/F) exp(-2Nixf/AF) df.  (III-5)
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donde

g(x) =fg(g’) exp {(20i/N)(g-§)*/2%) dg’ ,  (III-6)

es la figura de difraccidn de Fresnel de la funcidn g(%’).

En lo que sigue, se usard el hecho de que cualquier
funcidn binaria f(§) puede representarse como suma de funciones
escaldn H(g). Para evitar cdlculos complejos, y sin perder
deneralidad, se supondréd que las funcidnes f(g) y g(g’) son de la

forma:
£(g)=H(E) y g(§)=H(§’—A). | (I11-7)
Reemplazando (III-7) en (III-6) se obtiene:
Fen(x) = J\H(g) E(g—A+me/F) exp(—Zﬁixg/AF) d§. (III-8)
donde
§(§) = fH(g’) exp { ( 2Mi/A) (-8 ) /2%} dE’ , (IT1I-9)

es la figura de difraccion de H(%’), y esta relacionada con la

funcion de Fresnel:

X

Y(x) = J\exp(iﬁt’) dt, (III-10)
o
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mediante la siguiente ecuacidn:

HE) = /A% {Y() + YEART)) . (1I1-11)

Para §>O, tanto el médulo como la fase de H( § } tienen
oscilaciones amortiguadss (ver Figura III-3). Para §<0 el mddulo

~
de H(g) cae rapidamente (linea llena}, mientras que la fase crece

(linea de puntos}.

Figura III-3

Considérese al producto H(g).ﬁ(§+a) de la ecuacidn (I1II-8), donde
a=(xZo/F)-A. En la Figura III-4 se representa este producto para

los posibles casos a>0 y a<0. De esta figura puede verse que
H(g) si a>§ ,

H(E) H(g+a) = | (I1I-12)
H(E +a) si a<-g.
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Frn(x) =

exp(~2MixE/AF) exp(2(ix*Z/2AF) T {H(£))

donde x=AF/Zo.

Mientras que el espectro del

objeto

usando la aproximacicdn de Fresnel es:

X>Xo
(III-13)

X<{Xo

calculado por la

expresion (III-1) usando la aproximacion QG resulta:

F {8}

Ug (%) =

exp(-21ixE/AF) exp(2MixZ/AF) J {H(E))

Las ecuaciones (III-13) y (1II-14) difieren sdélo en

de fase cuadraticos,

objeto. Ug (x)

sustituyendo Zo/2 por Z, en la ecuacién

puede

X>3¥%
(III-14)

X<{Xo

los factores

que reflejan la influencia del volumen del

transformarse

en

Frn(X)
(I11-14);

simplemente

la frecuencia
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limite xe=AF/Z, permanece igual.

Puede demostrarse que el resultado obtenido de este
analisis es vdlido para objetos mds complejos que el estudiado. En
sintesis el principal resultado derivado de este método consiste

en substituir Z,/2 por Z. en la ecuscidn (III-1), es decir:
qm"(x) = J\f(g) g(t +Zox/2F) exp(—ZﬂixngF) dg. (III-15)

La expresidon (I1I-15), da una mejor aproximacion
cuantitativa al espectro de difraccién de Fraunhofer producido por
ocbjetos 3-D, como lo muestran 1los ejemplos calculados en la

referencia/3/.

I1I-4 RELACION ENTRE LAS REPRESENTACIONES E-F Y EL METODO QGM:

Considérense nuevamente a las dos funciones binarias f(g)
y g(g’) que representen, respectivamente, las transmitancias en
amplitud, de las caras anterior y posterior del objeto 3-D de la
Figura 11I-1. De acuerdo con la definicidén del LS (ec. (I-66)), la .
ecuacidén (III-15) puede reescribirse de las siguientes dos formas

alternativas:
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Cla(-Zox/2F, x/A\F)

U(x) = (III-186)
eXP(iﬂ'Zon/')\Fq) Cot {Zoxt/2F, xX/A\F)

Como se deduce de (III-16), la distribucidn de intensidad en el
plano de Fourier puede considerarse como el espectro local de f(Z)
con g(t’) como funcidn ventana, o bien como el espectro local de
g(g’) con f(§) como funcidén ventana. Sin embargo, considerando las
restricciones asociadas normalmente a la funcidn ventana (por
ejemplo su ancho debe ser menor que el de la funcidn sernal) sdlo
una de las ecuaciones anteriores interpreta verdaderamente el
fendmeno fisico como espectrograma local, dependiendo esto de cada
caso particular.

Suponiendo, por ejemplo, a f(g) como funcidn ventana, la

intensidad en el plano de Fourier puede escribirse:

~

| cta(Zox/2F, x/AF)|2,

I(x) = ¢ (II-17)
1 (Zox/2F, x/AF)

\

De la  ecuacidn (I1I-17), surge la siguiente
interpretacidn: las variaciones de intensidad a 1lo 1largo de la
coordenada X corresponden a las mismas variaciones del espectro
local 2-D de la funcidén pupila de salida g(&’),a lo largo de la

linea x=(AZo/2)u, en el espacio fase (x,u}.
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Si se considera un objeto binario unidimensional de
espesor 4., con aperturas de entrada y salida idénticas, es decir

f(g)=g(t’), el campo resultante es:
U(x) = exp(iffZex® 20F*) A(X/AF, Zox/2F). (I11-18)

Esto es, la intensidad del campo difraota@o en la aproximacidn de

Fraunhofer puede ser expresado en funcidn del mdédulo al cuadrado
de la AF asociada a la apertura del objeto (A).
Si ademds la funcidn apertura es simétrica (por ejemplo

una doble rendija de ancho Z.} €l campo resultante es:

U(x) = exp(iNZox*/2AF*) W(Zox/4F, X/2AF). (III-19)

En este caso la amplitud difractada es proporcinal a la WDF de la
apertura del objeto 3-D (W).

Por lo tanto las ecuaciones (III-17), (III-18) y (II1I-19)
relacionan en forma compacta la expresidn del campo difractado por
el objeto 3-D con sus pardmetros deométricos; esto es las
funciones apertura f(§) y g(g’), y el espesor Ze. A partir de
estas relaciones, el andlisis de de 1los procesos de difraccidn
puede hacerse féacilmente por medio de las funciones E-F.

Para el caso f(g)#g(g’) la  intensidad del campo
difractado puede encontrarse, por ejemplo, de las variaciones de

amplitud del LS asociado con g(g’), usando f(§) como funcidn
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ventana, a lo lardgo de la linea (en el espacio-fase) definida por
tgi&zx/u= AZo/2. Si el espesor del objeto cambia, la nueva
distribucidn de intensidad difractada se encuentra a través de los
valores del mismo LS pero a lo largo de una linea que forme un
sngulo § diferente en el espacio (x,u). Por otra parte, si la
apertura de entrada se altera, la intensidad resultante, sera el
LS de la funcidn g(g’) con una funcidn ventana diferente.

Si se considera el caso f(£)=g(¥’), las distribuciones de
intensidad difractada, para los distintos posibles valores de Zo,
estéan contenidas en la representacidn de la AF dé la funcidn £(E).
Para objetos que cumplan esta condiciodn, y ademds sean simétricos
las correspondientes distribuciones de intensidad pueden obtenerse

también de la representacion de la WDF de 1la funcidén pupila o

apertura.

III-5 VISUALIZACION DE LA FIGURA DE DIFRACCION DE OBJETOS 3-D:
EJEMPLOS

Para ilustrar comoc una representacidn apropiada de 1los
formalismos E~-F puede aplicarse al estudio de la figura de
difraccién de objetos 3-D, se consideraran dos casos: la
difraccion producida por una rendija volumétrica, ¥y por una doble

rendi ja volumétrica.

Para el primer caso, f(§)=g(§’)= rect(g), y por lo tanto
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la distribucidn de amplitud de campo estd dada por (III-18),

resultando:
rexp{inzoxz/ZAfz}[1—Iyl/a]sinc[(wax/Af)(1—ly|/aD 5 |yl =<a
Up (x) =< (11I-20)
L0 s lyl>a

donde a es el ancho de la rendija, y la variable espacial y, esta
relacionada con el espesor %, por y=Z§x/ZF. Por lo tanto, si =e
considera la expresidn dada por (III-20) como una funcidn A(X,y)
de variables: frecuencia espacial u=x/AF, y coordenada espacial y;
la distribucién de intensidad en el plano de Fourier puede

hallarse a partir de lA(u,y)l2 (representada en la Figura III-5) a

lo largo de las lineas definidas por tg(§=7\Zo/2.

Figura I1I1I-5
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81 Zo=0 entonces resulta y=0, y el corte de la AF a lo largo del
eje u, se reduce a una funcidn seno cardinal, que, como es sabido
representa la difraccion de Fraunhofer de una rendja plana.

Como segundo ejemplo, considerense dos rendi jas
volunmétricas idénticas de ancho a, espesor Z. y separacidon d. En
este rcaso f(g)zg(g’)zrect[(§ ~d/2)/a] + rect [(g +d/2)/a } y la

distribucidn de amplitud de campo en el plano de Fourier es:

-
' 2
L1- LE:%%LXL] COS'X?%%%%T SinCE—T%%E§HT (1- Léi%%lzl—ﬂ ;

|y|<a?/(a+d).

(lyl- i%g;—g)yj/tt—za—f—%n sincl—F—(ly]- ET(%;—?}%— )1
(111-21)
U (x) X

a(d-a)/(a+d) s|y| sad/ (a+d).

- . X
e ay? sinel (35 (e Iy D15

éd/(a+d)s lyl <a.

0 en dlro lugar
De igual modo gque en el caso de una tnica rendija, se considera a

la expresidon dada por (I1I-21) como un corte del médulo de la AF:

IA(u;Y)" a lo lardo de una linea en el E-F definida por
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¥=(AZo/2)u. La AF correspondiente a dos rendijas se muestra en la
Figura II1-6. Nuevamente si Zo.=0, el corte de la AF coincide con
el eje u, y se obtiene un conjunto de frangjas de Ydung, modulando

a una funcidn seno cardinal, igual que en el caso de una doble

rendi ja plana,

V<

Figura I11I-6
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CAPITUOLO IV

APLICACION DE LOS FORMALISMOS E-F AL PROCESAMIENTO
OPTICO DE IMAGENES.



IV-1 INTRODUCCION

’

Las aberraciones constituyen un problema inherente a 1los
sistemas O6pticos formadores de imédgenes. En el marco de la teoria
de Huygdens-Fresnel, estas se describen matemdticamente por medio
de la funcidn aberracién S2(x,y) que representa la desviacién del
frente de onda respecto de una esfera perfecta (diferencia de
camino dptico), donde (x,y) son las coordenadas adimensionales en
el plano de la pupila de saiida.

De acuerdo al tipo de tratamiento, la funcidn aberraciodn
se expande generalmente en series de potencia (tratamiento dptico
geométrico), o bien en términos de polinomios que formen un
conjunto completo en el interior de un circulo unidad (tratamiento
segun la teoria de difraccidn)/1/.

Existen varios criterios para especificar la tolerancia
de un sistema 6ptico a las aberraciones y/o a errores de enfoque.
Histé6ricamente, el primer criterio fue enunciado por Lord
Rayleigh/2/. Segin el mismo para que la calidad de una imagen sea
aceptable, el madximo apartamiento del frente de onda respecto de.
un frente de onda esférico debe ser menor que un cuarto de la

longitud de onda de la luz incidente. Es decir:

max | Q(x,¥) | A/4. (IV-1)
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Nétese que esta condicidn no impone ninguna restriccidn individual
sobre los coeficietes de aberracidn en los cuales se expande al
frente de onda.

En base al criterio del cuarto de onda , Rayleigh
establecid que, para que la calidad de 1la imagden no sufra un
deterioro apreciable, la m@xima iluminancia en la imagen dada por
un sistema Sptico con aberracidén esférica debe ser por lo menos el
80% de la iluminancia de un objetivo libre de aberraciones. Esta
condicion sobre las intensidades puede asociarse a la razdon de
Strehl/1/, que se define comunmente como el cociente entre las
intensidades en el foco de la imagen aberrada (Ir) y de la imaden

libre de aberraciocnes I, de la siguiente manera:
§=1I/I % 0.8 (1v-2)

Trabajos de Baracat/3/ y Mahajan/4/ mostraron que el criterio del
cuarto de onda no conduce necesariamente a una razdn de Strehl de
0.8. Este criterio es s6lo una primera aproximacién al estado
ideal de un sistema 6ptico, ya que la distribucidn de luz en una
imagen depende no s6lo de la méxima deformacién del frente de
onda, sino también de la forma del mismo (tipo de aberraciodn).
Cuando la condicidn (IV-1) se aplica a aberraciones de
diferente tipo se obtienen distintos valores para la intensidad en
el foco de difraccidn. Resulta més apropiado entonces, formular un

criterio de tolerancia que tenga en cuenta , en cada punto, al
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apartamiento respecto del frente de onda ideal. Un criterio de
este tipo fue formulado por Marechal/5/, quien usé la relacidn quo
existe entre la intensidad en el centro de la esfera de referencia

v la varianza del frente de onda respecto de la misma ( 04). Para

aberraciones pequerias puede expresarse COmo:

S = (1-1/207%). (IVv-3)

De acuerdo con Marechal puede decirse que un sistema
6ptico estd corregido cuando el valor de la razdn de BStrehl es
mayof o igual que 0.8. Segun 1los célculos realizados por
Mahajan/4/ la ecuacidn (IV-3) proporciona resultados con un error
menor que un 10%¥ si la razdén de Strehl es mayor que 0.6, La
férmula de Marechal muestra que 1la razén de Strehl es méxima
cuando la varianza de la aberracidn es minima.

Otro de los criterios de calidad de un sistema formador
de imdgenes puede obtenerse a partir de la teoria de la Funcidn de
Transferencia Optica (OTF). En virtud de que, las propiedades de
formacidn de imégenes de un sistema éptico pueden ser evaluadas -
por medio de la OTF, esta resulta Util para clarificar resultados
que serian dificiles de Juzdar a partir de distribuciones de
intensidad. Este criterio fue usado por Hopkins/6/ para evaluar el
grado de desenfoque de pupilas binarias, y por Mino y Okano/7/

rara pupilas sombreadas ("shaded apertures™).
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Mino y Okano destacan dos condiciones que debe cumplir la
OTF de un sistema desenfocado para que la imigen sea confiable: 1)
Que la OTF no sea negativa (lo cual conduciria a una inversidn de
contraste), ¥ 2) Que la OTF sea una funcidn mondétona decreciente.
Concluyen ademés, Que para aberraciones pequefias, las pupilas
sombreadas, son menos sensibles que las binarias, a la éberracién
esférica y al desenfoque.

En los formalismos E-F, la funcidén Ambigiiedad ha sido
usada para el tratamiento de sistemas Jpticos con errores de
enfoque. Como se vid en la seccidn (I-3.d), la AF puede usarse
para la visualizacidn de la "performance” de un sistema &ptico
desenfocado. H.Bartelt et al./8/ utilizaron esta propiedad como
criterio de tolerancia para errores de enfoque, comparando la
performance de distintos tipos de pupilas.

A lo largo de este capitulo, se utilizan los formalismos
E-F para analizar la razdén de Strehl de sistemas opticos con
desenfoque y aberracidn esférica. En primer término, se muestra
que la AF describe el contenido de frecuencias de 1la .Razdn de
Strehl. Luego, se obtiene para el mismo criterio una
representacidn en funcidn de la Sptica geométrica, usando a la WDF
para asociar "amplitudes™ a los rayos paraxiales que cortan al eje
6ptico. Se establece ademds, que para pupilas simétricas, el valor
de la OTF puede ser asociado con la amplitud de un rayo que corte
al eje 6ptico. Se discuten finalmente aldunas aplicaciones de

estos resultados.
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IV-2 REPRESENTACION DE LA RAZON DE STREHL EN EL E-F

La Razdn de Strehl (RS) ademds de ser una figura de
mérito intuitivamente simple, de un sistema Jptico, posee un
significado fisico que estd relacionado directamente con el
proceso de formacidn de imddenes/9/. En primer 1lugar 1la RS es,
para pequefias aberraciones, una medida aproximada de 1la fraccidn
de flujo radiante que esta contenida en la parte central brillante
de la imagen de un punto fuente. Segundo, debido a que un sistema
6ptico con iluminacidén incoherente puede ser considerado como un
filtro pasa bajos lineal, puede pensarse a la RS como el area bajo
la funcidén de transferencia. Ademds, la RS puede ser tratada como
la correlacidn estadistica de Linfoot/9/, es decir maximizar a la
RS, asegura que las regiones de distinta densidad de brillo en 1la
imagen se correspondan con aquellas en el objeto.

Por las razones expuestas, los métodos para la evaluacidn

de la RS son de un gran interés préctico.
IV-2-1 CONTENIDO DE FRECUENCIAS DE LA RAZON DE STREHL

Las aberraciones en un sistema 6ptico con simetria

rotacional son representadas por la funcidn aberracidn esférica:

X .
Sa(r) = fg:zwzp.o r 2, (IV-4)

93



donde Waz2.., es el coeficiente de aberracidén vy £ es un factor de
escala en unidades de 1longitud de onda. Considerando sélo la

aberracion esférica primaria o de Seidel resulta:
£(r) = f(W2 r? + Ww r *), (IV-5)

donde Wz y Wi son los coeficientes de desenfoque y aberracidn
esférica primaria, respectivamente.
La PSF de un sistema dptico con estas caracteristicas es
la sigduiente: ©
.P(I‘,(.Ozo,(.t)w) = ZﬁfP(p) Jo (21T P ) exp{zm[cozo(y/pm
° + Ww(p/p0)*] Jodp . (IV-6)

En la ecuacién (IV-6), P(§) representa a la amplitud
compleja de la pupila apertura, Jo es la funcién de Bessel de
primer grado y orden cero, y CO»:z(A_ﬁ?/Z) ( o es la frecuencia
de corte). De acuerdo a 1la Figura 1IV-1, el plano focal se

encuentra en z=0.
3(r)

P&mw«n

Plr;weo)

rFigura Iv-1
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Segun la optica geométrica, 1la PSF seria una versidn
(reducida pero similar) de la intensidad de la transmitancia en la
pupila. Por lo tanto la RS puede escribirse:

2

l p(r=0,0z0, Wao)

S( (A)zo, woo) = (IV"'?)

2

| P( I‘Zo,wzol' (*)402'0)
Haciendo el siguiente cambio de variables:

E = (9/9o)2 - 0.5, (IV-8)

siendo un parametro adimensional asociado a wuna frecuencia
espacial ( el cambio de variables de la ecuacion (IV-8) transforma
cualquier pupila de simetria circular en una pupila rectangular
unidimensional que es distinta de cero sélo en el intervalo

(-1/2,1/2). Definiendo la siguiente funcidén pupila generalizada:

' Q
QE) = P(g)/ 21 IP(g) 9 dp , (IV-9)
(o]
y sustituyendo a la ec. (IV-9) en 1la ec.(IV-68), la RS puede
escribirse:
S(Wa20, Wao) = |Q( W20, Wae)|? (IV-10)
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donde

~nN
QU W, W) =fa(§) exp {211 [WwE* + (W= + Ww)E ]} df .
(IV-11)

En 1la ecuacidén (IV-11) se ha omitido un factor de fase
multiplicativo, irrelevante para la presente discusidn.

Por lo tanto, la RS para un sistema Sptico con errores de
enfoque y aberracidn esférica puede ser expresada como una PSF
unidimensional. Ahora bien, un sistema Sptico como el de la Figura
IV-1, puede (en virtud de que el sistema es lineal y espacialmente
invariante) ser también representado por su respuesta en
frecuencias. Es decir, se puede definir wuna funcidn de
transferencia para dicho sistema, ya que la irradiancia a lo largo
del eje 6ptico es isoplanética y aun més, la irradiancia a 1la
salida es 1la superposicién 1lineal de las irradiancias a la
entrada.

De esta forma, se define a la funcién de transferencia

como:

~
S(g: Wae) = J‘S((.Ozo, Wao} exp(—Zﬂ'ingo) dWz , (IV-12)
donde el coeficiente de desenfoque (U2, es usado como variable

espacial adimensional ¥y § como frecuencia espacial también

adimensional.
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La transformada de Fourier en la ecuacidén (IV-12) puede
pensarse como el contenido de frecuencias espaciales de la RS para
aberracidn esférica variable. J.0jeda-Castarieda et al./10/ aplican
la funcién de transferencia dada por la ec. (IV-12) al cdlculo de
la distribucidn de intensidad a lo lardgo del eje O6ptico para un
sistema telescdpico como el de la Figura 1IV-1. Ellos demuestran
que la variable frecuencia en la ec.(IV-12) puede pensarse como
una frecuencia espacial adimensional para una variacidn de
irradiancia sinusoidal positiva a lo largo del eje optico, a 1la
entrada del sistema. La influencia de la aberracidn esférica en la
irradiancia sobre el eje o6ptico puede ser interpretada en término
de las modificaciones de 1la funcidén de transferencia de la
ecuacién (IV-12) con W como parametro. Estas modificaciones de
la funcidn de transferencia pueden visualizarse a través de la AF
de la funcidn Q(wz,W) de la siguiente forma: 1la expresidn

(1Iv-12),

g(l‘l, W} = fl Q(Wz20, Wa)|® eXP(—Zﬁiqwzo) dw 20 (IV-13)

puede expresarse como:
g(q, Wao) = BXP(Z'ITi(L)wQ) f@(gw/z, W) 6'(%" Q/Z, (W a0)

X exp {2“1 (2 (ﬂml’z ) g} dg . (1v-14)
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Comparando la ecuacidn (IV-14) con 1la definicidn de 1la AF

(ec.(I-39)), se obtiene:
| S(n. ww) | = | 8, x=2 Ve | (IV-15)

Consecuentemente, una grafica de la AF muestra los
médulos de la funcidn de transferencia (que se asocia a la RS vs.
errores de enfoque) como un conjunto de lineas x= 20 W2 para
distintos valores de aberracidén esférica (Fig. 1Iv-2). BSi se
considera una funcion de transferencia hipotética que no sea
afectada por aberracidn esférica se obtiene una AF invariante a lo

largo de la linea x=20ho§ .

s

E'F [ X
7' frec. espacial
XK v, espacial
~ 2Wao' pendiente X=2Go
=%
\ 240
—e 7
29
Figura IV-2
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Si se desea reducir 1la influencia de la aberracidn
esférica en la funciodn de transferencia , la AF (para una dada
frecuencia) debe decrecer suavemente a medida que x crezca en

valor absoluto, de forma tal que la funcidén de transferencia varie

lentamente con Wi,

1v-3 FORMULACION DE LA RAZON DE STREHL BASADA EN LA WDF/11/

A partir del andlisis de Fourier v del concepto de
funciones de transferencia se han desarrollado métodos que
constituyen una poderosa herramienta en el andlisis de la
perfomance de sistemas dépticos/6,10/.

Sin embargo, cuando los disefiadores de sistemas J&pticos
tratan de llevar estos resultados a la practica, se encuentran en
principio, con un dran obstdculo. Esto se debe a que 1los métodos
antes mencionados se basan en la éptica ondulatoria; mientras que’
tradicionalmente, el disefio practico hace uso de la 6ptica
geométrica., Existen dos buenas razones para esto uGltimo: la
cantidad de cdlculo es mucho menor en la dptica deométrica que en
la ondulatoria, y la calidad de las lentes puede predecirse con
bastante exactitud a partir del conocimiento de las aberraciones
geométricas en la etapa de disefio.

A pesar de que aldunos conceptos comc la OTF pueden

extenderse a la déptica deométrica/12-14/, la relacidn entre ambas
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técnicas es aln insatisfactoria. El propdsito de esta seccidn es
presentar a la RS (criterio de calidad basado en la optica

ondulatoria} en términos de rayos de la optica geométrica.

1v-3-1 RAZON DE STREHL PARA EL DESENFOQUE

Como se discutid en el capitulo I, dos de las propiedades
mas importantes de la WDF son:
i) La irradiancia en cualquier punto x se obtiene como 1la

proyeccidén de la WDF a lo largo del eje u, es decir:

Hx):JWNmu)dw (IV-16)
ii) La WDF de la figura de difraccidn de Fresnel de una pupila
cuya transmitancia estd representada por la funcidn t(x), es
decir:

U(x;2) = ft(y) exp{~iW(x-y)*/az } dv (IV-17)

permanece invariante a lo largo de la linea x=Azu esto es:

W(x,y;2) IU(X+X’/2;Z) U (x-x’/2;2) exp(-2Wiux’) dx’

t

W (x—-Azu,u)}, (IV-18)
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donde W. es la WDF de 1la pupila. Esto sidgnifica que, en la
aproximacidn paraxial, es posible asociar una "amplitud" con la
trayectoria de un rayo de la siduiente manera.

Un rayo paraxial que forma un dngulo O con el eje ©&ptico
z,es asociado con la frecuencia espacial u= 06/ . La trayectoria
del rayo estd dada en cada punto X por la relacidn x=z9 = Azu.

Por lo tanto, la WDF es invariante a 1lo largo de 1la
trayectoria de un rayo (ec.(IV-18)) y, ya que la irradiancia es la
suma de todos 1los posibles rayos (ec.(IV-16)) rgsulta valido
considerar a la WDF como la "amplitud” del rayo que pasa por el
punto de coordenada x formando con el eje Sptico un dndulo ©=X/z
Esta interpretacidn que fue sudgerida por Bastiaans/15/, es
aplicada aqui para dar una representacion, de la SR para errores
de enfoque y aberracion esférica en términos de rayos.

Considérese una apertura rectangular unidimensional de

ancho 2X; esto es:
t(x) = rect(x/2X) (IV-19)
La WDF de la ecuacidn (IV-19) es:
Wix,u) = [ X-1x]] rect(x/2%) sine {du(x-Ix1)}. (1V-20)

Si se considera una lente delgada ubicada en la apertura, la

amplitud compleja para planos desenfocados z;ﬁO en la Figura IV-3,
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resulta:

U(x;z) = It(y) exp (-illy*/Af) exp{-i(x-y)*/AM(f+z}} dy. (IV-21)

Figura IV-3

Es inmediato demostrar que la WDF de la ecuacidn anterior es:
Wix,u;z) = W (x~ A(f+2)u, x/Af-zu/f). (IV-22)

Consecuentemente, la amplitud de 1los rayos que cortan al eje

optico para z variable es:
W(x=0,u;z2) = W (-A(f+z2}u, -zu/f). (IVY-23)

Esto es, la amplitud puede visualizarse como los valores de la WDF
de la pupila apertura en coordenadas (ysM ), a lo largo de lineas
y= [f(f+z)/éLH (véase la Fig.IV-4). La ecuacidén (IV-23) implica
una rotacidén mas un cambio de escala de la pupila apertura.

La amplitud para z=0 (plano focal) se encuentra a partir
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de los valores de la WDF a lo largo del eje y=- fu que pasa por el

origen de coordenadas, es decir:
W(x=0,u;0) = [x-—AfluI] rect u/(2x/Af) . (IV-24)

En la apertura (z=-f}, las amplitudes son los valores de

la WDF a lo largo del eje M =u:

W(x=0,u;-f)Y = X sinc(4xu) (IV-25)

%%
X /

tan &= Af ({+2)/z

':v

77 Figurailv—4

En conclusidn, para analizar los errores de enfoque decbe
considerarse lo siguiente: cualquier rayo que intersecta al eje
optico en planos desenfocadoé z #0, cruza el plano focal en x#0;
en otras palabras, para un dado angulo 6 (o frecuencia espacial
u=6/)) la contribucidén en amplitud en un plano cualquiera =z
proviene de un rayo que cruza el plano focal en x= A'zu (ver
Fig.1vV-5).

Por lo tanto, mediante argumentos ¢geométricos sencillos
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es posible relacionar los valores de la WDF en el plano focal con

aquellos en planos desenfocados ¥y, por medio de la ecuacidn

(IV-16) hallar la RS de la siguiente manera:

\fﬁ(x=kzu, u, z=0) du

S =

\rW(xzo,u,z=0) du

J}h (-A(f+2)u, —zu/f) du

JR% (?Aéu, Q) du

4 X X

X = AvZ \\\

RN

(IV-26)

(IV-27)

Figura IV-5

IV-3-2 CASO BIDIMENSIONAL: ABERRACION ESFERICA DE SEIDEL

Considérese el caso de un sistema con simetria rotacional

alrededor del eje 6ptico, que tenga errores de enfoque Waz2wF0 ¥y
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aberracién esférica W+ #0. Como se discutié en 1la secciédn
IV-2-1, la RS como funcidn de mérito de este sistema éptico puede

escribirse (combinando (IV-10)y (IV-11)

S(Wao, W) = |ja(§) exp{Zﬂi [ O.)wgz + { @20 +0.)w)§]} dglz
(IV-28})

donde nuevamente Q representa a la pupila generalizada de la
ecuacidén (IV-9)y se ha hecho el cambio de variables de la expresidn

(IV-8), La ecuacién anterior puede escribirse como

S(waw, we) = [[&z+ersz) Fe-rr/2)
exp { 2M (Ww (285" + (W +@w) &)} dE’ df , (IV-29)

0 bien usando la definicidn de la WDF
5( (t)zol(.\)no) = IW(ZQQOE + (Wze +Wae), § ) dE . (IV-30)

Consecuentemente la performance de un sistema Sptico como
el de 1la Figura IV-1, puede analizarse estudiando el
comportamiento de la WDF W(y,g) asociada a la pupila deneralizada
(IV-8) y (IV-9) a lo largo de lineas: y=2Wwi+(W, + Ww). Esta es
una generalizacidn del tratamiento hecho en la seccidén IV-3-1, que
se extiende a pupilas 2—D; de simetria rotacional con errores de

enfoque y aberracidn esférica primaria.
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Iv-3-3 AMPLITUD DE LOS RAYOS A PARTIR DE LA OTF

Para pupilas simétricas, es decir T(u)=T(-u)} 1la OTF

asociada (o sea,la autocorrelacidn de la funcidn pupila}, es:
H(p) = J\T(u+14/2) T“(u—}J/Z) du, (IvY-31)

A partir de (IV-31) y de 1la definicidén de la WDF
(ec.I-1), es claro que la OTF esta relacionada con la WDF de 1la

pupila de la siguiente manera:
H(p) = W (x=0, u= {/2) | (IV-32)

Por lo tanto, en virtud de lo discutido en 1la seccidn
I1v-3-1, para pupilas simétricas, el valor de 1la OTF puede ser
asociado con la amplitud de un rayo paraxial que corte al eje

6ptico. Ademds la relaciodn

5 =J‘H()J) d}J . (IV-33)
puede interpretarse como suma de amplitudes de rayos que cortan al
eje 6ptico formando angulos: ©= M/2.

Esta simple interpretacidn puede aplicarse para expresar

un criterio de calidad como el de Hopkins/8/ en términos de rayos
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paraxiales. Este criterio establece que el cociente entre 1la OTF
en presencia de aberraciones y/o desenfoque, y la OTF limitada por
difraccidn debe ser mayor o igual que 0.8 para cualquier
frecuencia.

En conclusidn, se ha establecido un nexo entre un
criterio de calidad expresado en el formalismo de la d&ptica
ondulatoria, como el de la OTF, y los elementos usados comunmente
por los disefiadores de sistemas Spticos, como son los rayos de la

O6ptica deométrica.
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CAPITULO WV

CONCLUSIONES



V-1 CONCLUSIONES

En los dltimos afios se han desarrcllado un dran nimerc de
aplicaciones en doptica  que utilizan a los formalismos
espacio-fase. Estos formalismos involucran funciones de dominio
espacio-frecuencia espacial, que estdn caracterizadas por ser
transformaciones bilineales de wuna funcidn dada. Este hecho
permite regiétrar ¥ sintetizar la informacion de una sefial en
espacio y frecuencia simultaneamente, obteniéndose de este modo
una representacidn espectral local de la sefial.

La potencialidad de estos formalismos, se deriva de las
propiedades discutidas en el capitulo I, ¥ se manifiesta
especialmente en la optimizacion de los sistemas de procesamiento
de imégenes, tanto en el disefio de los sistemas o6pticos como para
las aplicaciones de los mismos (andlisis de  texturas,
reconocimiento de diagramas, etc.).

Uno de los problemas mas importantes que presenta este
tipo de tratamiento, es la gran cantidad de datos que deben ser
procesados y almacenados. En consecuencia, un tratamiento digital
puro no resulta conveniente en la mayoria de los casos, y es mas
apropiado, el empleo de procesadores opticos, o] hibridos
optico-digitales. Por este motivo , en el capituloc II se
presentaron algunos procesadores épticos para la visualizacidn de

las funciones espacio-fase, En el caso de seriales
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unidimensionales, denerar opticamente estas funciones, implica en ,
general, el uso de un sistema O6ptico astigmatico, que permita
obtener en un mismo plano la imaden de la seﬁal de entrada, en una
direccidn, y la transformada de Fourier en la otra.

.

Se presentd un procesador de luz blanca, que pernmite
obtener una representacidn del espectrograma local, de una sefial
unidimensional. El1 contenido de frecuencias espaciales de la
imagen original, puede verse a la salida del procesador como su
espectrograma local, con una asignacidn de falsos colores a cada
frecuencia espacial. Este procesador puede modificarse facilmente,

para obtener el pseudocoloreado de las frecuencias espaciales de
la imagen. Ambas operaciones parecen complementarse muy bien en el
andlisis 6ptico de texturas. Actualmente se esta desarrollando un
estudio comparativo entre el - espectrograma local y el
pseudocoloreado de frecuencias espaciales, ya que la
identificacidn de texturas es un aspecto importante para el
procesamiento visual o automdtico de imdgenes.

Con el objetivo de investigar nuevos procesadores oOpticos
para la visualizacion de las funciones espacio-fase, se desarrold
un procesador dptico-coherente, que bajo ciertas condiciones actia
como un transformador de Fourier unidimensional. Este es sin dudas
el procesador mas sencillo desarrollado hasta el momento, dado que
no utiliza ningin elemento dptico. La transformada de Fourier, en
una dimensidn es realizada solamente por la propagacidn libre del

campo difractado por ciertos objetos bidimensionales, que son
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generados a partir de las funciones unidimensionales, involucradas
en las representaciones espacio-fase.

Otro de los elementos Spticos que podrian utilizarse para
representar a las funciones espacioc-fase, son las placas gzonales,
va que estas combinan la accidn de una lente, con el de una red de
difraccidn. Teniendo en cuenta el hecho de que, placas zonales de
diferentes geometrias se pueden obtener por superposicidn de dos
frentes de onda (cilindricos, esféricos o planos), es factible
realizarlas empleando un interferdmetro de Mach-Zehnder. Placas
zonales de ¢deometria eliptica reeplazarian al sjstema optico
astigmitico de los procesadores presentados en el capitulo II, con
la ventaja de ser menos fragiles, facilmente manipulables, y més
econdmicos por poder ser registradas en pelicula fotografica
comin.

Una de 1las nuevas aplicaciones de las funciones
espacio-fase se ha desarrollado en la teoria de la difraccidn por
objetos tridimensionales. En el capitulo III se pusc de manifiesto
que existe una relacidn entre los metodos aproximados
cuasi—geométricos, para obtener 1la figura de difracecidn por
objetos volumétricos, y las representaciones espacio-fase de las.
pupilas de entrada y salida, asociadas a dichos objetos. De este
modo, las distribuciones de amplitud difractada pueden hallarse a
partir de la funciones espacio-fase de las pupilas del sistema,
variando los parédmetros geométricos involucrados (por ejemplo, el

espesor del objeto). Estas distribuciones de amplitud se obtienen
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en forma polar; esto es, el angulo polar en el espacio-fase estd
directamente relacionado con el espesor del objeto, mientras que
la coordenada radial estd relacionada con la variable espacial en
el plano de Fraunhofer. En consecuencia, ves prosible analizar
fendmenos tipicamente ondulatorios, como la difraccidn, con
simples argumentos geométricos.

Unc de los criterios de calidad de sistemas Spticos, mas
usados, es la razon de Strehl, que se calcula como el cociente
entre la intensidad de una imagen con aberraciones y la intensidad
de la misma libre de ellas. En el capitulo IV se discutid, como la
razon de Strehl para un sistema déptico, con errores de enfoque Yy
aberracidn esférica, puede expresarse como una PSF unidimensional.
Se vid ademas que la AF provee una representacidn simple de la
funcidn de transferencia asociada a la PSF antes mencionada. Por
otra parte, se aplicd el concepto de WDF para asociar amplitudes a
los rayos paraxiales que cortan al eje Optico. Esta asociacidn
rermite dar una interpretacidn de la razdén de Strehl en terminos
de la éptica geométrica. Este criterio de calidad puede ser usado,
ademds, para sisteﬁas dopticos con simetria rotacional, calculando
la WDF asociada a una pupila generalizada unidimensional. Mientras.
que para pupilas simétricas este criterio coincide con el que sé
formula a partir de la funcidn de transferencia o6ptica. De este
modo se puede considerar tambien a la OTF como amplitud de wun
rayo. Este es otro de los puntos donde se pone de manifiesto el

nexo, que proveen los formalismos espacio-fase, entre 1la OJ&ptica

114



ondulatoria y la dptica gdeométrica. Es factible que este tipo de
tratamiento pueda generalizarse para sitemas con otro tipo de
aberraciones tales como astigmatismo o coma. Esto seria posible,
ya que la deformacidn del frente de onda podria aproximarse en
estos casos a un término de fase de variacidn suave tal como el
que se tratd en el capitulo 1 en los ejemplos calculados para la
WDF.

Como conclusidn final, puede establecerse que 1los dos
métodos desarrollados en esta Tesis, para representar a las
funciones espacio-fase, se caracterizan fundamentalmente por su
simplicidad ¥ veréatilidad. Los mismos permiten que los
formalismos espacio-fase sean una forma alternativa, mas sencilla,
para el procesamiento de imddenes. Lo que queda manifiesto, en el
caso del estudio de la influencia del volumen, en la difraccidn
producida por objetos tridimensionales,y en la formulacidn de la

razdén de Strehl en funcidn de rayos geométricos.
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