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Resumen

En el campo de la seméntica de los lenguajes para descripcion de procesos,
hay un interés en la equivalencia funcional de los mismos. En muchos casos nos
interesa, ademds de la equivalencia funcional, la informacion relativa a la eficiencia
o a la rapidez de los procesos. Este setd el enfoque del presente trabajo, donde
estudiaremos relaciones que unen dos procesos equivalentes desde el punto de vista
funcional, y entre los cuales uno de los procesos es mas rapido, o igualmente de
rapido que el otro.

Consideraremos que las acciones que puede ejecutar un sistema tiene asociado
una. duracion no nula. Si un proceso tiene varios subprocesos secuenciales en pa-
ralelo, cada uno de ellos tendrd un reloj que se modificara solamente cuando una
accion local al subproceso sea ejecutada.

l.a teoria de procesos con duracién propuesta por Gorrieri et al. en [4], apunta a
describir cuando un proceso es mas rapido que otro a partir de un preorden donde
todos los comportamientos de un proceso son idénticos a los de un segundo, pero
se ejecutan siempre antes en el tiempo. Sin embargo, no permite establecer una
comparacién entre los procesos r e y cuando y comienza ripidamente, mientras
7, lnego de un inicio mas lento, acelera su funcionamiento superando a y. Dos
procesos como estos, no aparecen relacionados de ninguna manera en la propuesta
de Gorrieri. Aqui lo que se propone, es un preorden que permite establecer las
mismas cosas que Gorrieri, y que ademas permite capturar este tipo de relaciones,
al cual denominaremos Preorden Al final, y lo identificaremos con Cy .

Dos procesos P y Q estan relacionados por el preorden Al final (P C; Q) si
son [uncionalmente equivalentes y P es, a partir de un momento y hasta el final, al
menos tan rapido como Q.

Demostraremos que C es una precongruencia para todos los operadores, excepto
para bureenrsion. PCrobaremos también que la teorfa que proponemos inluye en forma
propia a la teoria definida por Gorrieri.

IF] preorden induce, de la forma usual, a una relacién de equivalencia a la que
denominaremos Fquivalencia Al final.

Presentaremos axiomatizaciones del preorden y de la equivalencia para procesos
finilos, que son correctas y completas.

Compararemos la teoria propuesta con otras que surgen en la literatura. De-
mostraremos - que es incomparable con el Causal Preorder propuesto en [1] y es
estrictamente mas grueso que el Location Preorder de [6).

Parte de los resultados que aqui se presentan se obtuvieron trabajando conjunta-
mente con Philippe Schnoebelen y Pedro D’Argenio. Algunos resultados obtenidos
durante el desarrollo del proyecto fueron presentados en [10].

Las actividades involucradas en la preparacion de este trabajo fueron parcial-
mente financiadas por el proyecto BID-CONICYT 140/94, Localidad y Duracién en

los Sistemas de Transiciones Asincronos.
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Capitulo 1

Introduccion

“stamos interesados en comparar procesos que hacen lo mismo, con respecto a la
velocidad de los mismos. No queremos exigir que un pruceso z deba comportarse
durante toda su ejecucién de manera mas rapida que un proceso y, para decir que z
es mas rapido que y. La condicién que impondremos no es tan fuerte, pues diremos
que T es mas rapido que y, si = es a partir de un momento y hasta el final, mas
rapido que y.

Dadas dos maquinas productoras, X e Y. La maquina Y desde que se enciende
mantiene una produccion a velocidad constante. En cambio X es una maquina
que comienza a trabajar a una velocidad muy lenta, inferior a la velocidad de Y, y
que luego de un tiempo de calentamiento acelera su funcionamiento alcanzando su
maxima velocidad, que supera la velocidad de producciéon de Y. En una situacion
como la mencionada podriamos preguntarnos:

”(Cual es la maquina que produce a mayor velocidad 7 ”

Fin la literarura aparecen distintas teorias en las cuales se estudian modelos para
procesos con tiempo y se establecen relaciones de preorden y equivalencia, pero con
ninguna de cllas las maquinag antes mencionadas estarfan relacionadas.  Bn esle
trabajo proponemos una relacién que nos permitira afirmar que la maquina X es
mas rapida que Ja maquina Y.

Fn este capitulo vamos a definir el modelo sobre el cual trabajaremos; asi como
también algunas hipdtesis que tendremos en cuenta a lo largo del desarrollo del
trabajo.

Vamos a estudiar la equivalencia funcional de procesos y la nocién de "mas
rapido que”, con respecto a la velocidad de los mismos. Para ello necesitamos que
el tiempo esté representado de alguna manera en el modelo. Los procesos tendéan
asociado relojes, que no se parecen mucho a los relojes que conocemos, pues no se
modifican por el paso de tiempo sino por la ejecucion de acciones. Cada subproceso
secuencial tendra asociado un reloj que se modificard solamente cuando se ejecute
una accion local al mismo.

6



SAPITULO 1. INTRODUCCION 7

I.as acciones tienen asociado un tiempo de duracién no nulo, que se mantendri
constante durante toda la ejecucién. Consideramos que las acciones ocurren tan
pronto como sea posible, esto es conocido en la literatura como FEagerness.

Asumimos mdximo paralelismo, es decit siempre que un nuevo subproceso se
active, hay un procesador libre para ejecutarlo.

1.1 Lenguaje

El lengnaje que ulilizamos es muy simple y permite definir sistemas concurrentes,
que no tienen sincronizacion de acciones, es decir no hay comunicacion entre distintos
subprocesos que se ejecutan en paralelo.

Denominamos Act al conjunto de acciones atémicas que se pueden realizar,
Act = { a,b,¢, ...} y Var al conjunto de variables para la definicién de procesos,

Var = { »,y,2,...}.
LLos procesos se generan con la siguiente sintaxis:

E u= Nil|aE|E+F|E|F|z|recs.E

donde 2 € Var, a € Act y E, F son procesos.
El significado intuitivo de los operadores del lengnaje es el siguiente:

e Nil I's un proceso que no hace nada.
e .l Fjecuta la accién a y luego se comporta como E.
o [5+ I" (Choice) Elige comportarse como £ o como [I.

o [J|F (Composicién paralela) Se ejecutan acciones de F' y de F en paralelo.
I’ste operador no permite comunicacion.

e 7 Se comporta segin la definicion de la variable .

e vecr. Iy I%s nn proceso recursivo, segin la delinicion de a.

1.2 Semantica Operacional

Describiremos el comportamiento de los procesos mediante la semantica operacional.
Para cllo utilizaremos sistemas de transiciones. Necesitamos que los sistemas refle-
jen, ademas de funcionalidad, tiempo. Para representar el tiempo, las transiciones
del sistema. tendran etiquetas que describiran las acciones de los procesos y el tiempo

asociado a la realizacion de las mismas.
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Definicién 1.2.1 Un Sistema de Transicién con Etiquetas es una terna <S,M,T>,
donde S es un conjunto de estados, M es un conjunto de etiquetas y T = {-%
C S x S| € M} eslarelacién de transicién.

[L.os estaclos estdn generados con una sintaxis similar a la de los procesos, la cual
se encuentra enriquecida por relojes, que reflejan el retardo de un estado.
La sintaxis para generar los estados del sistema es:

S uw= Nil|aE|s+1t]|s|t |'recm.E | (n = s)

donde n € N*, a € Act y E es un proceso.

Llamaremos IT al conjunto de etiquetas, IT = Act x N*,

Fl significado de una etiqueta < a,n > € II en una transicién es, la accién a
termind de ejecutarse exactamente n unidades de tiempo después de que la com-
putacién comenzo.

La relacién de Transicién esta dada por el conjunto de reglas de inferencia
(Fig. 1.1). '

[La congruencia estructural se puede observar en (Fig. 1.2)

At " B IS (f(a) = B) -

<a,n <an
Al sp 2% o Parl 8 sy
1 <an> “ar : <an
s1+ 52 =% 8 LR “ng EAEN
<a,m> <a,m>
S2 —¥ s S2 — 8
Alt2 <a,m> Par2 <a,m> ’
st +352 — s, 8||$2 — 31|32
<a,n <a,n ’
P Elrec z.E/x] s Clock 81 53
.eC : <anm ~toc <a,k+n>
rec t.5 2% o (k= s) <28 (k= 5))

Figura 1.1: Reglas de Inferencia

1.3 Ejemplo: Mdquinas Productoras

Recordemos el ejemplo mencionado al comienzo del capitulo: Dadas dos maquinas
productoras, X e Y. La miquina Y desde que se enciende mantiene una produccién
a velocidad constante. IEn cambio X es una maquina que comienza a trabajar a
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(n = sifs2) =(n=s) (n=> 32-)
(n= s +352)=(n=s3)+(n=>s)
E=(0=F)

(n=>(m=3s)=((n+m)=s)

Figura 1.2: Reglas de Congruencia

Y = Zreglzreg
Tveg = prod.Zye,

Figura 1.3: Proceso para la maquina Y

una velocidad muy lenta, inferior a la velocidad de V', y que luego de un tiempo
de calentamiento acelera su funcionamiento alcanzando snu maxima velocidad, que
supera la velocidad de produceion de V.

Veamos como podemos escribir con el lenguaje presentado a los procesos que se
corresponderian con las maquinas X e V. »

Para la maquina Y que mantine su velocidad de produccién constante tenemos
el proceso de la Fig. 1.3.

Micntras que la descripcion para el funcionamiento para la maquina X, la cual
comienza a producir en forma lenta y luego después de un determinado tiempo se
comporta de manera mas réapida, se corresponde.con el proceso de la Fig. 1.4.

Xo = prod. X,

Xn = prod.Xnp (n < N)
Xn = XilZhe,

Xy = prod. X

X, = p'rod.X,’lH (n < N)
X]lV = Zre_qlzreg

Figura 1.4: Proceso para la maquina X



Capitulo 2

Preorden Al Final”

2.1 Definiciéon del Preorden

Fon esta seccion presentamos la definicion formal del preorden Al final, en la cual se
observan los caminos maximales de los procesos.

Definicién 2.1.1 Un camino maximal es un camino finito en el cual existe un
estado ( sx ), a partir del cual no se puede realizar ninguna accién, al cual llamaremos
estado bloqueado; o bien es un camino infinito.

Para relacionar procesos con respecto a la velocidad proponemos un preorden
C, sobre P: 7 C; I' si s6lo si E y I’ son funcionalmente equivalentes, pero E se
comporta a partir de un determinado momento y hasta el final, en forma més rédpida
que I

Definicién 2.1.2 (Preorden Al final)

[) Sea R una relacién binaria sobre el conjunto de estados de S, decimos que R es
una. F-bisimulacién si para (so,to) € R, se cumplen las siguientes propiedades
de transferencia:

i) Para todo camino mazimal

<ayny> <az,n2> <ajn;> <Bip1M 41>
( S0 s1 Sg... —37 8 T 84y L))

existe un camino

<ayp,my> <az,mz> <aj;,m;> <aj41.Mip1>
(t() l——)l t 3—)2 ty ... 2y tJ J—)'” t1+1)

tal que: Vi (s; Rt;) y (37) (VE > 7)) ne < my,

ii) Para todo camino mazimal

10
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<apmy> ;0 <azmed> <ajm > <aj41my41>

( o th —3 iy ... f,

tivr --.)
existe un camino
<apmng> <nq,n2> <ajng> <aj41,n41>
( 50 3 Sg... =37 8; T siq.00)

tal que: Vi (s; R &) y (37) (Ve > 7 ) my > ny.

2) Dos estados sg y f estan relacionados por el preorden Al final (so Ty to) siy
solo si existe una F-bisimulacion R tal que (so,t0) € R.

3) Decimos que FC; Fsiysélosi (0= FE)E, (0= ).

Algunos cjemplos de procesos relacionados con el preorden son:

e a.(alala) C; a.ala.a (1)
e alala+ a.a.a Cy alala+ a.ala +a.a.a
. alb _C_/ a.b+ b.a

o ab+ b.ﬁ. Z; alb
Para los procesos de (1) tenemos la relacién dada en la (Fig. 2.1).

Proposicién 2.1.3 Propiedades de la F-bisimulacion:
1) La relacion identidad es una F-bisimulacion.

2) Si R, y R, son F-bisimulaciones enlonces:
a) R, o Ry es una F-bisimulacién.

b) Ry UR, es una F-bisimulacion.
Dem.
1) Fs trivial.

2) Sean FR, y Ry F-bisimulaciones tales que (sq,v0) € Ry y (vo,t0) € R3. Esto es:

1) (Vi) (si Ry vi) y (37) (Ve > 51) (me <) y
i) (Vi) (v Ra 1) y (F72) (VA2 72) (L < ).

Prueba de a) Por la definicion de composicion de relaciones y las hipéStesis
vale:

(‘v’z) (.S‘,' §R1 o -SRZ ti)
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y por la transitividad de < en N se cumple que:
(Vk > maz(jy, j2)) (ne < my)

en consecuencia Ry oR, es una I*-bisimulacion que contiene (0 = Fy, 0 = Ej).

Prueba de b) R, UR; es una F-bisimulacion , pues dado un par de estados
(20,%0) € Ry UR, ocurre que (sq,%0) € Ry 0 bien (s9,%5) € Rz, y tanto Ry como
R, son F-bisimulaciones, con lo cual la prueba no resulta dificil.

Proposicion 2.1.4 CT; es un preorden.
Dem.

e Reflexibidad: vale por Prop. 2.1.3 (1)

e Transitividad: sean F;, Fy y E3 procesos tales que : Fy Cy E, y E, T Fs.
Entonces existen Ry y Ry [-bisimulaciones tales que (so,v0) € Ry y (vo,%0) €
R,. Definiendo R como la composicion de R, y R,, por el resultado de
Prop. 2.1.3(2), R es una F-bisimulacion que contiene ((0 = E,), (0 = E3)),y
en consecuencia Fy C; Fs

[in forma natural, la interseccion del preorden, da una nociéon de equivalencia, a
la. cual llamaremos Equivalencia al final.

Definicién 2.1.5 Dos procesos F; y I3, son equivalentes al final, lo anotaremos
(Fy ~yI53),siysdlosi 5y Ty By y B, Cf Fy. :

2.2 Relacion con el Performance Preorder

El prcorden al final | impone condiciones mas débiles que el Performance Preorder
propuesto en [4], pues este 1iltimo cuando decimos que el proceso = es més répido
que ¢l proceso y pide que en todo momento = se comporte, al menos tan rapidamente
como 7; en cambio al preorden al final solamente exige que a partir de un determi-
nado momento y hasta el final, el proceso z sea al menos tan rapido como y, sin
tener en cuenta como se comportaban antes de ese momento. Recordaremos primero
la definicién del preorden de [4] y luego mostraremos que el preorden Al final incluye
en forma propia al Performace Preorder.
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Figura 2.1: Sistema de transicién de a.(ala|a) C; a.ala.a

13
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Definicién 2.2.1 (Performance Preorder)

1) Sea Rel el conjunto de relaciones binarias en S. El funcional G : Rel — Rel,
se define para cada R € Rel, de la siguiente forma: (sy;32) € G(R), si para
a € Act,

a) Vs 8% 5y, 3ty S 40y <my y (8a,) € R
b) V ¢, <onmp> tz, 3 8 <> Sa;my 2y y (82,82) € R.

2) Una relacién R € Rel es una G-bisimulacion si R C G(R).

3) Dos estados sy ys; estan relacionados con el Performance preorder (sy C,s2),
si y sélo si existe unG-bisimulacidn R tal que (sg, s2) € R.

4) Decimos que E; C,E; si y sélosi (0 = F)) C,(0 = E,).

Proposiciéon 2.2.2 C, C C; .
Dem.

e Veamos que: V E,I": EC,F = EC,; F. E C,F implica que existe una
G-bisimulacidn R tal que (0 = E,0=> F) e R.

No es dificil probar si R es una G-bisimulacion entonces la misma R es una
F-bisimulacion . Pues la relacion satisfacera las propiedades de transferencia
conj > 1.

e FExisten procesos E, I tales que: FE C; ' # E C,I’. Sean los procesos E y
I los siguientes:

E =a.(alala) y F = a.ala.a.

Probantos en la seccién anterior que F es mas rapido al final que F.

Sin embargo no existe una relacion que sea.una G-bisimulacion , pues para la
siguiente transicion del proceso [':

(1= a)|(0 = a.a) ¥ (1= a) | (1 = a)
la inica transicion que podrfa imitarla en ¢l proceso ID es:

I=a)|(l=2a|(0=a ¥ @2=2a)|(1=a)]|(=a)

en la cual la accién a demora mas tiempo. En consecuencia E no es mas rapido
que I segiin el Performance preorder.
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2.3 Relacidén con la Bisimulacion Clasica

La bisimulacién es una relacion de equivalencia que solamente se interesa en la
equivalencia funcional de los procesos, sin tener en cuenta los tiempos.

Definicién 2.3.1 (Bisimulacién)
Sea R una relacién binaria sobre el conjunto de estados S, diremos que R es una
Bisimulacién, con (s, s2) € R si para a € Act,
a) v Sy -—a—) S2 3 f,l -i) t'z; (Sg,tg) € §R
b) V1, =55 15, T 51 23 595 (82,12) € R.

Buscamos una relacion entre el preorden Al final y la Bisimulacion, esto se debe
a que estamos interesados en relacionar procesos que sean funcionalmente equiva-
lentes. Para poder demostrar los resultados que hallamos, necesitamos introducir la
definicion de dos nuevas funciones sobre los estados: cut y clocks. La funcién cut
dado un estado de S retorna el agente I, que se obtiene quitando todos los tiempos
prefijos del estado. Fsta funcién es necesaria para poder abtraernos de los tiempos
que mantiene cada proceso y poner interés en las funciones que el mismo realiza.

Definicién 2.3.2 Definimos por induccién estructural sobre S,

cut(Nil) = Nil
cul(a.l)) = a.lb
cut(s+1) = cul(s) -+ cul(t)
cut(s|t) = cul(s)|cut(t)
cul(vec x 1) = recaenl(F)
cut(n = &) = cul(s)

La funcién clocks retorna el conjunto {ny,...,nx } de todos los valores corres-
pondientes a los relojes que aparecen en el estado.

Definicién 2.3.3 Definimos por induccidon estructural sobre S,

clocks(Nil) {0}

clocks(a.E) = {0}
clocks(s +t) = clocks(s)U clocks(t)
clocks(s|t) = clocks(s) U clocks(t)

clocks(n = s) = {n}Uclocks(s)

|
|

Il siguiente lema, mencionado en [4], nos sera muy 1til, pues permite establecer
una relacion entre las transiciones con tiempo de nuestro modelo y las transiciones
unicamente de acciones del modelo utilizado en [1].



CAPITULO 2. PREORDEN " Al FINAL” 16

Lema 2.3.4 Para todo s,{ € S: In € N; s 2 ¢ sii cut(s) —25 cut(?).

Il preorden Al final tiene algunas propiedades interesantes con respecto a la
Bisimulacién Cldsica, denotada por ~, que se resumen en el siguiente teorema.
Denominaremos Py, al conjunto de procesos que se generan sin utilzar el operador
para la composicién paralela.

Teorema 2.3.5 Sean F,, F, € P,.,, E3, E4 € P y g una funcion de duracién para
las acciones. Entonces:

1) F3 Cf E4 implica E3 ~ E,.
2) ];/‘1 ~ Ez st E| E; Ez.

3) F3 ~ E4 sii B3 Cf E4 para alguna funcidn de duracidn g tal que: g(a) =0
VYa € Act.

4) E] ~ E;; st E;; ;’} E].
Dem.
1) E3 ©) FE4 = E3 ~ E4, porque la relacion:
R = {(cut(sy), cut(sy))|s3 EF 4}
cs una bisimulacién que contiene (23, Ey).
2) (=) Ey ~ E; = BT} [, porque la relacién:
R={(n=>En=>E)neNFE ~FE,y E{ E} € P,, }

es una G - bisimulacidén que contiene ((0 = F4),(0 = E,))y C,C C, .

(«=) En el inciso 1) probamos que para todo par de procesos E,F de
P: F Cy. I implica que E ~ F, entonces vale en particular para procesos
secuenciales.

3) Trivial, pues los relojes nunca se incrementan.
4) (=) By~ E3 = Ej I_:_? E\, porque la relacion:
R = {(s,;n = E})|cut(s) = E}, E; ~ E} y n > maz(clocks(s)) }

es una G - bisimulacién que contiene (0 = F3,0 = F,)y C,C C; .

(<) Nuevamente como en el inciso 2), es un caso particular de la prueba
mencionada en 1).
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2.4 Propiedades

la eleccién de la funcién g para la duracién de las acciones influye notablemente
en la relacién T , pues la relacion de dos procesos con el preorden puede variar
dependiendo de la funcidn de duracién que elegimos. El siguiente ejemplo muestra
la dependencia de C; con respecto a la funcion de duracién elegida.

Ejemplo 2.4.1 Consideremos el siguiente par de procesos:
Fy=aalc y FE= a,.a|c + c.(ala)

Podemos demostrar que By Cf I, si y solo si g(a) < g(c) (Fig. 2.2).
Tomando la ejecucién del proceso F,, cuando este elige comportarse como el
proceso que aparece en el lado derecho:

(0 = c(aln)) L9 (g(c) = ala) " LH> (g(c) + g(a) = Nil) | (g(c) = a)
IO (g(c) + g(a) = Nill] (g(c) + g(a) = Nil)

vemos que la tinica forma que tiene de imitarlo Iy es con :

(0= a.a)] (0= ¢) ““C9” (0 = a.a)] (g(c) = Nil) 25"
<a 9(ﬂ)+o(n)>

(g(a) = a) | (g(c) = Nit) “* > (5(2) 1 g(a) = Nil)| (g(¢) = Nil)
si no fuera g(a) < g(c), vemos q\,{e no existe un momento a partir del cual F, sea tan
lento como Fj, pues la segunda accién a de F; termina luego de 2 x g(a) unidades
de tiempo, mientras que la segunda accién a de F, luego de g(c) + g(a).

Podemos definir una nocién mas fina del preorden, en la cual la relacién no
depende de la funciéon de duracion que se elija para las distintas acciones. A esta
relacién la denominaremos mds rdpido al final independiente y la definimos de la
signienle manera:

Definicién 2.4.2 F,; esta relacionado en forma independiente de 1a funcién de du-
racién por el preorden Al final con I, denolado por E| C/ Fz, st F, Ef E, para
cnalquier funcién de duracién g.

Un cjemplo de relacion independiente de la funcion de dnrac10n es la que existe
entre los procesos alb C; a.b+ b.a.

La equivalencia Al final esti definida mediante la interseccion del preorden, con
lo cual también depende de la funcion de duracion elegida para las acciones.

Ejemplo 2.4.3 Sean los siguientes procesos:

By =a.alct+caa y F=a.alctcaa+c(ala)
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@
< a,g(a) > < e, gle) >
< a, g(a) >
° ° )
< a,g(a) + g(a) > < e, g(c) > < a,g(a) >
(  J [ ]
< e, g(e) >
< a,g(a) + g(a) < a,g(a) + g(a) >
[ ] ® [ ]
< e, g(c) > < ¢, g(c) >
<a.g(a) > < a,gle) >
® ® [
<o gle) + gla) > < a, g(a) + g(a) > < e, glc) > < a,g(a) >
® ® ® ® [ ]
<egle) >
< a.9(c) + gla) > < g(e) +9(2) > |< g, g(a) 4 g(a) >
[ J [ L ] ® o

Figura 2.2: Ejemplo
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Decimos que Fy ~;F, si y s6lo si g(a) < g(c). Los argumentos aqui son similares
a los del Fj. 2.4.1.

Definicién 2.4.4 Diremos que I y I’ son equivalentes al final en forma indepen-
dienle y lo anotaremos E ~ ', si EC} Iy I'C§ E para toda funcién de duracién

g.

[Tay algunas propiedades interesantes que esperamos del preorden Al final res-
pecto de los posibles retardos de los procesos, asi como relaciones entre los retardos
a. partir de la relacion del preorden.

Proposicién 2.4.5 Para todo proceso E de P yn e N*,

FCTyn= L.

Dem. Con R={ (s,n = s) }, n > 0 por la.regla clock vale trivialmente, pues al|
mismo proceso lo retrasamos n unidades de tiempo. n

Como consecuencia de la proposiciéon anterior surge que no podemos incorporar
un retardo a un proceso que termina, y que este sca mas rapido que el mismo sin el
retardo.

Proposicién 2.4.6 Sea E un proceso que debe terminar, lo anotaremos E |,
(~In>0)(n=L)C, F.

A partir de dos procesos I£, I' tales que E C; F (E es estrictamente mas rapido
que ' EC; Fy F Z; F), podemos deducir incorporando retardos a ambos
procesos una relacion entre los mismos. Si a F 16 retrasamos n unidades de tiempo
y a I" m unidades, y ocurre que el proceso (m => I") es més rdpido al final que
(n = IF), podemos asegurar que el retardo incorporado a I’ es menor estricto que
el que incorporamos a E. Fsto se debe al camhio que se observa en la relacién de
los procesos con el preorden.
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Proposicién 2.4.7 Sean E, F procesos de P:

SIEC; Fy(m= I)C; (n= F) entonces m < n.

Al componer paralelamente un proceso I' que siempre termina con uno E que
nunca lo hace, podemos observar que los caminos maximales del proceso correspon-
diente a la composicion son infinitos. Ademas, a partir del momento en el que F
termine, los estados de los caminos seran similares a los de los caminos de E. Si
tomamos dos procesos bisimilares, que siempre terminan y componemos cada uno
de ellos con un proceso que nunca lo hace, encontraremos que ambos procesos son
equivalentes al final. Pues, a partir del momento que los procesos que deben termi-
nar lo hagan, los caminos de las composicidnes coinciden, pues sélo queda el proceso
aue no puede terminar. En la siguiente proposicion se formaliza esta idea.

Proposiciéon 2.4.8 Sea I/ un proceso que no puede terminar, lo anotaremos F 1,
y I',G procesos que siempre deben terminar; denotado por F' | y G |. Se cumple
que:

F~G = E|F ~E|G

Dem. I' ~ G = 3R tal que: (s1,#;) € R, con Ry R~! bisimulaciones, y

a) Vs O epr 3 4 <ﬂ)>t§, tal que (s5,t) € Ry

h) V 1, am> ta: 3 & <ang 2, tal que (sg,1,) € R.

No es dificil probar que tanto R,= {(F|F, F|G)|F R G }como

R '= {(F|G, E|F)|F R G } son F-bisimulaciones. Pues en algiin momento, tanto F

como (7 terminaran, y sélo contimia el proceso F, sin tener importancia los tiempos

de cjecucién de los procesos que terminan, en consecuencia E|F ~; E|G. n
UIn caso particular de la proposicion anterior es:

(Vn,me N*) E| (m = F)~;E| (n ='F)

Luego de ver que se cumplen algunas propiedades del preorden que esperabamos,
llegamos a una propiedad que ademas de ser deseable es muy importante, nos esta-
mos refiriendo a la precongruencia. Tl preorden al final es una precongeruencia para
todos los operadores del lenguaje que generan el conjunto de procesos finitos (Py;y).
Sin embargo, cuando trabajamos con procesos infinitos, no lo es.

Teorema 2.4.9 T, es una precongruencia para Pyi,.

Dem.
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) EC, F= (k= E)C, (k= F).

IE C; F implica que existe una relacion R que es una F-bisimulacion que
contiene (0 = E,0 = F) (denominaremos so = (0 = E) y to = (0 = F)).

Definimos

R={(k=>FEk=>TF)|ke Nys Rt}

(k = so) <% (k= 5y) 2 (k= osy) L

T g N A1 S | N I

un camino maximal de E, aplicando la regla clock en cada transicion obtene-
mos un camino de la forma

<ap,m>

<az,n2>
S1 !

<ajn;> <ajy1mip1>
So S9 ... J—; 85 J—g S+t -
Por la hipdtesis sabemos sq R 1o y que R es una F-bisimulacion, entonces existe
un camino

<ay,m;> <az,my> <aj,m;> <ej41,mjt1>
20 AL AT A J

to t 1y-... j — tj+1

que imita al camino desde sg, y que a partir de un momento las acciones en ¢

demoran mas tiempo que en s, es decir (Vi) s; R t; y (37)(Vr > j) n, < m,.

Aplicando la regla clock a cada transicién de este camino, obtenemos:

(k‘ = fo) <a|,m_|)+k> (k = f]) <n2in—2jk> (k=> fg) .

ny,my k ] My k
BT Y D R S A

donde: (Vi) (k= s)) R (k=>4)y 3))(Vr2j)n, +k<m, +k.

Para probar que todo camino desde F' puede ser imitado por E de manera
mas tapida al final, se contruye el camino correspondiente a la imitacién en
forma similar a la anterior.

Iin consecuencia, R’ es una F-bisimulacidon y (k = E,k = F) pertenecen a &'
(Fig. 2.3).
Is ‘;/ F=akF (;/ a.l

I’ C; F implica que existe una relacion R que es una F-bisimulacion que
contiene (0 = E,0 = I') (denominaremos so = (0 = F) y to = (0 = F)).

Definimos
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R = { (a.E,a.F)

0=>E)RO0=F)Ju®

aplicando la regla correspondiente al prefijo (Act)a los estados a.F y a.F,
obtenemos (g(a) = E)y (g(a) = I') respectivamente. =

Por la prueba del inciso anterior, y ser la relacion R una F-bisimulacidn,
podemos decir que R” es una F-bisimulacion (Fig. 2.4).

EC,F = (VP)E|PC,F|P y (VP)P|EC, P|F.
FF C; I implica que existe una relacion R que es una F-bisimulacidn que

contiene (0 = F,0 = F) (denominaremos so = (0 = E) y o = (0 = F)).

Definimos
Rz = { (s|v,t|v) | s Rt}

La prueba resulta bastante intuitiva y basicamente refleja la idea de intercam-
biar secuencias no consecutivas de las transiciones, que son el resultado de la
aplicacién de las reglas Parl (o Par2), con las transiciones que sabemos que
existen por la relacién R (Fig. 2.5). '

i) Sea
’ <ap,ng> <az,mp> <ajn;> <ajpp,mipr>
30|v0 ! 31'“1 . .s;"vz U A 4 .sjlvj 3 Sj+1|’0j+1 e

un camino del proceso E|P. En cada transicién podemos saber si se
ejecutd un accion del proceso FF o P, pues dada una transicién

s;lv; <ﬂ? Sit1 |'Ui+l

* Si s; = s;31 entonces la accién a corresponde al proceso P y se aplicé
la regla Par2; '

% Si v; = v;41, la accién a es del proceso E y se aplicé la regla Parl.
Construirerios el camino correspondiente al proceso F|P que imita las

acciones del proceso E|P pero demorando mas tiempo. Para construirlo
sepiremos ol siguiente procedimiento:

1) Extraer del camino las transiciones que corresponden a la aplicacién
de la regla Parl.

2) Formar una secuencia con los antecedentes de la regla Parl corres-
pondientes a las transiciones extraidas en (1).

3) Obtener la secuencia de transiciones I"-bisimilares del proceso F, que
sabemos que existe por la relacién R.

4) Aplicar la regla Parl al camino obtenido en (3), formando un nuevo
camino.
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i)

5) Rearmar el camino en base al camino original, reemplazando las tran-
siciones que antes fueron extraidas por el nuevo camino obtenido en
el paso anterior.

Asi obtenemos un camino de la forma
<ay,ng> <az,ny> <ajmni> <aj41,n541>
to'v() f.] '1)1 tgl’Ug PN -—i tjl‘l)j —; tj+1|t)j+1 PN

que es el camino que buscabamos.

Sea el signiente un camino del proceso I'|P
<az ny> <agng> <ajy1mipr>
tl I‘U| i'zl‘!)g c. ——; f]"UJ —g tj+] "Uj+l NN

Aplicando el mismo procedimiento que en el inciso anterior podemos
obtener un camino del proceso E|P que imita las acciones, pero demo-
rando menos tiempo.

<ap,ny>
tolvo

En consecuencia, Ry es una F-bisimulacidn.,

lLa prucha de E C; F = (VP) P|E C; P|F, es similar. En lugar de utilizar
la regla Parl, aplicaremos la regla. Par2 y la relacion dera :

Ry = { (v|s,v|t) | s Rt}

EC,F = (YP)E+PC,F+P y (YPYP+EC,;P+F.

IZ €y F implica que existe una relacion R que es una F-bisimulacidn que
contiene (0 = E,0 = I') (denominaremos sp = (0 = E)y i = (0 = F)).

Definitos

Re={(s+v,t+0v)|sRIJUIJUR

Dividiremos la prueba en dos casos que se corresponden con elegir comportarse
como el proceso E (Fig. 2.6), o como el proceso P (Fig. 2.7).

Sea.

<ay,mg> <az,n2> <ajn;> <Aj41m541>
: s ] A 8; i Si41 -

So + Vo S SS9 ..

un camino del proceso P’ 4- IJ. Aplicando la regla suml a la primer
transicion del camino obtenemos el camino:

<ayng> <az,m2> <av1,7'1'> <ajpr1nip1>
So S1 ’ Sg ... —i S; "—; Sj41 -y

luego por las propiedades de transferencia de la relacién R, existe un
camino
<ay,mp> <n-.:ﬂ>7> {

<ng,myD <0541, ,Mjigpr>
PP Ty

14 i f'j+l

lo
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mas lento al final para todo camino desde so . Aplicando la regla suml a
la primera transicién del camino desde to, en sentido contrario, obtenemos
un camino como el siguiente:

<ap,mp> <nz,mz>

<ajm;> <ajyr,mj4p1>
lo-Fvo —" 1y =" 1, ... Al S P R

; tigr ...

Para probar que para todo camino desde ¢, existe uno desde so, se sigue
el mismo procedimiento pero ahora a partir del camino que comienza en
el estado to + vo.

Sea el siguiente camino
<ap,ny> <az,n2> <aj,m;> <A541Mj41>
.So-'- Vo — (] Vg ... -L—-g vy J—; Vigt -
del proceso P + E. Aplicando la regla sum2 a la primer transicién del

camino obtenemos otro camino:

<ap,ng> <az 2> <ajni> <aj41Mi41>
vo — vy =T vy .0 8T v; TS vy

)

por ser la relacién Id una IF-bisimulaéion, podemos aplicar a la primer
transicion del mismo la regla sum2, en orden inverso y obtener asi un
camino

<ap,ng> <az,nz> <azm;> <ajp1m541>
t0+ Yo - (] Vg ... —’; v, —"‘ Vi1 ...

En consecuencia R, es una F-bisimulacion .

La pruebade F C; I’ = (VYP) E+ P C; I' + P, es simétrica, la relacién es
la siguiente

Re={(v+s,v+1)|sRtJUIdUR

Para mostrar que la relacién del preorden no se mantiene cuando usamos el .
operador pata la recursién (Rec), estudiaremos el siguiente ejemplo.
Sean los siguientes procesos:

Gt
Elz] = c.(z|]1 = a)|G

Flz] = c.(z|0 = a)|G

Veamos que (Vz)E[z] C; I[z]

e Si 7 es un proceso que termina.

Tenemos que
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c(zfl 2 a) ~c(r|0=>a)y
G es un proceso que no termina
con lo cual podemos aplicar Prop. 2.4.8 obteniendo
c(t)ll = a)|G =~; c(z]0= a)|G

e Si 2 es un proceso que no termina.
Por Prop. 2.4.8 sabemos que

(z)1 = a) ~; (x|l = a)
Inego por ser C; una precongruencia para los operadores Prefijo y Paralelo,
c(z]l = a)|G =~ ' c(z|0 = a)|G

Sin embargo, rect.E[x] Ly recx.F|r]. Para comprobar esto basta con observar
las trazas:

rece.l[z]: ¢:1 a:2 ¢:2 a:3 ¢:3 a:4
rece. B[z} ¢:1 a:3 ¢:2 a:4 ¢:3 a:5
Los retardos se mantienen a lo largo de los caminos infinitos, en consecuencia no

va a existir un momento a partir del cual recz.F[z] sea més rapido que recz.[[z].
Pues Ty no tolera retardos infinitos.
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clock _ //—Eﬁ'\ clock

(k= s0)— %o o =™ (k= to)

<ap,ng+ k> <ap,ny > < ap,m > <ap,mp ¥ k>
(k= o)y 9"t ————(k =1,

<az,na+ k> < oa3,n3 > < ag,mg > <az,mg+ k>

/ e \

(k= sg)— 2 ty ————(k = £5)

<ay,nz+ k> <¢a."s.> < az.mjy > <az,meg+ k>

Figura 2.3: Precongruencia para el Retardo
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%II
a.l; al’

< a,g(a) > §Rl < a,g(a) >
(9a) = s 0 to ———(g(a) = 1)

<apmi+ola) > <arm > <apmi > <ap,my 4 gla) >

/ _\
—_— T~ .

(g(a) = s1) 51 t (g(a) = 1)

<as.nytala) > < agz,n3 > <e3.m;3 > < a3, m3 4 g(a) >

(9(a) = )7 %2 2 T (g(a) = 1)

< az,ny + g(a) > < a3, n3> < a3, m3 > < ay, my + g(a) >

I'igura 2.4: Precongruencia para el Prefijo
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So

%I
v m

tolvo

l(n.l.n1> l(u.,vu) l <ayp.m; > ‘ < ap,my >

. |"0~ /\

S1

SS9

< bpouy >

T NG 7N t /—\tl
< az, n3 > ’<a,,n,> | < ag,ma3 >

IU] /—'——\ sz/"’\ t2 /“—\tz
< by, wy >

S22

S3

3] /—\ tl /_\IIUO

< by, wy >
vy
< az, mgy >

|v1

< by, w3 >

v — T 32/F\ ta Tl

< ay, na > < az,n3 > < ay,my >

|v2 ~— . 3 /_\i;; /F\ta

v

< a3, my >

ll?2

Figura 2.5: Precongruencia para el Paralelo
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So -+ vo

<ag,ng >

S l/\t]
< az,ny > < a3, n3 >
/
S T 8§, /_\tz
< ax,n3 > <na.ﬂa>'

R
m

to to + Vo

< a3, ma>

<ay,my >

< az, m3 >

12}

<as,my >

Figura 2.6: Precongruencia para la Seleccion
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choice
So + Vo v

<ay,ny >

< ag, ng >

(2]

< ay,ny >

0y v

[_v

< a3, n3 >

choice

Yo ————to+vo

< az, na >

T

V2

<as,n3 >

<ay,ng >

U1

< aa,n3 >

g

< a3, n3 >

Iligura 2.7: Precongruencia para la Seleccion







Capitulo 3

Axiomatizacion

3.1 Conjunto de Axiomas |

Tl propésilo de este capitulo es dar una axiomatizacién correcta y completa para
los procesos finitos del preorden Al final, asi como también para la relacion de
equivalencia inducida por el mismo. 1

Trabajaremos sobre el conjunto de estados finitos Syin, que incluye a los procesos
finitos,ntilizando la técnica denominada drboles etiquetados, en la cual las etiquetas
tendran la forma < a,n >.

Para obtener un conjunto finito de axiomas necesitamos extender el algebra
propueslo para generar S, con dos operadores auxiliares individualizados como: Pre
y Lpar. Denominaremos T al conjunto de estados que se genera con la sintaxis
extendida. La seméntica operacional se obticne extendiendo las reglas de la Fig. 1.1
con las reglas de la Fig. 3.1.

La generalizacion del Prefijo es necesaria para definir la nocion de forma normal
de un término de T, mientras que el operador Left-merge, es necesario para definir
un conjunto finito de axiomas rednciendo cada estado de 7' a su forma normal.

Proposicién 3.1.1 C; es una precongruencia para los operadores Pre y Lpar.

Dem.

N sCyi=><an>sCy<a,n>:t
s Ey t implica que existe una [I*-bisimulacidn R tal que (s,t) € R. Definimos

R ={(<an>s,<an>1)sNRILJURN

No es dificil probar que R’ es una [-bisimulacion, pues desde el estado

< a,n >: s podemos aplicar la regla Pre pasando al estado s, hacemos lo
mismo desde el estado < a,n >: t, pasando al estado 1, sabemos por hipétesis
que (s,1) € R.



CAPITULO 3. AXIOMATIZACION 32

Pre <an
< a,n>:s ST g

<a I ’
S1 S
Lpar Zans
St J

Sy = si|s2

Figura 3.1: Reglas de Inferencia Auxiliares

2) s Lyt = (Vo)s|v Ty t]o
s Ly 1 implica que existe una I*-bisimulacidn R tal que (s,t) € R. Definimos

R ={(s]o,t]Jo) s N1} U {(s|v,t|v)|s Rt}

No es complicado probar que R’ es una F-bisimulacion, pues la regla Lpar hace
que se realice la primera accién del proceso a la izquierda, y luégo se ejecuten
en paralelo el proceso obtenido luego de la accién y el proceso de la derecha.
Por el Teo. 2.4.9 C; es una precongrnencia para el operador de composicion
paralela.

Definicién 3.1.2 Una forma normal es un término de la forma:

Z < ag,ng >

el
donde V7 € I, 1; es una forma normal, a; € Act y n; € N. Por convencion la forma
normal para Nil es con I = (.

Sea A el conjunto de axiomas de Tig. 3.2, el cual forma una axiomatizacién
cortecta y completa para la Equivalencia Compelitiva, propuesta por Gorrieri en [4].

La expresién A b 1y = t, significa que se puede probar que los términos #; y
1o son equivalentes ntilizando los axiomas del conjunto A y las reglas de inferencia
usuales: reflexibidad, simetria, transitividad y la sustitucion de términos iguales,
segiin la congruencia estructural mencionada en I'ig. 1.2.

Para dar una axiomatizacion de C; sobre T', necesitamos la introduccion de las
designaldades. Cuando t; = #; es una ecuacién en A, entonces t; < {3 serda una
desigualdad de A¢, conjunto de axiomas con desigualdades. Las reglas usuales de
inferencia: reflexibidad, transitividad y sustitucién de < se tiene en cuenta mediante

loy sipiiente:
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(lsmn],) tl + tg = tz + tl

(.511,177.2) (f] + tg) + t_'; = tl + (tg + t3)

(sum3) t+t = ¢t

(sumd) 1+ Nil = ¢

(pref) alb = <a,f(a)>: (f(a)=> F)
(("7‘]7) f.'| “2 = tlJtZ + fszz

(Iparl) Niljt = Nil

(Ipar2) (<a,k> 1)t = <a,k>:(4]t,)
(l])(er) (t] + tz)Jt'.; = (f«]Jf’;) + (tth:;)
(clock1) (n = Nil) = Nil

(clock2) (n= <a,k>:t) = <ak+n>(n=1)
(clock3) (n=(ti+t) = (n=t)+n=>1,)

Figura 3.2: Conjunto de Axiomas A
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(finl) <a,n>:Nil <, <am>: Nil (n<m)

(fin2) <an>:t <p <am >t (size(t) > 0)

Iligura 3.3: Axiomas para C;

fy <ty <y 1 =1, tL =1,
ly =i, <yt <t la =1

Nuestro conjunto de axiomas serda A< extendido con los axiomas de la Fig. 3.3
y lo denominaremos (7.
il axioma fin2 tienc una regla equivalente, a la cual denominaremos fin2'.

t <y la
<a,n>:t <p<a,m >,

(fin2) (sizelt) >0

Para probar que del axioma se puede deducir 1a regla, tomamos como hipétesis
aue 1y <y 15 y usamos las propiedades de sustitucion y transitividad.

Lema 3.1.3 <a,n>:4, Ty <am>:1, siysdilo si:

(1) n <m yty >~y Nil ~41,
0

(2) 1y Tyt yity %Nl

[La prucha del lema anterior es trivial, vale por definicién.

3.2 Correctitud y Completitud de C

Iin esta seccion vamos a demostrar que el conjunto de axiomas C es correcto y
completo. Para demostrar la. completitud introduciremos algunas definiciones nuevas
y lemas auxiliares, que nos facilitaran la prueba.

Proposicion 3.2.1 Paratodot € T, C - t, <ty implica t, Cj 1,.

Dem. La prucha es estandar. Solamente probaremos la correctitud de los axiomas
(Jinl) y (fin2). La prueba de los axiomas restanles es una consecuencia de la
prucha de correctitud de [4].
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e IY] axioma. (finl) es correcto.
Para probar esto es suficiente observar que la relacion

R={(<an> Nil,<a,m>: Nil)|n <m } U {(Nil, Nil)}

es una J-histmulacion.

e El axioma (fin2) es correcto.
I.a relacion

R={(<an>t<am>t)size(t) >0} U Id

es una F-bisimulacion por el resultado de Prop. 2.1.3(a), y por ser C; una
precongruencia para el operador Pre.

. L]
Para probar la completitud del conjunto de axiomas C, para el preorden Al final,
cs necesario mostrar que todo estado puede ser reducido a una forma normal.

Proposicion 3.2.2 Para todo t € T existe una forma normal nf(t) tal que:

AFt=nf(t)

Dem. [in [1] se prueba que todo término puede ser reducido a una forma normal.
“n la prueba de esta afitmacion se utiliza el conjunto de axiomas A, que esté incluido
en nuestro conjunto de axiomas . La prueba del lema coincide con lo demostrado
por Gorrieri en {4]. "

Definicidon 3.2.3 9 tamano de un término se define en forma inductiva:

size(Nil) = 0
size(a.I5) = 14 size(F)

stze(< a,n >: 1) I + size(t)
size(ty + 12 max(size(l)), size(t,))
size(ly]ty) = size(ty) -+ size(ly)
size(t1t;) = size(t)) + size(ly)
size(n =>1) = size(l)

Lema 3.2.4 size(1) =0 si y sélo si AcF 1= Nil

Dem. Por induccion sobre la estructura de t.

]) t = Nil, vale por reflexibidad. A¢ F 1= Nil
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2) 1 =a.dy, size(l) = 1 + size(t;) #0
Nt =<an>:ty, size(t) =1+ size(t;) £ 0

A) 1 =1y + 14, size(1) = 0 = max(size(lq, t2)), si y sélo si size(t;) =0y
size(1) = 0. Por hipdtesis inductiva A< F t; = Nil y Ac & t; = Nil.
Usando el axioma sum3, A< F & +1, = Nil.

r

D) 1= 1]y, size(t) = 0 = size(ly|t3), si y sélo si size(ty) = 0.
Por hipétesis inductiva, A¢ F t; = Nil por el axioma Iparl, A¢ & t;]t; = Nil

6) 1 = I1]{a, por el axioma exp 1|ty = 11|ty + 12]1,, 1
size(l) = 0 = size(t)) + size(l) = max(size(1;|t;), size(l2]ts), si y sélo si
size(ly [13) = 0y size(lz)t;) = 0. Por hipdtesis inductiva Ac F t5]i; = Nil,
por el axioma sumAd: A¢ F #y |t + Nil = Nil, luego por’sustitucién
Ack 1 la+ 1)1y = Nil. Usando nuevamente el axioma exp A< & t3|t; = Nl

) = (n=1), size(!) = 0 entonces size(ty) = 0. Por hipdtesis inductiva,
A=ty = Nil, por el axioma clockl A= (n = 1)) = Nil

n
Por la correctitud y completitud del conjunto de axiomas A probada por Gorrieri
en [4]. queda probado también que size(?) = 0 si y sélo si £ ~,Nil.

Proposicién 3.2.5 Para todo t;,t; € T: t; Ty 1y implica CF t; < t,.

Dem. Por la proposicion Prop. 3.2.2, podemos asumir que 1,,¢; estdn en forma
normal, a las cuales Hamaremos n.f(¢,) y nf(f2) respectivamente.
La prucha se.desarrolla por induccién sobre el max(size(ty), size(tz))

e Caso Base: max(size(ly), size(1;)) = 0. Como (Vt) size(t) > 0, entonces
size(ty) = size(tp) = 0.
Por LLema 3.24, C F 1y +1, = Nil y C + t = Nil. Entonces C F t; = .
(‘omo = implica <, también vale C F ¢ < t,.

e P’aso Inductivo: Suponemos

nf(ty) = Z < aj,ng >:u;

i€l

nf(tx) = Z < bjymj > vy

J€J

Probaremos que: Okt +1, <ty y CF 1y <ty 415, luego por la transitividad
de <, qneda probada. la proposicion.

Como nf(t) Ty nf(ly):
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(V5 € J)(Tij € 1) tal quer < a;,miy >tuy, ©p < bjym; >t
def.

Yie: l)a..'m = b,-,n;(j) <mjyu, = N1l
2)(7"'(.1') = bj,ll,,'mgj v;y u,-m 75 Nil

l) Por el axioma (finl) CF < Ty iy >0 Wiy S < bj,m; >: v;.
2) Por el LLema 3.2.4 |t # Nil = size(t) > 0; por hipétesis inductiva
'k, < vj, aplicando la regla (fin2') ohtenemos:

ClF < @iy Mgy > Wiy < < bj,m; >t v;

Haciendo la sumatoria sobre todos los términos tenemos:

- .
Z < Wiy Mgy >0 Wiy < Z < bjym; > v;
J€J I€J

y sumando nf(;) a ambos términos, obtenemos:

Z < ai,ng > u;+ Z < Wiy, Migyy > Ui <

iel JjEJ

dYo<apmi>iui+ Yy < bj,m; >:v;

iel jer

Usando los axiomas suml, sum2 y sum3, y teniendo en cuenta que 4¢;) € I,
podemos reducir a:

Z <ag,ng >up < Z < ag;,ng >:u; + Z < 'b.,-,mj > v

ies ier J€J

[on consecuencia, ¢y < 1 -+ t;. En forma analoga se pruéba: t; + {3 < t,.

Proposicion 3.2.6 Para todo ty,t; € T, 1y >ty implica C F 1y = 1,.

Dem. Se dednce de la completitud del preorden y de la definicién de la equivalencia
al final. =






Capitulo 4

Relacion con otros predordenes

[n este capitulo estudiaremos otros predrdenes con el fin de encontrar una relacién
entre cada uno de ellos con el preorden Al final.

l,a nocion que utiliza cada preorden es diferente, por ejemplo el Causal Preorder
de [1] relaciona procesos segiin el grado de paralelismo que tiene cada proceso. Dice
que el proceso x es mas causal que el proceso y si = realiza menos acciones en
paralelo que y. Nosotros probaremos aqui que un proceso que realiza mas acciones
en paralelo que otro, no necesariamente es mas rapido al final.

Otro preorden estudiado y que tiene una relacion con el preorden Al final es
el Localion Preorder de [6]. Este preorden relaciona procesos segiin el grado de
distribucion espacial de cada uno. Dice que el proceso z estd relacionado mediante el
preorden con el proceso y, si ¢ esta mas distribuido espacialmente que y. Mostramos
en la scgnnda seccién de este capitulo que si z estd mas distribuido espacialmente
qiie y, entonces = es mas rapido al final que y.

4.1 Causal Preorder

Fn la teoria de la seméntica de los procesos [1], las transiciones son de la forma
u > . .

M —- pa2, donde py,p, son procesos, y u es un proceso deterministico, llamado

computacién.

Definicion 4.1.1 Fl conjunto de computaciones, Comp, es generado con la si-
guiente sintaxis:

wi= Nil | au | wlu
donde a € Acdl.

u° .« . N o o
Para v € Comp, sea — la menor relacion binaria en P, que satisface los axiomas

y reglas de Fig. 4.1.
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Actl

Altl

Parl

Par3

u.,cy
p—p
— i Acl2 ————
a.p i"p ¢ a.p =>p'
u ’ u 7
p—p : Al12 p—p :
p-tg—p qg+p—p
My Uy
47_# Par? _Pu__P,_
rlg — 7lg qlp — qlp

p—p,q—>¢

ulv

ple — p'ld

Iigura 4.1: Reglas de Inflerencia

(parl)  z|Nil = «

(par2) rly = yl=

(par3) (zly)lz = =l(yl2)

IN

(seq) a(zly) a.xly

Fignra 4.2: Conjunto de Axiomas
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I.a herramienta para relacionar el no-determinismo y la concurrencia en el com-
portamiento de los procesos de P, es un preorden entre las computaciones <.. In-
tuitivamente si 1, v son computaciones, diremos que v <, v si u y v ejecutan las
mismas acciones, pero en v se realizan en forma mas paralela. Formalmente, <, es
la menor precongruencia en Comp, que satisface el conjunto de axiomas de Fig. 4.2.

El preorden entre procesos de P, se define en base al preorden <. entre las
computaciones de Comp.

Definicién 4.1.2 Sean p,q € P, p C. ¢ si y solo si existe una relacion R tal que, si

(mg)eR:

1) Para toda transicién p — p/, existe ¢ — ¢/, tal que u <. v y (p',¢') € R.

2) Para toda transicién ¢ — ¢, existe p — p/, tal que u <. vy (p',¢') € R.

Proposicién 4.1.3 Sean F,, E, € P, entonces:

1) £y C% E, no implica E, C. E,
! P

2) I5 ©F Iy no implica Ity T, Iy

3) Fy C. F; no implica F, l;? E,

4) I C. Iy no implica E, l;':', F,

Dem.

1

a.alc € a.alc+ c.(ala) con g(a) < g(c), sin embargo
a.alc+ c.(ala) Z. a.alc.

n Fj. 2.4.1 mostramos que a.alc Cf a.a|c+ c.(a]a) cuando g(a) < g(c).

Observemos (Fig. 4.3 a)) que la transicién c.(a|a) del proceso E; puede ser
imitada unicamente por la transicién c.a.a de E,, pero c.(ala) £, c.a.a.

a|1b l;z a.b + b.a para cualquier funcién de duracién g, sin embargo a|b Z,
a.b+b.a

a.(b+c)+alb C. a.(b+c)+ alb+ ab, sin embargo a.(b+ c) + alb+ a.b ZF
a.(b+c)+ alb

los procesos son equivalentes con el preorden Causal(Fig. 4.3 b)).Cuando el
proceso F, elige ejecutar el subproceso a.b, el proceso E; puede imitarlo con
transiciones que tienen etiquetas equivalentes, segin el preorden para las mis-
mas. Para la etiqueta a y la b tiene las transiciones equivalentes del subproceso
alb, mientras que para transicién con etiqueta a.b tiene la transicién con igual
etiqueta correspondiente al subproceso a.(b+ ¢).
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Pero Iy & FE, justamente cuando I7; elige comportarse como el subproceso
n.h el proceso E; no tiene una forma mas lenta de imitarlo, F, terminara de
ejecutarse en max(g(a), g(h)) mientras que F; en g(a) + g(b).

4) a.b+baCcalbyy ab+balZi alb

Proposicion 4.1.4 C; coincide en P, con C, .

Dem. Vale por el Teo. 2.3.5(2) y porque la bisimulacién clasica coincide con el
preorden causal en P,.,, probado en [1]. .

4.2 Location Preorder

Fn [6] se define un preorden que relaciona procesos con respecto al grado de dis-
tribucion espacial. Dados los procesos Iy, I, diremos que Fy; C;F,,81 F; es fun-
cionalmente equivalente a. I pero F; estd mas distribuido que F;. Se introduce un
nuevo sistema de transicion que relaciona pares de procesos y secuencias de locali-
dades. T,as secuencias de localidades indican donde las acciones son ejecutadas. El
sistema. de Lransicion es de la siguiente forma:

(R, Act, Loc, { 2%la € Act,u € Loc‘})

donde Loc es un conjunto infinito de nombres de acciones (Iy,l;,...), R es el
conjunto de procesos con localidades, que se obtiene extendiendo la gramatica gene-
racdora de P’ con el nuevo operador [ :: con [ € Loc, lamado prefijo. [ :: F significa
que el agente 5 estd en la localidad [.

Il conjunto de procesos con localidades, 17, se genera con la siguiente gramatica:

r u= Nil | a.E|E+E|rlr | Lir | rect.E |

donde | € Locy a.I, rect. ] son procesos de P cerratios.

Las reglas para la semantica operacional se pueden observar en la Fig. 4.4.

Fl preorden esta hasado en un preorden de las secuencias de localidades. Para
w,v € Loc*, u < v, significa que u es una subpalabra ordenada de v. Sea r € R,
anotaremos el conjunto de los nombres de las localidades atémicas que ocurren en
r medinnte loe(r). A conlinnacion damos 1a definicion formal del preorden,

Definicién 4.2.1 Sean p,q € P, p Ciq si y sélo si existe una relacién R tal que, si
(p,q) € R, para todo a € Act :

1) Para toda transicién p =3 p’ con u = Iy ... L.l y I & (loc(p) U loc(q)),implica
-5 ¢ conv=1l .. U [ tal quen<vy(p,q¢)€eR.



CAPITULO 4. RELACION CON OTROS PREORDENES 42
[ ]
c.(ala)
c.aa .
[ ala ®
® a)
[ )
= =
o
[ ]
®
b)

Figura 4.3: a)Procesos no relacionados con C. ; b) Relacién para =,
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, a,u o
LT1 . L€ Loc 1.T2 %
a.F 250 F ’ kor 28k e
Y C L R Xk L R 2
o B+ Ly 25 ¢ . E, + By 25 o
t
r ﬂvu-} T, r a,u T,
LT, ——aa—— LT ————
rls =5 r'|s slr —= s’
. E[recz.Efx] 25 +'
,,l] 7 a‘,'u 7
: rece. b —r

Figura 4.4: Reglas de Inferencia

2) Para toda transicién g =2 ¢' con v = I}... 1 .1y | & (loc(p) U loc(q)),implica,
p=S peconu=1l.. Lltalqueu<vy(p, q)eR

La definicién original del preorden en [6] no requiere que el nombre de la accién
sea nuevo. En [4] aparece esta nueva definicién, que es equivalente a la original y
permile una mejor comparacion con el Performance Preorder. También con esta
definicién se facilita la comparacién con el preorden Al Final.

Gorrieri prueba en [4] que Ciimplica C,, con este resltado y el obtenido en la
Prop. 2.2.2, tenemos que si un proceso esta mas distribuido espacialmente que otro,
entonces es mas rapido al final que el otro. Mostraremos que no siempre que un
proceso sea mas rapido que otro, este ha de ser observablemente mas distribuido
espacialmente. Estos resultados se formalizan en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 4.2.2 Seair F,, F, € P, entonces:
1) I, l;"} Fy no implica Iy CE,
2) I, Q;E? implica Iy Ty Iy

Dem.

1) a.alc©} a.a|c+ c.(ala) con g(a) < g(c), sin embargo a.alc + c.(a|a) Za.alc.

Podemos observar en la IFig. 4.5 que no hay forma de asignar Jocalidades a las
acciones del subproceso a.a|c cuando ejecuta primero la accién ¢ y luego las
acciones a de manera que sea menos distribuido que la ejecucién del subproceso

c.(ala).
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2) En [4] se prueba gpinlblica. €, luego por transitividad con la Prop. 2.2.2,
l____limpli.ca C,.

n

La siguiente proposicion estudia la relacién que exite entre la equivalencia Al

IFinal y la equivalencia a la que induce ¢l Localion Preorder, definida usualmente
como ~= ;N .

Proposicién 4.2.3 Sean FE, y [y procesos de P.
1) Iy ~ By implica By ~;F,;
2) Fariste una funcién de duracidn g tal que E, 2? E3 no implica By ~ E,.

Dem. Se deriva de la Prop. 4.2.2. [

/ \',
I2.44 n l,z,r,

" ]
r-.hl./ \ / - a: .’/ ________

c gy

\ il "::h'!"'\ / _____
Ya:lig!
] '

Figura 4.5: Ejemplo de procesos no relacionados con &,
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4.3 Relacion entre "mas paralelo” y ”mas rapido”

Podriamos hacernos preguntas mas interesantes atin, como ser "Existe un proceso E
que sea a la vez estrictamente mas rapido Al final que Iy estrictamente menos para-
lelo que F'7 " La respuesta a esta pregunta es afirmativa, en la siguiente proposicién
se enuncia. este resultado. La prueba es simplemente un ejemplo, pues queremos
demostrar existencia.

Proposicién 4.3.1 FExisten procesos L, F tal que: F T, FyE C,. F

Dem. Demostraremos la existencia dando dos procesos I y F que cumplen la
proposicién, para encontrar dichos procesos haremos:

i) Buscar Iy y Fy tales que:
on 2jFl y Ih .. I
1) Buscar [, y I tales que:

By ~Tyy 5 Ty I

iii) Considerando que :

Act(F) N Act(E;) =0
Act(I) N Act(Fy) = 0,
con Act(p) = Conjunto de acciones del proceso p.
l.os procesos que buscamos son F = FEy 4+ [, y F = Fy + F.
Sean los siguientes procesos:
i) Fy = a.a.ala.a.a+ a.a.a.(alala) + a.a.a.a.a.a
Fy = a.a.ala.a.a+ a.a.a.a.a.a
Se cumple que:
- E| l;] F|Z
No es dificil probar que:
a.a.a.(alala) C; a.a.a.a.a.a

pues el segundo proceso es absolutamente secuencial, con lo cual finaliza
después de 6.g(a) unidades de tiempo mientras que el primero lo hace
lnego de 1.g(a).

a.a.a.(alala) + a.a.a.a.0.a Cf a.a.a.a.a.a
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por (Teo. 2.4.9) e Idempotencia.
a.a.ala.a.a+ a.a.a.(alala) + a.a.a.a.a.a C; a.a.ala.a.0+ a.a.a.a.a.a
por (Teo. 2.4.9).
INCy By
a.a.ala.a.a Cy a.a.a.(alala)

vale ya que el primer proceso finaliza luego de 3.g(a) unidades de tiempo
mientras que el primero lo hace luego de 4.g(a) unidades.

a.a.ala.a.a Cy a.a.ala.a.a+ a.a.a.(alala)
por (Teo. 2.4.9) e Idempotencia.
a.a.ala.a.a + a.a.a.a.a.a Cy a.a.ala.a.a+ a.a.a.(alaja) + a.a.a.a.a.a
por (Teo. 2.4.9). |
I Ce by

Se puede probar de una forma intuitiva que el primer proceso es mds
secuencial que el segundo, pues: a.a.a.(alala) <. a.a.ala.a.a

FlzcEl

La misma transicion de antes nos sirve para probar que Iy no es mas
secuencial que 7).

Fy=d.(b+c)+db
Fy=d(b+c)+db+db

Se cumple que:

Fr Ec T
InC. E,
I ';j Fy
[ Zy I

Las pruebas son idénticas a las de la primera seccién de este capitulo. Necesi-
tamos que las acciones sean otras para que se camplan las hipétesis para luego
hacer la suma de procesos.






Conclusion

[emos definido una teoria para procesos con duracion basada en el preorden Al
Final. El principal objetivo era encontrar un modelo para representar esta clase
de procesos, que permitiese establecer relaciones entre éstos, utilizando informacién
relativa a la velocidad o a la rapidéz de cada uno.

Iiste trabajo se hasé en ([1]). Luego de leer su articulo, surgié la pregunta:

"Por qué la teoria basada en el Performance Preorder no permite es-
tablecer ninguna relacién entre dos procesos = e y cuando r comienza su
ejecucion en forma mas lenta que y, pero después de un tiempo acelera
su comportamiento superando al proceso y?7”

Esta pregunta nos motivé para comenzar la bisqueda de una nueva relacién
que considere las situaciones planteadas en la misma. FEl preorden definido aqui
establece una nocién de mds rdpido al final que impone condiciones mas débiles
que la nocion de mds rdpido utilizada para el Performance Preorder. Para que dos
procesos bisimilares, estén relacionados con el preorden Al final, uno de ellos debe
comportarse, a partir de un determinado momento y hasta el final, de manera mas
rapida sin tener importancia como se comportaban antes de ese momento.

Los resultados obtenidos mediante el desarrollo se pueden resumir de la siguiente
forma: En primer lugar, definimos teoria en base a una relacion de preorden para
procesos con duracién. Probamos que esta teorfa es una extension de la propuesta
por Gorrieri et. al en [4]. Luego demostramos que el preorden Al Final cumple la
propiedad de precongruencia para todos los operadores, excepto para el operador
de recursion. A continuacion presentamos una axiomatizacion para el preorden,
demostrando que es correcta y completa. Comparamos la relacién propuesta con
otros predrdenes que aparecen en la literatura, encontrando que es incomparable
con el Causal Preorder de [1] y que es estricatmente més amplio que el Location
Preorder de [6]. Por dltimo comparamos las nociones de mds paralelo y mds rdpido
al final, probando que existen procesos que pueden ser estrictamente mas rapidos y
menos paralelos.
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Vivs

Modelo Seméantico de procesos basado en
la duracion.

Andrea Viviana Christoph

Resumen

En el campo de la semantica de los lenguajes para descripcién de procesos, hay
un interés en la equivalencia funcional de los mismos. En muchos casos nos interesa,
ademads de la equivalencia funcional, la informacién relativa a la eficiencia o a la
rapidez de los procesos. Fste serd el enfoque del presente trabajo, donde estudiaremos
relaciones que unen dos procesos equivalentes desde el punto de vista funcional, y
entre los cuales uno de los procesos es més ripido, o ignalmente de rapido que el
otro.

Consideraremos que las acciones que puede ejecutar un sistema tiene asociado
una duracién no nula. Si un proceso tiene vario$ subprocesos secuenciales en paralelo,
cada uno de ellos tendrd un reloj que se modificara solamente cuando una accién local
al subproceso sea ejecutada.

La teoria de procesos con duracién propuesta por Gorrieri et al. en [4], apunta
a describir cuando un proceso es mas rapido que otro a partir de un preorden donde
todos los comportamientos de un proceso son idénticos a los de un segundo, pero se
ejecutan siempre antes en el tiempo. Sin embargo, no permite establecer una com-
paracion entre los procesos r e y cuando y comienza riapidamente, mientras z, luego
de un inicio mas lento, acelera su funcionamiento superando a y. Dos procesos como
estos, no aparecen relacionados de ninguna manera en la propuesta de Gorrieri. Aqui

oS ln que se propone, es un preorden que permite establecer 1as mismas cosas que Gor-
2 cwn rieri, y que ademas permite capturar este tipo de relaciones, al cnal denominaremos
P Preorden Al final, y lo identificaremos con Cj .

a3 Dos procesos P y Q estén relacionados por el preorden Al final (P C; Q) si son

funcionalmente equivalentes y P es, a partir de un momento y hasta el final, al menos
tan rapido como Q.

Demostraremos que C; es una precongruencia para todos los operadores, excepto
para la recursién. Probaremos también que la teoria que proponemos inluye en forma.
propia a la teoria definida por Gorrieri.

§8§§§§ El preorden induce, de la forma usual, a una relacién de eqnivalencia a la que
ggﬁg’ﬁg denominaremos Fquivalencia Al final.
5p* . N . .
%fg 4 Present.aremos axiomatizaciones del preorden y de la equivalencia para procesos
o3 > .
5;5 ﬁ: finitos, que son correctas y completas.
] 3 , .
34 ﬁ}’, Compararemos la teoria propuesta con otras que surgen en la litetatura. De-
B 22 mostraremos que es incomparable con el Causal Preorder propuesto en [1] y es estric-
> . ;
;; tamente més grueso que el Location Preorder de [6].
[ . . .
>E Parte de los resultados que aqui se presentan se obtuvieron trabajando conjun-
2 tamente con Philippe Schnoebelen y Pedro D’Argenio. Algunos resultados obtenidos
E durante el desarrollo del proyecto fueron presentados en [10].
>

Las actividades involucradas en la preparacién de este trai)a.jo fueron parcial-
menle financiadas por el proyecto BID-CONICYT 140/94, Localidad y Duracién en

lew Sislemas de Transiciones Asincronos.



