Metadata, citation and similar papers at core.ac.uk

Provided by Repositério Institucional da Universidade de Aveiro

ﬁ Universidade de Aveiro Departamento de Matematica
2012

Julieta Margarida O problema da gestao 6tima da diversidade de
Alexandre Lopes cablagens


https://core.ac.uk/display/15570128?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

Julieta Margarida
Alexandre Lopes

Universidade de Aveiro Departamento de Matematica
2011

O problema da gestdo otima da diversidade de
cablagens

Dissertacdo apresentada a Universidade de Aveiro para cumprimento dos
requisitos necessérios a obtencdo do grau de Mestre em Matematica e
Aplicacdes, realizada sob a orientacdo cientifica do Doutor Agostinho Miguel
Mendes Agra, Professor Auxiliar do Departamento de Matematica da
Universidade de Aveiro.



Dedico este trabalho aos meus pais, ao meu marido e ao meu filho.



o jari

presidente

Prof. Doutora Maria Paula Lopes dos Reis Carvalho
professora auxiliar da Universidade de Aveiro

Prof. Doutora Maria Adelaide da Cruz Cerveira
professora auxiliar da Universidade de Tras-Os-Montes e Alto Douro

Prof. Doutor Agostinho Miguel Mendes Agra
professor auxiliar da Universidade de Aveiro



agradecimentos Ao meu orientador, Dr. Agostinho Miguel Mendes Agra, pela disponibilidade e
grande apoio.



palavras-chave

resumo

Problema da gestao 6tima da diversidade, problema da p-mediana, heuristica
Greedy.

Neste trabalho, aborda-se o problema da gestdo étima da diversidade, que
pode ser considerado um caso particular do problema da p-mediana, aplicado
na indastria automével. Em primeiro lugar, descreve-se o problema e
estudam-se algumas das suas carateristicas combinatérias.

Sendo um problema de otimizacdo combinatéria classificado como NP-dificil,
usualmente, aplicam-se na sua resolugdo métodos heuristicos. Nesta tese,
estuda-se um algoritmo Greedy com detalhe, de modo a inferir estratégias
que o tornem mais eficiente na resolugcdo do problema. Assim, estudam-se
algumas carateristicas combinatérias desse algoritmo Greedy, para um caso
particular, e apresentam-se algumas propriedades do mesmo.

De seguida, dado que na realidade o problema da gestdo o6tima da
diversidade de cablagens pode ser decomposto em varios subproblemas,
mais faceis de resolver, apresenta-se a abordagem que consiste na aplicacao
dum algoritmo Greedy em duas etapas, numa primeira etapa o algoritmo é
aplicado a cada subproblema e, numa segunda etapa, é aplicado para
determinar a melhor forma de combinar as solu¢des dos vérios subproblemas.
Por ultimo, é feito um estudo estatistico, com uma amostra de 5 problemas
reais de uma empresa de cablagens, de modo a analisar a existéncia de
carateristicas comuns na resolucdo dos mesmos, através dum algoritmo
Greedy. A partir de alguns resultados observados nesse estudo e pelo facto
de, para problemas de grande dimensao, esse algoritmo demorar mais tempo
que o desejado a encontrar uma solucéo, consideram-se duas variantes do
mesmo que resultam de restricdes na pesquisa que é feita pelo algoritmo
original, de forma a torna-lo mais rapido. E apresentado um pequeno estudo
computacional para comparar as diferentes variantes do algoritmo.
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This study covers the optimal diversity management problem, which can be

seen as a particular case of p-median problem, applied to automotive industry.

The starting point is the problem description as well as a study of some of its

combinatorial characteristics.

As a combinatorial optimization problem classified as NP-hard, heuristic

methods are often used on its resolution. In this thesis, a Greedy algorithm is

studied in deep detall, in order to find some strategies to improve it for a more

efficient  problem resolution. Thus, some particular combinatorial

characteristics of this Greedy algorithm are studied, for a particular case, and

some of its properties are presented.

Thereafter, since optimal diversity management problem can be decomposed
into several sub problems — easier to solve — an approach which consists in the
application of a Greedy algorithm in two steps is presented: a first step where
the algorithm is applied to each sub problem, and a second step where it is
applied to determine the best way to combine the several sub problem
solutions.

Finally, a statistical study is made with a sample of 5 real problems of a wiring
harness company in order to analyze the existence of common characteristics
in their resolutions, by applying a Greedy algorithm. Based on some results of
the previous study and since for real world applications this algorithm may take
longer than desired to find a solution, two variants of this algorithm are
considered, those resulting from restrictions in the search made by the original
algorithm in order to make it faster. A small computational study is presented in
order to compare the several variants of the algorithm.
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1. Introdugao

O problema da Gestdo Otima da Diversidade é um caso particular do problema
da p-mediana [11,14,15]. No problema da p-mediana é considerado um conjunto de
potenciais localizacdes de equipamentos, um conjunto de clientes, as distancias entre
os clientes e as potenciais localizagbes e uma constante p, que representa o nimero
de equipamentos a localizar, ou seja, as medianas. Este problema pode ser
representado num grafo onde os nds representam as localizagGes dos clientes e dos
potenciais equipamentos e os arcos representam a possibilidade de um cliente ser
servido por um equipamento. A cada arco é associado um peso que representa a
distancia entre os clientes e o equipamento. Neste problema, as potenciais
localiza¢Ges dos equipamentos coincidem com as localizagdes dos clientes. O objetivo
é localizar os p equipamentos nos nés do grafo, de modo a minimizar a soma das
distancias de cada cliente ao equipamento que lhe fica mais proximo.

Sao diversas as aplicagdes do problema da p-mediana no dia-a-dia, por exemplo,
na localizacdo de hospitais, paragens de autocarro e antenas de telecomunicacées,
entre outras.

Nesta tese, estuda-se o Problema da Gestdo Otima da Diversidade de Cablagens
(PGODC), um outro exemplo da aplicacdo do problema da p-mediana na industria
automovel. O Problema da Gestdo Otima da Diversidade foi estudado extensivamente,
pela primeira vez, em 2000, por Briant [7]. Em 2004, foi aplicado a industria automével
por Brian e Naddef [8].

Na industria automédvel, existe uma enorme diversidade de possibilidades de
configuracdes diferentes na producdao da cablagem de cada modelo. A cablagem de
um automovel é constituida por um conjunto de componentes, cada uma composta
por um determinado nuimero de fios de cobre, em que cada fio corresponde a uma
carateristica do automédvel. Dada essa enorme diversidade de opc¢bes para as
configuracdes das cablagens, torna-se impossivel para uma empresa produzi-las todas,
quer por motivos econdmicos quer por questdes técnicas e administrativas, sendo
assim necessario substituir algumas configuracGes ndo produzidas por outras. Uma
configuragdo podera ser substituida por outra mais completa, contendo todos os fios

de cobre que aquela teria e mais alguns que ndo serdo utilizados. Esta substituicdo



acarreta custos adicionais para a produc¢do da cablagem, pois estdo a ser gastos fios de
cobre ndo utilizados. Ha, entdo, que garantir que sempre que uma configuracdo é
substituida, esta seja substituida pela configuracdao mais barata que contém os fios de
cobre necessarios, de entre as produzidas. Torna-se necessario encontrar um meio de
simplificar e otimizar todo o processo de fabrico, tendo em conta as escolhas dos
clientes.

Assim, o PGODC consiste em selecionar p configuragdes a produzir de entre um
conjunto de m configuragdes possiveis, com o objetivo de minimizar os custos de
producdo e satisfazer todos os pedidos dos clientes.

Como tal, o PGODC pode ser modelado como um problema da p-mediana num
grafo orientado, em que cada nd do grafo se designa por configuracdo e corresponde a
um cliente, as configuracdes a produzir correspondem aos equipamentos e uma
configuracdo esta ligada a outra se for substituida por ela.

Em 2004, segundo Briant e Naddef [8], as empresas consideravam a existéncia de
7000 configuracoes diferentes mas produziam apenas entre 6 e 40, dependendo dos
fabricantes. Em 2005, Avella et al [5] refere que um grafo associado ao PGODC podia
ter mais de 80 000 ndés e 6000000 arcos, mas em geral, o nimero maximo de
configuracdes produzidas por uma empresa era 60. Hoje em dia, sabe-se que um grafo
pode ter 2 milhdes de nds [2].

Briant em [7] e Agra et al em [1] provam que o PGODC teoricamente é
classificado como NP-dificil, ou seja, ndo é conhecido nenhum algoritmo polinomial
para este problema, e a menos que P=NP, ndo existe nenhum algoritmo polinomial
para o resolver. Assim, é importante uma abordagem heuristica para a sua resolucao.

Empregam-se métodos heuristicos construtivos, que sdo algoritmos, em geral
simples, que iterativamente constroem uma solucdo admissivel para o problema.

O PGODC é um problema de otimizacgdo combinatéria. O numero de
combinacbes a analisar na sua resolugdo aumenta exponencialmente com o tamanho
do problema (como se verifica no Capitulo 3) e, portanto, o tempo de execucdo destes
algoritmos cresce exponencialmente com a dimensdo do problema. Assim, neste
trabalho, estudam-se algumas carateristicas combinatdrias do PGODC que facilitam a

procura da solugdo para o mesmo.



S3o varios os estudos ja realizados acerca do PGODC, sendo a principal
preocupacdo de todos eles encontrar uma forma de ultrapassar o facto de os
problemas reais, apresentados pelas empresas, possuirem um elevadissimo niumero de
configuracdes, impraticavel de analisar.

Em 2004, Briant e Naddef [8] usam a relaxagdo lagrangeana para reduzir o
tamanho do problema de forma a ser possivel resolvé-lo com otimalidade, através da
programacao linear inteira, naquele que é considerado o primeiro trabalho importante
acerca do PGODC.

Em 2005, Avella et al [5] referiu, pela primeira vez, que o grafo associado ao
PGODC poderia ser composto por varias componentes desconectadas entre si, e sendo
assim, o PGODC (visto como um problema da p-mediana) poderia ser decomposto em
varios subproblemas da p-mediana de menor dimensdo, e portanto mais simples de
resolver. Assim, usou a heuristica Greedy (que se revelou mais rdpida) e a heuristica
Lagrangeana (que se revelou de melhor qualidade) para cada subproblema, referindo
que estas heuristicas permitiam resolver o problema com 1% de otimalidade, num
tempo computacional razoavel, e obteve a solucao de todo o problema através do
algoritmo Branch&Bound. Foram publicados resultados de estudos computacionais em
[6].

Esta decomposicdao do problema em subproblemas pode ser modelada como um
problema saco-mochila [4,13] e este pode ser resolvido eficientemente [4,10].

Em 2009, Agra et al [3] aborda novamente a questdo da decomposicdo do
problema, usando por duas vezes um algoritmo Greedy: em primeiro lugar executa o
algoritmo para cada componente do grafo e para todas as possiveis escolhas de
medianas, e em segundo lugar escolhe a melhor combinacdo de medianas (baseando-
se nas solucdOes obtidas pelo algoritmo Greedy). Agra e Requejo, provam ainda em [4]
gue resolver o problema de uma sd vez ou resolver o problema decomposto em
subproblemas, conduz-nos exatamente a mesma solucdo e que podem ser obtidas
boas solucgdes.

Assim, tem sido usado um algoritmo Greedy para resolver problemas reais de
grande dimensdo e os estudos realizados normalmente tém referido bons resultados

[1,5,7]. Tém sido também estudados varias estratégias Greedy e algoritmos genéticos,



que usando informacao do algoritmo Greedy tém revelado ainda melhores resultados
[3].

Nesta tese, utiliza-se um algoritmo Greedy [1,2,5,7] dado que, na pratica, este é
simples de implementar e rapido de executar, produzindo, em geral, boas solucdes
num tempo computacional bastante razodvel. No entanto, para problemas muito
complexos que envolvam milhdes de nds [2], esse algoritmo Greedy torna-se ainda
bastante pesado na resolu¢do dos subproblemas. Dai o interesse desta tese em
estuda-lo em detalhe, de modo a inferir processos que o tornem mais rapido.

Em suma, os objetivos principais desta tese sdo estudar algumas carateristicas
combinatérias do PGODC e estudar um algoritmo Greedy e as suas carateristicas
combinatdrias, procurando encontrar modos de resolver o PGODC de forma mais
eficiente.

Assim sendo, no Capitulo 2 comeca-se por descrever o PGODC e apresentam-se
algumas formula¢des do mesmo.

Em seguida, no Capitulo 3, estudam-se algumas carateristicas do PGODC, através
da andlise do grafo orientado, usando a Analise Combinatdria. Procede-se a contagens,
nomeadamente, do numero de configuracdes de cada grafo e do numero de
configuracdes por nivel do grafo, e apresentam-se resultados importantes para a
resolucao de problemas de grandes dimensdes.

O Capitulo 4 introduz um algoritmo Greedy e apresenta alguns exemplos da sua
utilizacdo na resolucdao do PGODC, para grafos conexos de pequena dimensao.

O Capitulo 5 é dedicado a analise de algumas caracteristicas combinatérias do
algoritmo Greedy apresentado, num caso particular em que o grafo é completo
(contém todas as configuragGes possiveis), todas as configuracées tém procura 1 (ou
constante positiva) e o custo de cada fio de cobre é unitdrio (ou constante positivo).
Neste caso, apresentam-se alguns resultados que permitem resolver o PGODC de
forma mais rapida, aplicando esse algoritmo Greedy com algumas restricoes.

Como foi referido por Avella et al [5], na realidade o PGODC ndo corresponde a
um grafo conexo de pequena dimensdo, mas sim a um grafo com varias componentes
conexas, em que resolver o problema corresponde a resolver varios subproblemas,
cada um deles associado a uma componente conexa. Deste modo, no Capitulo 6,

apresenta-se a decomposi¢ao do PGODC e um exemplo real de um PGODC, associado



a um grafo com 8 componentes, em que se aplica um algoritmo Greedy, tal como em
[3], primeiro em cada subgrafo e depois na escolha do nimero de medianas de cada
subgrafo.

No Capitulo 7 sdo apresentados cinco exemplos reais de PGODC de uma empresa
de cablagens e é feito um estudo estatistico para averiguar a existéncia de padrdes nas
solucdes obtidas. Este estudo torna-se muito importante dado que, para casos em que
o grafo nao inclui todos os nds, as procuras de cada nd e os custos de cada fio ndo sdo
constantes, ndo ha resultados tedricos comprovados. Depois de feito o estudo
estatistico, sao apresentadas duas variantes dum algoritmo Greedy que nos permitem
resolver os PGODC mais rapidamente, apesar de elevarem um pouco o custo da
solucdo.

Por ultimo, no Capitulo 8, apresentam-se as conclusdes sobre o trabalho

realizado.



2. Problema da Gestio Otima da Diversidade de
Cablagens

Neste Capitulo, é apresentado o problema da Gestdo Otima da Diversidade de
Cablagens (PGODC). Comeca-se por descrever o problema, apresentando-se, de
seguida, a modelagcdao matematica do mesmo e, posteriormente, a sua formulagdo em

programacao linear inteira.

2.1 Introdugdo — Descri¢do do problema

A cablagem de um automdével é constituida por uma imensa quantidade de fios
de cobre, cada um com uma fun¢do. Por exemplo, um dos fios permite que o
automoével tenha ar condicionado, outro permite que tenha airbag para o condutor,
etc. Deste modo, a quantidade de fios que cada automdvel possui esta associada a um
conjunto de funcdes que o caraterizam.

Esses fios de cobre estdo distribuidos por varios modulos, sendo alguns deles
incompativeis quando n3ao é possivel que o automodvel tenha determinadas
carateristicas em simultaneo. Por exemplo, o mddulo responsavel pela localizagdo do
volante a esquerda é incompativel com o mddulo correspondente ao volante a direita,
mas é compativel com o médulo responsdvel pela existéncia de caixa automatica.
Além disso, hd médulos de escolha obrigatéria e mdédulos de escolha opcional. Por
exemplo, é obrigatdrio escolher de que lado fica o volante, mas ndo é obrigatdrio
escolher sensores de estacionamento ou ar condicionado. Ao longo deste trabalho sdo
estudados apenas os mdédulos opcionais.

Assim sendo, cada cliente poderd escolher um conjunto de carateristicas que
deseja que o seu automovel possua, dentro de um conjunto de opgdes possiveis,
designadas opc¢des livres, oferecidas pelo fabricante. Cada um desses conjuntos
escolhidos pelos clientes resulta numa cablagem diferente para o automodvel, e
corresponde a uma configuragao diferente.

O PGODC surge devido ao elevado numero de possibilidades existentes para a

construcdo de cablagens. Dado que n3do é possivel, por questdes técnicas, que um
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fabricante possa produzi-las todas, o que acontece é que algumas cablagens possuem
mais modulos opcionais do que aqueles de que necessitam, reduzindo-se desta forma
a diversidade de cablagens produzidas. Por exemplo, um cliente que escolheu ar
condicionado, rddio com leitor de cd’s e airbag para o condutor, poderd ter no seu
automoével uma cablagem que além destas fungdes tenha também um fio de cobre
correspondente ao airbag do passageiro, que ndo esta a ser usado.

Por conseguinte, o PGODC consiste em determinar, face aos pedidos dos clientes
(ou a previsao desses pedidos), quais as configuracdes de cablagem que devem ser
produzidas e, para cada configuracdo pedida, qual a configuracdo a entregar de modo
a minimizar o custo global associado aos fios desnecessarios.

De seguida, na seccdo 2.2, expoe-se o PGODC através de um grafo, em que cada
né representa uma configuracdo. Trata-se de um problema de otimizacdo
combinatdria, que consiste em selecionar, de um conjunto discreto e finito de dados
(n6s do grafo), um subconjunto, que minimiza uma fungao designada custo, que mede
o custo extra resultante de cada substituicdo efetuada.

O PGODC pode ser modelado como um problema da p-mediana, onde p
representa o numero de configuragdes distintas que serdo produzidas, e resolver o
problema consiste em encontrar essas p configuracdes de modo a minimizar a funcdo
custo ja referida acima. Na sec¢do 2.3 apresenta-se a formulagdo do problema desta

forma.

2.2 Modelagdo matematica do PGODC

Nesta seccio modela-se o problema da Gestdo Otima da Diversidade de
Cablagens (PGODC).

Sejam n o niumero de opgdes possiveis para escolha, com n € N, e V o conjunto
de configuragdes resultantes das escolhas possiveis. Cada configuracdo resulta num
vetor com n componentes, que tomam os valores 0 ou 1, onde 1 significa que a opgao
foi escolhida (ou ativada) e 0 o contrario.

Sejam i,j € V que representam, respetivamente, o conjunto de opg¢des que as

escolhas i e j ativam.



Considere-se definida em V' uma relagao de ordem parcial = tal que i < j se e
somente se a configuragdao i pode ser substituida por j, ou seja, se e somente se as
opgdes ativadas em i também se encontram ativadas em j, com i # j.

Seja G = (V,A), o grafo orientado associado a relagdo de ordem parcial <, onde
V é o conjunto de todas as configuragdes e A = {(i,j)eV X V|]i < j}, ou seja A é
constituido por todos os pares de configuragdes (i, j) tais que j inclui todas as opgbes
ativas em i. Os elementos de V correspondem aos nds do grafo. Portanto, a cada
configuracdo faz-se corresponder um né.

Para cada opgdo te{l,....,n} seja f; o custo unitario dessa opgdo (ou seja, o
custo do fio de cobre associado a essa opgao).

Para cada configuragdo i,j € V, sejam, respetivamente, ¢; e ¢; (¢;, ¢; > 0) os
custos unitdrios da producdo de i e j e d; e dj o numero de exemplaresde i e j que

devem ser produzidos.

1,se a opgdo t estd na configuragdo i

Portanto, ¢; = Y., 6; onde §; ={ L
€ = Xie=16uc fo, % 70, caso contrdrio

Verifica-se que se i < j = ¢; < ¢j, pois i tem menos escolhas ativas do que j.

Considere-se um exemplo para n=3, ou seja, sao 3 as opg¢des livres disponiveis
para as carateristicas de determinado automodvel: airbag para passageiro, cruise

control e DVD. Os custos associados a cada uma das 3 opgdes sao, respetivamente, 3,

12 e6:
Opcao Custo do fio
1 Airbag 3
2 Cruise control 12
3 DVD 6

Tabela 2.1 - Opgdes livres e respetivos custos.

Neste caso,

V ={(1,1,1); (1,1,0); (1,0,1); (0,1,1), (1,0,0); (0,1,0); (0,0,1); (0,0,0)}.



Por exemplo, a configuragdo (1,1,0) significa que estdao ativas as opgdes airbag
para passageiro e cruise control e tem um custo unitdrio de 15 u.m., correspondente a
soma dos custos das opgdes ativas.

O grafo orientado associado a relagdo de ordem parcial é o seguinte:

Figura 2.1 — Grafo associado ao problema em que n=3.

Considerem-se, agora, o numero de pedidos (configuracdes a serem produzidas),

correspondentes as configuragdes existentes e o custo de cada configuracao:

Configuracdes | N2 de pedidos | Custo unitario
(1,1,1) 3 21
(1,1,0) 2 15
(1,0,1) 0 9
(0,1,2) 0 18
(1,0,0) 2 3
(0,1,0) 3 12
(0,0,1) 2 6
(0,0,0) 1 0

Tabela 2.2 - Numero de pedidos e custos unitarios das configuragées.



Algumas das configuragGes pedidas poderdao ndo ser produzidas, o que se
pretende é saber quais devem ser produzidas tendo em vista a minimizacdo de custos.
Para tal, é necessario analisar qual o custo da substituicdo da configuracao i pela
configuragdo j.

Sejam j =(1,1,0) ei = (1,0,0). Entdo i < j. Em j estdo ativas as opgbes 1 e 2,
enquanto que em i esta apenas ativa a opc¢ao 1.

Dado que f; =3, f, =12, f; =6 e que §;=6;,=1, §53=0, §;=1e
8iz = 8;3 = 0,entdo ¢ =15e¢;=3.

Neste caso, o custo da substituicdo da configuragdo i pela configuragao j é
igual a 12, ou seja, ¢; — ¢;, 0 que corresponde ao custo das opgdes ativas em j que ndo
serdo utilizadas (neste caso, a opgao 2 esta ativa em j mas ndo esta ativa em i).
Adiante, designa-se este custo por c;;.

Assumindo que sé podem ser produzidas 3 configuracdes, o problema de
otimizacdo consiste em escolher essas 3 configuracdes de modo a minimizar o custo
total de substituicdo. Uma solugdo seria, por exemplo, a escolha das 3 configuragdes:
(1,2,1); (1,1,0) e (1,0,0). Assim, as configuracdes (0,0,1) sdo substituidas pela
configuracdo (1,1,1) com um custo de 15 u.m. cada, as configuraces (0,1,0) sdo
substituidas pela configuracdo (1,1,0) com um custo de 3 u.m. e a configuracao (0,0,0)
é substituida pela configuragdo (1,0,0) com um custo de 3 u.m.

A figura seguinte representa a solugao.

-

15x2

Figura 2.2 — Solugdo do problema da tabela 2.2.
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2.3 Formulag6es em Programacao Linear Inteira

Apresentam-se, nesta sec¢do, vdrias formulagdes para o PGODC,

em

Programacdo linear inteira. As formulacdes de fluxos modelam todas as solucdes

admissiveis para o problema e as formulagées de localizagdo modelam um

subconjunto de solu¢bes admissiveis, baseando-se numa propriedade de otimalidade.

2.3.1 Formulagdes de Fluxos para o PGODC

Formulacdo forte

Sejam p o niumero maximo de configuragbes a produzir e ¢

’

i

o custo resultante

da substituicdo da configuragao i pela j (ou seja, o custo das opgdes que estdo ativas

em j e ndo estdo ativas em i), (i,j) € A.

Considerem-se, ainda, as varidveis de decis3o:

_ {1, se a configuragdo i é produzida
Yi= o, caso contrdrio’

w;j = numero de unidades da configuragdo j que substituem a configuragdo

i,(i,j) € A, ou seja, o fluxo que passa no arco (i, ).

Pretende-se, entdo,
min Z cij wij
(i,j)eA

sujeito a:
ievYi =D,
Yijeawij = di(1 —y;), VieV,
w;; < d;y;, V(i) € A,
w;;€{0,...,d;}, V(i j) € 4,
v;€{0,1}, VieV.

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)

11



Onde,

(1) indica que tém de ser produzidas p configuragdes;

(2) indica que se a configuracdo i nao é produzida entdo deve ser substituida por
outra configuragdo (se y; =0 entdo X j)eawij = d;), se a configuracdo i for
produzida ndo sera substituida por nenhuma outra (se y; = 1 entdo X.(; jyea Wij = 0);

(3) indica se a configuragdo j é necessaria para substituir alguma configuragdo
entdo ela deve ser produzida, isto €, se w;; > 0 entdo y;=1;

(4) o numero de unidades de i que sdo substituidas por j variam entre O e o
maximo de unidades de i pedidas;

(5) a configuragdo i ou é produzida ou ndo é produzida.

Formulacdo fraca

Em vez das restrigdes (3) que estdo escritas para cada par (i,j) €A
individualmente, pode reformular-se o problema garantindo que se j substitui algum i,
com (i,j) € A, entdo j tem de ser produzido.

Assim, considere-se a seguinte formulagao:

min Z Cl,] Wij

(i.))eA
sujeito a:
ZievYi =D,
Yiipeawis = di(1 = yp), VieV,
i eaWij < (Zi:(i,j)g,q dl-)yj,‘v’j ev, (6)

WijG{O, e di}’ V( l,]) € A,
v;€{0, 1}, VieV.

Onde (6) garante que se w;; > 0, para algum i tal que (i,j) € A, entdo y;=1.

12



2.3.2 Formulagdes de Localizagdao para o PGODC

As formulagbes que vao ser apresentadas nesta subsec¢dao baseiam-se na
observacdo de que a solucdo 6tima, caso seja Unica, ndo sera obtida através de alguns
tipos de solugdes.

Considere-se o seguinte exemplo:

Figura 2.3 — Exemplo de um problema para n=3.

Suponha-se que sdo necessarios dois exemplares da configuracdo (0,1,0), mas
como esta ndo serd produzida, suponha-se, também, que na solu¢ao obtida um desses
exemplares é substituido pela configuracdo (1,1,1), com um custo igual a 9 u.m., e o
outro é substituido pela configuracdo (1,1,0), com um custo igual a 3 u.m. O custo total
sera de 12 u.m.

Mas se os dois exemplares da configuracao (0, 1, 0) fossem substituidos apenas
pela configuracdo de menor custo, (1, 1, 0), o custo total seria de 6 u.m.

De facto, sera mais vantajoso formular o problema dessa forma.

Propriedade 1: Existe uma solugao 6tima para o PGODC que verifica o seguinte:
w;; = 0ouw;; =d;, V(i,j) € A.

Prova: Suponha-se que existe uma solugdo (x,y) que ndo satisfaz o seguinte:
w;; = 0 ou w;j = d;,V(i,j) € A. Entdo, o nimero de unidades de j que substituem i
ndo é igual a zero nem é igual ao nimero de exemplares de i que devem ser
produzidos. Portanto, i ndo é produzida e tem de ser substituida porj e por k.

!

tj

!

Comparem-se, entdo, ¢;; e cj. Se ¢;; < cj, entdo a solugdo com w;; = d; e wy =0 ¢
a solugdo mais barata. Caso contrdrio, a solugdo com wy, =d; ew;; = 0 tem um

custo igual ou inferior.
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Com base na propriedade anterior, podem desenvolver-se novas formulagées
que modelem as solugBes que verificam w;; =0 ou w;; = d;. Neste caso, se a
configuragdo i é substituida pela configuragao j entdo todas as unidades de i sdo

substituidas pelas da configuragao j.

Verifica-se ainda que, se i < j, o custo adicional resultante da substitui¢cao de i

por j, € dado por: ¢;; = di(c]- — ci).

Figura 2.4 — Grafo que relaciona i com j.

Considere-se, novamente, o exemplo em que j=(1,1,0) e i =(1,0,0) e
suponha-se que uma empresa necessita de 100 unidades de j e 200 unidades de i. Os
custos unitdrios das opgdes 1 e 2 sdo, respetivamente, f; = 3 e f, =12 e, por
conseguinte, ¢;=3, ¢; = 15, e di(cj — ci)= 200( 15 — 3) = 2400. De facto, o custo da
produgdo de 200 unidades de i seria de 600 u.m. e o custo de 200 unidades de j sera
de 3000 u.m.

O custo da produgdo de 200 unidades de i e 100 de j seria de 2100 u.m e o custo

da produgdo de 300 unidades de j sera de 4500 u.m.

200%(15-3)

Figura 2.5 — Grafo ilustrativo do custo da substituigdo de i por j.

De seguida, formula-se o problema, com base na propriedade 1.
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Formulacdo forte

Considerem-se as variaveis de decisao,

_ {1, se a configuracdo i é produzida
Vi 0, caso contrario’

_ {1, se a configuragio i é substituida pela configuracao j

x. . 7 .
y 0, caso contrario

@xij = 1 sse Wij = di'

Formule-se, entdo, o problema:

Minimizar C = X(i,j)eaCij Xij

sujeito a
ievYi =D (7)
X jeaXij +yi = 1,VieV, (8)
xij <, V(i j) € 4, (9)
x;€{0,13,V(i,)) € 4, (10)
y,;€{0,1}, Vi € V. (11)

Onde:

(7) indica que tém de ser produzidas p configuragdes;

(8) indica que cada configuracdo i €V é produzida, y; =1, ou é
substituida por alguma outra configuragcdo j € V,j # i, (xij = 1);

(9) indica que se a configuragdo j substitui a configuracdo i, isto é , se
x;j = 1, entdo a configuragdo j tem de ser produzida;

(10) a configuragdo i é substituida pela configuracdo j ou ndo é
substituida pela configuragao j;

(11) a configuracdo i ou é produzida ou ndo é produzida.
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Formulacdo fraca

Pode ainda reescrever-se o problema da seguinte forma:

Minimizar C = X(i,j)eaCij Xij
sujeito a
YievYi =P,
X jeaXij +yi = 1,VieV,
L jeaXij < Mjy;, Vj €V, (12)

xijE{O, 1}, V( l,]) E A,
y;€{0,1},Vi e V.

Onde (12) garante que se a configuragao j substitui alguma configuragao i entdo
j tem de ser produzida, sendo M; o numero maximo de configuragbes que j pode

substituir. Por exemplo, M; = ¥.(; jyea d;-

2.3.3 Formulagdes de Fluxos versus Formulag¢des de Localizagao

Enquanto que, nas formulagdes de fluxos w;;ef0,...,d;},V(i,j) €A, nas
formulagdes de localizagdo w;; =0 ou w;; = d;,V(i,j) € A. As solugbes excluidas
pelas formulagdes de localizagdo nunca darao a solugao 6tima, se esta for Unica, uma
vez que todas as configuragcGes ndo produzidas serdo substituidas pela configuracado
mais barata, de entre as opcdes possiveis. Para além disso, o facto de as formulagGes
de localizacdo modelarem apenas um subconjunto das solu¢des admissiveis faz com
gue o problema seja resolvido com maior rapidez.

As formulacdes fortes sdo mais “apertadas” do que as fracas porque cortam
solucdes fraciondrias, mas tém mais restricbes o que torna a resolugcdo da sua

relaxacdo linear mais lenta.

Para resolver problemas de dimensdo reduzida é possivel usar um software

comercial, como o XPRESS (ver [12]).
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3. Caracteristicas Combinatdrias do PGODC

Neste Capitulo estudam-se algumas caracteristicas combinatérias do PGODC.
Comecga-se por contabilizar o nimero de configuragdes de um grafo (ou o numero de
possibilidades para a cablagem de um automdvel) e de cada nivel desse grafo, a partir
do numero de opgdes disponiveis para escolha (ou numero de carateristicas
opcionais). Seguidamente, contabiliza-se o numero de arcos de um grafo e de cada
nivel desse grafo, analisa-se quais os arcos que podem ser obtidos por transitividade

através de outros e as consequéncias que dai advém para o PGODC.

3.1 Numero de ConfiguragGes

Designe-se por n o numero de opgdes possiveis num determinado automaével, ou
seja, o numero de opgdes disponiveis para escolha, comn € N.

Assume-se que todas as configuracoes sdo possiveis.

Se o cliente escolher as n opgBes existe apenas uma configuragdo (CJ') possivel
para a cablagem do seu automével: (1,1, ..., 1).

Com n— 1 opgbes existem C;* configuracBes possiveis para a cablagem:
(,1,1,..,1),(2,0,1,1,..,1),..,(2,12,..,0,1), (1,1, ..,1,0).

E assim sucessivamente, com n — p opgbes, com 0 < p <nen,p € N, existem
Cy configuracdes possiveis.

Assim, a soma de todas as configuracdes possiveis sera:
C+CH+Cl+--+Cl_y +CF =2M.

, . . n _
De facto, trata-se da férmula binomial de Newton, (a + b)™ = Y}}_, (k) akpnk,

para a =1e b =1 e n inteiro positivo: (1 + 1)™ =Y}, (Z), ver [9].

Portanto, o grafo associado ao problema tem 2™ nds e cada um deles representa

uma configuragao diferente.
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Note-se que, a medida que o nimero de opg¢des livres aumenta, ou seja, que n
aumenta, o nimero de possiveis configuracdes aumenta exponencialmente, segundo o

modelo 2™, como se observa na figura seguinte.

Numero de configuragdes por n opgoes livres

1200
1100
1000 —
900 —
800 —
700 —
600 —
500
400
300 y
200
100 5
O—-0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,‘,’,’, — T

1234567 891011121314151617181920
n

Milhares

Configuragoes

Figura 3.1 — Representagdo grafica do numero de configuragdes, em milhares, em fungdo do

namero de opgdes.

No entanto, na pratica algumas configura¢cdes podem nao existir.

Relativamente ao numero de configuracdes por nivel, o grafo associado ao
problema com n opc¢bes possiveis tem n 4+ 1 niveis e cada nivel corresponde a um
numero de opgdes ativas: no nivel 0 temos CJ' configuragBes possiveis, no nivel 1
temos C7', ... e no nivel n temos C}}. Portanto, no nivel k temos C;' nds. No primeiro
nivel do grafo (nivel 0) as opgdes estdo todas ativas, isto é, o cliente escolheu n
opcOes, no segundo nivel n — 1 opgdes estdo ativas, o que significa que o cliente

escolheu n — 1 opgdes, e assim sucessivamente.

Observe-se, na figura seguinte, um exemplo do grafo paran = 4:
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Nivel O Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4

Figura 3.2 - Grafo associado ao problema em que n=4.

Este grafo tem 16 nds, correspondentes a 2*configuracdes possiveis, e 5 niveis.

3.2 Numero de arcos

Considere-se, ainda, o exemplo apresentado na seccdo 3.1, representado na
figura 3.2. A partir deste exemplo, pode inferir-se qual o nimero de arcos de cada

nivel do grafo.

No nivel 0 entram 15 arcos pois a configuragdo do nivel 0 (Cy) poderd substituir
todas as configuracdes dos niveis seguintes: C;' do nivel 1, CJ do nivel 2, C{ do nivel 3
e C; do nivel 4. No total, pode substituir C + C5 + C5 + C; = 2* — 1 configuragdes.

Assim, Cg x (2%7°—1) = 15.
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No nivel 1 (correspondente a configuragdes com um zero e n — 1 uns) entram 28
arcos, pois cada uma das C configuragdes deste nivel podera substituir C3 do nivel 2,
C;do nivel 3 e C3do nivel 4 (no total, C}+C3+C3=2*1-1)
Cix(@*1-1) =28

Note-se que, a configuragao j podera substituir a configuragao i desde que i <
j. Por exemplo, se j = (1,1,1,0), j pode substituir qualquer configuragdo que ndo
tenha ativa a opg¢do 4. Portanto, podera substituir as configuracdes (1,1,0,0),
(1,0,1,0), (0,1,1,0) do nivel 2, as configuracdes (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0)

do nivel 3 e a configuragédo (0,0, 0, 0) do nivel 4.
No nivel 2 entram C; X (2*"2—1)= 18 arcos e no nivel 3 C§X
(2473 — 1) = 4 arcos. No nivel 4 entram Cj x (2** — 1) =0, ou seja, zero arcos

divergentes.

No caso geral, para n op¢des, em cada né do nivel k do grafo entram 2% — 1

arcos. Portanto, no nivel k entram C x (2"% — 1) arcos.

No total, o grafo tem Y.%_, C#* X (2" % — 1) arcos.

3.3 Arcos que podem ser obtidos por transitividade

Considerando novamente o exemplo da figura 3.2, note-se que, por exemplo,
alguns arcos que entram no nivel 1 podem ser obtidos por transitividade a partir de
nds do nivel 2. Assim, o arco construido doné i = (0,0,1,0) paraondé k = (1,1,1,0)
pode ser obtido por transitividade através do né j = (1,0, 1, 0) pois existe um arco de

j para k e outro de i para j.

Propriedade 1: Sejam i,jekeV.Sei<j ej<kentioi <k.
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Portanto, alguns dos arcos que entram no nivel k podem ser obtidos por
transitividade, isto é, seum né i ligaaumnd jejligaaumnd k, entdo i também liga
ak.

Note-se, ainda, que o numero de opc¢des ativas no nivel k é iguala n — k.

Observe-se, também, que dos arcos que entram no nivel 0, todos podem ser
obtidos por transitividade, a excecao dos que saem do nivel 1, e assim sucessivamente,
todos os arcos que entram no nivel k podem ser obtidos por transitividade, a excegao
dos que saem do nivel k + 1.

Além disso, para cada né do nivel k, entram 2"% — 1 arcos dos quais n — k
arcos saem do nivel seguinte, logo ndo podem ser obtidos por transitividade. Portanto,
o numero de arcos que entram no nivel k e que podem ser obtidos por transitividade é
dado por: C} x [(2"* — 1) — (n — k)].

Assim, o numero de arcos estritamente necessarios, ou seja, que ndo podem ser

obtidos por transitividade é C;} (n — k).

Proposigdo 1:

Sejam T'(n) o n2 de arcos obtidos por transitividade e N(n) o n2 de arcos total.

Verifica-se que,

T(n)
lim——= =1,
nae N (n)
ou seja,
e x[@MF 1)~ (n—k)]
lim - — =1
n—ses C x (2 — 1)
Prova:
i Gk X ["*-1D)-(-k)] = GxQ"* -1D)-Cn-k)
nes Cr x (27 F — 1) ~ noe Crx (2 F — 1) -
g @vR -1 x(m-k)
TabeClhx (27K —1) nomCFx(2MRk—1)
. (n—k)
slo Moo= 0=t
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De facto, analisem-se os resultados da tabela seguinte, para n configuracdes:

N2 de arcos no grafo | N2 de arcos no grafo, b
n N2 de nés e —

(a) por transitividade(b) a
1 2 1 0 0
2 4 5 1 0,200000000000000
3 8 19 7 0,368421052631579
4 16 65 33 0,507692307692308
5 32 211 131 0,620853080568720
6 64 665 473 0,711278195488722
7 128 2059 1611 0,782418649830015
8 256 6305 5281 0,837589214908803
9 512 19171 16867 0,879818475822857
10 1024 58025 52905 0,911762171477811
11 2048 175099 163835 0,935670677730884
12 4096 527345 502769 0,953396732689226
13 8192 1586131 1532883 0,966429002396397
14 16384 4766585 4651897 0,975939168188546
15 32768 14316139 14070379 0,982833360307552
16 65536 42981185 42456897 0,987801918444082
17 131072 129009091 127894979 0,991364081466166
18 262144 387158345 384799049 0,993906121279654
19 524288 1161737179,00000 1156756443,00000 0,995712682618725
20 1048576 3485735825,00000 3475250065,00000 0,996991808752461
25 33554432 847255055011,000 846835624611,000 0,999504953794587
30 1073741824,00000 205890058352825 205873952225465 0,999921773166277
35 34359738368,0000 5,00315107392613e+16 | 5,00309094438399%e+16 | 0,999987981665703
40 1099511627776,00 1,21576643595453e+19 | 1,21576423693127e+19 | 0,999998191245300
45 35184372088832,0 2,95431267136646e+21 | 2,95431187971809%e+21 | 0,999999732036362
50 1,12589990684262e+15 | 7,17897986565953e+23 | 7,17897958418455e+23 | 0,999999960791786

Tabela 3. 1 — Razdo entre o n2 de arcos obtidos por transitividade e o n2 de arcos total.

. p ~ . b
Analise-se, agora, o grafico que mostra a evolu¢dao do quociente pE
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b/a Evolugao da razao entre o numero de arcos que
podem ser obtidos por transitividade e o niimero total
de arcos

1,2

1 —

_—
0,8
0,6 /
0 yd

0,2
4

1 2 3 45 6 7 8 9 1011121314 1516 17 18 19 20
n

Figura 3.3 — Andlise da evolugdo da razdo entre o n2 de arcos obtidos por transitividade e o n2 de
arcos total.

Assim, a proposi¢ao 1 assume uma enorme importancia na resolugao de um
problema de grande dimensao, pois indica que nao é necessario guardar a informacao
acerca dos custos relativos a substituicdo de determinado nd por todos os seus
antecessores, mas apenas guardar a informagdo acerca dos arcos que ndo se obtém

por transitividade.
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4. Algoritmo Greedy

Neste Capitulo apresenta-se um algoritmo Greedy, bem como alguns exemplos

da sua aplicacdo em problemas simples.

4.1 Introdugao

Um algoritmo Greedy é uma heuristica que, iterativamente, constréi uma
solucdo para determinado problema. Partindo de um conjunto inicial de varios nds que
poderdo fazer parte da solugcdo e do numero de nds que se pretende que a solucdo
contenha, o algoritmo procura em cada iteracdo o melhor né, de entre os disponiveis,
para incluir na solucdo parcial. Ou seja, em cada iteracdo o algoritmo escolhe o né que
conduz a uma solugdo mais vantajosa, sendo essa escolha feita através de uma fungao
qgue mede o beneficio da introducdo de cada um dos ndés disponiveis na solucdo
parcial. No entanto, o algoritmo ndo tem em conta se essa vantagem encontrada
numa determinada iteracao se mantera apods as iteragdes e escolhas seguintes.

No caso do PGODC, escolhido o numero de configuracées a produzir (designado
por nimero de medianas), o algoritmo constradi iterativamente uma solugdo que indica
quais as configuracdes que devem ser produzidas, de forma a poupar o maximo
possivel nos custos de producdo. E introduzida no algoritmo a func3do poupanca, que
se pretende maximizar. Em cada iteracdo, a funcdo mede a poupanca que advém da
introducdo de cada uma das configuracdes na solucdo e o algoritmo devolve a
configuracdo mais vantajosa nessa iteracdo, ou seja, aquela que conduz a poupanca
maxima. No entanto, como ja se referiu, ndo tem em conta apds as iteracdes
seguintes, se as escolhas feitas anteriormente ainda sdo as mais vantajosas.

De seguida, descreve-se um algoritmo Greedy e apresentam-se exemplos

concretos da sua aplicacdo a problemas simples.
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4.2 Descrigao do Algoritmo

4.2.1 Exemplo

Figura 4.1- Grafo exemplificativo de um problema.

Suponha-se que vao ser produzidas as configuragdes v;, v; e vs. Designa-se por
X, o conjunto dessas configuragdes: X = {v,,v3, Vs }.

Uma vez definidas as configuragdes a produzir, a solugdo final pode ser obtida
facilmente substituindo cada né v ndo produzido (veV /X), pelo né (em X) produzido
gue o substitui com menor custo.

Por exemplo, v, serd substituido porvs, pois min{c,,1 vy Coyvy0 Cog v, } =
min{23,15,8} = 8 = ¢,_,,. Neste caso, diz-se que vs é o sucessor de v, na solugcdo X

e denota-se por vs = s(v5).

4.2.2 Pseudo-codigo do algoritmo Greedy

Sejam V = {v,,v,,...,v,} 0 conjunto de configura¢bes possiveis, onde v,
corresponde a configuragdo que contém todas as opg¢bes, p 0 numero de
configuracGes distintas a produzir, ou seja, o numero de medianas da solucdo e c a

matriz de custos (associados a substituicdo de uma configuracdo por outra).
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O algoritmo pode descrever-se como se expde de seguida.

Procedimento Greedy (V,p,c (.,.)){

X<—{v;}\\ conjunto de configuragdes selecionadas

enquanto |X| < p{

calcular poupanga (v, X), Vv € V\X \\ poupanga obtida por incluir v
em X

v* «—argmax{poupanca(v, X): v € V\X}

X—XU{v*}

}

retornar X

Onde:
poupanca (v, X)= minijex ¢, + X jev\x max {O, min jex Cjj — c,,j}, sendo minjex C;y,
i>v j<v (i.j)eA i>v
a poupanc¢a relativa a v (o que significa que v deixa de ser substituido) e
Y jev\x max {O, Minjex C;j — c,,j} a poupanga relativa as configuragdes que v passa a
j<v i>j

substituir, com custo inferior ao da atual solugao.

Pode ainda escrever-se:

poupanca (v, X) = Cs@)p + Ljev\x max {O, Cs(j),j — c,,].},

j<v

sendo s(v) = argmin;ex ¢y, OU seja, s(v) é o sucessor de v na atual solugdo X.
i>v

4.3 Exemplo da aplicacdo do algoritmo a um grafo

Recorde-se o exemplo da seccdo 2.2, em que n=3, sendo os custos associados a

cada uma das 3 opgdes 3, 12 e 6, respetivamente.
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O conjunto V, ja descrito no exemplo, tem 2° elementos, ou seja, ha 8
configuracdes possiveis.

Denotam-se por 1, 2, ..., 8 cada uma das configuragoes, respetivamente. No grafo
correspondente a configuragdao i corresponde ao né v;, com 1 <i <8, ou seja,
v=01Q,11); wv,=(,1,0); wv3=(1,01); v, =(0,1,1); wvs=1(1,0,0);
ve = (0,1,0); v, =(0,0,1); vg=1(0,0,0).

O numero de pedidos, correspondentes as configuracdes existentes, e o custo de

cada configuracdao encontram-se na tabela 2.2 da sec¢do 2.2.

Assim, grafo associado ao problema, ja com os custos associados as possiveis

substituicOes, é o seguinte:

Figura 4.2 - Grafo associado ao problema descrito acima.

Consideram-se duas situagcbes: na primeira incluem-se no algoritmo Greedy
apenas as configuracdes pedidas e na segunda incluem-se no algoritmo todas as

configuragdes. Em ambas as situacdes considera-se p=3.

Situagao 1

Analise-se, entdo, o algoritmo Greedy para este exemplo:
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012003627 30 217
000024 9 015
000012 0 6 9
Procedimento Greedy (V, 3, c(i,j)) onde c(i,j) = 88 88 8 108 204138
00000 O 012
00000 O 06
00000 0 0 O

X —{v}

Note-se que, o custo inicial corresponde ao custo resultante da substituicao de
cada uma das restantes configuragdes pedidas por v; (a Unica que é produzida) e é

igual a: €y v, + Co vt Co v T Cojv, T Cpy1=12 +36 +27 +30 + 21= 126 u.m.

Ou seja, desperdicam-se, 126 u.m.

Enquanto |X| <3

Calcular poupanga (v, X), Vv € V\X

Portanto, pretende-se agora escolher as duas outras configuracdes a serem
produzidas. Calcula-se, entdo, a poupanca relativa a producdao de cada uma das

restantes configuragdes:

- poupanca (v2, X):Cs(vz),vz + ZJEV\X max{o' Cs(,j — CVz,j}:
J<v,

=Cy, v, T max{O, Coyws — Cgve } + max{O, Coyve — Coge }+ max{O, Coywg — Cuyvg }=

=12 + max{0, (36 - 24) } + max{0, (27 - 9) } + max{0, (21 - 15) } =48

- poupanca (vs, X):Cs(vs),vs + ZjEV\X max{o' Cs(j),j — CVSJ}:
Jj<vs

=Cy, v T max{O, Cv,vg — Cog g } =

=36 + max{0,(21- 3) } =54

- poupanca (v, X)zcs(UG),ve + ZJ'EV\X max{o' Cs(j — CVGJ}z
J<ve

= + maxi0,c —c =
1 ) )
Cvy,ve { ’V1,Vg Ve Va}
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=27 + max{0,(21- 12) } =36

> poupanga (v7, X)=Cy(v,)v, + Ljevix max{0, cs(j) j = Cy,,j}=
Jj<vy

= CV1’U7 + max{O, CU1.178 - Cvs,vs } =

=30 + max{0,(21- 6) } =45

> poupanga (vg, X)=Cy(vg) v, + Ljevix max{0, Cs(j) j = Cyyj}=
Jj<vg

=Cy, vy =21

Assim, na primeira iteracdo do algoritmo obteve-se:

No6 v; Vy | Vs | Vg | V7 | Vg

poupanca (v;, X) |48 |54 |36 | 45 | 21

Tabela 4.1 - Tabela resumo da primeira iteragao do algoritmo Greedy, do problema acima

descrito.

De acordo com os dados da tabela, escolhe-se, vs, a configuragao que conduz a

uma maior poupanga:

v* «—argmax{poupanc¢a(v, X): v € V\X}= vy

Xe—XU{vs} ={v,, vs}

Entdo, para além da configuragdo correspondente a v;, serd também produzida a
configuragdo correspondente a vs. Como X ainda s6 tem 2 elementos, o algoritmo
prossegue, sendo agora menor o desperdicio resultante das substituicdes. O custo é

iguala 72 u.m.

Na segunda iteracdo, obtém-se:
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N6 V;

(%)

Vg | V7 | Vg

poupanca (v;, X) | 30

27 |30 |3

Tabela 4.2 - Tabela resumo da segunda iteragdo do algoritmo Greedy, do problema acima

descrito.

Assim, escolhe-se, por exemplo, v,.

v* «— argmax {poupanca(v, X): v € V\X}=v,,

X(_XU{UZ} :{171, Uy, US}'

Serdo, entdo, produzidas as configuragdes associadas aos nos vy, v,, vs. Portanto,

o conjunto X ja possui 3 elementos e o algoritmo termina aqui.

O desperdicio, correspondente ao custo da substituicao de vg por v,, de v, por

v4, de vg por v é igual a 42 u.m.

Como tal, tem-se:

Tabela 4.3 - Tabela com a solugdo, através do algoritmo Greedy, do problema acima descrito.

Situacao 2

Na primeira iteragdo do algoritmo, obtém-se:

NGs Substituicio | Configuracdes | N2 de pedidos | Custosde
producao

vy N3o (1,1,1) 3 63

v, N&o (1,1,0) 2 30

Ve N3o (1,0,0) 2 6

Ve ) (0,1,0) 3 45

vy vy (0,0,1) 2 42

Vg Us (0,0,0) 1 3
Total=189

30



N6 v; Vy | V3 | V4 | V5 | Vg | V7 | Vg

poupanca (v;,X) |48 |60 |18 (54 |36 |45 |21

Tabela 4.4 - Tabela resumo da primeira iteragao do algoritmo Greedy, do problema acima

descrito.

Escolhe-se v; e o0 algoritmo prossegue.

Na segunda iteracdo, obtém-se:

N6 v; Vy | Uy | Vs | Vg | V7 | Vg

poupanca (v;,X) {30 |9 |18 |27 |9 |9

Tabela 4.5 - Tabela resumo da segunda iteragdo do algoritmo Greedy, do problema acima

descrito.

Assim, serao produzidas as configuragdes associadas aos nos vy, v, e V5.

Como tal, tem-se:

NGs Substituicio | Configuracdes | N2 de pedidos | Custosde
producao

2 Nao (1,1,1) 3 63

12 Ndo (1,1,0) 2 30

V3 N3o (1,0,2) 0 0

Vs U3 (1,0,0) 2 18

Ve vy (0,1,0) 3 45

vy V3 (0,0,1) 2 18

Vg V3 (0,0,0) 1 9
Total=183

Tabela 4.6 - Tabela com a solugdo, através do algoritmo Greedy, do problema acima descrito.

Neste caso, é vantajoso incluir no algoritmo todas as configuragGes, mesmo as

gue ndo sdo pedidas, pois a sua producdo reduz os custos globais.
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4.4 Estudo da otimalidade do algoritmo Greedy

De seguida, estuda-se o algoritmo Greedy relativamente a otimalidade da
solucdo que o algoritmo constréi. A seguinte proposicdo pode ser facilmente

verificada.

Proposigdo 1:

O algoritmo Greedy que considera todas as configuracdes da sempre a solugdo
Otima parap < 2.

O algoritmo Greedy nem sempre da a solugdo 6tima. Veja-se o exemplo seguinte.

Considere-sen =3 .

As configuracdes a ser produzidas sao: (1,1,1); (1,1,0), (1,0,0) e (0,1,0). Cada
opc¢ao tem um custo de 5, 5, e 10, respetivamente para a 13, 22 e 32 op¢oes.

Os pedidos e custos fixos de cada opgao estdo de acordo com a seguinte tabela:

Configuracdes | Pedidos | Custos
(1,1,1) 1 20
(1,1,0) 1 10
(1,0,0) 3 5
(0,1,0) 3 5

Tabela 4.7 — ConfiguragGes, nimero de pedidos e custos unitdrios.

O grafico associado ao problema é o seguinte:

Figura 4.3 — Grafo associado ao problema descrito na tabela 4.7.
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Aplique-se, entdo, o algoritmo Greedy:
Sejam,

vl = (1l 1' 1)7 UZ = (1P 1; 0); v3 = (OI 11 O)r U4_ = (1' 0; 0)
Xe—{v;}
Note-se que o desperdicio resultante da substituicdo das restantes configuragdes

por v; éigual a 100 u.m.

Na primeira iteracdo, obtém-se:

N6 v; Vy | V3 | Vg

poupanga (v;, X) | 70 | 45 | 45

Tabela 4.8 - Primeira iteracdo do algoritmo Greedy, para o problema da figura 4.3.

Considera-se, entdo, v* «— v,. Assim, X«— {v,, v, }.
Como p= 3, o algoritmo prossegue e o desperdicio é agora igual 30 u.m.

Na segunda iteracdo, obtém-se:

N6 v; v3 | vy

poupanga (v;, X) | 15 | 15

Tabela 4.9 - Segunda iteragdo do algoritmo Greedy, para o problema da figura 4.3.

Pode agora considerar-se X ={v1, v21v3,} ouX ={v1, v21v4,}.

Portanto, se forem apenas produzidas 3 configuracdes, o algoritmo indica as
seguintes:

(1,2,1); (1,1,0), (1,0,0) ou (1,1,1); (1,1,0) e (0,1,0). Em ambos os casos, ha um

desperdicio de 15 u.m.

Assim, ha duas solugdes possiveis, representadas nas tabelas seguintes:
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Configuracdes Pedidos Configuragdes Custos de
produzidas produc¢ao
(1,1,2) 1 1 20
(1,1,0) 1 1+3 40
(1,0,0) 3 3 15
(0,1,0) 3 0 0

Tabela 4.10 — Solugdo 1 do problema, obtida pelo algoritmo Greedy.

Configuracdes Pedidos Configuragdes Custos de
produzidas producao
(1,1,1) 1 1 20
(1,1,0) 1 143 40
(1,0,0) 3 0 0
(0,1,0) 3 3 15

Tabela 4.11 — Solugdo 2 do problema, obtida pelo algoritmo Greedy.

Nas duas op¢des, o custo total é de 75 u.m.

Contudo, a melhor opc¢do é produzir (1,1,1); (1,0,0) e (0,1,0), tal como indica a

tabela seguinte:

ConfiguracBes | Pedidos Configuragdes Custos de
produzidas producao
(1,1,1) 1 2 40
(1,1,0) 1 0 0
(1,0,0) 3 3 15
(0,1,0) 3 3 15

Tabela 4.12 - Solu¢do nao obtida pelo algoritmo Greedly.

Nesta opcdo, o custo total é de 70 u.m, existindo um desperdicio menor.




5. Propriedades combinatdérias do algoritmo Greedy num
caso particular

Recorrendo a Analise Combinatdria, é possivel determinar em que nivel estdo os
nos escolhidos para a solugdao de um problema, dada pelo algoritmo Greedy, no caso
em que o grafo tem uma estrutura particular: inclui todos os nds, a procura de cada né
é igual a 1 (ou constante positiva) e o custo por cada fio é unitario (ou constante
positivo).

Constatou-se no Capitulo 3 que, por exemplo, cada né do nivel 1 da figura 3.2
pode substituir C3 nés do nivel 2, C3 do nivel 3 e C3 do nivel 4, ou seja, cada né do
nivel 1 tem C3 antecessores no nivel 2, C3 antecessores no nivel 3 e C3 antecessores
no nivel 4. No total, cada né do nivel 1 tem 2%~1 — 1 antecessores.

De facto, note-se que, no nivel k, com ke{l,...,n — 1}, cada né tem CI*
antecessores (ou nés cobertos) no nivel k+1, C2% antecessores no nivel k+2, C}™*
antecessores no nivel k+3, e assim sucessivamente, sendo que no nivel n—1
(pendltimo nivel) cada n6 tem C,’f_‘,f antecessores. O né do nivel zero tem 2" % — 1
antecessores e o n6 do nivel n ndo tem antecessores. No total, cada né do nivel k tem
2"k — 1 antecessores.

No algoritmo Greedy, o primeiro né é escolhido na inicializagdao do algoritmo e
pertence ao nivel zero, é aquele que tem 1 em todas as opg¢des, (1,1,1, .., 1), e
portanto, aquele que podera substituir qualquer um dos restantes. O segundo né sera
escolhido de forma que a poupanca seja maxima, e assim sucessivamente.

Ao longo deste capitulo, considera-se que a procura de cada né e o custo de cada
ligacdo sdo unitarios. No entanto, os resultados que aqui se apresentam sdo validos

para o caso em que as procuras e os custos sdo constantes (positivas).

Propriedade 1: Para a escolha do segundo nd, pelo algoritmo Greedy, a
poupanga no nivel k, p(k), é dada pelo produto de k com o nimero de arcos que
entram em cada nd desse nivel mais o préprio no:

p(k) =k x (2" —1) + k = k x 2"k,
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onde k é a poupanca que se obtém por substituir o né com todas as opgdes pelo né no
nivel k, relativamente a cada antecessor deste Ultimo né e a ele préprio.

Proposi¢cdo 1: O segundo nd a ser escolhido através do algoritmo Greedy
pertence ao nivel 1.

Prova: Pretende-se obter a poupanga maxima: max{p(k)} = max{k x 2"k},

Sejak =1, p(1) = 271,

No geral, para o nivel k, p(k) = k x 2"k,

Aplicando o Lema 3 (para k=0 e t=k), em apéndice, para k > 2 temos que
p(k) <p(D).

Portanto, a funcdo poupanca é decrescente em funcdo do nivel, logo a poupanca

maxima é obtida no nivel 1.

Proposigdo 2: O terceiro né a ser escolhido, através do algoritmo Greedy,
pertence ao segundo nivel e ndo é antecessor do né ja escolhido no primeiro nivel.

Prova:

Na escolha do terceiro nd, podem ocorrer duas situagdes:

1) O nd escolhido pertence ao nivel 1;

2) O no escolhido pertence a um nivel k, superior a 1.

Designe-se por i o nd a instalar e calcule-se, entdo, a poupanca que se obtém em

cada uma das situagoes.

1) Seja A a poupanca que se obtém escolhendo um né do nivel 1.
A poupanca no nivel 1 é igual ao nimero de antecessores do né i que n3o sao
antecessores do né ja instalado em 1. Ou seja, é igual a todos os antecessores de i com

1 na posicdo onde o né ja instalado tem o zero, isto é, metade dos seus antecessores

n-1
(incluindo o préprio i): = ¥= 2n2,

Assim, A = 2™ 2 neN.

2) Nesta situagdo h3, ainda, que distinguir dois casos.

a) i é antecessor do vértice instalado no nivel 1.
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Seja B(k) a poupanca que se obtém pela escolha de um né do nivel k,
antecessor do vértice ja instalado no nivel 1, com ke{2, ..., n}.

Neste caso, a poupanca é igual ao niumero de antecessores de i, incluindo o
préprio i, multiplicado por (k — 1) que é a poupanga relativa ao vértice no nivel
Lk-—1D)x@"  —1+1)=(k—-1)x (2" %) = 2k —2)(2"F1).

Assim, B(k) = (2k — 2)(2™ %), neN, ke{2,...,n}.

b) i ndo é antecessor do vértice instalado no nivel 1.

Seja C(k) a poupanga que se obtém pela escolha de um né do nivel k, que
ndo seja antecessor do vértice ja instalado no nivel 1, com ke{2, ...,n}.

Neste caso, a poupanca é igual ao niumero de antecessores de i, incluindo o
proprio, que ndo sdo antecessores do vértice instalado no nivel 1, multiplicado
por k (poupanca relativa ao vértice instalado no nivel 0), e ao nimero de
antecessores de i que sdao também antecessores do vértice instalado no nivel 1,
multiplicado por (k — 1).

Note-se que, os antecessores de i com 1 na posi¢cdo onde o vértice instalado
no nivel 1 tem zero ndo sdo antecessores do vértice do nivel 1, ou seja, metade
dos antecessores de i ndo sdo antecessores do vértice do nivel 1. Além disso, os
antecessores de i com 0 na posicdo onde o vértice do nivel 1 tem 0, sdo
antecessores deste, ou seja, metade dos antecessores de i sdao antecessores do

vértice do nivel 1. Assim, tem-se:

(k — 0)(2" %) + (k — 1)(2"*1) = (2k — 1)(2"*1).
Logo, C(k) = (2k — 1)(2"*1), neN, ke{2,...,n}.

Basta, agora, calcular em qual das situacdes a poupanga é maxima.
Analisem-se, em primeiro lugar, C(k) e B(k), para para k > 2.
Paran > 4,2k —1>2k —2e 2" % 1> 0,logo C(k) = B(k), para k > 2.

Analise-se, agora, a relacdo entre C(k) e A.
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Para k =2, C(k) =3(2"3)>2(2"3) =2""2 = A. Logo C(k) > A, para
k=2.

Pelo Lema 2, em apéndice, conclui-se que C(k) = C(k + 1) e portanto a

poupanga maxima é obtida em C(2), ou seja, na situagao 2b) para k =2.

Proposigdo 3: Apos p iteragdes do algoritmo Greedy, seja k o maior nivel onde
foi escolhido um n6 para fazer parte da solugdo. Na iteragdo p + 1 é apenas necessario
considerar os primeiros k + 1 niveis.

Prova:

Compare-se a poupanca por instalar no nivel k + 1 com a poupanca de instalar
no nivel k + t, parat = 2.

Seja j o né a instalar no nivel k + t, para t = 2, e seja i um nd antecessor de j,
pertencente ao nivel k + 1.

Pretende-se mostrar que p(i) — p(j) = 0.

p() —p(j) =

1 X (n®de antecessores de i + 1) —t X (n®de antecessores de j + 1).

Na escolha de i poupa-se pelo menos 1 por cada antecessor de i e por i, pois
todos estes nds estdo a ser cobertos por nds do nivel 0 ao nivel k.

Relativamente aos antecessores de j e a j, poupa-se, pelo menos, t unidades.

p(i) — p(]) >1X (2n—(k+1)) —tX (Zn—(k+t)) —
=2n 0D ¢ x 2n=(k+) > 0, para t>2, pelo Lema 3, em

apéndice.
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6. Decomposicdo do Problema da Gestdo Otima da

Diversidade de Cablagens

Neste Capitulo apresenta-se a decomposicdo do PGODC, assim como um

exemplo de um problema real resolvido através do algoritmo Greedy, em duas fases.

6.1 Exemplo

Na realidade, o PGODC ¢é usualmente composto por um grafo com varias

componentes conexas e pode ser decomposto em varios subproblemas,

correspondentes a cada uma das componentes, dado que as configuragdes a produzir
sdo escolhidas analisando os varios subgrafos. Assim, a solucdo do problema serd

obtida através das solu¢des dos subproblemas, que serdo muito mais simples de

resolver dado o menor numero de configuracdes envolvidas em cada um deles.

Vejamos um exemplo para um grafo com 4 componentes, em que cada

componente tem como opc¢des livres airbag, cruise control e DVD.

Componentes Subgrafo 1 Subgrafo 2 Subgrafo 3 Subgrafo 4
Volante a Volante a Volante a Volante a

esquerda e esquerda e caixa | direita e caixa | direita e caixa
caixa manual automatica manual automatica

Configuracdes (1,2) (1,0) (0,2) (0,0)

(1,1,1) (1,1,1,1,2) (1,0,1,1,2) (0,1,1,1,1) (0,0,1,1,2)
(1,1,0) (1,1,1,1,0) (1,0,1,1,0) (0,1,1,1,0) (0,0,1,1,0)
(1,0,1) (1,1,1,0,2) (1,0,1,0,1) (0,1,1,0,1) (0,0,1,0,1)
(0,1,2) (1,1,0,1,2) (1,0,0,1,1) (0,1,0,1,1) (0,0,0,1,1)
(1,0,0) (1,1,1,0,0) (1,0,1,0,0) (0,1,1,0,0) (0,0,1,0,0)
(0,1,0) (1,1,0,1,0) (1,0,0,1,0) (0,1,0,1,0) (0,0,0,1,0)
(0,0,2) (1,1,0,0,2) (1,0,0,0,1) (0,1,0,0,1) (0,0,0,0,1)
(0,0,0) (1,1,0,0,0) (1,0,0,0,0) (0,1,0,0,0) (0,0,0,0,0)

Tabela 6.1 — Exemplo de um problema associado a um grafo com 4 componentes.
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Neste exemplo, serdo produzidas apenas 11 configuragdes, de entre as varias
possibilidades. Quatro tém que ser obrigatoriamente produzidas: aquelas que tém
todas as opgdes ativas, para cada componente. Assim, resta escolher 7.

Note-se que, uma configuracdo de uma componente ndo pode substituir uma
configuragdo de outra componente. Por exemplo, a configuracao (1,1,1) da
componente 1 ndo pode substituir a configuracdo (1,1,1) da componente 2. Na
realidade, a configuracao (1,1,1) da componente 1 designa-se (1,1,1,1,1) e a da
componente 2 designa-se (1,0,1,1,1).

Sabendo que poderdo ser produzidas 11 configuragdes, ou seja, se p = 11, uma
solucdo podera ser composta por 2 configuragbes do subgrafol, 4 do subgrafo 2, 2 do
subgrafo 3 e 3 do subgrafo 4. A escolha das configuracdes a produzir terd sempre

como objetivo minimizar os custos de producao.

6.2 (Re)Formulagao do PGODC

O PGODC pode ser reformulado da seguinte forma.

Sejam m o nimero de componentes, K = {1, 2, ..., m} o conjunto dos indices das
componentes conexas e G, = (Vy,Ay) o subgrafo correspondente a componente k,
com k € K. Consideremos, ainda, um nUmero inteiro positivo py, com k € K , que
representa o numero de medianas escolhidas na componente k (para cada
componente podem ser produzidas de 1 até p —m + 1 configuragdes, sendo p o

numero total de medianas).

O problema consiste em :

Minimizar C = X(i,j)eaCij Xij

sujeito a
YievYi = Pk keK, (7a)
Dkek Dk = D» (7b)
X jeaXij +yi = 1,VieVy, keK, (8)
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xij < v, V(i )) € Ay, keK, (9)

x;;€{0,1},V(i,j) € A, keK, (10)
y;€{0,1}, Vi € Vy, keK, (11)
pr €{1,..,p —m+ 1}, keK. (12)

Onde:

(7a) indica o numero de configuracdes, py, keK, que serdo escolhidas em cada
componente;

(7b) indica que a soma das configuragdes escolhidas em cada uma das
componentes tem que ser igual ao numero total de configuragdes a produzir, p;

(12) indica que o numero de configuragdes escolhidas em cada componente
variadelatép —m+ 1.

As restrices (8), (9), (10) e (11) sdo semelhantes as que foram ja descritas na

subsecc¢do 2.3.2.

O PGODC pode resolver-se em duas fases, numa primeira fase, pelo facto de o
grafo ndo ser conexo, decompde-se o problema em m subproblemas, um para cada
componente, fazendo variar o nimero de medianas de 1 até p — m + 1, e de seguida,
resolve-se o PGODC em cada componente. Daqui resulta uma tabela de custos y;, em
que Yy, € o custo 6timo de escolher [ configuragdes no subgrafo k.

Numa segunda fase, escolhe-se a melhor forma de combinar as p configuragdes
entre todas as componentes. Para isso, pode resolver-se o problema da decomposicao,

formalizado da seguinte forma:

Minimizar P YT Yk Zi
sujeito a
;:pﬂ k=1lzye =p (13)
Pz, =1,vkeK (14)
z,€{0,1} (15)
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Onde:

(13) indica que, no total, tém que ser produzidas p configuragdes;

(14) indica que para cada configuragdo [, o numero de configuragdes escolhido
variaentrelep—m+1;

(15) zj;, € igual a 1 (se sdo escolhidas [ configuragdes no subgrafo k) ou zero

(caso contrario).

Designa-se o problema anterior por problema da decomposi¢do étima (PDO).
O PDO pode ser modelado como um caso particular de um problema saco-
mochila de escolha mdltipla ([4], [13]) e pode ser resolvido de forma eficiente,

segundo Agra e Requejo em [4] e Cardoso e Cerdeira em [10].

Exemplo

Considere-se um exemplo de um problema real, com 8 componentes onde serdo
produzidas 11 configuragcdes. Numa primeira fase, resolvem-se os 8 subproblemas
para os vdrias valores possiveis para o numero de configuracdes (este varia de 1 até

11-8 +1). As solugbes étimas para os subproblemas encontram-se na tabela abaixo.

Componentes 1 2 3 4 5 6 7 8

1 configuragdo | 63106.8 | 7011.2 | 15776.5 | 1751.9 | 510588 | 56731.3 | 127646 | 14182.4

2 configuragbes | 35117.4 | 3901.4 | 8779.3 974.4 284130 | 31569.4 | 71032 7891.9

3 configuragbes | 27604.4 | 3066.6 6901.1 765.8 223344 | 24815.3 | 55835.4 | 6203.3

4 configuragbes | 23772.9 | 2640.9 | 5943.1 659.4 192342 | 21370.7 | 48085.1 | 5342.2

Tabela 6.2 — Exemplo de um PDO associado a um grafo com 8 componentes.

Das 11 configuracdes a produzir resta escolher 3, pois sabe-se que serd
produzida uma configuracdo de cada componente, nomeadamente aquela que contém
todas as opcOes ativas. Essas configuracdes serdo escolhidas calculando a poupanca
maxima, ou seja, escolhe-se uma configuracdo da componente que permitir uma
maior poupanca. Assim, neste caso, sao escolhidas mais 2 configuracdes da

componente 5 e uma da componente 7.
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6.3 Algoritmo Greedy para o PDO

Para resolver o PDO, pode usar-se o algoritmo Greedy em duas fases distintas.
Numa primeira fase, aplica-se o algoritmo Greedy a cada um dos m subproblemas
(correspondentes as m componentes do grafo), fazendo variar o nimero de medianas
de 1 até p —m + 1, sendo p o numero de medianas pretendido. Daqui resulta uma
tabela de valores, com as solugbes dos varios subproblemas para os varios valores de
p.

Numa segunda fase, determina-se a melhor forma de combinar as p medianas
entre as m componentes. Assim, usa-se o algoritmo Greedy para o PDO, para a escolha

das p configuragdes, tal como se descreve de seguida.

Procedimento Greedy ( m,p,y (.,. )){
l—{l, 15, ... L} \\ indica o nimero de medianas que sdo instaladas em

cada componente

[ —1 \\ /;; da a posicdo (numero de medianas) na componente k
conta =m

m
custo = Z Yik
k=1

enquanto conta <p {

fazer:

Pk = Vik — V2K \\ poupanca obtida por escolher uma configuragdo da
componente k

k* « argmax{p;: k € K};

L« < L+ 1;

custo « custo — py+;

conta = conta + 1;

sely» <m —p+ 1entdo py- = Vi or = Vigeprne

}

retornar [

}
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Foi provado em Agra e Requejo, 2009 [4], que este procedimento de resolugao
do PDO, fornece exatamente a mesma solucdo que executar o algoritmo Greedy sobre

todo o grafo do PGODC.

Exemplo da aplicagao do algoritmo Greedy a um grafo com 8 componentes.

Considere-se novamente o exemplo da sec¢do 6.2, mas agora resolvido através
do algoritmo Greedy.

Para cada componente, calcula-se o custo com 1, 2, até p — m + 1 medianas, ou
seja, com 1, 2, 3 e 4 configuracdes. Os resultados obtidos, para cada um dos

subproblemas, usando o algoritmo Greedy, encontram-se na tabela seguinte:

Componentes 1 2 3 4 5 6 7 8

1 configuragao

2 configuragoes

3 configuragoes

4 configuragoes

Tabela 6.3 Exemplo de um PDO associado a um grafo com 8 componentes, resolvido usando o

algoritmo Greedy.

Depois de calcular os custos das varias configuracdes em cada componente, o
algoritmo calcula o valor da poupanca da escolha de uma nova configuracdao em cada

componente, da seguinte forma:

Procedimento Greedy (8,11,)/ (.,.)), onde Yy é uma matriz composta pelos

valores da tabela 6.3.

l—{l,1,,..,1g}
lk(_l
conta = 8

m
custo = z Y1 = 796794,7
k=1
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63106,7 | 7011,2 15776,5 | 1751,9 | 510588,3 56731,3 | 127646,4 14182,4
35117,4 | 3901,4 8779,3 974,5 | 284129,8 31569,4 | 71031,9 7891,9
27604,4 | 3066,6 6901,1 765,8 | 223343,5 24815,3 55835,4 6203,3

23848 | 2649,2 5961,8 661,4 | 192950,3 21438,3 48237,1 5359,1



enquanto conta < 11
fazer:
D1 =Y11 — V21 = 63106,7 —35117,4 = 27 989,3;
Dy = VY12 — Y22 = 7011,2 —3901,4 = 3109,8;
D3 = Y13 — V23 = 15776,5—-8779,3 = 6 997,2;
D4 = V14 — V24 = 17519 —974,5 = 777,5;
Ds = Y15 — Va5 = 510588,3 — 284129,8 = 226 458,5
Pe = Y16 — V26 = 56731,3 — 31569,4 = 25 161,9;
D7 = Y17 — V27 = 127646,4 — 71031,9 = 56 614,5;
Ds = Vig — V28 = 14182,4 — 7891,9 = 6 290,5.

k* « argmax{27989,3;3109,8; ...; 6290,5} = 5;

Assim, a primeira mediana, das 3 que faltam instalar, pertence a componente

5. O algoritmo continua:

lk*(—lk*+1=2,'
custo « 796794,7 — 226458,5 = 570336,2;
conta=8+1;

selpr < 11 — 8 + 1 entdo ps = yy5 — yas = 284129,8 — 223343,5 = 60 786,3

Nesta iteracdo, o algoritmo teve apenas que calcular a poupanca para a
componente 5, pois foi a Unica que se alterou devido a instalacdo de uma nova

mediana. Comparando novamente as poupangas, conclui-se que a maior é, mais uma

vez, registada na componente 5. O custo passa a ser igual a 570336,2 — 60786,3
509549,9.

O algoritmo tem agora que calcular a nova poupanga para a componente 5 e
comparda-la com as restantes. Da mesma forma, conclui-se que a terceira mediana é

instalada na componente 7, sendo agora o custo igual a 452935,4.
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7. Estudo estatistico do algoritmo Greedy

No Capitulo 5 apresentaram-se alguns resultados relativos ao algoritmo Greedy,

validos para o caso de o grafo incluir todos os nés e a procura de cada nd e o custo de

cada ligacdo serem constantes positivas. No caso geral, de procuras e custos distintos,

nao existem resultados tedricos comprovados. Como tal, realizou-se um estudo

estatistico com base numa amostra composta por 5 exemplos reais de cablagem

automoével, de determinados modelos de automdveis de uma empresa de cablagens,

com vista a estudar algumas carateristicas do algoritmo Greedy, para casos gerais.

As carateristicas gerais das cablagens encontram-se na tabela seguinte:

Descri¢ao geral do tamanho das
Exemblos N2 de componentes com:)onerjtes —————— Netotal

P conexas (m) Ne de N¢ de nés Ne¢ de niveis de nés

por por
componentes
componente | componente

A 8 8 384 11 3072
15 384 11

B 46 23 192 10 10848

8 96 9

3 2048 13

C 14 7 1024 12 15360
4 512 11
1 6144 18
1 3072 17
1 2048 16
2 1536 15

D 16 22080
5 1024 12
4 512 11
1 384 14
1 192 13
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4 2304 17
2 1920 18
4 17
1

3 536 16
2 1152 14
4 1

2 768 12

E 60 2 1 51840

7 576 12
2 480 15
12 13
2 384 11
2 288 11
6 192 12

Tabela 7.1 — Resumo das carateristicas de 5 problemas reais, de uma empresa de cablagem.

Neste estudo, usou-se um computador pessoal com um processador Intel Core 2 Duo,

de 2.20 GHz, com 4GB de memadria RAM. Os programas utilizados foram feitos em C++.

7.1 Estudo de algumas caracteristicas do algoritmo Greedy

Neste Capitulo, estudam-se algumas carateristicas relativas as medianas das
solucdes obtidas com o algoritmo Greedy, nos varios exemplos, nomeadamente, a
existéncia de regularidades na localizacdao das medianas e a existéncia de correlagao

entre o niumero de medianas por componente e o custo de cada componente.

7.1.1 Localizagao das medianas de cada solug¢ao

Partindo da analise de cada um dos exemplos referidos, comeca-se por estudar a
localizacdo dos nds selecionados em cada solucdo obtida pelo algoritmo Greedy.
Apresentam-se, de seguida, os resultados obtidos com os cinco exemplos, para o

calculo de 4 conjuntos de medianas, p=50, p=100, p=150 e p=200.

Apresenta-se, para cada exemplo, uma tabela que indica o nimero de nds
selecionados por nivel e um grafico com a percentagem de nds selecionados

relativamente ao nimero de nds de cada nivel. No grafico ndo se considera o nivel
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zero pois sao sempre selecionados 100% dos nds desse nivel, tornando-se assim o

grafico mais facil de ler.

Exemplo A
Nivel | N2 de nés N2 de nés selecionados
total p=50 p=100 p=150 p=200
0 8 8 8 8 8
1 64 2 6 8 9
2 224 15 26 33 40
3 464 10 25 35 47
4 648 11 22 34 49
5 656 3 10 22 31
6 504 1 3 8 13
7 304 0 0 2 3
8 144 0 0 0 0
9 48 0 0 0 0
10 8 0 0 0 0

Tabela 7.2 — Localizagdo das medianas por componente, para o exemplo A.

exemplo A

Percentagem

ORLrNWRAUIOINO O

Niveis

Percentagem de nos selecionados em cada nivel, para o

W p=50
p=100

m p=150

H p=200

Figura 7.1 — Percentagem de medianas por nivel, para o exemplo A.
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Exemplo B

Nivel [ N2 de nés N2 de nés selecionados
total p=50 p=100 p=150 p=200
0 46 46 46 46 46
1 328 0 0 0 1
2 1063 1 13 23 31
3 2026 3 23 34 45
4 2546 0 1 5 11
5 2246 0 5 12 21
6 1447 0 10 24 33
7 727 0 2 5 7
8 307 0 0 0 2
9 97 0 0 1 3
10 15 0 0 0 0

Tabela 7.3 — Localizagdo das medianas por componente, para o exemplo B.

Percentagem de nos selecionados em cada nivel, para o

exemplo B

~

~

~

~

~

~

~

~

H p=50

p=100

~

~

m p=150

~

~TONTS

~

Percentagem
OCOO0OoOoRrRRRPRRFPEPNNNNNWW
ONDPOAOONPOOOONDPDPIOOON

~

m p=200

5 6 7 8 9 10

Niveis

Figura 7.2 — Percentagem de medianas por nivel, para o exemplo B.

Note-se que, nestes dois exemplos, mais de 50% dos nds selecionados

encontram-se nos primeiros 4 niveis e que a partir do nivel 6 a percentagem de nds

selecionados é muito baixa ou nula.
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Exemplo C

Nivel | Ne de nés N2 de nés selecionados

total p=50 p=100 p=150 p=200
0 14 14 14 14 14
1 139 0 0 0 0
2 610 2 4 8
3 1574 0 2 6
4 2687 6 12 14 19
5 3258 4 8 14 17
6 2968 10 21 31 35
7 2128 2 8 20 29
8 1224 7 17 25 37
9 547 4 9 15 22
10 174 1 4 8 10
11 34 0 1 1 3
12 3 0 0 0

Tabela 7.4 — Localizagdo das medianas por componente, para o exemplo C.

Percentagem

O B N W » U1 O N 00 O
1

exemplo C
6 7 8
Niveis

9

10

11

Percentagem de nos selecionados em cada nivel, para o

12

H p=50
p=100

mp=150

H p=200

Figura 7.3 — Percentagem de medianas por nivel, para o exemplo C.
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Neste exemplo, os dados encontram-se mais dispersos, mas mais de 50% dos nds

selecionados encontram-se em niveis iguais ou inferiores ao nivel 6.

E importante referir que no exemplo C, as procuras estimadas sdo, na maioria,

nulas ou quase nulas nos niveis superiores, o que explica o facto de, neste caso, serem

escolhidas mais medianas nos niveis inferiores do que nos superiores.

Exemplo D
Nivel | N2 de nés N2 de nés selecionados
total p=50 p=100 p=150 p=200
0 16 16 16 16 16
1 146 5 8 11 11
2 611 2 5 5 5
3 1541 8 11 13 16
4 2625 3 7 11 13
5 3293 2 7 16 21
6 3359 1 10 18 27
7 3071 5 11 19 25
8 2607 3 6 10 17
9 1992 2 7 14 19
10 1332 2 5 5 14
11 786 0 3 6 8
12 414 1 3 4 4
13 188 0 1 2 2
14 70 0 0 0 2
15 22 0 0 0 0
16 6 0 0 0 0
17 1 0 0 0 0

Tabela 7.5 — Localiza¢do das medianas por componente, para o exemplo D.

Observe-se que, mais de 50% dos nds selecionados encontram-se nos primeiros

6 niveis (ou menos) e que, a partir do nivel 11, a percentagem de nés selecionados é

muito baixa ou nula.
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Percentagem de noés selecionados em cada nivel, para o

exemplo D
8
7
6
§s
% W p=50
€4
g p=100
g > m p=150
2 p=
1 M p=200
0

1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17

Niveis

Figura 7.4 — Percentagem de medianas por nivel, para o exemplo D.

Exemplo E
Nivel | N2 de nés N2 de nés selecionados
total p=100 p=150 p=200
0 60 60 60 60
1 456 0 1 1
2 1654 5 10 13
3 3768 2 5 7
4 6084 6 13 23
5 7614 9 14 22
6 7986 3 10 16
7 7350 4 7 12
8 5972 7 15 20
9 4340 1 4 8
10 2932 2 5 7
11 1830 1 5 8
12 1002 0 1 3
13 484 0 0 0
14 212 0 0 0
15 76 0 0 0
16 18 0 0 0
17 2 0 0 0

Tabela 7.6 — Localizacdo das medianas por componente, para o exemplo E.
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0,8
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Percentagem de nos selecionados em cada nivel, para o

exemplo E

1 2 3 45 6 7 8 9 101112 13 14 15 16 17

Niveis

m p=100
p=150
¥ p=200

Figura 7.5 — Percentagem de medianas por nivel, para o exemplo E.

Neste exemplo, a semelhanga dos anteriores, mais de 50% dos nds selecionados

encontram-se nos primeiros 4 niveis (ou menos) e, a partir do nivel 12, a percentagem

de nos selecionados é muito baixa ou nula.

Deste estudo, conclui-se que a maioria das medianas esta situada nos primeiros

niveis e que nos ultimos niveis sdo selecionadas poucas medianas ou até mesmo, em

alguns casos, nenhumas.

7.1.2 Numero de medianas em cada componente versus custo da componente

Pretende-se, agora, averiguar se o nimero de medianas escolhidas em cada

componente estd relacionado com o custo da componente (considerando que o custo

da componente corresponde ao custo da substituicdo de todos os nds pelo né do nivel

zero).

Analise-se,

como motivacdo, o seguinte grafico para

correspondente a escolha de 100 medianas.

o exemplo A,
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Custo da componente versus numero de medianas, para
o exemplo A e p=100

60
50 4
40 /'—\\
30
\ == Custo (x10000)

20 ] \ Numero de medianas
10 +— / A_

O _%_V—V—V—VL\

Componentes

Figura 7.6 — Comparacgdo entre o n2 de medianas e o custo de cada componente, para o exemplo A.

Parece evidente a relagdo entre o nimero de medianas de cada componente e o

custo dessa componente.

Apresenta-se, de seguida, um estudo feito a partir de uma amostra global
contendo os cinco exemplos apresentados, utilizando os valores de p=50, 100, 150 e
200. Para cada um destes valores constroem-se diagramas de dispersao, relacionando
o peso de cada componente (quociente entre o custo de cada componente e o custo

global) com a proporcdo de medianas nessa componente.

Observe-se o diagrama para p=50.
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Peso do custo da componente versus proporc¢ao de
medianas, para p=50

Pesos das componentes
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Figura 7.7 — Diagrama de dispersao, para p=50.

O diagrama de dispersao sugere uma correlacdo forte e positiva entre o peso da
componente em termos de custo, e a propor¢ao de medianas de cada componente. O

coeficiente de correlagao linear é igual a 0,932.

De facto, calculando a correlagdo entre o numero de medianas de cada

componente e o custo dessa componente, para os diferentes exemplos, obtém-se os

seguintes resultados:

Exemplo

A

B

Coeficiente de correlagao

0,995

0,882

0,985

0,959

Tabela 7.7 — Coeficientes de correlagdo, para p=50.

Conclui-se que ha uma correlacdo forte e positiva em todos os casos.

Analise-se, de seguida, o diagrama de dispersdo para p=100.




Peso do custo da componente versus proporc¢ao de
medianas, para p=100

Pesos das componentes

_ 05
S L g
8 04
5 9 .
? 503
€ ¢
o o
© EOZ @,
28 * o
s 4
g 01 % o
o
E et
O T T T T 1
0 0,1 0,2 0,4 0,5 0,6

0,7

Figura 7.8 — Diagrama de dispersao, para p=100.

Verifica-se que hd uma correlagdo linear positiva forte entre as duas varidveis em

estudo. De facto, o coeficiente de correlagao linear é igual 0,956.

Analise-se, ainda, a correlagdo existente entre a propor¢ao de medianas e o

custo das componentes, para cada exemplo:

Numero de medianas

A

B

Coeficiente de Correlacdo | 0,988

0,966

0,981

0,974

0,967

Tabela 7.8 — Coeficientes de correlagdo, para p=100.

Verifica-se que existe uma correlagdo forte e positiva em todos os casos.

De seguida, apresenta-se o diagrama de dispersao correspondente a p=150.
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Peso do custo da componente versus proporc¢ao de
medianas, para p=150
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Figura 7.9 — Diagrama de dispersao, para p=150.

Mais uma vez, o diagrama de dispersdao sugere a existéncia de uma forte

correlagao entre as varidveis, sendo o coeficiente de correlagao linear igual a 0,947.

A tabela seguinte indica os coeficientes de correlagdo para cada um dos

exemplos.

Numero de medianas

A

B

Coeficiente de Correlacao 0,979

0,970

0,965

0,922

0,967

Tabela 7.9 — Coeficientes de correlagdo, para p=150.

Por ultimo, averigua-se o que acontece para p=200.
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Peso do custo da componente versus proporc¢ao de
medianas por componente, para p=200
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Figura 7.10 — Diagrama de dispersao, para p=200.

Neste caso, continua a verificar-se uma correlagdo forte e positiva entre as duas

varidveis, com coeficiente de correlacdo linear igual a 0,946.

Para cada exemplo, os coeficientes de correlacdo linear sdo os que constam da

tabela seguinte.

Numero de medianas

A

B

Coeficiente de Correlagao

0,967

0,959

0,950

0,955

0,964

Tabela 7.10 — Coeficientes de correlacdo, para p=200.

E de notar que, com base no custo de cada componente, pode prever-se, com

alguma exatiddo, o nimero de medianas dessa componente. Observa-se no grafico

seguinte um modelo de regressdo linear, para p=100, para a amostra composta pelos

cinco exemplos A, B, C,D eE.
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Peso do custo da componente versus proporg¢ao de
medianas, para p=100
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Figura 7.11 — Diagrama de dispersao e reta de regressdo, para p=100.

Através da equacdo da reta de regressdao é possivel, a partir do peso de uma
componente, prever um valor aproximado para a propor¢do de medianas que fazem
parte dessa componente, e consequentemente o numero de medianas dessa
componente. Neste caso, com um valor para o coeficiente de determinacao igual a

0,91, o que é bastante bom.

Com base neste modelo linear, calculou-se, para o exemplo E, o nimero de

medianas estimado e comparou-se com o numero de medianas calculado pelo

algoritmo Greedy:
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N2 de N2 de N2 de Ne de
Componente mgdianas .medianas Componente mgdianas medianas
previsto pelo instaladas previsto pelo instaladas
modelo pelo Greedy modelo pelo Greedy
1 0,97 1 31 0,91 1
2 3,20 3 32 0,96 1
3 0,92 1 33 0,92 1
4 1,31 2 34 1,24 2
5 1,01 1 35 0,91 1
6 3,41 3 36 0,97 1
7 0,93 1 37 5,38 5
8 1,35 2 38 6,34 5
9 0,95 1 39 3,10 2
10 1,84 2 40 1,70 2
11 0,91 1 41 1,87 2
12 1,07 1 42 1,29 2
13 1,13 1 43 0,94 1
14 6,30 5 44 1,61 2
15 1,17 1 45 0,94 1
16 7,48 6 46 1,77 2
17 1,01 1 47 0,92 1
18 3,56 3 48 1,26 2
19 0,95 1 49 0,91 1
20 1,95 2 50 1,03 1
21 0,95 1 51 0,91 1
22 1,86 2 52 1,06 1
23 0,95 1 53 0,91 1
24 2,07 2 54 0,97 1
25 0,93 1 55 1,45 2
26 1,38 2 56 1,58 2
27 0,92 1 57 1,18 1
28 1,09 1 58 1,00 1
29 0,91 1 59 1,03 1
30 1,21 1 60 0,96 1

Tabela 7.11 — Comparacdo entre o nimero de medianas instaladas pelo algoritmo Greedy e o nimero
de medianas previsto pelo modelo de regressao linear.

Verifica-se que o numero de medianas estimadas com base no modelo e o

numero de medianas instaladas pelo algoritmo Greedy sao bastante semelhantes.
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Analisando outros exemplos, pode concluir-se que o modelo é, em geral, bom
para prever o numero de medianas que serdo escolhidas, principalmente porque da
sempre a perce¢ao de quais as componentes que terdo um maior nimero de medianas
e devolve proporcdes da mesma ordem de grandeza das calculadas pelo algoritmo

Greedy.

7.2 Comparagao entre o algoritmo Greedy e algoritmos Greedy restritos

Na subsecc¢do 7.1.1, usou-se o algoritmo Greedy para encontrar solu¢des para os
5 problemas dos exemplos apresentados e verificou-se que, na maioria dos casos, a
maior parte das medianas sdo instaladas em nds dos primeiros niveis. Como tal, usam-
se agora, para além do algoritmo Greedy usual, duas novas versdes restritas deste
algoritmo. Enquanto que o algoritmo Greedy usual percorre em cada iteragao todos os
nos do grafo em busca da melhor poupanca, os algoritmos restritos percorrem apenas
uma parte do grafo, em cada iteracdo. Designa-se por algoritmo “Greedy k+1” o
algoritmo Greedy que, apds a instalacdo de uma mediana no nivel k, restringe a
procura de uma nova mediana até ao nivel k+1 (nivel seguinte) e por “Greedy Metade”
o algoritmo Greedy que restringe a procura de uma nova mediana até metade dos
niveis do grafo.

Em cada exemplo, estes trés algoritmos sdo executados varias vezes,
dependendo do niumero que medianas a calcular.

Pretende-se comparar os varios tempos que os varios algoritmos demoram a

encontrar a solucdo e os custos dessas solugdes.

Nas tabelas seguintes encontram-se os resultados obtidos no estudo realizado

para os cinco exemplos, no cdlculo de 30, 50, 100, 150, 200 e 250 medianas.
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Exemplo A

meN:i::as Tempo de execugdo (em segundos) Custos/Solugdes (em euros)

p Greedy | Greedy k+1 | Greedy metade | Greedy | Greedy k+1 | Greedy metade
30 0 0 0 208575 215019 208575
50 0 0 0 144699 148407 144823
100 1 0 0 82365 82769 83269
150 1 1 1 56023 56297 58635
200 1 1 1 41066 41200 45301
250 1 1 1 31540 31602 36975

Tabela 7.12 — Resultados, para o exemplo A.

Exemplo B
N‘-’.de Tempo de execugdo (em segundos) Custos/Solugdes (em euros)
medianas

P Greedy | Greedy k+1 | Greedy metade Greedy Greedy k+1 | Greedy metade
50 1 0 0 10527997 12751265 10527997
100 1 1 1 3508393 4570833 3565318
150 1 1 1 2253028 2818309 2394801
200 1 1 1 1657671 1994248 1868282
250 1 1 1 1304088 1517588 1576957

Tabela 7.13 — Resultados, para o exemplo B.

Exemplo C
N‘-"de Tempo de execugdo (em segundos) Custos/Solugdes (em euros)
medianas

p Greedy | Greedy k+1| Greedy metade Greedy Greedy k+1 | Greedy metade
30 6 1 5 4881 6712 5286
50 9 4 8 3239 4078 3883
100 19 12 18 1874 2169 2858
150 28 21 28 1314 1462 2504
200 37 29 37 1014 1103 2309
250 45 38 47 814 876 2188

Tabela 7.14 — Resultados, para o exemplo C.

62




Exemplo D

meN:i::as Tempo de execugao (em segundos) Custos/Solugdes (em euros)

p Greedy | Greedy k+1| Greedy metade Greedy Greedy k+1 | Greedy metade
30 33 8 33 3866568 4939649 3866568
50 64 37 62 2278937 3067109 2278937
100 152 100 143 1248531 1494683 1254386
150 203 170 203 863039 966847 870992
200 303 263 289 662364 722336 672780
250 396 343 394 536785 569449 549362

Tabela 7.15 — Resultados, para o exemplo D.

Exemplo E
N‘-’.de Tempo de execugdo (em segundos) Custos/Solugdes (em euros)
medianas

p Greedy | Greedy k+1| Greedy metade Greedy Greedy k+1 | Greedy metade
100 22 3 11 2395735 4222575 2440383
150 41 8 19 1432132 2542986 1567778
200 66 14 25 1043177 1781787 1224145
250 83 21 31 811943 1347742 1035051

Tabela 7.16 — Resultados, para o exemplo E.

Para o exemplo E, apresentam-se ainda dois graficos comparativos para os trés

algoritmos, um para os tempos de execugdo e outro para os custos das solugdes.
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Tempos de execugdo dos trés algoritmos

90
80
70
60

Tempo (em 50
segundos) 40
30 Greedy k+1

B Greedy

20 - B Greedy metade
10 +
0 .

100 150 200 250
N2 de medianas

Figura 7.12 — Comparacdo dos tempos de execugdo dos 3 algoritmos, para o exemplo E.

Custos das solugdes dos 3 algoritmos
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Figura 7.13 — Comparacgdo dos custos das solugdes dos 3 algoritmos, para o exemplo E.

Da andlise destes dados pode concluir-se, principalmente para os exemplos de
maior dimensdo (C, D e E), que na maioria dos casos pode ser bastante vantajoso
restringir a busca do algoritmo Greedy a k+1 niveis pois diminui bastante o tempo de
execucao do algoritmo, apesar de aumentar o custo da solugao.

No exemplo A, o de menor tamanho, ndo se verifica uma melhoria em termos de

tempo (a excecdo de um caso) dos algoritmos restritos em relacdo ao algoritmo
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Greedy, mas também nao ha alteragbes significativas nos custos da utilizagdo dos
algoritmos restritos em relacdo ao algoritmo Greedy.

No exemplo B, também ha poucas evidéncias de vantagem em termos de tempo
nos algoritmos restritos e em alguns casos, principalmente na utilizacdo do algoritmo
restrito a k+1 niveis, ja se verifica um maior aumento ao nivel dos custos.

No exemplo C, nota-se ja uma melhoria significativa ao nivel do tempo de
execucao do algoritmo restrito a k+1 niveis, em relagao ao algoritmo Greedy, melhoria
essa que compensa o pequeno aumento dos custos. No algoritmo Greedy restrito a
metade dos niveis a melhoria dos tempos ndo é significativa e os custos sdo, em alguns
casos, elevados.

No exemplo D, ha evidéncias de vantagem no uso do algoritmo restrito a k+1
niveis, ao nivel dos tempos de execu¢dao, embora nalguns casos os custos aumentem
um pouco. Em relacdo ao algoritmo restrito a metade dos niveis, verifica-se uma
pequena vantagem, pois os tempos e os custos sdao semelhantes aos do algoritmo
Greedy.

No exemplo E, a vantagem da utilizacdo dos algoritmos restritos é bastante
significativa no que respeita aos tempos de execu¢dao, sendo maior no algoritmo
restrito a k+1 niveis. Em termos de custos, hda um ligeiro aumento na utilizacdo do
algoritmo restrito a metade dos niveis e um aumento razoavel, por vezes um pouco
elevado, na utilizacdo do algoritmo restrito a k+1 niveis.

Desta andlise, conclui-se que para os exemplos de pequena dimensao deve usar-
se o algoritmo Greedy. Contudo, tal como se pode observar pelo exemplo E, para os
exemplos de maior dimensdo o tempo de execucdo do algoritmo Greedy torna-se
muito elevado e as versdes restritas surgem mais atrativas. Assim, para os exemplos de
maior dimensdo podem usar-se os algoritmos restritos pois estes permitem uma
consideravel poupanca de tempo na busca das solugdes, poupanca essa que acaba por
ser mais importante do que o aumento verificado nos custos dessas solucées.

Esta conclusdo torna-se mais evidente se a solucdo obtida por um destes

algoritmos for posteriormente melhorada, usando um outro algoritmo (ver [3]).
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8. Conclusoes

Esta tese apresentou o problema da Gestdo Otima da Diversidade de Cablagens e
a sua aplicacdo na industria automovel.

Dado que, para problemas de grande dimensdo, encontrar uma solu¢ao pode
tornar-se um processo muito moroso, procurou-se estudar algumas carateristicas do
PGODC que tornassem esse processo mais rapido. Assim, estudaram-se algumas
carateristicas combinatérias do problema e concluiu-se que, na pratica, para o resolver
nao é necessario guardar informacao sobre todos os arcos na procura de medianas,
mas apenas os que ndo podem ser obtidos por transitividade. Este resultado permite
poupar bastante espaco de memaria aquando da resolucdo do problema.

Pelo facto de o PGODC ser classificado como NP-dificil, apresentou-se um
algoritmo Greedy, que se aplicou na resolucdo do mesmo. Apresentaram-se, também,
alguns resultados uteis na utilizagcdo deste algoritmo, para o caso particular em que o
grafo inclui todos os néds, a procura dos nds é unitdria (ou constante positiva) e o custo
de cada fio é unitario (ou constante positivo). Assim, concluiu-se que, neste caso, o
segundo no a ser escolhido pelo algoritmo Greedy pertence ao nivel 1, o terceiro
pertence ao nivel 2 e ndao é antecessor do nd ja escolhido no nivel 1, e que apds p
iteracdes do algoritmo, sendo k o maior nivel onde foi escolhido um nd, na iteragdo
p+1 apenas é necessario considerar os primeiros k+1 niveis. Mais uma vez, estes
resultados revelam-se muito importantes pois permitem poupar bastante tempo na
resolucao do problema, dado que o nimero de nds a analisar é menor.

Até aqui, o PGODC estava associado a um grafo orientado de pequena dimensao.
Mas como na realidade os problemas que surgem sdo bem mais complexos,
apresentou-se no Capitulo 6 a decomposicao do PGODC, bem como um exemplo real
de um problema resolvido através do algoritmo Greedy. Aqui a resolucdo do problema
processou-se em duas fases: primeiro decompds-se o problema em vdrios
subproblemas, resolvendo-se cada um deles através do algoritmo Greedy, e em
segundo aplicou-se o algoritmo Greedy para escolher o nimero medianas a selecionar
de cada subproblema. Portanto, o algoritmo Greedy surge aqui sob duas formas

distintas. Esta forma de resolver o PGODC permite poupar bastante tempo e fornece
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exatamente a mesma solugdo, em relagdo a aplicagdo do algoritmo Greedy ao
problema apenas uma vez ([4]).

Por fim, dado que para o caso em que o grafo pode ndo incluir todos os nds e os
custos e as procuras ndao sao constantes, nao existem resultados tedricos
comprovados, estudaram-se estatisticamente 5 exemplos reais do PGODC de uma
empresa de cablagens. Estes cinco exemplos sdo bastante diferentes uns dos outros,
sendo que o numero de componentes de cada um dos grafos correspondentes varia
entre 8 e 60, 0 nUmero de niveis por componente varia entre 9 e 18 e o nimero de nds
de cada grafo varia entre 3072 e 51840. Usou-se o algoritmo Greedy para obter
solugdes para cada um dos exemplos, para 4 valores de medianas: 50, 100, 150 e 200.
Com a amostra obtida, numa primeira fase, estudou-se a localizacdo das medianas nas
solugdes, concluindo-se que a maioria das medianas estao localizadas nos primeiros
niveis do grafo e que nos ultimos niveis do grafo estdo localizadas uma quantidade
minima ou nula de medianas. Esta conclusdo leva a pensar que algumas das
carateristicas estudadas para um caso particular no Capitulo 5, se poderdo manter em
alguns casos. Numa segunda fase, estudou-se a existéncia de correlacdo entre o
nimero de medianas selecionadas por componente e o custo dessa componente,
concluindo-se que existe uma correlacdo positiva forte entre as duas varidveis, quanto
maior é o custo da componente maior é o numero de medianas que se instalam na
mesma, e consequentemente que é possivel prever, com alguma exatiddo, o nimero
de medianas que sao selecionadas de cada componente, a partir do conhecimento do
custo da componente. Verificou-se num exemplo, usando um modelo de regressao
linear, que a previsao do numero de medianas por componente esta bastante préxima
do numero de medianas calculadas pelo algoritmo Greedy.

Posteriormente, com a motivacdo trazida pelos resultados do Capitulo 5 e pelo
resultado do estudo da localizacdo das medianas na solucdo, foi feito um estudo
estatistico, utilizando o algoritmo Greedy e duas outras versdes do algoritmo com
algumas restrigdes nas procuras: o algoritmo “Greedy k+1” que, apds a instalagao de
uma mediana no nivel k, restringe a procura de uma nova mediana até ao nivel k+1 e
o algoritmo “Greedy Metade” que restringe a procura de uma nova mediana até

metade dos niveis do grafo.
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Deste estudo concluiu-se que, para exemplos de grande dimens3ao, pode ser
bastante vantajoso utilizar o algoritmo Greedy com restricbes, nomeadamente o
“Greedy k+1”, pois o tempo de execugao deste algoritmo pode ser bastante inferior ao
tempo de execucdo do algoritmo Greedy propriamente dito. A Unica desvantagem é
que os custos das solu¢Ges obtidas desta forma sao um pouco mais elevados, mas para
problemas de grande dimensdo, extremamente morosos de resolver, o algoritmo
Greedy k+1 pode ser uma excelente alternativa.

Para exemplos de pequena dimensdo, é mais rentdvel usar o algoritmo Greedy
pois os tempos de execucdo dos trés algoritmos sdo semelhantes e com o algoritmo

Greedy obtém-se uma solugdo mais barata.
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Apéndice

Lema1:2k -1 > 2k2+1,parak > 2.

Prova:

Prove-se por indugao.

Parak = 2tem-se4 —1 > 4+1,ouseja,32 g

Para k > 2, suponha-se que 2k — 1 2 2*F1 ¢ mostre-se que:
2k+1)—13 Ak

2
ora, 2(k+1)—1=2k+2—-12 2k+1+2:2k+21+4:

_2(k+1)+2 2(k+1)+1
2 N 2 '

Lema 2: Seja C(k) = (2k — 1)(2"~*"1), neN, ke{2, ..., n}.
Entdo, C(k) = C(k + 1), parak = 2.

Prova:

Parak > 2 eparan = 4:

C(k) = 2k —1)(2"F).

Clk+1) = 2% +1) — D(2n&+D-1) = (2k + 1)(2"7*-2),

Assim, C(k) = C(k+1) o 2k - 12" * 1) > 2k+ 12" * ) o

2k+1
2

o2k-12> (Lema 1).

Lema 3: Seja k < n um inteiro ndo negativo, entdo parat = 2,

2n—(k+1) >t X 2n—(k+t).
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Prova( por indugao):
Parat = 2, tem-se:

2n—(k+1) > 2 x 2n—(k+2) & Pn—k=1 5 on-k-2+1 o, on—k-1 5 gn-k-1

Suponha-se que 2"~ K+1 > ¢ x 2n~(k+D @ prove-se que:

2n—(k+1) > (t + 1) % 2n—(k+t+1).

Assim, (t + 1) x 20~ k+t+1) — ¢ 5 pn-(k+t+1) 4 on—(k+t+1) -

t X 2n—(k+t) n—(k+1)
— + on—(k+t+1) < + on—(k+t+1) _

B 2 2
— 2n—(k+1)—1 + 2n—(k+1)—t — 2n—(k+1)(2—1 + 2—t) < 2n—(k+1)_
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