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Capitulo 1

Introducao

Neste documento estudar-se-ao resultados associados a sistemas dinamicos discretos,
lineares e invariantes no tempo. Esta escolha é motivada, por um lado, pelo facto
da andlise desta classe de sistemas poder ser feita com base em resultados simples,
intuitivos e com os quais estamos mais familiarizados e por outro lado, pelo facto de
uma grande parte dos sistemas fisicos poderem ser interpretados de uma forma bastante
natural através de sistemas discretos. Este tltimo argumento representa uma mais valia
sob o ponto de vista pratico. Como exemplos de aplicagao destes sistemas na modelacao
de fenémenos podemos referir a modelagao ambiental, as previsoes econémicas ou a
teoria dos cédigos convolucionais. Importa ainda realcar que a maioria das técnicas
desenvolvidas para sistemas discretos também sao validas, embora com as devidas

alteragoes, para sistemas continuos [O1s94], que nao sao alvo deste estudo.

Dado um sistema, a relagao entrada-saida caracteriza o comportamento do mesmo,
permitindo assim estabelecer uma relacao que especifica as caracteristicas do sistema
que se pretende estudar. Porém, essa descricao externa do sistema considera-se com-
pleta quando é possivel relacionar algumas componentes fisicas, recorrendo a variaveis
auxiliares, denominadas variaveis de estado, obtendo-se uma descricao interna do sis-
tema. No entanto a descricao interna de um sistema nao é tnica, podendo variar o
numero de varidveis auxiliares introduzidas (isto é, a dimensao do espago de estados).
Por uma questao de eficiéncia é importante considerar as descricoes com dimensao de

espaco de estados minima.
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Em 1950, Kalman provou que a relacao entrada-saida anteriormente referida permite
aceder a parte atingivel e observavel de um sistema e que esta é a que tem menor di-
mensao do espaco de estados associado, sobre sistemas que possuem a mesma relagao
entrada-saida. A determinacao de uma descri¢ao interna com dimensao minima, par-
tindo da descricao externa, ficou conhecida como o problema da realizagao minima. Na
tentativa de obter resposta para este problema, Kalman determinou uma forma de re-
duzir um sistema a sua forma atingivel e observavel. Este passo foi o ponto de partida
para a resolugao do problema da realizacdo minima. [KFAG9] fornece um algoritmo,
designado por algoritmo de Ho, que permite calcular uma descricao minima de um
sistema com relacao entrada-saida expressa em termos de uma sucessao de matrizes
denominadas parametros de Markov. Porém este algoritmo assenta no pressuposto de
que existe um nimero infinito de parametros de Markov disponiveis. Uma vez que este
pressuposto nem sempre se verifica, iniciou-se a procura de um método que solucio-
nasse o problema quando existe apenas um nimero finito de parametros de Markov
conhecidos, isto é, quando a informacao sobre o sistema é limitada. Este documento
dara especial destaque a resolucao desta questao. A este problema chamamos pro-
blema da realizacao parcial. Perante este novo conceito, o objectivo é determinar as
descricoes de sistemas com menor dimensao de espaco de estados e cuja sucessao de
parametros de Markov tenha como primeiros parametros os parametros de Markov
inicialmente disponiveis. Obtém-se assim sistemas que possuem um comportamento

inicial semelhante ao sistema original.

Deste modo, estabelecemos como objectivos primordiais deste estudo conhecer pro-
priedades de realizacoes parciais minimas, averiguar se sao unicas e determinar uma
realizacao parcial de menor dimensao directamente a partir dos dados do sistema dis-

poniveis.
O documento estd organizado como se descreve a seguir.
Capitulo 2 - Nocoes basicas

Na primeira seccao deste capitulo introduzem-se alguns conceitos basicos da teoria dos
sistemas lineares, nomeadamente a representacao de um sistema através de um modelo
de espago de estados. Desta descricao resultard um dos conceitos fundamentais deste
estudo, os parametros de Markov, que como veremos assumem especial importancia

no tema desta dissertacao. Nas duas ultimas seccoes, para além de se introduzir as



propriedades de atingibilidade e de observabilidade de um sistema, apresenta-se um
processo para obter sistemas atingiveis e observaveis com os mesmos parametros de
Markov.

Capitulo 3 - Teoria da realizacao

Os resultados deste capitulo sao importantes para o estudo das realizagoes parci-
ais. Deste modo, comega-se por introduzir a nocao de realizacdo de uma sucessao
de parametros de Markov por um sistema e averigua-se quando é que uma sucessao
deste tipo é de facto realizavel, evidenciando a importancia da relacao que se pode
estabelecer entre as matrizes de atingibilidade e observabilidade do sistema e a matriz
de Hankel, definida a custa dos parametros de Markov. Introduz-se ainda o problema
da realizacao minima. Na seccao seguinte apresenta-se um dos mais interessantes re-
sultados descobertos na teoria da realizacao que estabelece que dois sistemas minimos
com os mesmos parametros de Markov sao algebricamente equivalentes. Seguidamente
apresenta-se um algoritmo conhecido por algoritmo de Ho que fornece explicitamente
a realizacao minima pretendida. Na tltima seccao, apresentam-se dois exemplos ilus-

trativos da aplicacao do algoritmo de Ho.
Capitulo 4 - Realizagoes parciais

Este capitulo é destinado exclusivamente ao estudo de realizagoes parciais minimas
para uma sequéncia finita de parametros de Markov, contendo assim os resultados
mais importantes no ambito desta tese, e subdivide-se em duas etapas. Na primeira
etapa define-se um critério para a existéncia de uma realizacao parcial minima tnica,
com base no conceito de extensao da sequéncia dada a uma sucessao de parametros
de Markov. Quando o critério estabelecido é satisfeito, constréi-se a realizagao parcial
minima recorrendo novamente ao Algoritmo de Ho. Na segunda etapa da-se resposta ao
problema da determinacao de uma realizacao parcial minima quando o critério referido
anteriormente nao é satisfeito. Finalmente explora-se exaustivamente um exemplo

ilustrativo deste ultimo caso.
Capitulo 5 - Conclusao

Este capitulo apresenta algumas consideragoes finais que importam reter.






Capitulo 2
Nocoes basicas

A grande maioria dos fenémenos naturais e/ou processos tecnolégicos podem ser descri-
tos através de modelos/sistemas matematicos cujas caracteristicas sdo encaradas como
variaveis. Matematicamente, o estudo destes fendémenos traduz-se na concretizacao das
variaveis dos sistemas que os descrevem, sendo estas, como veremos de seguida, clas-
sificadas como varidveis de entrada e de saida, existindo também variaveis auxiliares

que sao conhecidas como variaveis de estado.

Quando as variaveis sofrem uma evolugao ao longo do tempo, estamos na presenca de
sistemas dinamicos. Assim, as variaveis de um sistema dinamico sao fungoes do tempo e
tomam valores num determinado conjunto designado por universo das variaveis. Deste
modo, designando por T o conjunto temporal do sistema e por W o universo das
varidveis, o conjunto de todas as funcoes de T em W dado por WT = {w|w : T — W}
representa o conjunto das varidveis do sistema que se pretende descrever. Nesta dis-
sertacao vamos considerar que o conjunto temporal do sistema assume valores inteiros,

isto é, que T = Z. Estes sistemas sao denominados sistemas discretos.

As variaveis de um sistema dinamico e discreto relacionam-se mediante leis que o defi-
nem. Geralmente estas leis transmitem relagoes causa-efeito. As varidveis de entrada
sao consideradas os agentes exteriores que actuam no sistema (causa), influenciando
o valor das restantes variaveis (efeito). Mais especificamente é possivel estabelecer
relagoes entre as varidveis de estado, de entrada e de saida que modelam um sistema.

Estas relacoes permitem conhecer, por um lado,o valor das variaveis de estado de um
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sistema num determinado instante, recorrendo ao valor das varidveis de estado e de
entrada no instante anterior e por outro lado, a resposta de um sistema num determi-
nado instante, recorrendo ao valor das variaveis de estado e de entrada nesse mesmo

instante. Quando estas relagoes sao lineares, estamos na presenca de sistemas lineares.

Um outra propriedade que se assume neste estudo é a invariancia no tempo, na medida
em que as leis que modelam o sistema nao mudam ao longo do tempo. Ou seja, desde
que se mantenham as mesmas condigoes iniciais e a mesma entrada, a resposta produ-

zida pelo sistema é a mesma independentemente do intervalo de tempo considerado.

Assim, de agora em diante, por uma questao de simplificacao de linguagem, sempre
que nos referirmos a sistemas estaremos a considerar sistemas dinamicos, discretos,

lineares e invariantes no tempo.

O estudo de sistemas pode ser realizado recorrendo a uma descricao com base num
modelo matematico designado por modelo de espago de estados que se define na secgao
seguinte. Serao ainda analisadas propriedades pertinentes destes modelos nas seccoes
posteriores. Para maior detalhe ver [Roc08], [FM94] e [Kai80].

2.1 Modelo de espaco de estados

Definicao 2.1.1. Um modelo de Espaco de Estados permite descrever um sistema

através das sequintes equagoes

onde

21 (t) uy (t) yi(t)

#lt) = xQ:(t) er )= | 0 | err ey yQ;(t) %
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designam o vector de estado, o vector de entrada, e o vector de saida do sistema no
instante t, respectivamente. As matrizes de numeros reais A, B, C e D tém dimensdes
nXxXn,nxXm,pxn epxm, respectivamente. O sistema descrito por (2.1) representa-
se por X = (A,B,C, D) e diz-se que tem dimensdo n. Os numeros inteiros m e p
representam o numero de entradas e de saidas do sistema, respectivamente. O espaco
vectorial R™ € designado espaco dos estados e os seus elementos sao chamados estados
do sistema. Os espacgos vectoriais R™ e RP sao designados espaco das entradas e das

saidas, respectivamente.

A primeira equagao de (2.1) caracteriza o sistema internamente e designa-se por equa¢ao
de estados enquanto que a segunda equacao de (2.1) representa uma descri¢ao externa

do sistema designada por equacao de saida.

Importa reforcar a ideia que, considerando um instante inicial ¢ = ¢y, o estado nesse
instante inicial contém toda a informagao necessaria para conhecer o comportamento
do sistema, isto é, os valores de x(t) e y(t) para t > tq, desde que u(t) seja conhecido
para t > ty. Uma vez que estamos na presenca de sistemas invariantes no tempo, o
comportamento do sistema nao depende do instante inicial escolhido. Por uma questao
de simplificagao, vamos entao considerar de agora em diante que o instante inicial é
nulo, isto é, typ = 0. Assim, o valor do estado, num instante arbitrario k > 1, depende
somente do estado inicial, z(0), e dos valores da entrada, u(.), nos instantes 0, 1, ..., k—1,

e é dado por
k—1

(k) = AFz(0) + )~ A Bu(i). (2.2)

1=0

De facto, para k = 1, substituindo ¢ por 0 na equagao de estados de ¥ = (A, B,C, D),
x(t+ 1) = Ax(t) + Bu(t), obtemos

z(1) = Az(0) + Bu(0).

Supondo, por indugdo matematica, que (2.2) é verdadeira para k, vamos provar que

também o é para k + 1. Assim
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x(k+1) = Ax(k)+ Bu(k)

k—1
= A(A*2(0) + ) A¥'Bu(i)) + Bu(k)
= A“%ﬂn+§iAW”4”BM®+BMH

k
= AFg(0) 4 AETDTI B,

=0

o que prova (2.2), para todo k > 1.

Atendendo agora & equacao de saida de ¥ = (A, B,C, D) dada por y(t) = Cx(t) +

Du(t), temos que a saida, num instante arbitrario k > 1, é dada por

y(k) = CAF2(0) + i CA* " Bu(i) + Du(k). (2.3)

=0

As matrizes D e CA'B, para | > 0, que aparecem em (2.3) tém um significado inte-
ressante na descricao de um sistema em que se considera as condigoes iniciais nulas,
isto é, (0) = 0.

Definicao 2.1.2. Os parametros de Markov Y;, para i > 0 de um sistema, ¥ =
(A, B,C, D), com m entradas e p saidas, sio matrizes de RP*™ definidas do sequinte

modo

Yo = D
) , (2.4)
Y, = CA"'B, parai> 1.

Tendo em conta a defini¢ao anterior é possivel reescrever (2.3) do seguinte modo

k-1
y(k) = CA*z(0) + ZYkﬂ'u(i) + You(k), para k > 1.

1=0

Suponhamos agora que o sistema 3 = (A, B, C, D) se encontra inicialmente em repouso,

isto ¢, x(0) = 0. Neste caso ¢ possivel estabelecer uma relagdo entre as entradas u(.) e
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as saidas y(.) do sistema com base nos seus parametros de Markov, da seguinte forma,

y(0) = You(0)
y(1) = Yiu(0) + You(1)
y(2) = You(0)+ Yiu(l) + You(2)

y(k) : Yiu(0) + -+ - + Yiu(k — 1) + You(k)

Deste modo, concluimos que a resposta de um sistema fica completamente determinada
pelos seus parametros de Markov. Observe-se ainda que se aplicarmos a entrada u(.),
definida por

e; sek=0

u(k) = ;

0 caso contrario
onde e; representa o i-ésimo vector da base candnica de R", entao a saida do sistema
é dada por

y(0) = De; e y(k)=CA*'Be;, para k> 1.

Estas saidas designam-se por resposta ao impulso para um impulso unitario aplicado a
i-ésima entrada. Note-se que y(0) é a i-ésima coluna de D e y(k) corresponde a i-ésima

coluna da matriz CA*~'B para k > 1. Consequentemente a sucessao
D,CB,CAB,CA’B, ...

¢é designada por resposta ao impulso do sistema. Repare-se que os termos desta su-
cessao correspondem precisamente aos parametros de Markov do sistema. Assim, para
sistemas lineares discretos, a sucessao dos parametros de Markov Y = {Y;, Y1, ...} cor-

responde a resposta impulsional do sistema.

Definicao 2.1.3. Seja Y = {Y, Y1, Ys...} uma sucessao infinita de matrizes do tipo
pxm. Dizemos que ¥ = (A, B, C, D) € uma realizagdo da sucessio Y se (2.4) acontece.

Neste caso, diz-se que Y € realizavel.

Definigao 2.1.4. Dois sistemas ¥ = (A, B,C,D) e ¥ = (A, B,C, D) de dimensio n
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dizem-se algebricamente equivalentes se existe uma matriz invertivel T, do tipo n X n,

tal que

A=T7'AT, B=T'B, C=CT e D=D. (2.5)
A proposigao seguinte mostra que dois sistemas algebricamente equivalentes sao rea-
lizacoes da mesma sucessao de parametros de Markov.

Proposicao 2.1.5. Dois sistemas algebricamente equivalentes tém os mesmos parametros
de Markov.

Prova: Sejam ¥ = (A, B,C, D) e > = (fl, B,C, D) sistemas algebricamente equiva-

lentes de dimensao n. Pretendemos provar que

CA'B = CA'B, parai > 0.

Por definicao de sistemas algebricamente equivalentes, sabemos que existe uma matriz

T invertivel, do tipo n x n, tal que (2.5) acontece. Assim, vem que
CA'B = (CT)(T*AT)(T™'B). (2.6)

Observe-se que (T7'AT)" = T7YA'T, para i > 0. Portanto, de (2.6), resulta que, para
i >0,
CA'B = CTT 'A'TT'B
_ CAB,

como se pretendia mostrar. ]

Por fim, vamos ver que os parametros de Markov de um sistema, excluindo o primeiro
parametro, obedecem a uma relacao de recursividade. O teorema seguinte é crucial na

demonstracao deste resultado e vai ser extremamente 1til no decorrer deste documento.

Teorema 2.1.6. (Cayley-Hamilton [HJ85]) Sejam A uma matriz quadrada de di-

mensio n X n e p(A) = det(\l, — A) = A" + a, 1 A" + -+ ap o seu polindmio
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caracteristico, onde a; € R, i =0,...,n— 1. Entdo p(A) =0,, i.e.,

A" + oy AV o+ apl, =0,

Embora o proximo resultado seja usado somente na préxima secgao optamos por consi-

dera-lo nesta fase do documento uma vez que segue directamente do teorema anterior.

Corolario 2.1.7. Seja A uma matriz quadrada de dimensao nxn. Entao, para k > 0,

existem escalares py;, parai=0,...,n— 1, tais que
Ak = ,LLk’()In + ,U/kylA + -+ ,U/k,n_lAnil. (27)

Prova: Se k < n, entao (2.7) é trivialmente satisfeita. Basta considerar py, = 1 e

M0 = " = Mkk—1 = Mkl = " = fgn—1 = 0.

Se k = n, entdo, pelo Teorema de Cayley-Hamilton (Teorema 2.1.6) , sabemos que

existem escalares a; € R, ¢ =0,...,n — 1, tais que

A" = —Oé()] — = Oén_lAn_l. (28)

Logo (2.7) é satisfeita para u; = —a;.

Seja k > n. Suponhamos, por indugdo matemética, que (2.7) é satisfeita para k. Pre-
tendemos provar que (2.7) também ¢é satisfeita para k-+1, isto é, que A1 é combinacao
linear de I,,, A,..., A" L.

Observe-se que A¥! = A*A. entdo por hipétese de inducao sabemos que existem

escalares [0, ..., kn—1 € R tais que (2.7) é satisfeita. Assim sendo, resulta que

AR — (w0 ln + pei A+ .+ ,uk,nflAn_l)A
= proA+ i A%+t 1 AT (2.9)
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Finalmente, de (2.8) e (2.9) obtém-se

AL = feoA + e A%+ o o1 (—aoln — A — o — o AT
= —ootkn—1ln + (ko — ik n—1)A+ . + (-2 — Oénf1/vbk,n71)z4n71,

como se pretendia provar. Ll

O teorema seguinte também é consequéncia do Teorema de Cayley-Hamilton (Teorema
2.1.6)

Teorema 2.1.8. Seja X = (A, B,C, D) um sistema de dimensao n. Entao existem

escalares (3, ..., Bn_1 € R tais que
Yok = BoYe + o + Br1Yorn—1, (2.10)

para k > 1.

Prova: Pelo Teorema de Cayley-Hamilton (Teorema 2.1.6), sabemos que existem es-

calares reais 5; = —q;, para i =0,...,n — 1, tais que

A" = —qpl — - — a1 AVL (2.11)

Seja k > 1. Multiplicando (2.11), & direita, por A*~! vem que

An+k—1 _ —OloAk_l — . — a/n_lAnJ'_k_Q‘ (212)

Multiplicando (2.12), a esquerda, por C' e, a direita, por B temos que
CA"™ 1B = —qyCA* B — ... — a, ;CA"™ 2B, (2.13)
De acordo com a Defini¢ao 2.1.2, (2.13) é equivalente a
Yotk = —aYe — -+ — ap1Yoip-1,

como pretendiamos mostrar. Il
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2.2 Atingibilidade

Nesta seccao vamos estudar em que medida as entradas que se introduzem num sis-
tema influenciam a sua dinamica. Para tal, introduziremos o conceito de atingibili-
dade. Concretamente, estamos interessados em caracterizar o conjunto de estados que
sao possiveis alcancar partindo de um determinado estado inicial conhecido e através
de determinadas entradas incutidas ao sistema. Em particular, e relembrando que
nesta dissertacao estamos a considerar apenas sistemas lineares e invariantes no tempo,
considere-se que o valor do estado em ty = 0 é nulo, isto é, o sistema encontra-se inici-

almente em repouso.

Definicao 2.2.1. Sejam ¥ = (A, B,C, D) um sistema de dimensio n e k € N. Um

estado x* € R™ € atingivel em k passos se, assumindo x(0) = 0, existe uma entrada

u(.) tal que
t = iAk—l—iBu(z) (2.14)
: u(k —1)
— [B AB ... A'HB] “<kz_2> _ (2.15)
u(0)

Ao conjunto de todos os estados atingiveis em k passos denotamos por Ri(A, B).

Proposicao 2.2.2. Sejam ¥ = (A, B,C, D) um sistema de dimension e k € N. O

conjunto Ri(A, B) é um subespago vectorial de R™.

Prova: E ¢bvio que Ry(A, B) C R™ e que Ry(A,B) # 0, pois 0 ¢ atingivel em k
k-1

passos. De facto, se considerarmos u = 0, temos que 0 = Z AR Bu(d).
=0

Temos ainda de mostrar que se x1, T3 € Ri(A,B) e a,f € R entdo ax; + fry €
Ri(A, B).

Sejam z1, xo € Ry(A, B) arbitrdrios. Uma vez que z1 € Ri(A, B) temos, pela De-
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finigao 2.2.1 que existe u;(.) tal que z; = Z A" By, (4). Do mesmo modo, sabemos
k-1
que existe uy(.) tal que x5 = Z A" Buy(i). Portanto, para quaisquer a, 3 € R vem
que =
k—1
ary + fre = Z AR By + Bug)(4). (2.16)
=0

Logo existe u(.) := (aui+pPuz)(.) tal que (2.14) acontece, como se pretendia provar. [

Ao subespago vectorial Ry(A, B) chamamos subespago atingivel em k passos. Observe-
se ainda que de (2.15) segue que Ri(A, B) = Im [B AB .- Akle].

A definigao seguinte caracteriza um estado atingivel.

Definigao 2.2.3. Seja ¥ = (A, B,C, D) um sistema de dimensao n. Um estado z* €
R™ diz-se atingivel, se for atingivel em k passos, para algum k € N. O conjunto de

todos os estados atingiveis denota-se por R(A, B).

Note-se que R(A, B) URk (A,B). Além disso, observe-se que os subespacos

atingiveis em k passos, para k: > 1, satisfazem a seguinte cadeia de inclusao
Ri(A,B) CRy(A,B)C--- CRy(A,B) CRu1(A,B)C---. (2.17)

De facto, se z* € Ri(A, B) entao existem u(0), ..., u(k — 1) tais que

u(k —1)
¢ = B ap . Aol
u(0)
e portanto
u(k —1)
# = B AB o A AB| | | € R4 B).
u



2.2. Atingibilidade 15

Assim, Ry (A, B) C Ri41(A, B), para k > 1. Além disso, (2.17) é estaciondria para k >
n, pois Rig(A, B) = Im [B AB --- A’“”B] e pelo Corolario 2.1.7, A*B = py 0B +
pk1AB + -+ + g n 1 A" B, para alguns pigg, ..., ka1 € R. Ou seja, R, (A, B) =
Ri(A, B), para k > n. Assim cada estado em R(A, B) é atingivel em pelo menos n

passos, e portanto

R(A, B) = | Re(A, B) = Ro(A, B) = Im [B AB ... An—lB} (2.18)
k=0
é um subespaco vectorial de R™. A matriz [B AB .- A"*IB} de dimensao n x nm,

diz-se matriz de atingibilidade do sistema ¥ = (A, B,C, D), ou simplesmente do par
(A, B), e representa-se por R(A, B).

Definigao 2.2.4. Seja ¥ = (A, B,C, D) um sistema de dimensao n. R(A,B) € o
subespaco wvectorial de R™ constituido pelos estados atingiveis de Y e designa-se por

subespaco atingivel.
O resultado seguinte enuncia uma propriedade do subespaco atingivel de um sistema
que serd usada na proxima secgao.

Lema 2.2.5. Seja R(A, B) o subespaco atingivel de um sistema ¥ = (A, B,C, D).
Entao R(A, B) é A-invariante.

Prova: Pretendemos provar que se x € R(A, B) entdo Az € R(A, B). Suponhamos

que X tem dimensao n.

Seja x € R(A, B) arbitrario. Entao x € R(A, B) = Im [B AB .- A"B|, o que
implica que Az € Im [AB A’B ... A”B} e consequentemente Ax € R,,1(A, B) =
Im [B AB --- A”B] Deste modo, e porque R(A, B) = R,.(A, B) = R,u+1(A, B),
resulta que Az € R(A, B). O

Nesta fase da dissertacao interessa definir os sistemas em que todos os estados sao
atingiveis ja que a exploragao deste tipo de sistemas possibilita estabelecer propriedades

interessantes no estudo que se pretende realizar, como se vera nos capitulos seguintes.
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Definigao 2.2.6. Seja ¥ = (A, B,C,D) um sistema de dimensio n. Entdo % €
atingivel, ou simplesmente o par (A, B) € atingivel, se R(A, B) = R".

O teorema seguinte fornece um critério simples para verificarmos se um dado sistema

¢ atingivel e é consequéncia imediata da Defini¢ao 2.2.6 e de (2.18).

Teorema 2.2.7. Dado um sistema % = (A, B,C,D) de dimensdo n, as sequintes

condicoes sao equivalentes.
(1) O par (A, B) € atingivel;
(2) rank R(A, B) = n.
Observe-se que, apesar de sabermos que se ¥ = (A, B,C, D) é um sistema atingivel

de dimensao n, todos os seus estados sao atingidos em pelo menos n passos, pode

acontecer que todos os estados sejam atingidos em NN passos, para algum N < n.
Considere-se a seguinte notacao
R,(A,B) = [B AB ... AYIB|, parat > 1,

que serd ttil na proxima definicao.

Definicao 2.2.8. Dado um sistema ¥ = (A, B,C, D) atingivel, de dimensao n. Cha-

mamos indice de atingibilidade ao menor inteiro N tal que

rank Ry (A, B) = rank [B AB .- ANTIB| =n.

2.3 Decomposicao de atingibilidade de Kalman

Nesta seccao veremos que, dado um sistema nao atingivel é sempre possivel obter um
sistema atingivel, de dimensao menor ao inicialmente considerado, com os mesmos

parametros de Markov.
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Definicao 2.3.1. Seja ¥ = (A, B,C, D) um sistema onde

A Ap

By
0

B =

e 0s blocos Ay1,A12, Ags € By sdo matrizes do tipor Xr, rx (n—r), (n—r) X (n—r)
e r X m, respectivamente e o par (A1, By) € atingivel. Dizemos que ¥ se encontra na

forma de atingibilidade de Kalman.

Proposicao 2.3.2. Todo o sistema € algebricamente equivalente a um sistema na

forma de atingibilidade de Kalman.

Prova: Seja ¥ = (A, B, C, D) um sistema de dimensao n. Se (A, B) é atingivel, entao

> encontra-se na forma de atingibilidade de Kalman.

Suponhamos agora que (A, B) nao ¢é atingivel. Entao sabemos que
rank R(A, B) = r, para algum r < n.

Seja By = (by, by, ..., b,) uma base de Im R(A, B). Complete-se a base B; de forma
a obter uma base de R™, digamos By = (by,ba, ..., b, b41, ..., b,). Defina-se agora a
matriz invertivel T' = [bl -+« b, b1 -+ by| eumnovo sistema, Y= (A B,C, D)
algebricamente equivalente a X, onde (A, B,C, D) = (T'AT,T~'B,CT, D). Vamos

ver que Y estd na forma de atingibilidade de Kalman, isto é, que

A Ap
0 Ay

B,
0

Y

onde os blocos A1y, A1z, Agg e By sdo matrizes do tipo r xr, rx (n—r), (n—r) X (n—r)

e r X m, respectivamente e que o par (A1, By) é atingivel.
Observe-se que

AT = A[bl by <o by by - bn}
- [Ab1 Aby -+ Ab, Abyyy - Abn]
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Por outro lado, como by, by, ..., b, € R(A, B) e, pelo Lema 2.2.5, R(A, B) é A- invari-
An

ante, temos que Aby, Ab,, ..., Ab, € R(A, B), ou seja [Abl Aby - Abr} =T 0

)

All A12

22
sao matrizes do tipo r x (n — 1) e (n — r) x (n — r), respectivamente.

onde A;; é uma matriz do tipo r x r. Logo A=T1AT = ,onde Ajg, Ao

Observe-se ainda que as colunas de B sao elementos do subespago vectorial R(A, B) =

Im [B AB --- A" !'B|. Logo sao combinacao linear dos vectores by, b, ..., b,, ou
seja,
By
B=T ,
0

- B
onde B; é uma matriz do tipo r x m. Logo B=T"'B = | '|.

Assim, provou-se que as matrizes A e B tém a forma pretendida.

Pretendemos agora mostrar que o par (A1, By) é atingivel. Pelo Teorema 2.2.7 basta

provar que rank [ B, - A71“1*1 31} = r. Note-se que
[B An—lg] _ | B A B
0o --.. 0
Portanto
rank [31 A?l—lBl] = rank [B Anflé:|
= rank T7! [B A”*IB} ]

Uma vez que a matriz 7! é invertivel, concluimos que

rank |B; --- A?l_lBl} = rank [B A"*IB}

=7

Além disso, pelo Teorema de Cayley-Hamilton (Teorema 2.1.6), como A;; tem dimensao
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X,
rank [Bl Aglel} = rank [Bl A’fl_lBl]
e, portanto
rank [Bl AHIB1] =
como pretendiamos mostrar. O

O resultado que se estabelece de seguida permite concluir que dado um sistema na
forma de atingibilidade de Kalman ¢é possivel obter um seu subsistema atingivel tal

que ambos possuem os mesmos parametros de Markov.

Proposicao 2.3.3. Seja ¥ = (A, B,C, D) um sistema de dimensao n, com m entradas

e p saidas, na forma de atingibilidade de Kalman, isto é, tal que

Ay A
0 Ay

By
0

Y

e C = [ c, G } , (2.19)

onde 0s blocos Ay, A1z e Ayg sao matrizes do tipor xr, rx (n—r), (n—r)x (n—r),
respectivamente, para v < n. As matrizes By, C7 e Cy tém dimensdo r X m, p X r,
p X (n —r), respectivamente e o par (Ai1, By) € alingivel. Entao os sistemas ¥ e

Y1 = (Ay1, By, C4, D) tém os mesmos parametros de Markov.

Prova: Basta provar que
CA'B=CA, B, i>0. (2.20)
Seja i > 0. De (2.19) resulta que

A Ap
0 Ay

B,

CA'B — FIQ] .
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Note-se que

%

A A
0 A

0 Al

Y

onde L; é uma matriz do tipo r x (n — r). Logo,

By
0

caB = |o a0
22

By

= |y, L

para L; = C1L; + CyA%,. E portanto, CA'B = Cy A}, By, como se pretendia mostrar.
O

Em suma, das Proposicoes 2.1.5, 2.3.2 e 2.3.3 concluimos que dado um sistema X, de
dimensao n, é possivel determinar um sistema atingivel, de dimensao » < n, com os
mesmos parametros de Markov. A pertinéncia desta conclusao torna-se mais evidente
quando aliada ao facto de que, como vimos anteriormente, o comportamento de um

sistema é completamente determinado pelos seus parametros de Markov.

2.4 QObservabilidade

O conceito de observabilidade de um sistema linear discreto refere-se a possibilidade

de se obter informacao sobre o estado inicial a partir da entrada e da saida do sistema.

Defini¢ao 2.4.1. Um sistema ¥ = (A, B,C, D) ¢é observavel se

A" >0:u0)=---=ut)=0,y0)=---=yt)=0=2(0)=0 (2.21)

A condigao (2.21) da defini¢ao anterior pode ser reformulada como se segue

Jt* > 0:y(t) = CA'2(0) =0,t =0,1,2,...t* = 2(0) = 0,
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que ¢é equivalente a

C
CA
Jt* >0 ' z(0) = 0= z(0) =0.

Ou seja, X = (A, B,C, D) é observavel se e sé se

C
CA
It >0 : ker _ = {0}. (2.22)
CA;*_I
Facilmente se vé que
C C
C CA CA
ker C' D ker D .- Dker D ker D...
CA : :
CA! CA"

Por outro lado, para k > n—1, o Teorema de Cayley-Hamilton (Teorema 2.1.6) implica

que
C C
CA CA
ker ) = ker
C Ak C A1

Concluimos assim que X é observavel se e s0 se

C

CA
ker : = {0}. (2.23)

CAnfl
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C
CA

A matriz ) , de dimensao np x n, chamamos matriz de observabilidade e repre-

OAn—l
sentamos por O(C, A). De (2.23) segue imediatamente o teorema seguinte.

Teorema 2.4.2. Um sistema ¥ = (A, B,C, D), de dimensao n, é observdvel (ou o par

(A,C) € observdvel) se e so se

rank O(C, A) =n (2.24)
Defina-se
C
CA
Os(C,A) = . , para s > 1.
CAs—l

Um sistema observavel é caracterizado por rank O(C, A) = n. No entanto pode existir

um inteiro, N’, menor do que n para o qual rank O/ (C, A) = n.

Defini¢ao 2.4.3. Dado um sistema ¥ = (A, B,C, D), de dimensao n. Chamamos

indice de observabilidade ao menor inteiro N' tal que

C

CA
rank Oy (C, A) = rank . =n.

CA}V’fl

2.5 Decomposicao de observabilidade de Kalman

Veremos nesta seccao que, dado um sistema nao observavel é sempre possivel obter um
sistema observavel, de dimensao menor ao inicialmente considerado e com os mesmos

parametros de Markov.
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Definicao 2.5.1. Seja ¥ = (A, B,C, D) um sistema onde

Ao A

A= eC:[Cl O]

e 0s blocos A1, Aa1, Ay e Cy sao matrizes do tipor xr, (n—r)xr, (n—7r)x (n—r)
e p X r, respectivamente e o par (Ay1,C1) € observavel. Dizemos que 3 se encontra na

forma de observabilidade de Kalman.

Tal como na seccao anterior, é sempre possivel determinar um sistema na forma de
observabilidade de Kalman algebricamente equivalente a um dado sistema. Na de-
monstracao deste resultado utilizaremos o conceito de dualidade que, na pratica, re-
presenta um recurso bastante eficiente sempre que se estd na presenca de um sistema
nao atingivel ou nao observavel, e se pretende obter um sistema atingivel ou observavel,

respectivamente, no caso de ja termos informagao sobre o sistema dual.

Proposicao 2.5.2. Todo o sistema é algebricamente equivalente a um sistema na

forma de observabilidade de Kalman.

Prova: Seja 3 = (A, B,C, D) um sistema de dimensao n com m entradas e p saidas.

Se (A, C') é observével, entao 3 encontra-se na forma de observabilidade de Kalman.

Suponhamos agora que (A, C') ndo é observavel. Entao sabemos que

rank O(C, A) = r, para algum r < n. (2.25)

Consideremos o dual de %, isto 6, o sistema ¥ = (AT, CT, BT, DT). Uma vez que
R(AT,CT) = O(C, A)T, temos que

rank R(A”, CT) = r. (2.26)

Portanto 3 nao é atingivel. Pela Proposicao 2.3.2, sabemos que existe uma matriz V/,
do tipo n X n, invertivel que permite obter um sistema algebricamente equivalente a )

na forma de atingibilidade de Kalman, isto é,



24 Capitulo 2. Nogoes basicas

o
|
5
e

S
<
|

onde os blocos Ay, Aya, Asy e Cy sdo matrizes do tipo r X 7, r X (n—r), (n—r)x(n—r)

e r X p, respectivamente e o par (12111, CN’l) é atingivel, isto é, rank R(/Nlu, C’l) =r.

Assim, definindo S = (V17| temos que

. Af
STIAS = VIAW Y = (viaTvyT = A7 = | )
AL, AL
12 22

Cs=C(v )T = (e =¢T = [T o,

onde o par (AT, CT) é observével, visto que rank O(CT, AT)) = rank R(A;, C))T = r.

Assim, o sistema ¥ = (S7!AS,S71B,CS, D) estd na forma de observabilidade de

Kalman e ¢ algebricamente equivalente a >, como se pretendia. Il

De modo andlogo ao que foi estabelecido para um sistema na forma de atingibilidade
de Kalman, dado um sistema que se encontra na forma de observabilidade de Kalman,
¢ possivel obter um seu subsistema observavel com os mesmos parametros de Markov,

como se enuncia no resultado que se segue.

Proposicao 2.5.3. Seja ¥ = (A, B,C, D) um sistema de dimensao n, com m entradas

e p saidas, na forma de observabilidade de Kalman, isto €, tal que

A11 0
A21 A22

By
By

I

¢ O:[Cl o}

e 0s blocos Ay1, Aai, Asa, By, By e Cy sdo matrizes do tipor xr, (n—r) xr, (n—
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)X (n—7), rxm, (n—7r)xXm epXxr, respectivamente, parar < n e o par (A1, Ch)

é observdvel.

Entao os sistemas ¥ e 1 = (Ay1, By, Cy, D) tém os mesmos parametros de Markov.
Prova: A demonstracao é analoga a demonstracao da Proposicao 2.3.3. U

Analogamente ao que foi estabelecido anteriormente, das Proposicoes 2.1.5, 2.5.2 e
2.5.3, concluimos que dado um sistema ¥, de dimensao n, é possivel determinar um

sistema observavel, de dimensao r < n, com os mesmos parametros de Markov.

2.6 Realizacoes atingiveis e observaveis

Seja 3 = (A, B,C, D) um sistema. Nas seccoes 2.3 e 2.5 vimos como determinar um
sistema atingivel e um sistema observavel, respectivamente, com dimensao menor ou
igual a dimensao de X e com os mesmos parametros de Markov. Nesta seccao vamos
ver como obter um sistema simultaneamente atingivel e observavel, 3, com dimensao
menor ou igual a dimensao de Y, e cujos parametros de Markov coincidam com os

parametros de Markov de X.

Proposicao 2.6.1. Seja ¥ = (A, B,C, D) um sistema de dimensdao n, com m entradas

e p saidas. Entao existe uma matriz QQ € R™™ invertivel tal que 3= (A, B, O, D) onde

A = Q'AQ
B = Q'B
C = CQ

e as matrizes A, B e C' definidas anteriormente tém a sequinte forma

12111 AlQ 0 Bll
0 12122 0 5 B= 0 e C= éll CA’12 0 s
A31 12132 A33 B3

S
I
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para algumas matrizes 12111, Am, Agg, Agl, 12132, Agg, BH, Bgl, éll € 012 do tlpO k x k,
Ex(r—k),(r—k)yx(r—=k),(n—r)xk, (n—r)x(r—=k), (n—r)x(n—r), kxm,
(n—71)xm, pXxkepx (r—k), respectivamente, onde k < r < n. Além disso, o

sistema X = (Aqy, B11, C11, D) € atingivel e observdvel.

Prova: Suponhamos que ¥ ndo é observavel, isto é, que rank O(C, A) = r, para algum

r < n. Entao sabemos que existe uma matriz S, do tipo n X n, invertivel tal que

_ A

A= stag— |t 0 (2.27)
A21 A22

. B

B = s'B=|_" (2.28)
2

¢ = cs=|[¢ o (2.29)

onde os blocos Ay, Ag; e Ay sdo matrizes do tipo r x r, (n —7) X re (n—7r) X
(n — r), respectivamente. As matrizes By, By e Cy sao do tipo r x m, (n —r) x m
e p X r, respectivamente, e o par (A, Cy) é observavel. Assim sendo, o sistema

¥, = ([111, By, C4, D) tem dimensao r e é observével.
Se Y é observavel consideremos S = I,,, Y, =Yer=n.

Porém nada garante que este sistema 3, obtido é atingivel. Suponhamos que, de facto,
o par (A, By) ndo é atingivel, isto 6, rank R(Ayy, By) = k, para algum k < r. A
semelhanca do raciocinio realizado anteriormente sabemos que existe uma matriz, S,

invertivel, do tipo r X r, e consequentemente é possivel determinar um novo sistema

5= (/_11,31701,17% dado por

_ . Ay A

A = S;MALS = |0 P (2.30)
0 As

_ . B

B, = S7'B = 0“ (2.31)

G = G181 =[Cu Cn (2:32)

onde os blocos A1y, Ay e Ayy sdo matrizes do tipo k x k, kx (r—k) e (r—k) x (r—k),

respectivamente. As matrizes Bn, Cyy e Cyy sdo do tipo k xm, px kepx (r—k),
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respectivamente, e tal que o par (Ajy, Bi1) é atingivel. Assim, é possivel determinar

um sistema 3; = (AH, By, Ch, D), de dimensao k < r, atingivel.

Construa-se agora uma nova matriz, igualmente invertivel, e de ordem n, 7', com base

na matriz S; anteriormente referida, da seguinte forma

S 0
T:=|"" .
0 [nfr
Se Y, é atingivel consideremos S7 = I, e, portanto T' = I,,. Defina-se a matriz () = ST

Recorde-se que de (2.27), (2.28) e (2.29) sabemos que A = SAS™!, B =SB e C =

CS~1. Entao, das consideracoes feitas anteriormente resulta que

A = QAQ
= (ST)'A(ST)
= T 'S7'SASTIST

= T AT
s, 0] [Ad, o][s o
B [T A R I PP P 0 Ink]
57t 0 | [An o] [s; o
T 0 L] |An Aw] |0 InJ
~[srtAns o
B L AZISI A22

onde, por (2.30) temos que a matriz A possui a seguinte estrutura

Ay Ay 0
0 Ayp 0 |,
A31 A32 A33

S
I

onde 12133 = 12122 e 12131 e 12132 sao matrizes de dimensao adequada tais que [/131 /132} =
121215'1.



28 Capitulo 2. Nogoes basicas

Raciocinando de modo anélogo e tendo em conta (2.28) vem que

B = Q'B
= (ST)'B
= T7'S7'B
= jj—lé

Stoo

0 I,

[S71B,

By

By
B

onde, por (2.31), obtém-se que a matriz B possui a estrutura

para Bgl = BQ.
Finalmente, por (2.29), também é possivel ver que

¢ = 0Q
— C(ST)

¢ [501 [jr]
(X

onde, por (2.32), obtém-se que a matriz C possui a estrutura

~ A

C:[CH o o]

A explanacio que se segue pretende mostrar que o sistema 3; = (/111, By, (4, D) é

atingivel e observavel.
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De facto, pela construcao feita anteriormente >; é atingivel. Basta ver que continua a

ser observavel.

Atendendo ao Teorema 2.4.2, basta-nos garantir que

rank O(él, AH) =k. (233)

Sabemos que o par (15111, é’l) é observével, ou seja,

rank O(C'l, AH) =T. (234)

Por (2.30) e (2.32), temos que, para i > 1,

CiAL = (CiSTY)(SiAsthy
= (1AL
(2.35)

o que implica que
O(élafzill) = O(C_(l)Al)Sl_l' (236)

Uma vez que o par (A, Cy) é observével, S;' é uma matriz invertivel e de (2.36)

resulta que

rank O(Cy, Ay) = rank O(Cy, Ayy) =7 (2.37)

De seguida, calcule-se a matriz de observabilidade do par (A;, C}), por forma a observar

a sua estrutura. Uma vez que

%

~

All A12
0 Ay

0 Al

onde L; é uma matriz do tipo k X (r — k), para i > 1, segue que
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én élz-
C11An *
CA'HA% k
0(61,1211): : = 0(017/111) *]

N Ak—1
CIIAH *

_6111/1;1_1 k ]
De facto, uma vez que rank O(C}, A;) = r, entao as r colunas de O(Cy, A1) sao linear-

mente independentes , o que implica que a matriz O(C’l, 12111) formada pelas primeiras

k colunas de O(C}, A1) tem caracteristica k. Logo, o par (12111, C’l) é observavel, como

pretendiamos mostrar. Il
Proposicao 2.6.2. Seja ¥ = (fl B C’ D) um sistema de dimensao n na forma
Ay A By,
A= 0 12122 0 e C= én 012 0 s
Ay Ag A33 B3

onde 12111, 12112, 12122, 12131, 12132, Ass do tipo kxk, kx(r—k), (r—k)x(r—k), (n—r)xk,
(n—r)x(r—k) e(n—r)x(n—r), respectivamente; Bi1, Bsy, Chy e Cyy do tipo k x m,
(n—7r)xm, kxp, (r—=Fk)xp respectivamente, para k < r < n, e tal que o sistema
3= (12111, Bll,é’ll) ¢ atingivel e observdvel. Entao os sistemas X e S tém 0s mesmos

parametros de Markow.
Prova: A demonstracao é analoga a demonstracao da Proposicao 2.3.3. U

Em suma, pelas Proposigoes 2.1.5, 2.6.1 e 2.6.2, dado um sistema > é possivel deter-
minar um sistema de dimensao menor ou igual a dimensao de ¥, atingivel e observavel

e é tal que os parametros de Markov de ambos os sistemas coincidem.



Capitulo 3

Teoria da realizacao

Neste capitulo vamos estudar o problema da realizacao de uma sucessao de matrizes
do tipo p x m, Y = {Yp, Y1, Ys, ...}, por um sistema (para mais detalhes ver [KFAG9]
e [Son98]). Como vimos no capitulo anterior, ) ¢é realizavel se existe um sistema

¥ = (A, B,C,D), com parametros de Markov dados pelos elementos de ), isto é,

Yo = D
Y, = CA"'B, parai>1.

Note-se que D coincide com Yy pelo que, para obter tal sistema, basta determinar as

matrizes A, B e C tais que

Y; = CA™!'B, parai>1.

Assim sendo, poder-se-a reformular o problema da realizagdo com base nos parametros
de Markov do seguinte modo: dada uma sucessao de matrizes do tipo p x m, YV =

{Y1,Y5s, ...}, pretendemos determinar um sistema ¥ = (A, B, C) tal que
Y; = CA"'B, parai> 1. (3.1)

31
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3.1 Realizacoes minimas

De agora em diante vamos designar uma sucessao de p X m matrizes reais, ) =
{Y1,Y3,...}, como uma sucessao de Markov. As definigoes e os resultados que se se-
guem suportam a construgao de um critério que permite averiguar quando é que uma

determinada sucessao de Markov é realizével.

Defini¢ao 3.1.1. Dada uma sucessao de Markov Y = {Y1,Y3,...} e s et nimeros
inteiros positivos, a (s,t)- ésima matriz de Hankel associada a Y € a matriz real dada

por

v, Y, --- Y,

Yo Y5 oo Vi
Hs,t(y) = . . . )

Y, Yay - Yeo

de dimensao ps X mt, constituida por blocos de dimensao p X m, cujo (i, j)-ésimo bloco

¢ dado por Yy 1.

Relembre-se a notacao utilizada no Capitulo 2,

C
CA
0., A) =] e Rt(A,B):[B AB .. AHB], 51> 1

OAsfl

onde A, B e (' sao matrizes do tipo n X n, n X m e p X n, respectivamente, de um dado
sistema ¥ = (A, B, C).

A proposicao que se segue representa um resultado importante para o estudo que se
pretende fazer, uma vez que estabelece um critério para verificar se uma sucessao de
Markov é realizdvel por um sistema, em termos das matrizes descritas acima e das

matrizes de Hankel associadas a sucessao de Markov.

Proposicao 3.1.2. Sejam X = (A, B,C) um sistema e Y = {Y1,Ys, ...} uma sucessio
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de Markov. Entao X realiza Y, se e so se
Os(C,A)Ry(A, B) = Hs(Y), Vs,t € N

Prova: Sejam s,t € N arbitrarios. Entao, uma vez que

C

CA
0,(C, A)R,(A, B) = “1lB aB .- At—lB]

CAs—l

CB CAB --- CA"'B
CAB CA?B --- CA'B

|CA'B CA*B ... CA*2B

Y, Yy - Y,
Yo Y3 -0 Vi
HS,t(y) = . . .
Yo Youu - Yepa
temos, por (3.1) que ¥ realiza Y se e s6 se O4(C, A)R;(A, B) = Hsy, para todos
s,t € N. O

Corolario 3.1.3. Seja ¥ = (A, B,C) uma realiza¢io de dimensdo n de uma sucessdo
de MarkovY = {Y1,Ys,Ys,...}. Entdo

rank H, +(Y) < maz{rank O,(C, A),rank R;(A, B)} <n, V s,t € N.

Prova: O resultado segue imediatamente da Proposigao 3.1.2 e do facto de rank O4(C, A) <
n e rank R;(A, B) < n para todos s,t € N. d



34 Capitulo 3. Teoria da realizacao

Seja X = (A, B,C) um sistema de dimensao n, atingivel e observavel, isto é, tal que
as matrizes Os(C, A) e R;(A, B) tém caracteristica n, para s > N et > N onde N e
N’ sao os indices de atingibilidade e observabilidade, respectivamente. Entao existem
duas matrizes O4(C, A) e R} (A, B), tais que O%(A, C) é inversa & esquerda de O,(C, A)
e RY(A, B) é inversa & direita de R,(A, B), ou seja,

O%(C, A)O,(C,A) =1, e Ri(A B)R(A,B)=I,.

Proposicao 3.1.4. Seja Y uma sucessao de Markov realizdvel por um sistema > =
(A, B,C) de dimensao n, atingivel e observdvel, com indices de atingibilidade e obser-

vabilidade N e N’, respectivamente. Entao
rank H,,()) = n, paras > N' et > N.

Prova: Pelo Corolario 3.1.3 temos que

rank H,+(Y) < n, para s,t € N.

Para provar a igualdade pretendida resta demonstrar que rank H;,(Y) > n, para s >
N'et> N.

Sejam s > N’ et > N. Note-se que, como % é atingivel, com indice de atingibilidade N,
observavel, com indice de observabilidade N’, e O4(C, A) admite inversa a esquerda,
O'C, A), e Ri(A, B) admite inversa & direita, Rg(A, B). Logo, uma vez que pela
Proposicao 3.1.2, O4(C, A)R(A, B) = Hs(Y) temos que

In = OQ(C7 A)OS(Ca A)Rt(Aa B)R§<A7 B) = O§(07 A)Hs,t(y)R§<A7 B)7
o que implica que

n = rankI, = rank O*(A, CYH,(Y)R*(A, B)

Portanto rank H;:()) > n, como pretendiamos demonstrar. O
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Como vimos no Capitulo 1 um dos objectivos deste estudo é, observando a resposta
impulsional de um sistema, determinar uma realizagao do mesmo. Porém existem mui-
tas realizacoes que satisfazem este objectivo. Pretendemos determinar uma realizacao
de menor dimensao possivel, por forma a realizar o tratamento dos dados de modo

eficiente.

Definigao 3.1.5. Seja YV = {Y1,Ys,...} uma sucessao de Markov realizavel. Uma
realizagiao > = (A, B,C) de Y diz-se minima se qualquer outra realizagao de Y tiver

dimensao maior ou igual a dimensao de 3.

Teorema 3.1.6. Seja YV = {Y1,Ys,...} uma sucessao de Markov realizdvel e ¥ =

(A, B,C) uma sua realiza¢ao. Entao 2 € minima se e s6 se € atingivel e observdvel.

Prova: No sentido de demonstrar a implicacao directa observe-se que se ¥ é uma
realizacao minima de ), isto é, qualquer outra realizagao de ) tem dimensao maior ou
igual a dimensao de 2, entao segue imediatamente que X ¢é atingivel e observavel. Note-
se que se tal nao acontecesse, pelo que vimos na Seccao 2.6, existiria outra realizacao
de dimensao menor, que realizava a mesma sucessao de Markov, o que contradiz a

hipdtese.

Para demonstrar a implicacao reciproca, suponhamos que Y é uma realizacao de
Y, de dimensao n, atingivel e observavel. Logo, pela Proposicao 3.1.4, tem-se que
rank H,+(Y) = n, para s,t > n (pois os indices de atingibilidade e observabilidade de
Y sdo menores ou iguais a n). Suponhamos agora, com vista ao absurdo, que ¥ nao é
minima. Logo, existe outra realizacio, digamos > = (A, B, C') de dimensio r, menor
que n, que realiza Y. Podemos supor, sem perda de generalidade, que 3 é atingivel e

observavel, o que implica, pela Proposicao 3.1.4 que
rank H,+(Y) = r para s,t > r.
O que contradiz o facto de rank H,,()) = n, para s,t > n. d

Assim, se conhecermos uma realizagao ¥ de uma sucessao de Markov ), uma realizacao
minima de ) é facilmente construida calculando uma realizacao, algebricamente equi-
valente a X, como na Proposicao 2.6.1 e considerando o seu subsistema atingivel e

observavel.
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Definicao 3.1.7. A caracteristica de uma sucessao de Markov Y € dada por

sup rank H,(Y)

st

e denota-se por rank ).

O seguinte resultado segue imediatamente da Proposi¢ao 3.1.4 e do Teorema 3.1.6.

Proposicao 3.1.8. Seja Y = {Y1,Ys, ...} uma sucessao de Markov realizdvel e ¥ =

(A, B,C) uma sua realizagao minima. Entao a dimensao de 2 € dada por rank ).

Facilmente se observa que se uma sucessao de Markov, ), é realizavel por um sistema
¥ = (A, B,C), entao

Os(C,A)AR (A, B) = 0(Hs4())), para s, t > 1, (3.2)
onde
Y, Y5 - Yin
Ya Y, --- Y
oHay) = | T (3.3)
Yor1 Yopo o0 Yopu

Este facto vai ser importante na demonstracao do préximo resultado.
Teorema 3.1.9. Sejam ¥ = (A, B,C) e Y = (fl,f?, é) duas realizacoes minimas da

mesma sucessao de Markov ). Entao ¥ € algebricamente equivalente a 3.

Prova: Pretendemos provar que existe uma matriz invertivel T' tal que

A=T7AT, B=T7'B e C=CT. (3.4)

Com o intuito de simplificar a notacdo denote-se R = R(A, B), O = O(C,A), R =
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R(A,B) e O = O(C, A) as matrizes de atingibilidade e observabilidade de ¥ e 3,
respectivamente. Note-se que como X e 3 tém a mesma dimensio, por serem realizagoes

minimas, as matrizes O e O, bem como as matrizes R e R sao do mesmo tipo.

Pela Proposi¢ao 3.1.2 e por (3.2) resulta, simultaneamente, que

OR=0R e OAR=OAR. (3.5)

Sejam R? a matriz inversa & direita de R e O a matriz inversa & esquerda de O. Entéo
OR = OR < O'ORR* = I, isto é, RR* = (O'O)~'. Defina-se

T := RR' = (OﬁO)fl

Entao (3.4) segue de (3.5), como se mostra de seguida,

OAR = OAR & O'OARR! = O'OARR! & T'AT = A,

OB = OB< 0'0B=0'0B< T 'B=B,

CR = CRe CRR'=CRR'<CT =C.

3.2 Ciritério de existéncia de realizacao
Nesta fase do estudo interessa averiguar quando é que uma dada sucessao de Markov,
Y, € realizavel.

Teorema 3.2.1. Sejam Y uma sucessao de Markov e Hs (), s,t € N, as correspon-
dentes matrizes de Hankel. Entdo Y € realizdavel se e so se existem inteiros positivos
M e M' tais que

rank H, () = rank Hyp 0 (Y), paras > M' et > M, (3.6)
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isto €, se e so se rank) € finita.

Prova: Sejam ) uma sucessdao de Markov realizdavel, ¥ = (A, B, ) uma realizac¢ao
minima de ), de dimensao n, e N e N’ os indices de atingibilidade e observabilidade,

respectivamente, com N , N’ < n. Entao, pela Proposicao 3.1.4,

rank Hs,(Y) = n, paras > N et > N,

o que prova (3.6).

Para provar a implicacao reciproca temos, por hipdtese, que existem inteiros positivos,
M e M’ tais que rank H,()) = rank Hpp p(Y), paras > M et > M.

Uma vez que Hyr p(Y) é uma submatriz de H, (), para s > M’ e t > M, temos

que, em particular,

rank H; pr41(Y) = rank H, 0 (Y), para s > M'.

Portanto, para todo s > M’, a (M + 1)-ésima coluna de blocos de H pr+1(Y) é uma

combinacao linear das M colunas de blocos anteriores, isto é,

Yaria Y Y, Yu
YM+2 Y2 YE’; YM—I
_ P P c P 3.7
Yirss vo | T v | T v |0 (37)
onde P, Ps, ..., Py sao matrizes do tipo m x m.

Sejam A, B e C' matrizes do tipo mM x mM, mM x m e p x mM, respectivamente,

definidas por
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Vamos verificar que ¥ = (A, B, () realiza ). Para tal, vamos comegar por mostrar,

por indugao matemaética, que
CcAF = Yier o Yugr | (3-8)

para todo k > 0. Para k = 0, é imediato ver que (3.8) é satisfeita. Suponhamos
que (3.8) é satisfeita para k e vamos provar que também o é para k + 1. Como

C A1 = C A A temos, por hipétese de inducao, que

0 .- 0 P
OAF — -Yk+1 YMM] I
I, Py
— :Yk+2 v Yuur YieaPrt+ o+ Y Pu

De (3.7) vem que Yyipi1 = Yip1PL + -+ + Yy Py, concluindo-se que CAF! =

Yieo o Yuir Yairn ] como pretendido. Logo (3.8) é verdadeira para todo
k > 0 e portanto CA*B = Y}, para k > 0, o que mostra que ¥ = (A, B, C) realiza
V.

g

Proposicao 3.2.2. Sejam Y uma sucessao de Markov realizdavel e ¥ = (A, B,C') uma

sua realizagao minima. Entdo, se N e N’ sao os menores inteiros tais que
rank H, () = rank Y, paras > N' et > N,

temos que N e N’ sao os indices de atingibilidade e de observabilidade de 33, respecti-

vamente.

Prova: Sejam N e N’ os indices de atingibilidade e observabilidade de X. Observe-se
que Hs(Y) = Os(C, A)R(A, B), para s,t € N, e que ¥ tem dimensao rank ). Para
s < N’ temos que rank O4(C, A) < rank). Da mesma forma, ¢ < N implica que
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rank R;(A, B) < rank ). Concluimos assim que
rank H,()) < rank ),

para s < N out< N. A Proposicao 3.1.4 e a Proposicao 3.1.8 também permitem

concluir que

rank H,()) = rank ),

parasZN’outZN.LogoN’:N’eN:N. O

Importa reforcar a ideia de que estamos em condigoes de averiguar se uma sucessao de
Markov é realizavel e caso seja, conhecemos a dimensao de uma sua realizagao minima.

A seccao que se segue fornece uma construcao da realizacdo minima pretendida.

3.3 Algoritmo de Ho

Nesta seccao apresenta-se um algoritmo que determina uma férmula explicita para o
calculo das matrizes A, B e C' de uma realizacao minima de uma sucessao de Markov.

De seguida, introduziremos algumas notagoes e resultados necessarios.

Lema 3.3.1. Seja ¥ = (A, B,C) um sistema atingivel, de dimensao n, com indice de

atingibilidade N. Entao existem matrizes Fy, F, ..., Fx_1 do tipo m X m tais que
Ynirr1 = Yo Fo+ Yepo b1 + - + Yy Fv g,

para k > 0.

Prova: Uma vez que X é atingivel, com indice de atingibilidade N, temos que

rank Ry(A, B) = rank [B AB --- AN_IB]

= rank [B AB ... ANT1B ANB]
= rank Ry1(A4, B)
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e portanto, as colunas de AV B sao combinacdo linear das colunas de Ry(A, B), isto &,
existem matrizes Fy, F}, ..., Fx_1 do tipo m x m tais que ANB = BFy+ ABF, +--- +
AN-IBFy_, e, portanto,

ANTEB = A*BFy+ AMMBF, + ...+ ANT*IBFy_,, parak > 0.

Logo
CAN**B = CA*BFy+ CA*'BF, + --- + CANT*1BFy_4,

para k > 0, de onde resulta imediatamente que

YN+k+1 = Yk+1F0 + Yk+2F1 + -+ YN+kFN, para k Z 0.

Estabeleca-se um resultado semelhante para o caso de uma realizacao observavel.

Lema 3.3.2. Seja ¥ = (A, B,C) um sistema observdvel, de dimensao n, com indice

de observabilidade N'. Entdo existem matrizes Go, Gy, ...,Gn—1 do tipo p X p tais que
Yniiit1 = GoYip1 + GiYppo + -+ Gy Y

para k > 0.

Prova: A demonstracao é analoga a demonstracao do Lema 3.3.1. U

Sejam ¥ = (A, B,C) um sistema, de dimensdo n, atingivel e observavel com indices
de atingibilidade e observabilidade N e N’ | respectivamente e Fy, F1, ..., Fx_1 e G,
G1,...,Gnr—1 as matrizes do tipo m X m e p X p, respectivamente, consideradas nos

Lemas 3.3.1 e 3.3.2. Definam-se as matrizes

0, I, 0, ... 0p O Om Opp ... Fj
0, 0, I, ... b L, 0, 0, ... F
X = : : T : e U= | 0n LIn On Fy
0, 0, 0, ... I, : : oL :
i Gy Gi Gy ... Gy | i O Om Opy ... Fyg |
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Seja Y a sucessao dos parametros de Markov de Y. Por uma questao de simplificagao

denote-se Hy' n(Y) por Hyr n. De seguida vejamos que X Hy nv = Hy nU.

Por um lado temos que

b L O P
0, 0, I, -- 0, Y, Yy e Yy
XHy N = : : : : : : :

0, 0, 0, -- I, Yo Ynr o+ Ynana
_Go Gl GQ GN’—I_
[ Y, - Yo

Y e Ynin—1

| GoY1+ - +GnaYy oo GoYn+ -+ G Yyin o

Note-se que, pelo Lema 3.3.2, Yyiu1 = GoY1 + G1Yo+ -+ + Gy Y € Yoy =
GoYy +G1YNi1 + -+ Gy Yngn 1.

Por outro lado, temos que

Om m Om FO
Hy nU = : L : Om Im Op -+ F
Yo Ynga oo Yvgenia Do :
Om Om ()m Ce FN—l
Y, o Yy YiFy+ -+ YaFyoy
_YN’+1 o Yngn—o1 YnEo+ oo+ YngnoiEFvaa

Note-se que, pelo Lema 3.3.1, Yy =YiFo+ -+ YnEn_1e Yyun =Y Fo+ -+

Ynr4n-1Fn-1. Pelo que, acabdmos de mostrar que, de facto, XHy' v = Hy nU.

Uma consequéncia imediata é que

XiilHNQN = HNQNUFI, para ¢ > 1. (39)
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Uma outra propriedade que vamos averiguar, recorrendo a indugao matemaética, é dada

por

O'lHN/,N = XZHN/J\[, paraz' Z 0, (310)
onde aiHNg ~ ¢ a submatriz de Hy/y; v sem as primeiras ¢ linhas de blocos, isto ¢, sem

as primeiras ¢ X p linhas.

De facto, se i = 0, entdo (3.10) ¢ trivialmente satisfeita. Suponha-se que (3.10) é
satisfeita para i — 1. Pretendemos provar que (3.10) também ¢é satisfeita para i. Uma

vez que
X'Hyy = XX"7"Hyn (3.11)
entao, por hipétese de inducdo, (3.11) resulta em

XZHN/JV = XU%IHN/,N

Op Ip Op T Op
Op Op Ip e Op Y; Yvi+1 T YN«H'fl
Op Op Op te [p YN’+Z'*1 YN’+i to YN+N’+i72
_GO G1 G2 G!N’—l_
[ Yin ce Yy
Ynrgioa . YN N g2
GoYi+ -+ Gy Y o GoYnpia -+ G Yy nrgio

Pelo Lema 3.3.2, temos que
Yy =GoYi+ - +GnaYvgicn e Yyunyior = GoYnyici+- -+ G Yveniyio

e portanto,
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Yiea -+ Yy
X'"Hy' v = : : = 0"Hn' N,
Yy o Yningia

como se pretendia.

Considere-se )

[Im Omx(n_m)] sem<n
I, sem=mn

I

Em><n =

sem>n

L O(m—n)xn

onde Oy; representa a matriz nula do tipo k x [.

Observe-se que como X é atingivel e observavel, temos que ¥ é uma realizacao minima
de Y. Além disso, como a dimensao de ¥ é n, resulta que n = rank Y = rank H,,;, para
s> N"et > N. Logo, pelo algoritmo do factor invariante, existem matrizes invertiveis

P e M, do tipo N'p x N'p e Nm x Nm, respectivamente, tais que

PHN/,NM = EN’anEnXNm- (312)

Defina-se a matriz Hy,  dada por
H+/,N = MENanEan’pP‘ (313)
Esta matriz designa-se por pseudo-inversa de Hy- n, no sentido em que

HN’,NH?\—//’NHN',N = HN’,N- (3.14)

Vejamos de seguida que, de facto, (3.14) acontece. Por definigao de HX,,, ~» tem se que

HN’,NHJJ\FW,NHN’,N = Hn NM ENmxnEnxnpPHN N (3.15)

Por outro lado, como PHy' yM = Envpsn Enx Nm, temos que Har x = P Envpsn Ens nmM 1,
e (3.15) é dado por
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HN’,NH;/7NHN’,N = PilE’N’pxnE1n><ijw'ilA]\4E1N7n><nEjn><NﬁoPPilEN’anE‘nXNm]\471
= -PileN’an-E'nXNm]\471

= HnnN

como se pretendia mostrar.

Finalmente estamos em condigoes de enunciar o algoritmo de Ho e de provar que este

fornece uma realizacao minima de uma sucessao de Markov.

Teorema 3.3.3. (Algoritmo de Ho) Seja YV uma sucessio de Markov realizdvel.

Entdo a execucdo dos passos que se sequem fornece uma realizacao minima, X =
(A, B,C), de Y.

1° - Determinar os menores inteiros positivos N e N' e a matriz de Hankel Hy n(Y),

que satisfazem o Teorema 3.2.1, isto €, tais que

rank Hy, = rank Hy/ y = n, paras > N' et > N. (3.16)

2° - Usando o algoritmo do factor invariante, encontrar matrizes invertiveis P e M

de dimensoes N'p x N'p e Nm x Nm, respectivamente, tais que

‘[TL OTL m—n
PHN’,NM — X (N )
Ovrp—nyxn  O(N'p—n)x(Nm—n)

— EN’anEnXNm-

3° - Construir as matrizes A, B e C dadas por

A = Ean’pP(UHN’,N)MENan (317)
EnXN/pPHN’,NENme (318)
C = EyunyHn NMENmxn (3.19)

Sy
|
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onde cHy' y se encontra definida em (3.3).

Prova: Vamos comegar por provar que > = (A, B,C) ¢é uma realizacgdo de Y =
{Y1,Y5, ...}, isto é, que
Y; = CA™'B, parai > 1.

onde A, B e C sao dados por (3.17), (3.18) e (3.19).

Com as notacgoes introduzidas nesta seccao observe-se que

Yi = Epunplo" " Hy N ENmxm

= EpunpX' "Myt NENmxm , por (3.10)

= Epunp X' T Myt NHy v HN N ENmsom , por (3.14)

= Epunypy X" "Hyn NMENmsxonEnxnp PHN' NENmsxm , por (3.13)

= Epnp X "Hy NMENm, B . por definicao de B
EpxnpyHyt NU ™ M Eypxn B , por (3.9)
EpxnyHn N Hyy yHyr NUT M Enpsn B , por (3.14)
EpunpHN' NM Enpscn EnxnipPHN NU M ENpxn B, por (3.13)

= CEnunpPHN NUT"MEnpxn B , por definicao de C'

= CE,xnypPX" "My NM Enpxn B , por (3.9)

Para provar a igualdade pretendida, uma vez que A = E, xnpP(0HN )M ENpxn =

By nipyPXHN NM ENpxn, resta verificar que

(EpxntpPXHynt NMENmxn) ™" = EpxnpyPX " Hyr NM Enpsn, parai > 1. (3.20)

Esta prova sera feita por inducao matematica Se ¢ = 1, temos que

-[n = Ean’pPHN’7NMENm><n
= EnXN’pEN’anEnXNmENan , por (312)
I,

Suponhamos agora que (3.20) é verdadeira para i — 1 e vejamos que também o é para
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7, com ¢ > 1. De facto, por hipétese de indugao, temos que

(EnXN/pPXHN’,NMENan)i = E1n><N’pPAX'?_ZN’,NA]\4E1N171><n(Ejn><N/pPAXv,’_(N’,NJM’E‘NWLXn)ii1
= En><N’pPXHN’,NMENanEnXN’pPXiilHN’,NMENan-

Logo

(EnxnpPXHy' NM Enpsn) = EnXN/,,PXHN/7NH+,7NXF1HN/7NMEmen , por
= EnXN/pPXHleNHX,,’NHNgNUZ’_lMENan , por
= Ean/pPXHN',NUFlMENan , por
= Ean/pPXXi_lHN/’NMENmm , por
= EnxnyPX Hyr NMENmyn

como queriamos demonstrar.

E 6bvio que, uma vez que A é uma matriz de dimensdo n x n, ¥ = (A, B,C) tem
dimensao igual a caracteristica de ) = {Y1,Y5,...} e portanto ¥ é uma realizagdo

minima de Y. Ol

Observe-se que, por uma questao de eficiéncia, consideramos no primeiro passo do
algoritmo os menores inteiros N e N’ que satisfazem (3.16), ou seja, os indices de
atingibilidade e observabilidade, respectivamente, de uma realizacao minima de ).
No entanto facilmente se vé que o algoritmo de Ho também permite determinar uma

realizacao minima de ) se escolhermos, no primeiro passo, M > N e M’ > N'.

3.4 Alguns exemplos ilustrativos da aplicacao do

algoritmo de Ho

Seguem-se dois exemplos onde se pretende ilustrar o problema da realizagao minima e
onde vamos considerar, separadamente, duas sucessoes de matrizes. Pretendemos para
cada sucessao ) = {Yp, Y], ...}, com base nos resultados anteriormente desenvolvidos

e com especial destaque para a aplicacao do Algoritmo de Ho, determinar um sistema
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¥ = (A, B,C,D) cujos parametros de Markov dados pelos elementos das sucessoes

sejam

Yo = D
Y, = CA™'B, i>1

e o tamanho de A seja o menor possivel.

O primeiro exemplo considerado pretende determinar uma realizagdo minima para a
sucessao de Fibonacci. Esta escolha é motivada pelas fortes e interessantes conexoes

que se podem estabelecer entre a matematica e o quotidiano através desta sucessao.

Exemplo 3.4.1. Considere-se a sucessao de Fibonacci definida por Yy =0, Y7 =1 e
Yi=Y, 1+Y, o, parai>2 istoé Y =1{0,1,1,2,3,5,8,...}. Note-se que D =Y, =0,
por conseguinte, e de forma a utilizar os resultados desenvolvidos ao longo deste capitulo
consideremos a sucessao de Markov Y = {1,1,2,3,5,8, ...} e a matriz de Hankel Hs,t()})

para s,t > 3, associada a esta sucessao, dada por

R
(NG S
W N =
ot W N
co ot W
co Ot

Hot(Y) = (3.21)

—
w

Observe-se que, por definicao da sucessao de Fibonacci, para i > 3, a i-ésima linha é
combinacao linear da duas linhas anteriores, e portanto todas as linhas de H;()), sdo
combinagoes lineares das primeiras duas linhas. O mesmo se pode dizer relativamente

as colunas de Hsyt(j)). Repare-se que, para j > 3, a j-ésima coluna ¢ combinacao linear

das duas colunas anteriores, e portanto as colunas de H, (), sdo combinagoes lineares

das duas primeiras colunas. Consequentemente temos que

rank H, +(Y) = rank Hy 2(Y), para s, t > 2, (3.22)

e portanto ) é realizédvel. Repare-se que rank H; () = rank Ha1(Y) = 1, pelo que,

neste caso, os menores inteiros N’ e N que satisfazem o Teorema 3.2.1 sao N' = N = 2.
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Para executar os passos descritos pelo algoritmo de Ho, considere-se a matriz Hgg()})
que satisfaz o Teorema 3.2.1. Além disso, uma vez que a caracteristica desta matriz
é 2, entao a dimensao de uma realizacao minima é 2. Para determinar a realizacao
pretendida basta proceder a execucao dos segundo e terceiro passos do Algoritmo de Ho,

para este caso particular em que m =p=1e N' = N =n = 2. Assim, consideremos

as matrizes P =

1 0 1 —1] . .. .
e M = invertiveis que verificam
-1 1 0 1

PHz,z(y)M = Iy = EyyoFoyo,

e construamos as matrizes A, B e C do tipo 2x 2, 2x 1 e 1 x 2, respectivamente, dadas

por
A = szzp(UHz,z)ME2x2
(ool ooffro2fft —1ffto
o 1| =1 1] |2 3/]o 1] |0 1
]
10

~ 1 2
onde oH22()) = [2 3] ¢ a submatriz de Hs2()) sem a primeira linha de blocos,
B = EsoPHsEs

I

0 1
k!
o

C = EixwHyoMEs o

bl b

= |1 0.
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Deste modo, a sucessao de Fibonacci é descrita pelo sistema > = (A, B,C, D), onde

AR N
10 0

Observe-se que Yy = D =0, Y, = CB =1e Y, = CAB = 1. Vamos ver que

Y; = CA'B, para i > 3. De facto, uma vez que o polinémio caracteristico de A

: C:[1o}eD:0

é p(A\) = A = X\ — 1, pelo Teorema de Cayley-Hamilton (Teorema 2.1.6), temos que
A2 —A—1, =0 & A2 = A+ I, o que implica que A™! = A2 + A3 para
1 > 3. Logo, multiplicando a esquerda por C e a direita por B, vem imediatamente
que CA™'B = CA 2B 4+ CA 3B, o que é equivalente a dizer que Y; = Y;_; + Yi_o,

que sabemos ser verdade pela definicao de Y;, para ¢ > 3. o

Exemplo 3.4.2. Considere-se agora a sucessao ) = {Y; = i] } . Vamos determi-
i>1
nar uma realizagao ¥ = (A, B,C) de Y.

Com vista a aplicacao do algoritmo de Ho, pretendemos determinar N’ e N tais que o

Teorema 3.2.1 é satisfeito.

A semelhanga do exemplo anterior considere-se a matriz H;,, para s,t > 2, associada

a ) dada por

(3.23)

X

Il
— s =W R N =
— Ot = R =W RN
— O = Ot =R =W
— =~ = O = Ol =

Por observacao da matriz anterior facilmente se vé que, a excepcao da primeira, todas

as linhas fmpares sao combinagao linear das duas linhas imediatamente anteriores.
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Além disso, as linhas pares sao todas iguais a segunda linha. Assim, podemos garantir
que
rank H¢(Y) = rank H, (V) = 2, para s > 1,

e portanto podemos concluir que o indice de observabilidade de uma realizacao minima
de Y é N =1.

Obviamente ¢ > 2 e uma vez que a caracteristica de Hj 2()) é 2 concluimos que N = 2

representa o indice de atingibilidade de uma realizacdo minima de ).

Considerando as matrizes P e M invertiveis dadas por
1 0 1 =2
e
1 -1 0 1

respectivamente, temos que PHy (V)M = Iy = EyyoFsys, como se pretendia.

Construamos as matrizes A, B e C, do tipo 2 x 2, 2 x 1 e 2 x 2, respectivamente, dadas

por

A = EZXQP(UHLQ)ME2><2

o]t o[z 3]t 2|10
o 1) |1 =11 1|lo 1o 1
e
1 oo |’

onde oH;2()) é a submatriz de Ha2(Y) sem a primeira linha de blocos,

B = FEjyoPHioFE

R

01

_ _(1)]
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C = FEyoHi2MEsy,

ool 2]t 2] fr oo
o 1|1 1]]o 1o 1
1o
I |

Deste modo, a sucessao ) possui um realizagao minima ¥ = (A4, B, C), onde

2 -1 1
. B=

1 0 ] [ 0

1
1] e Yo=CAB =

1 0
1 -1

A= e C=

Observe-se que

Y, =CB =

2] . (3.24)

1
Uma vez que o polinémio caracteristico de A é p(A) = (A—1)2, temos que A? = 24— 1,

e portanto A*? = 241 — A% para k > 0. Consequentemente C A*2B = 2CA*1 B —

CA*B, ou equivalentemente, Yj 3 = 2Yj4o — Yji1, para k > 3. Note-se que se, para

1 — 2 1 —1 2t —2

1 >2, Y 9= . eY | = , temos que Y; = 2Y; 1 — Y, o = |

71— 2 1 1
[ ) ] = [1] , 0 que conjuntamente com (3.24) mostra que Y = ¢ Y; = é a
i>1

sucessao dos parametros de Markov de . o




Capitulo 4
Realizacoes parciais

Este capitulo representa um dos focos de especial interesse deste documento. De facto,
na pratica, é com base nos resultados estudados nesta fase da dissertacao que é possivel
descrever através de um modelo de espaco de estados o comportamento inicial de um
determinado sistema. Mais especificamente, veremos que se inicialmente estiverem
disponiveis apenas uma sequéncia finita de parametros de Markov, é possivel encontrar
um sistema cujos primeiros parametros de Markov coincidem com os da sequéncia
dada. O objectivo mantém-se na tentativa de obtencao de um sistema de dimensao
minima, cujos parametros de Markov sejam uma extensao da sequéncia inicialmente
considerada, construindo-o a custa do Algoritmo de Ho. O estudo deste tema baseou-se

essencialmente em [Tet70].

Definigao 4.0.3. Seja {Y1,Ya,...,Yn,} uma sequéncia finita de Ny matrizes do tipo
p x m. O sistema X = (A, B,C) diz-se uma realizagao parcial, de ordem Ny, de

{}/17}/27 "'7YN0} s€

Y, =CA™'B para i=1,.., N.

Definigao 4.0.4. Seja {Y1,Ya,....,Yn,} uma sequéncia finita de Ny matrizes do tipo
p x m. O sistema X = (A, B,C) diz-se uma realiza¢ao parcial minima, de ordem Ny,
de {Y1,Ys, ... YN, } se é uma realizacao parcial, de ordem Ny, de {Y1,Ya,...,Yn,} € se a
dimensao da matriz A € minima relativamente a qualquer outra realizagao parcial, de
ordem Ny, de {Y1,Ys, ..., YN, }

93
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Como vimos na primeira sec¢do do Capitulo 2, dado um sistema ¥ = (A, B, C), ini-
cialmente em repouso, é possivel estabelecer uma relacao entre as entradas u(.) e as

saidas y(.) do sistema com base nos parametros de Markov da seguinte forma:

y(1) = Yiu(0)
y(2) = Yau(0) + Yru(l)

y(No) : Ynouw(0) + -+ + Yiu(No — 1)

Desta relagao entre as entradas e as saidas de um sistema resulta a seguinte proposicao.

Proposicao 4.0.5. Sejam ¥ = (A, B,C) e ¥ = (A, B,C) duas realizacées parciais, de
ordem Ny, de uma sequéncia finita de Ny matrizes do tipo p x m. Entdo as saidas §(7)
produzidas por X coincidem com as saidas y(1) produzidas por ¥ para os primeiros Ny

instantes para condi¢oes iniciais nulas e para a mesma entrada u(i) para i =1, ..., Ny.

Deste modo, se conhecermos apenas os primeiros Ny parametros de Markov de um
sistema, uma realizagao parcial destes parametros de Markov constitui uma boa apro-
ximagao do sistema original, no sentido em que descreve exactamente o comportamento

do sistema até ao instante N,.

Assim coloca-se a questao da existéncia de realizacoes parciais para uma dada sequéncia

finita de parametros de Markov, que se analisa na seccao seguinte.

4.1 Existéncia de realizacoes parciais

Nesta seccao vamos comecgar por introduzir um resultado que garante que, dada uma
sequéncia finita {Y7, Y5, ..., Yy, } de Ny matrizes do tipo p X m, existe sempre uma sua
realizagao parcial, de ordem Ny. Observe-se que {7, Ys, ..., Y, } admite uma realizagao
parcial de ordem Ny se e s6 se existir uma sucessao de Markov, ), realizavel que é uma
extensao de {Y1,Ys, ..., Y, } , isto é, tal que Y = {Y1, Y2, ..., Yy, Yo 11, YNgs2, -}, onde

Y, é uma matriz do tipo p X m, para ¢ > N,.
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Teorema 4.1.1. Dada uma sequéncia finita, {Y1,Ya,....,Yn,}, de Ny matrizes do tipo

p X m, existe sempre uma sua realizacao parcial de ordem Ny.
Prova: Sejam [, ..., Bn,—1 € R. Defina-se

Yotk = BoYe + .. + Brno—1YNo k-1, (4.1)

para k > 1.

Consequentemente, para s,t > Ny, todas as colunas e linhas de H,.()) sdo com-
binagoes lineares das primeiras Ny X m colunas e das primeiras p x Ny linhas, respec-

tivamente. Tal implica que
rank H, ¢ = rank Hy, n,, para s > Nget > Nj.

Resulta, pelo Teorema 3.2.1, que a sucessao de Markov ) = {Y1,Ys, ..., YNy, YNg41s -}
é realizédvel, isto é, existe 3 = (A, B, C) que realiza {Y1,Ys, ..., Yo, YNgt1, -} Logo &

¢ uma realizacdo parcial, de ordem Ny, de {Y7, Y3, ..., Yn, }, como se pretendia. O

Pelo teorema anterior, existe sempre uma realizacao parcial para uma dada sequéncia
finita, {Y1, Y5, ..., Yy, }, de Ny matrizes do tipo p x m. E ébvio que existe pelo menos
uma que tem dimensao menor relativamente as outras. Assim, surge a questao de
como determinar uma realizacao parcial de menor dimensao possivel, para uma dada
sequéncia finita de matrizes. Esta questao é conhecida como o problema da realizacao

parcial minima, que se enuncia de seguida.

Problema da realizagao parcial minima

Dada uma sequéncia finita {Y1,...,Yn,} de Ny matrizes do tipo p X m pretende-se
determinar uma realizagdo parcial, de ordem Ny, ¥ = (A, B,C) tal que

a) Y;=CA !B, parai=1,..., Ny;

b) a dimensao da matriz A é minima, entre todas as realizagoes parciais de {Y1, Ya, ..., Y, }-

Perante este problema é pertinente averiguar se, a semelhanca do que acontece para

uma sucessao de Markov, uma dada sequéncia finita de matrizes tem uma realizacao
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parcial minima tnica, de acordo com a Definicao 2.1.4, ou se existem duas suas rea-
lizagoes parciais minimas que nao sao algebricamente equivalentes. A préxima seccao

pretende dar resposta a esta questao.

4.2 Unicidade de realizacoes parciais minimas

Nesta seccao vamos caracterizar as sequéncias finitas de matrizes que tém uma tunica
realizacao parcial minima e vamos construir uma realiza¢cao parcial minima para estas

sequencias.

Definigao 4.2.1. Sejam {Y1,Ys, ..., Yy, } uma sequéncia finita de Ny matrizes do tipo
pxm e = (A B,C) uma realizagio parcial minima de {Y1,Ys,...,Yn,}. Dizemos
que 3 € unica se qualquer outra realizacao parcial minima de {Y1,Ys, ..., YN, } for alge-

bricamente equivalente a 3.

Como vimos no Capitulo 2, realizagoes algebricamente equivalentes tém os mesmos
parametros de Markov. Por outras palavras, sabemos que se existem duas extensoes
distintas da sequéncia {Y7,Ys, ..., Yn, }, Y e ), que produzem duas realizacoes parciais
minimas de {Y1,Ys,...,Yn, }, ¥ = (A, B,C) e ¥ = (A, B, C), respectivamente, entao
e 3 ndo sao algebricamente equivalentes. Assim, tendo em conta a Proposicao 3.1.8, a

definicao anterior pode reformular-se como se segue.

Definicao 4.2.2. Sejam {Y1,Ys,...,Yn,} uma sequéncia finita de Ny matrizes do tipo
pxm e = (A B,C) uma sua realizagdo parcial minima. FEntao ¥ = (A, B,C)
¢ unica se e so se a extensao da sequéncia finita {Y1,Ys, ..., YN, } para uma sucessao
de Markov realizdvel, definida por Y; = CA™'B para i > 1, for a unica extensio de

{Y1,Ya,....,Yn,} com caracteristica igual a dimensao de 3.

Para uma dada sequéncia finita {Y7,Ys, ..., Yy, } definamos as matrizes de Hankel H ;
para s+t < Ny + 1, de forma andloga a Definicao 3.1.1. No seguimento deste texto va-
mos encontrar matrizes de Hankel referentes a sequéncias finitas e a sucessoes (infinitas)

de Markov, que se diferenciarao pelo contexto.

Teorema 4.2.3. Seja {Y1,Ys,...,Yn,} uma sequéncia finita de p X m matrizes que
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satisfaz

rankHyp v = rankHap i = rankH e arsa

para alguns inteiros positivos M e M’ tais que M'+ M = Ny. Entao existe uma tnica

realizagao parcial minima de {Y1,Ys, ..., YN, }-

Prova: De acordo com a Proposicao 4.2.2, basta mostrar que existe uma tnica sucessao
de Markov Y cujos primeiros Ny parametros de Markov sao {Y;, Y5, ..., Yy, }, e para a
qual

rank Hs (V) = rank Hpp p (Y), paras > M et > M.

De facto, como os elementos de Hpp()) pertencem ao conjunto {Yi,Ys,...,Yn,}
temos que qualquer sucessao de Markov com Y3, Ys, ..., Yy, como primeiros parametros
de Markov tem caracteristica maior ou igual a rank Hy . Uma vez que é possivel

decompor a matriz Ha41 4 da seguinte forma
+ b

Hur v
Hyrvi,m =

Yirsr - Y

e, como rank H sy = rank Hypyq v, existem M’ matrizes, Go, G, ..., Gpr—1, do tipo

p X p tais que

Vj=GuraYj1+ -+ GoYjonr, paraj= M +1,.... No. (4.2)

Utilizando um raciocinio andlogo ¢ possivel decompor a matriz Hps 41 do seguinte
modo
Y
Har s = | Ho i
Y

0

e, uma vez que rank Hap pr41 = rank Hap ar, existem M matrizes, Fy, Fi, ..., Far—1, do

tipo m X m tais que

Yj :}/j—lFM—1+"'+}/j—MFO7 paraj:M—i—l,...,No. (43)

Vamos construir a extensao Y = {Y1, ..., Yay+1, Yng+2, .-} de {Y1,Ys, ..., Yy, } definindo
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Y; = Gur—1Yjo1 + - + GoYj_nr, para j > No, (4.4)

e seguidamente mostramos, por inducao matematica em j, que

5/}' = 1/?7'71FM71 + e+ }/},MF(), paraj > No. (45)

Suponhamos que j > Nj e que (4.3) acontece para j— M’, ..., j— 1. Vejamos que, (4.3)
também acontece para j. Note-se que, por (4.3) e porque No+1— M’ = M + 1, temos
que (4.4) é verdadeira para j = M + 1,..., Ng. Por (4.4) e por hipétese de indugao,

temos que

Y, = GuwYjo1+Gu2Yj o+ -+ GoYj_m
= Gua(YjoFy-1+ -+ Yjm1Fo) + Gur—o(YjosFy—1 + - + Yoo Fy) +
+oo+ Go(Yimra Fyra + -+ Yo o)
= (Gur—1Yjo+ Gy s+ -+ GoYj_nr—1)Fry—1 +
+oo A+ (G Yjor—1 + G —2Yjom—o + -+ GoYjon—mr ) Foy

Consequentemente, por (4.2) e (4.4) temos que

Y, = Y1 Fy+--+Y_uko,
como queriamos provar.
De (4.2), (4.3), (4.4) e (4.5), concluimos que
rank H, () = rank Hyy 0 (YV), para s > M et > M,
e que, portanto, ) é realizavel e tem caracteristica rank H s (J).

Com o intuito de provar que ) ¢ tinica, suponhamos que existe outra sucessao de Mar-

kov Y = {Y1,...,Yn,, ...} cujos primeiros Ny parametros de Markov sdo Y1, Ys, ..., Yy,
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e tal que rank Y = rank . Sejam N, N’, N e N’ os menores inteiros tais que

rank Hy n(Y) = rank Hyg 5(Y) = rank Y.

Observe-se que como rank Hyp (V) = rank)Y, M + M’ = Ny e os Ny primeiros
parametros de Y e ) coincidem, temos que N = N < M e N' = N’ < M’ e, portanto,

também Hy n (V) = Hy ().

Consideremos a sucessao de Markov 5) = Y — Y. Note-se que, representando 37 =
{?1,372,...}, temos que Y; = Yy = ...:YNO —0.

Sejam Y1 = (Ay, By, (1) e Yo = (Ag, By, Cy) realizagoes minimas de ) e Y, respec-
tivamente. Logo, pela Proposicao 3.1.8, ¥; e ¥y tém dimensao rank Y. Além disso,
pela Proposigao 3.2.2, N e N’ sao os indices de atingibilidade e de observabilidade,

respectivamente, de Y e X5. Consideremos as seguintes matrizes

A 0
0 A

By
By

)

e C:[C’l —C’g].

¥ = (A, B,C) é uma realizacao de Y uma vez que, para i > 1, tem-se que

. A7t 0 | |B
A [ A I B
0 AT B,

- ClAi_lBl—CgAé_lBg

Y,

Il
,

Facilmente se vé que N é o indice de atingibilidade e N’ é o indice de observabilidade

de Y. Pelo Lema 3.3.2 existem matrizes, Go, @1, e ,@N/_l, do tipo p X p tais que

Yniiit1 = GoYipr + - + Gy Yvrg,

para k > 0. Como Vi=Yo=- = YNO =0e N’ < Ny, temos entao que Y, = 0, para
[ > Ny, e consequentemente, Y= 0, ou seja, YV = ). O

Obtemos assim o seguinte critério de verificagao da existéncia de uma realizacao parcial
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minima para uma sequéncia finita {Y7, ..., Yy, }.

Critério da existéncia de uma tnica realizacao parcial minima

Sejam {Y1,...,Yn,} uma sequéncia finita de Ny matrizes do tipo p x m e H;;, com
i+ j < Ny, matrizes de Hankel com elementos pertencentes a {Y1,...,Yn,}. FEntdo
existe uma unica realizagdo parcial minima para {Y1, ..., Yn,} se e sd se existem inteiros

positivos M e M’ tais que:
a) M+ M = Ny;
b) rank Hyp p = rank Hypqq = rank Hap a4

Seja {Y1, ..., Yy, } uma sequéncia finita de p x m matrizes, que admite uma tnica rea-
lizacao parcial minima, isto é, que obedece ao critério enunciado acima. Entao, uma
realizacao parcial minima de {Yi, ..., Yy, } serd uma realizacdo minima da sucessao de
Markov YV = {Y1,..., Yn,, Y41, ..}, construida na demonstragdo do Teorema 4.2.3,
com rank Y = rank Hyp p(Y), onde M + M' = Ny. Assim, esta realizagdo podera ser
obtida através da aplicacao do algoritmo de Ho a ). Observe-se, no entanto, que como

rank )V = rank Hpp 1()), o algoritmo de Ho considerard apenas as matrizes

Y, -+ Yy Yo oo Yy
Har (V) = : : e oHum(Y) =
Y - Ynga Yurgr - Y,

cujos elementos pertencem a {Y7, ..., Y, }, ndo sendo necessario determinar ).

Nesta fase da dissertagao sabemos que se uma dada sequéncia finita, {Y1, Y5, ..., Yy, },
de Ny matrizes do tipo p X m satisfaz o critério de existéncia de uma tunica realizagao
parcial minima entao existe um tunico sistema de dimensao minima que a realiza, no
sentido da Definicao 4.0.4. Na secgao seguinte pretende explorar-se o mesmo problema
de obtencao de uma realizacao minima para sequéncias finitas que nao satisfazem o

critério referido anteriormente.
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4.3 Teorema da realizacao parcial minima

Considere-se uma sequéncia finita, {Y1, Ya, ..., Y, }, de Ny matrizes do tipo p x m que
nao satisfaz o critério de existéncia de uma unica realizacao parcial minima. O nosso
objectivo é determinar uma realizacdo parcial minima de {Y7,Y5,...,Yy,}, de entre
todas as realizagoes parciais possiveis. Comecemos por calcular a dimensao minima de

uma realizagao parcial de {Y1, Y5, ..., Y, }.

Observe-se que qualquer extensao, Y, de {Y1,Ys, ..., Yn,} tem caracteristica maior ou
igual a caracteristica de Hy, n,()). Tendo em conta este facto, o préximo lema fornece-
nos um limite inferior para a caracteristica de uma extensao de {Y1, Y5, ..., Yy, } €, con-

sequentemente, para a dimensao minima, de uma realizac¢ao parcial de {Y7, Y, ..., Y, }

Lema 4.3.1. Sejam {Y1,Y5, ..., YN, } uma sequéncia finita de Ny matrizes do tipo pxm

e X = (A, B,C) uma sua realiza¢do parcial minima. Entao a dimensdo de ¥ é tal que

dim(X) > n(Ny) = rankH; n, + (rank Ho ny—1 — rank Hy n,—1) +
+ -+ (rank Hy, 1 — rank Hy,—1.1)

Prova: Observe-se que como ¥ é uma realizagao parcial minima de {Y3, Y5, ..., Yy, }, a
sua dimensdo é o minimo das caracteristicas de todas as extensoes de {Y1,Y5, ..., Y, }.

Facilmente se observa que

rank Hy, v, (V) = rankHi n, () + (rank Ha n, (V) — rank Hy n, ())) +
+ -+ (rank Hjo1 n (V) — rank H; v, (V) +
+ -+ + (rank Hg, vy (V) — rank H,—1,50 (V)

para qualquer extensao ) de {Y3,Y5, ..., Yn,}. Além disso, como H; n,(Y) é uma sub-
matriz de H;41.n,()) temos que rank H; 1 n, (V) — rank H; v, () > 0.

Assim, uma vez que rank ) > rank Hy, n,()), temos que
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dim(¥) > min rank H; n, + min (rank Ho n, — rank Hy n,) +
+ -+ -+ min (rank H; 1 n, — rank H; n,) +

+ -+ + min (rank Hy, n, — rank Hy,—1.n5,),

onde min rank H; y, = min{rank H; n,()) : V é uma extensao de {Y7,Ys,...,Yn,}} €

min (rank H;.1 n, — rank H, n,) € igual a
min{rank H;+1 n,(Y) — rank H; n,(Y) : Y é uma extensao de {Y7,Y5, ..., Y, }},

para j =1,..., Ny — 1.

De seguida analisemos, separadamente, o que representa o minimo da diferencas das ca-
racteristicas anteriormente referidas. Observe-se que, para Y = {Y7, ..., Yn,, Yno+1, -
rank H;11 n, () — rank H; n,()) traduz o aumento da caracteristica de H; n,()) apos

a adjuncao da linha de blocos |Yj1 -+ Y 4|

Uma vez que os elementos de Hj n,()) sao Y1, ..., Ya,, que s@o os elementos disponiveis,
é 6bvio que

min rank H; n, = rank [Yj+1 <o Yny4i| = rankHy n,.

Vejamos agora o que representa min (rank Hs n, — rank H; n, ). Por forma a facilitar a

visualizacao pretendida considere-se a matriz

i Yo oo Yy Y

H V) =
2N W)=y g Yn,  Yieor

Uma vez que Yy, 41 ¢ desconhecido, min (rank Hsy n, — rank H; n,) ocorre quando as
linhas da segunda linha de blocos de Ha n,—1()), que sdo combinacao linear das linhas

de |Y; --- YNO,l], se mantém dependentes quando se adiciona o bloco de colunas
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Y,
Mooy matriz Ha ng—1(Y). Assim,

YN()-H

min (rank Ho n, — rank H; y,) = rank Hy n,—1 — rank Hy nyy—1.

Efectuando um raciocinio andlogo para averiguar o que representa min (rank H;. n, —

rank H; v, ), considere-se a matriz de Hankel

(Vi Y% o Yaey Yaes o0 Y |
Y, Ys oo Yagje1 YNe—jrz -0 Yien
Hj+1,N0<y> = : : : . .
Y Y - Y Yne 0 Yigwj—
Yinn Yi2 o0 Y Yhosr o Yo |

Analogamente, o min (rank ;41 n, — rank H; y,) ocorre quando as linhas da (j + 1)-
¢ésima linha de blocos de H,1 n,—j, que sao combinagao linear das linhas de 'H; n,—;,

se mantém dependentes, apds se adicionar os blocos de colunas

Yne—jr1 o Y
Yno-jr2 ° YiNgt1

b
Yno+1 - Yno+j

onde Yn, 11, Yng+2:---,YNo+; Sa0 elementos desconhecidos. Concluimos assim que
min (rank H; 1 n, — rank H; n,) = rank H;1 n,—; — rank H; n,— ;-
Logo,

dim(X) > rankHi n, + (rank Ho ny—; — rank Hy ny—j) +
+ -+ (rank HNO,I — rankHNO_l,l),

como pretendiamos. O
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Deste modo, é possivel obter um limite inferior para a dimensao de uma realizacao

parcial minima, de ordem Ny, de {Y7,Y3, ..., Yy, }.

O exemplo que se segue ilustrara, ao longo desta secgao, os resultados expostos.

Exemplo 4.3.2. Considere-se a seguinte sequéncia finita de matrizes {Y7,Ys, Y3, Y,},

onde

De acordo com o Lema 4.3.1 sabemos que existe um minorante para a dimensao de

uma realizagao parcial minima de {Y1,Y5,Y3,Y,}, dado por

n(4) = rankH;4 + (rank Ho 3 — rank H;3) +
+(rank Hsz o — rank Ho o) + (rank Hy ;1 — rank Hs ;).

Deste modo, considerem-se as seguintes matrizes de Hankel e calculem-se as suas res-

pectivas caracteristicas.

1143107 2215
0000 1 1 3 3|

Y

rankH; 4 =rank |V; Y, V3 Y}J = rank[

11 4 3 10 7
i Yo V3 00 0 0 1 1
rank Hy 3 = rank = rank =4,
’ Yo Y3 Y, 4 3 10 7 22 15
00 1 1 3 3
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1 1 4 3
0 0 0 O
Y1 Y,

4 3 10 7
rank Hso = rank [Y, Y;| =rank =4,
’ 0 0 1 1

Y; Y,

10 7 22 15
1 1 3 3

SRR

0 O

Yi 4 3

Y5 0 O
rank H,; = rank | = rank =2,

Ys 10 7

Y, 1 1

22 15

._3 3_

114 3 10 7
rankHL:g:rank |:Y1 }/2 }/3] :rank[ ]:2’

0000 11

11 3
Y, 00 0
rank Hy o = rank ! = rank = 3,
Y, Vs 4 3 10 7
00 1 1
S
0 0
Y]
4 3
rank Hs; = rank [Y5| = rank 0 0 = 2.
Y3
10 7
1 1

Logo,n(4) =2+ (4—-2)+(4—-3)+(2-2)=5.
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Defini¢ao 4.3.3. Dada uma sequéncia finita {Y1,...,Yn,} de p X m matrizes, sejam

N'(No) o menor inteiro tal que todas as linhas da matriz de blocos |Yn/(npy+1 - - - YNO]

sao combinagao linear das linhas de Hn:(ny),No—N'(No) € N(Noy) o menor inteiro tal que
Yn(wvo)+1

todas as colunas da matriz de blocos : sao combinacao linear das colunas

Y,
de Hny—N(No),N(No)- Se ndo existir tal N'(Ny) considere-se N'(Ng) = No. Da mesma

forma, se nao existir tal N(Ny), considere-se N(Ny) = Np.

Com base na defini¢do anterior, vamos determinar N(Ny) e N'(Ny) para o exemplo

considerado nesta seccgao.

Exemplo 4.3.4. (Continuagao do Exemplo 4.3.2) Obviamente que N'(4) e N(4)

sao menores ou iguais a Ny = 4. Uma vez que

rank Hs; = 2 =rankH,; = , (4.6)

temos que qualquer linha de Yy é combinagao linear das linhas de Hs ;. Assim, temos
que N'(4) < 3. Vejamos se é possivel que N'(4) < 2. A semelhanca do raciocinio feito

anteriormente temos que

i Y,
rank Hoo =3 #4 =rankHzo = |Y; Y3,
Y; Y,

o que significa que existe uma linha de [Y3 Y}J que nao é combinacao linear das linhas

de Ha . Logo N'(4) = 3.

De seguida vamos determinar N(4). Adoptando um raciocinio andlogo vejamos se
N(4) < 3. Sabemos que rank H; 3 = 2 = rank H; 4, portanto qualquer coluna de Yy é

linearmente dependente das colunas de H; 3. Consequentemente N (4) < 3. Averigue-se
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agora se N(4) < 2. Uma vez que

i Yo ¥

rank Ho o = 3 # 4 = rank Ho 3 = rank
2,2 # 2,3 Y, v, v

Y

Y-
existe uma coluna de | ° que ndo é combinacao linear da matriz Hs 5. Logo N(4) = 3.
4

Concluimos assim que N'(4) = N(4) = 3. o

Indo de encontro a um dos objectivos tracados para este trabalho, vamos ver que existe
uma realizagao parcial da sequéncia finita {Y7, Y5, ..., Yy, } cuja dimensao é igual ao li-
mite inferior referido no Lema 4.3.1, n(Ny), para as dimensodes das realizagdes parciais
de {Y1,Y3,..., Yy, }. Para tal basta provar que existe uma extensao de {Y1,Ys, ..., Y, }
para a qual n(Np) é a dimensao de uma sua realiza¢do minima. O lema que apresenta-
mos de seguida traduz uma propriedade interessante destas extensoes e terd bastante

utilidade no desenvolvimento desta seccao.

Lema 4.3.5. Seja {Y1,Ya,....,Yn,} uma sequéncia finita de matrizes do tipo p x m.
Entao qualquer extensao Y = {Y1,Ya, ..., Yny, YNy 41, ...} com caracteristica n(Ny) € tal

que

n(No) = rank HN’(NO),N(NO)(J}) = rank HN,(NO)"FLN(NO) (y) = rank HN’(NO),N(NO)—H(y)
(4.7)

Além disso, N(Ny) e N'(No) sao os menores inteiros para os quais (4.7) é satisfeita.

Prova: Vamos comegar por mostrar que N'(Ny) e N (Np) sdo tais que o niimero minimo
de linhas linearmente independentes de Hy, n,()), que sabemos ser n(Ny), coincide

com o numero minimo de linhas linearmente independentes de H (), n¢ NO)()/).

Pela Definicao 4.3.3 temos que as linhas de [YN/( No)+1 -+ Yn,| sao combinagao linear

das linhas de Hn/(ng),no— N/ (M) (V) € portanto

rank H o (ng)+1,80— N (Np) (V) = rank Hnr(n), Np— 7 (o) (V)
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Eliminando o primeiro bloco de [YN/( No)+1 T YNO] obtemos que as linhas de blocos
de \Yaingy2 - YNO] sao combinacao linear da submatriz de H (g, no—n' (o) (V)

sem a primeira coluna de blocos e, consequentemente, as linhas de [YN/( No+2 Y

sao combinagao linear das linhas de Hyr(ny)+1,8,—N'(Ng)—1()), OU seja,
rank Hnt(ng)+2,No— N’ (No)—1(Y) = rank Hyr(ng)+1,N0— N (No)—1(Y)-
Efectuando sucessivamente este raciocinio, obtemos que
rank HN’(N0)+j,NofN’(N0)7j+1(y) = rank HN’(N0)+j71,N07N’(N0)7j+1(y)

para j =1, ..., Ng — N'(Ny). Observe-se que

n(No) = min rank Hy, n,
= min rankHN/(NO)ﬂNO + (rankHN/(NO)H’NO_N/(NO) — rankHN/(NO)’NO_N/(NO)) -+

+ -+ (rank Hy, 1 — rank Hy,-1.1)-

Mas, pelo que vimos anteriormente, todas as parcelas desta adicao, a excepcao da
primeira, sao nulas. Logo

n(No) = min rank Hn(ng),no-
Vejamos agora que n(Np) = min rank Hy/(ny),n(ng)- De facto, uma vez que N(Np) é

tal que satisfaz a Definicao 4.3.3, sabemos que

rank H, - N (No) N (No)+1 = Tank H g — N (N), N (No) -

Utilizando o mesmo argumento, mas agora sobre as colunas de Hy/(n,),n, também

podemos garantir que

rank My, v (o) —j+1.N (No)+5 (V) = rank Hng—nvo)—jr1.v (o) +5-1(Y) - (4.8)
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para j = 1,..., Ng — N(Np).
Consideremos N'(Ny) > Ny — N(Np). Uma vez que

n(No) = min rank Hy, n, = min rank Hy(vy),n,
= min rank H /gy, n(vg) +
+(rank H o - N (No)—1,8(No)+2 — Tank H g N (No)—1,N (Vo) +1) +
+(rank Hyy—v(nvo) 2.8 (Vo)+3 — Tank Hvg—n(vo) 2.8 (No)+2) +

+ -+ + (rank Hy n, — rank Hy n,_1),

resulta, por (4.8), que n(Ny) = min rank Hy/(n,),n(nvy)- Facilmente se vé que este
resultado também ¢ verdadeiro se N'(Ny) < Ny — N(Np).

Uma vez que, por um lado, n(Ng) = rank ) e, por outro lado, n(Ny) = rank Hy(ng),n (o) (V)

temos que

rank H&t(y) = rankHN/(NOLN(NO)())), para s Z N,(No) et Z N(N())

Logo,
rank HN/(NO)7N(NO)<y) = rank HN’(NQ)—}-LN(NO)(J}) = rank HN’(NO),N(NO)—i-l (y)

como se pretendia mostrar. O facto de N(Ny) e N'(NNy) serem os menores inteiros que

verificam (4.7), segue das suas préprias definigoes. O

O resultado que apresentamos de seguida serd ttil na demonstracao do teorema apre-

sentado a seguir, que representa o resultado principal desta seccao.

Lema 4.3.6. Dadas matrizes X1, Xo e X3 do tipo pxp', pxr e sxp, respectivamente,

tais que

X
rank X; = rank [Xl XZ] = rank [Xll (4.9)
3
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entao existe uma e uma $6 uma matriz Xy, do tipo s X r tal que

X1 Xo

X3 Xy

X
rank X; = rank [ ] = rank [Xl X2i| = rank [ !

= rank X;. 4.10
XJ L ()

1] , existe uma matriz  do tipo s x p tal que
3

Prova: Uma vez que rank X; = rank [

X3 = #X,. Consideremos X, := $X,. Entao [Xg X4] =0 [Xl XQ}, e portanto,

X X
rank
X5 Xy

= rank [Xl XQ} e , consequentemente X, satisfaz (4.10). Paralela-

X1 X

3 Xy

Xo X
= a, e portanto
Xy X3

X
mente, como rank [ ] = rank [X1] , existe uma matriz o do tipo p’ x r tal que
3

X4 = XgOé e X2 = Xloz. (411)

Vamos ver que X, é unica. Suponhamos que existe X}, do tipo s x r, tal que (4.10) é

satisfeita. Entao existem matrizes o’ e 5’ do tipo p’ X r e s X p, respectivamente, tais

[i;] of = [ﬁj e [X1 X2] = [X3 Xﬂ )

que

isto é,
Xid =Xy, Xza'=Xj, FXi=X; e Xo=X] (4.12)

Entao, de (4.11) e (4.12) resulta que
X4 = X30é = ﬂ,XlOé = ﬁ,XQ = Xi,

0 que prova que Xy € Unica. O

Teorema 4.3.7. (Teorema da realizagao parcial minima) Sejam {Y1,Ys, ..., Yn, }
uma sequéncia finita de No matrizes do tipo pxm e n(Ny), N'(Ng) e N(Ny) os inteiros

definidos anteriormente de acordo com o Lema 4.3.1 e a Definicao 4.3.3. Entao
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1) n(Noy) € a dimensao de uma realizagao parcial minima ¥ = (A, B,C) de {Y1,Ya, ..., YN, }-

2) N(Ny) e N'(Ny) sdo os menores inteiros para os quais o critério da ezisténcia de
uma realizagdo (Teorema 3.2.1) € satisfeito para todas as extensoes de {Y1,Ya, ..., Yn, }

de caracteristica minima.

3) existe uma extensao de caracteristica minima, de ordem P(Ng) = N(Ng)+ N'(Np),
de {Y1,Ys,....Yn,} cuja realizagao obtida através do algoritmo de Ho tem di-

mensdao n(Ny).
4) qualquer extensao que € fiza até P(Ny) € univocamente determinada apds P(Ny).
Prova: Se P(Ny) < Ny, a sequéncia {Y7,Ys, ..., Yy, } satisfaz o critério de existéncia
de uma tnica realizagdo parcial minima e portanto 1)-4) sdo satisfeitas.

Suponhamos que P(Ny) > Ny. Observe-se que se a afirmagao 3) for satisfeita e a rea-
lizagao parcial minima obtida tiver dimensao n(Vy) entao, pelo Lema 4.3.1, a afirmacao
1) é satisfeita. Paralelamente, pelo Lema 4.3.5, a afirmacao 2) também é satisfeita.
Finalmente, provaremos na fase final desta demonstracao que se 3) for satisfeita entao

a afirmagao 4) também se verifica.

Deste modo, vamos comegar por provar que a afirmacao 3) é sempre satisfeita. Para

tal temos de construir as matrizes Yyy41,...,Yp(n) tais que

n(No) = rank Hy/(ng), N (No) = Tank Har(ng)+1,8(No) = Tank H s (ng), N (No)+1

Consideremos a seguinte matriz de Hankel

Vi o Ygenvw) o Yvmo-1 Y Yo+
Yno-nvo) 0 Yong—P(No)=1 c YNp—2  Yp—1 Y,
H (No) (No) o YNO*N(N0)+1 T YVZNOfP(No) T YNO—l YNO YN0+1
N'(No)+1,N(No)+1 =
’ ’ YNQ—N(N0)+2 e YQNO—P(NO)+1 e YNO YN0+1 YNO+2
Yvi (o) T Yp(no)—1
| Yy o Yp(vo) i
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Sabemos que o minorante, n(Ny), da dimensao de qualquer extensao, ), de {Y1,Ys, ..., Y, }
pode ser obtido pelo nimero minimo de linhas (ou colunas) linearmente independentes
da matriz de Hankel Hy, n,. Assim, o objectivo é escolher matrizes Ynyi1,....Yp(np)s

de modo que a caracteristica de Hyr(wy),n(no)s 7(No), seja preservada.

Para tal considere-se o seguinte procedimento. Foquemos a nossa atencao no ultimo
bloco de linhas da matriz Hy,—n(ny)+1,8(Ny)- S€ alguma linha deste bloco for com-
binagao linear das linhas da matriz Hy,—n(n,),n(v,) Preenchemos a parte da linha
correspondente ao parametro Yy, 11, em Hy,—n(ng)+1,8(No)+1, de forma a preservar a
dependéncia linear ja existente. Note-se que, de acordo com o Lema 4.3.6, é facil ver
que esta determinacao é tnica. Procedendo desta forma para todas as linhas line-
armente dependentes do ultimo bloco de linhas de H n,—n(ng)+1,5(No), determinando

assim as linhas correspondentes em Yy, 11, podemos garantir que

rank Hn, - N(Nog)+1,N(No)+1 = rank Hng - n(ng), N (No)+1

independentemente da escolha das restantes linhas de Yy, 1. Com vista a deter-
minar as linhas de Yj,+1 ainda desconhecidas, consideremos, de seguida a matriz
HNog—N(No)+2,N(No)- Repare-se que as linhas do ultimo bloco de linhas de H n,— v (wvg)+2,8(No) s
que faziam parte de linhas linearmente dependentes dos blocos anteriores, no tltimo
bloco de linhas de H n, - n(ng)+1,N(No)+1, Mantém-se linearmente dependentes. Isto acon-

tece devido a forma especial das matrizes de Hankel.

Centremos agora a nossa atengao nas linhas do 1ltimo bloco de linhas de H n,— n(ng)+2,5 (o)1
que eram linearmente independentes das anteriores no tultimo bloco de linhas da ma-
triz H Ny—N(No)+1,N(Np), Visto serem estas as linhas que correspondem as linhas de Yy,
ainda por determinar. O preenchimento dos correspondentes elementos de Yy, ;11 em
Hno—N(No)+2,N(No) Serd feito como anteriormente, isto ¢, de forma a preservar a de-
pendeéncia linear ja existente. Porém, importa realgar que, nesta fase da construcao, a
escolha de tais elementos pode nao ser tinica ja que o Lema 4.3.6 pode nao ser aplicavel.
Mas note-se simultaneamente que a liberdade desta escolha em nada influencia a de-

pendéncia linear.

Se ainda existirem linhas, neste ultimo bloco, linearmente independentes (e, conse-
quentemente, linhas de Yy, 1 por determinar), aplicamos o mesmo processo a matriz

H No—N(No)+3,N(No)—2 € assim sucessivamente até obtermos todas as linhas de Y, 1.
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Salienta-se que é sempre possivel obter todos os elementos de Yy, ;1 desta forma, pois
pela defini¢ao de N'(Ny), o ltimo bloco de linhas de H n/(ng)+1,80— N (Np) € linearmente

dependentes das linhas de Hn(n,),no—N'(No)-

Escolhendo os elementos de Yjy,+1 da forma descrita anteriormente garantimos que
a caracteristica de Hyr(ny),n(n,) S mantém a menor possivel. Consequentemente, a
sequéncia finita {Y7, ..., Yn,, Y, +1} € tal que n(Ny + 1) serd igual a n(Np). Aplicando

0 Mesmo processo a esta sequeéncia obtemos Y, 42.

Este procedimento continua, por inducao, até se determinarem todas as matrizes,

YNo+15--.YP(ng), Decessdrias.

Pelo modo como Yy 41, ..., Yp(n,) foram construidas, temos que n(Ny) = - - - = n(P(No)—
1) =n(P(Ny)), e portanto

rank H oy (vg),n(Ny) = n(No) = rank H s (vg)+1,N(No) -

Por defini¢cao de N(Ny), sabemos que

rank Fvg—v(vo), v (o) = Tank Hvg—nvo), v (vo)+1- (4.13)

A matriz Yy,41 foi calculada de forma a que o ntimero de linhas linearmente indepen-
dentes em Hpn,—n(ng)+1,N(N,) coincida com o nimero de linhas linearmente indepen-

dentes de Hny—n(No)+1,N(No)+1- LOgo,

rank HNofN(No)+1,N(N0)+1 — rank HNOfN(NO),N(No)Jrl = rank HNOfN(No)Jrl,N(NO) -

— rank H g n(ng), N (No)
o que implica, por (4.13) que
rank H ny— N (No)+1,N(No)+1 = Tank Hng — n(ng)+1,N(No) - (4.14)
Aplicando sucessivamente o mesmo raciocinio partindo de (4.14), obtemos que

rank Hn/(ng), N (Ng) = Tank H y(ng), N (No)+1-
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Portanto, temos que

rankHN/(NO)’N(NO) = rank HN’(NO)—H,N(NO) = rankHN/(NOLN(NO)H.

Logo, pelo critério da existéncia de uma tnica realizacao parcial minima existe uma
realizacdo parcial de {Yi,...,¥ny41,.... Yp(np)} €, consequentemente de {Y3,...,Yn,},
de dimensao n(Ny) e, portanto minima. Além disso, para Ynyi1, ..., Yp(n,) fixos esta

realizagao é dnica, o que prova a afirmagao 4) do teorema.

Assim é possivel, através do algoritmo de Ho, determinar uma realizacao > de dimensao
n(Ny), salvaguardando o facto de que esta realizacdo pode nao ser tinica no sentido em

que os elementos da Yn,1,...,Yp(ny) pPodem nao ser univocamente determinados. [

Exemplo 4.3.8. (Continuagao do Exemplo 4.3.4)

Retomando o exemplo considerado anteriormente, sabemos que, de acordo com o Te-
orema 4.3.7, existe uma realizacao parcial minima, ¥ = (A, B,C), de ordem 4, de
{Y1,Y2,Y5,Y,} com dimensdo n(4) = 5. Além disso, P(4) = N(4) +N'(4) =3+3 =6,
pelo que existe uma extensao, de ordem 6, de {Y7,Y5, Y3, Y} cuja realizacao, ob-
tida através do algoritmo de Ho, tem dimensao 5. Assim, qualquer extensao de
{Y1,Y2,Y5,Y,} é univocamente determinada apds a determinagao dos parametros Ys e
Ys. Vamos comecar por determinar Ys = Yo1 Yoz Jo1 y62], utili-

Y53 Ysa Y63  Yea
zando o procedimento da demonstracao do Teorema 4.3.7.

] e depois Yy =

Consideremos a matriz de Hankel Hy,—n(ng)+1,8(n) = Ha,3. Uma vez que

11 3 10 7
Y1 Y, Y- 1 1
rank Hs 3 = rank 2T~ rank 00 00 =
’ Yo Y3 Y, 4 3 10 7 22 15
00 1 1 3 3

temos que todas as linhas de Hy 3 sao linearmente independentes e, consequentemente
nenhuma linha da linha de blocos [Yz Ys Y}J ¢é combinagao linear das linhas anteri-

ores.
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Consideremos agora a matriz

1 1 4 3
0O 0 0 O
Yi Y,
" v v 4 3 10 7
32 = | Yo Y3| = 00 1 1
Y; Y}
10 7 22 15
1 1 3 3
H
Uma vez que rank Haoy = rank 22 , a linha [10 7 22 15| é combinagao
10 7 22 15

linear das linhas de Hay. Temos entao de escolher os correspondentes elementos desta
linha de Y5 em Hj 3, por forma a preservar a dependéncia linear ja existente. Uma vez

que

[10 7 22 15}:—2[1 14 3}+0[0 00 0}+3[4 310 7}+0[0 0 1 1}
(4.15)

temos que

[10 722 15 ys y52] - —2[1 14 3 10 7]+0[0 0001 1}

+3[4 310 7 22 15]+0[0 0113 3}

obtendo-se assim que, [ym y52} = [46 31].

Importa reforgar a ideia de que esta escolha nao é univocamente determinada no sentido

do Lema 4.3.6 . Este lema nao ¢ aplicavel neste caso uma vez que, fazendo X; = Hs o,

10 7
1 1 <
Xy = e X3 = [10 7T 22 15} nao ¢é verdade que
22 15
3 3

rank [Xl} = rank [Xl XQ} = rank [i;] .
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De facto, facilmente se vé que os coeficientes da combinacao linear de (4.15) nao sao

unicos.

No entanto a linha [1 1 3 3} nao é combinacao linear das linhas de Hs 2, pelo que,

para determinarmos [y53 y54], temos de considerar a matriz de Hankel

11

0 0

Yi 43

Hap = i
Y| |10 7

Y, 11

22 15

_3 3_

Neste caso, a linha correspondente [3 3} ¢ combinagao linear das linhas de Hs ;. Por

3 3] =5[1 1| +0fo o/ -3[4 3] +0fo o +1[10 7| +o1 1],

o que implica que

[y53 y54] =5 [4 3} ~3 [10 7] 1 [22 15} - [12 9] ,

46 31
e portanto, temos que Y5 = . Segue-se, de forma analoga, a construcao de

12
Ys. Observe-se que como as linhas de Hsy 3 sao linearmente independentes o mesmo

acontece relativamente as linhas de Hs 4. Considere-se entao a matriz
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11 3 10 7
0 0 0 1 1
Y1 Vo V5
oy vy ||t 30T 20
ST M T g 001 1 3 3
Ys Yy Vs
10 7 22 15 46 31
113 3 12 9]
Ja sabemos que
10722154631}=—2[1143107}+0[000011]+

+3[4 310 7 22 15}+0[0 0113 3]

Logo, vamos determinar [yﬁl %2} por forma a preservar esta dependéncia linear, ou

o | =222 15] +0[3 3| +3]a6 31| +0[12 9] = |91 63].

Considerando agora

(1 1 4 3]
0 0 0 0
Y, Y, 4 3 10 7
Y, Vi 0 0 1 1
Hao = = )
Vs Ya 10 7 22 15
Y, Vi 1 1 3 3
922 15 46 31
3 3 12 9

Temos que

3312 9 =51 14 3/-3[43 10 7+

1 [10 7 922 15}
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o que implica que

s w| = 5[10 7] =3[22 15| +1[s6 31) = [30 3]

94 63

Logo, obtemos Ys =
30 21

Finalmente o algoritmo de Ho fornece uma realizacao parcial minima, ¥ = (A, B, (),
de ordem 4, de {Y7, Y5, Y3, Y, }. Do desenvolvimento dos Exemplos 4.3.2 e 4.3.4 sabemos
que os menores inteiros para os quais o Teorema 3.2.1 é satisfeito sao N(4) = N'(4) = 3

e a dimensdo de uma realizagao parcial minima de {Y7, Y5, Y3, Yy} é 5.

Considerando as matrizes P e M invertiveis dadas por

[ 00 0 0 0] (1 -1 2 0 2 —2]
0 -1 0 0 0 01 -6 1 -5 5
0 0 01 0 0 00 1 -1 2 0
1001 00| Joo 0o 1 -5 0]l
01 0 0 0 0 00 0 0 1 -1
| -2 0 1 0 —5 0] (00 0 0 0 1 |

respectivamente, temos que PHj33M = [[ 5 01] = Fgx5F546, como se pretendia.

Construamos as matrizes A, B e C, do tipo 5 X 5, 5 x 2 e 2 X 5, respectivamente, dadas

por

A = E5x6P(UH3,3)ME6x5

4 -1 0 00
6 -1 0 00

= |1 0o -11 of,
01 -110
0 0 1 0 0]

onde o'H3 3()) é a submatriz de Hy3(Y) sem a primeira linha de blocos,
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B = Esx6PHssEexs
10

o O O o O
o O O O =

e
C = EaxeHs3M Egxs
~[tooooo0
010000
Assim, ¥ = (A, B,C), constitui uma realizacdo parcial minima, de ordem 4, de

{Y1,Ys, Y35, Ya}.

De facto,

11 4 3

Y, =CB = ., Yo=CAB = ., Y3 =CA’B =

10 7
1 1

Y, =CA3B =

22 15
e






Capitulo 5

Conclusao

A primeira parte desta dissertacao centrou-se na teoria da realizacao de sucessoes de
Markov. O estudo efectuado permitiu concluir que as realizacoes de uma sucessao de
Markov admitem propriedades interessantes, destacando-se o facto de que duas rea-
lizacoes minimas de uma mesma sucessao de Markov sao algebricamente equivalentes,
e portanto, nesse sentido, inicas. Seguidamente estabeleceu-se um critério que possibi-
lita averiguar quando é que uma determinada sucessao de Markov é realizavel e caso o
seja determinou-se a dimensao de uma sua realizagao minima. E de destacar que todo o
desenvolvimento referido anteriormente é suportado pelo conceito fundamental de ma-
triz de Hankel associada a uma determinada sucessao de Markov. Nesta dissertacao,
explorou-se ainda o célebre algoritmo de Ho na obtencao de uma realizacao minima
de uma sucessao de Markov. Pudemos constatar que este método é vantajoso no sen-
tido em que determina, directamente a partir dos parametros de Markov e através de
transformacoes adequadas nas respectivas matrizes de Hankel, uma realizacao de uma
sucessao de Markov, de menor dimensao. Existem outros algoritmos que fornecem uma
realizacao minima de uma sucessao de Markov. Estes algoritmos podem classificar-se
em dois grupos. Do primeiro grupo fazem parte aqueles que, partindo de uma rea-
lizacao conhecida que nao é minima, obtém uma minima. Estes algoritmos nao sao tao
eficientes como os que recorrem as matrizes de Hankel para a obtencao da realizacao
minima, e que compoe o segundo grupo. De entre estes, o algoritmo de Ho é dos mais
eficientes visto tirar partido da factorizacao de uma dada matriz de Hankel nas matri-

zes de atingibilidade e observabilidade de uma realizacao minima. Para maior detalhe

81
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ver [Sch00]).

A segunda parte desta dissertacao centrou-se no problema das realizacoes parciais
de uma sequéncia finita de parametros de Markov. Verificou-se que este problema ¢é
sempre soluvel, ou seja, é sempre possivel determinar uma realizacao parcial. Além
disso, é sempre possivel obter uma que seja minima. Também foi possivel estabelecer
um critério para averiguar a existéncia de uma tunica realizagao parcial minima que
permite descrever completamente o sistema caracterizado pelo comportamento inicial
definido pela sequéncia dada. No entanto, mesmo quando os Ny parametros de Markov
aos quais temos acesso inicialmente, nao sao suficientes para garantir uma realizacao
parcial minima unica, podemos completar esta informacao de forma adequada, esti-
mando as respostas necessarias do sistema, com vista a obtencao de uma realizacao
parcial eficiente, que representa uma excelente aproximagcao das leis que descrevem o
sistema para os primeiros Ny instantes. Consequentemente, estes resultados podem ser
directamente aplicados em problemas reais cuja principal preocupagao seja determinar
a relacao entre as entradas e as saidas de um sistema, para um conjunto finito de ins-
tantes. £ de notar que o algoritmo de Ho continua a constituir um bom método para

obter uma realizacao parcial minima directamente a partir dos dados.

Dado um determinado sistema sobre o qual conhecemos o seu comportamento, nos
primeiros Ny instantes, as realizacoes parciais minimas também podem ser utilizadas
para reduzir a dimensao do sistema inicial. Tal facto pode traduzir-se na pratica numa
melhoria significativa em termos da eficiéncia do sistema. Importa salientar que em ter-
mos da aplicabilidade destes resultados existem varias areas que deles beneficiam. Com
os desenvolvimentos realizados nesta area comecou-se nas ultimas décadas a modelar
comportamentos de sistemas nao lineares complexos, como é disso exemplo o problema
da identificacao de procedimentos que aproximem o comportamento inicial, isto €, as
respostas produzidas por caldeiras e turbinas. Com esta teoria, torna-se ainda possivel
construir sistemas através da identificacao em tempo real da realizagao parcial minima,
onde os estimadores das matrizes do sistema A, B e C' sao continuamente actualizados
a medida que se faz a leitura dos dados, originando constantemente novas formas de
descrever o sistema, ou seja, novas realizacoes mais fidedignas. Note-se que, quando
os dados do sistema aos quais se tem acesso passam a ser suficientes para aplicar o
critério da existéncia de uma unica realizagao parcial minima, é possivel efectuar-se

dois tipos de analise. Por um lado podemos ter acesso as leis que de facto modelaram
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o sistema em instantes anteriores, obtendo informacao sobre a qualidade da estimacao
obtida anteriormente. Por outro lado estamos em condigoes de averiguar se o sistema
em estudo esta, por algum motivo, em mudanga, havendo necessidade de reajustar a

sua descricao.

Em suma, dado um conjunto finito de parametros de Markov vimos que é sempre
possivel determinar uma sua realizacao parcial minima, permitindo assim modelar um

sistema, que num intervalo finito de tempo, descreve as leis que originam os parametros
de Markov.
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