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As arvores filogenéticas permite compreender a histéria evolutiva
das espécies e pode ajudar no desenvolvimento de vacinas e no
estudo da biodiversidade. Existem varios critérios para seleccionar
uma arvore filogenética de entre as muitas possiveis, sendo um de-
les o da evolugdo minima.

Nesta dissertacdo estudam-se varios métodos para a construcao
das arvores filogenéticas e varias formulacdes para a resolucao do
problema da evolugdo minima. Ainda, se apresenta uma formulacao
alternativa que foi implementada em XPRESS.
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The phylogenetic trees permits to understand the evolutionary his-
tory of species and can assist in the development of vaccines and
the study of biodiversity. There are several criteria to select a phy-
logenetic tree among the many possible, one being the evolution of
the minimum.

In this thesis we study various methods for the construction of phylo-
genetic trees and various formulations to solve the problem of mini-
mum evolution. It, also, presents an alternative formulation that was
implemented in XPRESS.
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Capitulo 1

Introducao

Desde o tempo de Darwin que se procura reconstruir a histéria evolutiva de todas as
espécies existentes na Terra. Essa histéria pode ser representada por uma arvore filo-
genética. Uma arvore filogenética é um grafo conexo, aciclico, nao orientado, em que os
vértices externos representam as espécies em estudo, os vértices internos representam
os antepassados comuns e as arestas representam as relagoes evolutivas entre pares de
vértices, podendo ter um peso associado ou nao. Além da reconstrucao da historia evo-
lutiva das espécies, as arvores filogenéticas também podem ajudar no desenvolvimento
de vacinas e no estudo da biodiversidade. A inferéncia de arvores filogenéticas é feita,
hoje em dia, através das sequéncias de ADN disponiveis em grandes bases de dados.

A construcao das arvores filogenéticas pode ser vista como um problema de opti-
mizacao. Para seleccionar uma arvore filogenética, de entre as muitas possiveis, podem
usar-se varios critérios, sendo um deles o da evolucao minima. Este critério assume
que a arvore filogenética 6ptima é aquela cuja soma dos pesos associados as arestas é
minima.

A construcao de &arvores filogenéticas é um problema NP-Dificil e, consoante o
critério de selecgao que se usa, existem varios métodos que permitem a sua construgao.
Os principais métodos sao baseados na verossimilhanca maxima, na maxima parciménia
e na matriz de distancias.

Nesta dissertacao estudamos varios métodos para construir arvores filogenéticas e
apresentamos varias formulacoes para o problema da evolugao minima.

No Capitulo 2 apresentamos alguns aspectos ligados as arvores filogenéticas: uma
possivel classificacao dos varios tipos de arvores, uma definicao formal e a formula para
a determinacao do numero de arvores possiveis.

No Capitulo 3 apresentamos alguns métodos para a construcao das arvores filo-
genéticas, nomeadamente, métodos de maxima parciménia, métodos de verossimilhanga
maxima e alguns métodos de distancia. Relativamente aos métodos de distancia, serao
apresentados o método da média aritmética nao ponderada e o método dos minimos
quadrados.
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No Capitulo 4 analisamos o problema da evolugao minima, apresentamos o método
neighbor-joining para o resolver, bem como duas formula¢oes em programacao linear
encontradas na literatura.

No Capitulo 5 apresentamos uma formulacao alternativa, os resultados obtidos
quando usamos o software XPRESS na resolucao de alguns problemas e a decomposicao
de Dantzig-Wolfe relativa a essa formulagao.

Finalmente, no Capitulo 6 apresentamos as conclusoes.




Capitulo 2

Arvores Filogenéticas

A filogenia é a histoéria da evolucao de uma espécie ou de qualquer grupo hierarqui-
camente reconhecido!. O termo filogenética tera sido usado pela primeira vez em 1866
por Ernest Haeckel para descrever a evolugao das espécies vegetais e animais ao longo
do tempo. Charles Darwin expds, no seu livro Origem das Espécies, em 1872, a ideia
de que todos os seres vivos se transformam ao longo do tempo, descendendo todos dum
ancestral comum e definiu a filogenia como sendo “as linhas genealégicas de todos os
seres organizados”. Foi, também, neste livro que estas relagoes evolutivas entre espécies
foram representadas, pela primeira vez, por meio de arvores filogenéticas [7].

Figura 2.1: Arvores filogenéticas apresentadas no livro Origem das Espécies.

A andlise filogenética pode ser feita por comparacao de caracteristicas paleon-
tolégicas (através do estudo de fésseis), morfolégicas (através do estudo da forma ex-
terior que os seres vivos podem tomar) e/ou fisiol6gicas (através do estudo das fungoes
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dos diferentes 6rgaos dos seres vivos) das varias espécies. Hoje em dia, com os avangos
na biologia molecular, as arvores filogenéticas sao construidas através da andlise do
ADN dos varios organismos, comparando familias de acidos nucleicos ou sequéncias de
proteinas [21].

Muitos autores assumem que ao longo da evolugao uma espécie se desenvolve em
duas e apenas duas espécies diferentes. Consequentemente, ao recriar-se a histéria
evolutiva de trés espécies, espera-se que duas delas tenham um antepassado comum e
que este por sua vez tenha um antepassado comum com a terceira espécie em estudo
[20].

Uma arvore filogenética é um grafo conexo, aciclico, nao orientado, em que os
vértices tém grau um ou trés e no maximo um dos vértices tem grau dois. Os vértices
de grau um, designados por folhas ou vértices externos, representam os objectos em es-
tudo que podem ser organismos, genes ou tdxons?. Os vértices de grau trés, designados
por vértices internos, representam os ancestrais intermédios das folhas. Quando existir,
o vértice de grau dois designa-se por raiz e representa o ancestral comum a todos os
objectos estudados. As arestas representam as relagoes evolutivas entre os vértices e
podem ter associadas um peso que representa a quantificacao dessa relagao evolutiva.
As arestas incidentes em vértices externos designam-se por arestas externas e as outras
arestas por arestas internas. Na Figura 2.2 vemos representada uma arvore filogenética
de quatro organismos, com o mesmo antepassado comum e, com dois antepassados
intermédios.

raiz
e

aresta interna

vartice interno

aresta externa
vertice externo

Figura 2.2: Exemplo de uma arvore filogenética com raiz

2.1 Tipos de arvores

As arvores filogenéticas podem ser classificadas usando varios critérios. Quando se
estuda a evolugao histérica de um grupo de espécies, pretende-se construir uma drvore

2Téxon é um organismo ou um conjunto de organismos devidamente classificados.
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de espécies. Neste tipo de arvores a distancia entre dois vértices externos, representa
o tempo decorrido desde que uma dada espécie antecedente se separou e originou estas
duas espécies isoladas [21]. Muitas vezes, usam-se os genes de cada espécie para fazer
esse estudo e a arvore que se obtém pode nao corresponder a arvore de espécie, por
causa da retencao de polimorfismos ancestrais. Para diferenciar estes dois tipos de
arvores, designam-se estas iltimas por drvores de genes [16].

Usando as ligagoes existentes nas arvores filogenéticas podemos classifica-las da se-
guinte forma:

e O dendograma é uma arvore em que o peso de cada aresta é o mesmo, sendo, por
isso, omitido. Neste tipo de arvores a relacao entre vértices externos é exprimida
através de uma sucessao de conexoes.

e O cladograma é um dendograma construido a partir da andlise cladistica® e em
que os vértices internos sao obtidos através de sinapomorfias®. Neste tipo de
arvores as arestas, também, nao tém pesos.

e O filograma é um dendograma construido a partir da andlise caldistica e onde o
peso de cada aresta exprime o grau de divergéncia entre vértices adjacentes.

e O fenograma é um dendograma obtido através da taxonomia numérica e onde as
relagoes entre vértices externos indicam o grau de similaridade global, represen-
tado pelo peso atribuido as arestas.

Ja foi referido que as arvores filogenéticas podem ou nao ter uma raiz, sendo assim,
podemos usar esse critério para as classificar:

e As drvores sem raiz apresentam apenas a nocao de distancia entre os vértices e
nao apresentam as nocoes de ancestralidade.

e Nas drvores com raiz esta implicita a nocao de tempo e as arestas podem ser
orientadas de forma univoca, pois a raiz é o antepassado comum a todos os outros
vértices [7].

Na Figura 2.3 representamos estes dois tipos de arvores.

Como ja foi referido, assume-se que uma sequéncia de ADN evolui em duas sequéncia
descendentes. As arvores filogenéticas sao por isso também designadas por drvores
bifurcadas. Contudo, ao considerar uma sequéncia muito curta, poderao nao aparecer
diferencas entre varias sequéncias e, consequentemente, poderao aparecer vértices com
grau superior a trés. Esse tipo de arvore designa-se por drvore multifurcada. As vezes,

3 Analise cladistica é uma forma de andlise filogenética através da andlise de caracteres ancestrais
(pleisiomdrficos) e caracteres derivados (apomoérficos).

4Sinapomorfias sdo caracteres homélogos apomérficos (derivados) compartilhados por dois ou mais
taxons.
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TO T4 To

T2 T3 Tt T2 T3 T4

Figura 2.3: Exemplo de (a) uma &rvore sem raiz e de (b) uma arvore com raiz [7].

as arvores bifurcadas podem ser reduzidas a arvores multifurcadas ao eliminar as arestas
com peso igual a zero [21]. Na Figura 2.4 apresentamos um exemplo de uma &rvore
multifurcada.

Figura 2.4: Exemplo de uma arvore multifurcada.

Podemos, ainda, distinguir entre arvores esperadas e arvores realizadas. Estudar
as sequéncias completas de ADN das varias espécies torna-se muito demorado e com-
plicado, preferindo os investigadores estudar apenas um segmento de ADN. Ao fazer
isso, corre-se o risco de a arvore filogenética obtida ser diferente da arvore que se obte-
ria usando a sequéncia completa de ADN. A arvore filogenética que se obtém usando
sequéncias completas de ADN designa-se por arvore esperada e a arvore filogenética
que se obtém usando apenas um segmento de ADN designa-se por drvore realizada [21].

2.2 Definicao formal de arvore filogenética

Uma arvore filogenética é representada por um grafo G(V, E), onde V' é o conjunto
dos vértices e E é o conjunto das arestas.

O conjunto dos vértices, V, pode ser dividido em dois subconjuntos disjuntos: o
conjunto dos vértices externos, V.., € o conjunto dos vértices internos, V,;, sendo que
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nas arvores filogenéticas com raiz, a raiz pertence ao conjunto V;,;. Da mesma forma, o
conjunto das arestas, F, pode ser dividido em dois subconjuntos disjuntos: o conjunto
das arestas externas, E.., € o conjunto das arestas internas, F;,;. As arestas externas
ligam vértices externos a vértices internos e as arestas internas ligam vértices internos
entre si.

Numa arvore filogenética com n taxos, os conjuntos V,,; e F..; tém n elementos.

Nas drvores filogenéticas sem raiz, o conjunto Ej,; tem (n—3) elementos, o conjunto
E tem (2n — 3) elementos, o conjunto V;,; tem (n — 2) elementos e o conjunto V' tem
(2n — 2) elementos.

Nas drvores filogenéticas com raiz, o conjunto E;,; tem (n—2) elementos, o conjunto
E tem (2n — 2) elementos, o conjunto V;,; tem (n — 1) elementos e o conjunto V' tem
(2n — 1) elementos.

As arvores filogenéticas com n vértices externos podem ser representadas por
uma matriz de incidéncia aresta-caminho [3, 4]. Entre cada par de vértices

existe apenas um caminho. As "("271) linhas desta matriz de incidéncia, X =
{Zije 11,7 € Vear,i < j,e € E'}, representam os caminhos entre dois quaisquer vértices
externos e as (2n — 3) colunas, no caso das arvores filogenéticas sem raiz, ou as (2n — 2)
colunas, no caso das arvores filogenéticas com raiz, representam as arestas. As entradas
T tomam o valor 1 se e pertence ao caminho p;; que liga o vértice externo 7 ao vértice
externo j e tomam o valor 0 caso contrario.

A cC

Figura 2.5: Arvore filogenética sem raiz com quatro vértices externos.

Considerando a arvore filogenética com quatro vértices externos representada na
Figura 2.5, obtém-se a seguinte matriz de incidéncia aresta-caminho [3]:

€A4 €p €c €p €
AB| 1 1 0 0 0
AC | 1 0 1 0 1
AD | 1 0 0 1 1
BC | 0 1 1 0 1
BD | 0 1 0 1 1
cCh| 0 0 1 1 0

Tabela 2.1: Matriz de incidéncia aresta-caminho para a arvore filogenética representada
na Figura 2.5.




ARVORES FILOGENETICAS E O PROBLEMA DA EVOLUQ]\O MINIMA

2.3 Numero de arvores filogenéticas possiveis

Uma mesma arvore pode ter varias formas equivalentes de ser representada (arvores
isomorfas). Em cada uma das formas equivalentes as ligagdes entre os vértices é a
mesma. A esse conjunto de formas equivalentes chama-se topologia da arvore. Para
um conjunto de taxons existem varias topologias de arvores com raiz e sem raiz. Com
quatro taxons podem-se construir quinze topologias diferentes de arvores com raiz e trés
topologias diferentes de arvores sem raiz. Na Figura 2.6 estao representadas as vérias
topologias de arvores que se podem construir com quatro taxons. Com o aumento do
nimero de taxons, o nimero de topologias aumenta rapidamente.

| /A\ /\ A
abcd acbd adbec
a bcd acbd adbc
b acd bcad bdac¢
cabd c bad cdaob
dabec d bac dcab

(B)
a c a b = b

o
o
(=]

(=8
o
[e]

Figura 2.6: (A) As 15 topologias de arvores com raiz e (B) as 3 topologias de arvores
sem raiz para quatro taxons [21].
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A expressao que permite determinar o nimero de possiveis topologias de arvores
com raiz para n taxos (com n > 2) é dada por:

(2n — 3)!
I1x3xbx-+-x2n—3)= ———"— 2.1
(2n—3) 2n2(n — 2)! (2.1)
Para determinar o nimero de possiveis topologias de arvores sem raiz para n taxos

(com n > 2), usa-se a seguinte expressao[21]:

(2n — 5)!
2n=3(n — 3)!

Como se pode verificar o nimero de possiveis arvores aumenta rapidamente a medida

(2.2)

que o nuimero de taxons, n, aumenta, tornando a procura da arvore filogenética de forma
exaustiva impossivel para n grande. Por exemplo, se n = 15 existem 213458046676875
topologias de arvores com raiz e 7905853580625 topologias de arvores sem raiz.

11






Capitulo 3

Métodos para reconstruir arvores
filogenéticas

Segundo Zuben, Reis e Prado [25] os varios métodos para reconstruir arvores filo-
genéticas podem dividir-se em dois grupos:

e Métodos baseados em modelos. Estes métodos analisam e avaliam um conjunto
de arvores filogenéticas e determinam, consoante o critério escolhido, a melhor ou
uma boa arvore. Usualmente, esta analise é feita usando modelos probabilisticos.

e Métodos nao baseados em modelos. Nestes métodos existe um algoritmo que
permite determinar a melhor (ou uma boa) drvore filogenética.

Dos métodos baseados em modelos o mais conhecido é o método que usa como
critério a verossimilhanca maxima.
Os métodos nao baseados em modelos podem ser divididos em dois grupos:

e Métodos de maxima parcimonia;
e Métodos de distancias.

Enquanto os métodos baseados em modelos devolvem, geralmente, como resultado
final do problema em andlise um conjunto de boas arvores, os métodos nao baseados
em modelos devolvem, em principio, apenas uma arvore, considerada a melhor segundo
os critérios usados. O método nao baseado em modelos “parsimony ratchet method”
[22] pode devolver um conjunto de boas arvores.

Todos os métodos referidos sao baseados num conjunto de critérios, que podem,
usualmente, expressar-se através de uma funcao objectivo. Assim, ao optimizar-se essa
funcao objectivo, obtemos como solucao uma arvore 6ptima cuja topologia se pretende
que seja a mais proxima da arvore esperada. Um critério, ou conjunto de critérios,
diz-se estatisticamente consistente, se for de tal forma que a arvore realizada éptima se
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aproxime da arvore esperada & medida que aumentamos os dados moleculares (i.e., o
tamanho das sequéncias moleculares consideradas) [3].

Quando o método utilizado fornece um conjunto de boas arvores, para evitar apre-
sentar todas as solugoes, costuma apresentar-se uma arvore de consenso que é uma
composicao de todas as boas arvores. Existem varios tipos de arvores de consenso, mas
as mais usadas sao as arvores de consenso estrito e as arvores de consenso de maior
regra [21].

De seguida apresentam-se, de uma forma muito geral, o método de maxima par-
cimonia, o método de verossimilhanca maxima e alguns métodos de distancia. Os
métodos baseados no critério de evolugao minima sao métodos de distancias que serao
estudados no capitulo seguinte.

3.1 Métodos de maxima parcimonia

Originalmente, os métodos de maxima parcimoénia foram pensados para serem usa-
dos com caracteristicas morfologicas. Os primeiros a usarem um método de maxima
parciménia com dados moleculares foram Eck e Dayhoff [9] em 1966. Em 1971, Fitch
[12] e, depois em 1973, Hartigan [15] desenvolveram algoritmos de méxima parcimoénia
mais rigorosos [21]. Na ciéncia a ideia de parciménia consiste em preferir hipéteses
simples em detrimento das mais complicadas e que hipdteses ad hoc devem ser evitadas
sempre que possivel. Assim, os métodos de maxima parciménia assumem que atributos
compartilhados entre espécies deve-se ao facto de terem sido herdados por um ante-
passado comum [16]. Todos estes métodos baseiam-se na ideia filoséfica de William
de Ockham’s que considera que das muitas explicagoes para um fenémeno devem-se
escolher aquelas que requerem o menor nimero de hipéteses [21].

Os métodos de parciménia procuram a arvore, que no menor nimero de passos,
muda qualquer sequéncia nas outras todas e neste sentido contabilizam, para cada to-
pologia de arvore, esse nimero de mudangas de sequéncias. Depois, comparam as vérias
topologias e escolhem a que minimiza o comprimento total da arvore. Por vezes, existe
mais do que uma topologia com o comprimento minimo e considera-se que cada uma
delas pode ser a topologia certa. Os métodos de maxima parciménia usam, geralmente,
arvores sem raiz, uma vez que estes ndo determinam a raiz da arvore [21].

De seguida, ilustra-se a ideia dos métodos de maxima parcimoénia através de um
exemplo [20].

Consideram-se quatro taxons, cada um com nove caracteres (posigoes) como se
mostra na tabela seguinte.

As regras para uma andlise de maxima parciménia neste exemplo sao as seguintes:

1. Como existem quatro taxons apenas existem trés topologias de arvores sem raiz.
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Posigao das sequéncias (sitios)
Taxons |1 2 3 4 5 6 7 8 9
I A°AGAGTGCA
I1 A G CCGTGCG
m |A G A T A T C C A
Iv. |AGA GATZCCG

Tabela 3.1: Sequéncias de nucleétidos para quatro taxos [20].

2. Alguns sitios sao informativos permitindo diferenciar uma arvore em relagao a
outra (por exemplo o sitio 5 é informativo, mas os sitios 1, 6 e 8 nao sao).

3. Para ser informativo, um sitio tem de ter a mesma sequéncia de caracteres em pelo
menos dois taxons (por exemplo, os sitios 1, 2, 3, 4, 6 e 8 nao sao informativos;
os sitios 5, 7 e 9 sdo informativos).

4. Apenas aos sitios informativos precisam de ser analisados.

Nas Figuras 3.1, 3.2 e 3.3 apresentamos a analise desse trés sitios.

Sitio 5

Taxon1 Taxon 3 Taxon1 Taxon 2 Taxon 1 Taxon 2

G A G G G G

( N F PN
G ) \A A/ \ A A / \ A

Taxon 2 Taxon 4 Taxon 3 Taxon 4 Taxon 4 Taxon 3

1 Mudancga 2 Mudancas 2 Mudangas

Figura 3.1: Contagem das mudancas dos caracteres relativamente ao sitio 5 nas treés
topologias.

Feita esta contagem para os sitios informativos basta contabilizar para cada topolo-
gia as mudancas obtidas e escolher a topologia com o menor niimero de mudancas. Na
Figura 3.4 apresentamos essa contabilidade e podemos ver que a topologia de maxima
parcimonia para este exemplo é a primeira.

Em termos matematicos podemos definir o problema de maxima parcimoénia da
seguinte forma: do conjunto de todas as arvores possiveis, encontrar as arvores 7 para
as quais
B N
L(r) =Y wjdif f(zw;, vars) (3.1)
k=1 j=1
seja minimo, onde L(7) é o comprimento da arvore 7, B é o ntimero de arestas, N
¢ o numero de caracteres, k' e k" sao dois vértices incidentes em cada aresta k, xy/;
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Sitio 7

Taxon1 Taxon 3 Taxon1 Taxon2 Taxon 1 Taxon 2

Taxon 2 Taxon 4 Taxon 3 Taxon 4 Taxon 4 Taxon 3

1 Mudanca 2 Mudancgas 2 Mudancas

Figura 3.2: Contagem das mudancas dos caracteres relativamente ao sitio 7 nas treés

topologias.
Sitic 9
Taxon1 Taxon 3 Taxon1 Taxon2 Taxon 1 Taxon 2
A A A G A G

Taxon 2 Taxon 4 Taxon 3 Taxon 4 Taxon 4 Taxon 3

2 Mudancas 1 Mudanca 2 Mudancas

Figura 3.3: Contagem das mudancas dos caracteres relativamente ao sitio 9 nas treés
topologias.

Taxon1 Taxon 3 Taxon1 Taxon2 Taxon 1 Taxon 2

Taxon 2 Taxon 4 Taxon 3 Taxon 4 Taxon 4 Taxon 3

4 Mudancas 5 Mudangas 6 Mudancas

Figura 3.4: Contabilizacao das mudangas para cada uma das topologias
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e xp; podem representar elementos da matriz de dados de entrada ou um estado de
cardcter 6ptimo atribuido aos nés internos, dif f(y, z) é a fungao que indica o custo de
transformar o estado y no estado z ao logo de cada aresta e os coeficientes w; atribuem
um peso a cada caractér [16].

A partir de dez taxons estes métodos de procura exaustiva da arvore tornam-se
pouco viaveis. Assim, se o nimero de taxons for maior do que dez existem duas formas
de obter a arvore de maxima parcimoénia. A primeira é usar o método branch-and-bound,
que comegca por ignorar as topologias que tém um comprimento maior que as topologias
ja estudadas e que a seguir, avalia os comprimentos dum conjunto de topologias que
tém o comprimento menor para, finalmente, se escolher a de maxima parcimonia. Este
método também se torna pouco viavel se o nimero de taxons for maior que vinte. Nestes
casos usam-se heuristicas, que apenas estudam uma parte das topologias possiveis sem
garantia de que a arvore escolhida seja a de méxima parciménia [21].

Encontrar uma arvore de maxima parcimoénia é um problema NP-Dificil e em certas
circunstancias este critério é estatisticamente inconsistente [4].

3.2 Métodos de verossimilhanca maxima

Cavalli-Sforza e Edwards [6] foram os primeiros, em 1967, a usarem um método
baseado na verossimilhanca maxima para inferir arvores filogenéticas. Contudo, tive-
ram muitos problemas ao tentarem implementar o método. Ja em 1981, Felsenstein
[10] desenvolveu um algoritmo para construir arvores filogenéticas usando métodos de
verossimilhanga méxima através de sequéncias de nucleétidos [14]. Estes métodos en-
contram a arvore que melhor representa a variagao num conjunto de dados através de
modelos probabilisticos. Para cada topologia os pesos das arestas sao escolhidos de
modo a maximizar a probabilidade dessa arvore ter gerado as sequéncias observadas
através de modelos de substituicao especificos. Depois comparam-se as varias topolo-
gias e a topologia com a maior probabilidade (maior verossimilhanga) é considerada
como sendo a arvore filogenética éptima [21].

Para se poder aplicar os métodos de verossimilhanca maxima deve-se primeiro es-
pecificar um modelo concreto do processo de evolugao, que contabiliza a conversao
de uma sequéncia noutra. Este modelo pode ser totalmente definido ou pode conter
parametros que serao estimados através dos dados. Neste contexto, o método de verossi-
milhanga maxima determina a probabilidade do modelo escolhido gerar evolutivamente
as sequéncias observadas [16] .

Os principios bésicos envolvidos no calculo das probabilidades sao apresentados, de
seguida, através de um exemplo.

Consideremos quatro taxons e as respectivas sequéncias de nucledtidos (ver Figura
3.5).

Depois de escolher uma topologia sem raiz (ver Figura 3.6 (A)) pretende-se determi-
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1 N
MHC.GGACAICIGTTTA..C
2C .. .AGACAI|ICICTCTA..C
@ C.GGATA GTTAA.C
49 C..GGATA CCTAG.. C

Figura 3.5: Sequéncias de nucleétidos de quatro taxons.

nar a probabilidade dessa topologia ter gerado as sequéncias de nucleétidos observados
sob o modelo escolhido. Geralmente, a verossimilhanca de uma arvore é independente
da posigao da raiz, uma vez que a grande parte dos modelos sao de tempo reversivel.
Assim, coloca-se a raiz num né interno (ver Figura 3.6 (B)).

{A) . (B)

Figura 3.6: (A) topologia de arvore sem raiz; (B) a respectiva topologia de arvore ja
com a raiz.

Como se supoe que cada sitio da sequéncia evolui independentemente de outro,
podemos analisar a probabilidade de cada um, separadamente, e depois combinar as
probabilidades obtidas.

Para calcular a verossimilhanga de um sitio temos de considerar todas as possibili-
dades através das quais os vértices externos poderao ser obtidos. Qualquer cenério tem
alguma probabilidade de ter gerado o conjunto de nucleétidos observados, apesar de al-
guns terem maior probabilidade. Assim, um vértice externo pode ter como antecedente
um A, um C, um G ou um T e para cada uma destas possibilidades o outro vértice
interno também pode ser qualquer um desses quatro nucleétidos. Consequentemente,
temos de considerar 4 x 4 = 16 possibilidades. Para cada sitio j temos de calcular a
probabilidade de cada cendrio e soma-las de forma a obter a probabilidade desse sitio
J (ver Figura 3.7).

Depois de calculadas as verossimilhancas de cada sitio a probabilidade final daquela
topologia é obtida fazendo o produto das verossimmilhancas de cada sitio, ou seja,

L= L(l) ® L(z) ®:---0 L(N) == H L(J) (32)
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CCARG C CA G\
Nl N/
Lj = Prob & / + Prob C\/
A \ M
cC CA G\
\G/ //
+ + Prob
C
\ O\
CCAG
\T/ /
+ + Prob
\
-

Figura 3.7: Célculo da probabilidade do sitio j.

Uma vez que as probabilidade calculadas sao valores muito pequenos costuma-se
usar o logaritmo neperiano das probabilidades, ou seja,

N
ImL=MmLa+InLe+ - +InLy =Y InLy. (3.3)
j=1

Falta ainda definir como calcular as probabilidades das diferentes mudancas. Essas
probabilidades dependem do modelo de substituicao escolhido. Um dos mais usados é
o modelo de Markov. Este modelo supoe que a mudanca de uma base ¢ para uma base
7 numa aresta é independente das mudancas que ocorrem nas outras arestas e supoe
ainda que as probabilidades nao mudam nas varias partes da arvore.

A expressao matematica de um modelo de substituicao é uma tabela de variacao
(substituigao por sitio, por unidade de distancia evolucionaria) onde cada nucledtido
¢é substituido por cada nucleétido alternativo. Para uma sequéncia de ADN essas va-
riacoes podem ser expressas por uma matriz 4 x 4, (), onde cada elemento ¢;; representa
a taxa de variacao da base i para a base j num periodo de tempo infinitesimal dt. A
Figura 3.8 apresenta essa matriz.

—plans +brg + crmy) AT ubrm ey
O HETC A —H(QT, +dng +emy) pdre HeTr
uhm, Wre —uhm, + jre + fry) ufrr

HITT 5 pkr- e —u(r, + k- +1m)

Figura 3.8: Matriz de variacao.

Nessa matriz as linhas (e as colunas) correspondem aos nucleétidos A, C, G e T,
respectivamente. O factor u representa a taxa média de substituicao instantanea. Esta
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taxa média é modificada pelos parametros a,b,c,...,l que correspondem as possiveis
transformacoes de uma base para outra diferente. Os parametros 74, 7¢, Tg € T repre-
sentam as frequéncias dos nucledtidos A, C, G e T, respectivamente, e assume-se que
estas frequéncias se mantém constantes ao longo do tempo. Cada elemento da diagonal
principal da matriz @) é escolhido de forma a que a soma dos elementos dessa linha seja
Zero.

A probabilidade de mudanca de um qualquer estado para qualquer outro ao longo
de uma aresta de comprimento ¢ é calculado através da matriz () da seguinte forma:

P(t) = exp® (3.4)

O exponencial pode ser calculado pela decomposicao da matriz () nos seus valores
préprios e vectores préprios.

Encontrar uma arvore de verossimilhanca maxima ¢ um problema NP-Dificil mas
é estatisticamente consistente [4]. Estes métodos, também, tém a particularidade de
serem os que menos sao afectados por erros de amostragem e sao robustos a violacao
dos pressupostos utilizados nos seus modelos [16].

3.3 Meétodos de distancias

Os métodos de distancias tentam posicionar correctamente os vizinhos na arvore e
encontrar os pesos das arestas que melhor se ajustam aos dados originais representados
com a ajuda de uma matriz de distancias evolutivas entre pares de dados moleculares
[20]. Esse ajuste pode ser feito de vérias formas e cada ajuste dé origem a um método
ou critério para encontrar a arvore filogenética [4]. As distancias evolutivas sdo, geral-
mente, calculadas tendo por base o nimero de alteragoes no ADN das varias espécies
e, naturalmente, a qualidade da &arvore filogenética construida depende da qualidade
dessas distancias e por isso, também, da forma como elas forem calculadas.

De seguida iremos indicar, apenas, algumas formas de calcular as distancias.

3.3.1 Determinacao das distancias

Existem varias formas de calcular as distancias, sendo que as mais simples de determinar
sao as chamadas distancias de Hamming. Estas distancias contabilizam o ntimero de
nucledtidos diferentes existentes em duas sequéncias alinhadas [14].

Considerando, por exemplo, as seguintes sequéncias:

(X) ATGCGTCGTT
(Y) ATCCGCGATC

tem-se que a distancia de Hamming é 5.
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Outra forma de calcular as distancias é através da razao (ou percentagem) de simi-
laridade ou nao similaridade. Na forma mais simples, essa razao é calculada dividindo o
niumero de nucledtidos diferentes nas duas sequéncias alinhadas (n,,) pelo nimero total
de nucledtidos analisados (n), ou seja,

i="2 (3.5)

As distancias assim calculadas designam-se por distancias p [21].
No exemplo anterior a distancia p é d = 15—0 = 0.5.

Por vezes também é 1til conhecer a frequéncia relativa de cada par de nucleétidos
na comparacao de duas sequéncias X e Y. Uma vez que existem quatro nucledtidos
A, C, G eT, existem 16 pares de nucledtidos diferentes. As frequéncias relativas dos
diferentes pares de nucleétidos na dada comparacao de pares de duas sequéncias X e
Y sao, frequentemente, apresentados através da seguinte matriz:

nAA  nAC  nAG  nAT

n n n
nca ncc ncag ner

3

d
d
d

Fxy = (3.6)

N 3
N3
N3

nra nNrg N
n

n

nga nRGC  RGG  RGT
n

G nrr

n

d
d

onde n;; é o numero de vezes que o estado 7 na sequéncia X estd alinhado com o estado
J na sequéncia Y e n é o nimero total de nucledtidos em cada sequéncia [16].

Voltando ao exemplo anterior obtém-se a seguinte matriz:

Fxy = (3.7)

SE NS
o gl-sl- ©

al= O O O

O modelo de Junkes-Cantor assume que a substituicao de nucledtidos ocorre com a
mesma frequéncia em cada sitio e calcula as distancias da seguinte forma:

naa +necc + Nag + nrr
n

dyy =——1n (1 - —D) com D=1-— (3.8)
onde D representa a razao de diferenca entre os nucledtidos de X e Y e nao pode ser
maior ou igual a 0,75. Isto significa que a razao de semelhanca entre duas sequéncias
deverda ser maior que 0,25 para podermos calcular as distancias usando este modelo.

Uma vez que as substitui¢oes de nucleétidos podem ocorrer com frequéncias diferen-
tes, Felsenstein (1981) [10] e Tajia e Nei (1982) [30] propuseram calcular as distancias
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da seguinte forma:

d,, = —Bln (1 _ g) (3.9)

_ naatncctnggtn _ 2 2 2 2 A~
onde D = 1 — #A4TRCERAGERIL | B = | — 75 + TG + TG + T7 € 08 parametros T4, o, Ta

e mr representam as frequéncias dos nucleétidos A, C, G e T, respectivamente.

Quando B = % obtemos as distancias calculadas pelo modelo de Jukes-Cantor. As
19
%.
Pode-se ainda usar o modelo de Kimura com dois parametros. Este modelo calcula

distancias para o modelo de Poisson sao obtidas fazendo B =

as distancias da seguinte forma:

1 1 1 1
dpy ==-In| ——————— —1 3.10
v 2n(1—2P—Q)+4n(1—2Q) (3.10)
onde P = ractnertneatnre o Q _ nactnartncatnecgtngetnegrinratnreg [21’ 16].

Usando a matriz Fxy anteriormente definida podemos calcular as distancias através
da seguinte féormula:
dmy = —In (det ny> (311)

onde det F'yy ¢ o determinante da matriz Fyy [31].

3.3.2 Matriz de distancias

A matriz de distancia é uma matriz quadrada n, sendo n o numero de espécies em
estudo. Mais especificamente, a matriz é triangular superior com diagonal zero e cada
entrada d;; representa o valor da distancia entre a espécie i e a espécie j. Pressupoe-se
assim que:

.dij:dji VZ,]:]_TZ,Z%]
.dij>0 \V/’L,jzln,l%j

e supoe-se, ainda, que estas condigoes sao validas para todos os pesos das arestas da
arvore filogenética.
Se além disso a matriz verificar a desigualdade triangular,

a matriz diz-se metrica [4]. Algumas férmulas de distancias calculadas a partir de dados
biolégicos, bem como distancias derivadas de procedimentos experimentais podem nao
satisfazer a desigualdade triangular [11].
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Se pudéssemos determinar de forma exacta as distancias evolutivas entre os diferen-
tes taxons em estudo essas distancias teriam a propriedade da aditividade de arvore,
ou seja, a distancia evolutiva entre qualquer par de taxons seria igual a soma dos pesos
das arestas que se encontram no caminho que ligam os vértices que representam esses
dois taxons [16].

Uma matriz de distancias de ordem n diz-se aditiva se verificar a condicao dos quatro
pontos [4]:

Ay +dyy < dgj+dig = dz +di; Vi, 5, k,z2=1...n (3.13)

A c

Figura 3.9: Exemplo de uma arvore filogenética cuja matriz de distancias é aditiva.

Por exemplo, se considerarmos quatro taxons, A, B, C' e D e considerarmos a arvore
representada na Figura 3.9 tem-se

dap = ws +wp

dac = wa +wi + we

dap =wa + w; +wp

dBC = wp + wy + w¢

dBD = wp + w; +wWp

dcp = we + wp

Assim,

dap +dcp = wa +wp +we + wp

dap +dpc = wa +wp +wp + we + 2wy

dca +dpp = we +wa + wp + wp + 2wy

como w; representa o peso de uma aresta tem-se w; > 0 e obtém-se a condigao dos
quatro pontos:

dap +dep < dap +dpc = dca +dpp (3.14)

A condicao de aditividade pode ser relaxada para

dap +dep < dap +dpc e dap+dep < dca+dpp (3.15)

de forma a que ainda seja valida para sequéncias em que as mudancas nas sequéncias
nao sejam totalmente aditivas [16].
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Uma matriz aditiva D de ordem n na qual se verificam também as seguintes desi-
gualdades
dij S max{dik, dkj} Vi,j, k=1...n (316)

diz-se ultramétrica [4].
Se a matriz for ultramétrica, as distancias entre dois taxons e o seu antepassado
comum ¢ a mesma [20].

Seguidamente, apresentam-se dois métodos de construcao da arvore filogenética
usando a matriz distancia, o método da média aritmética nao ponderada (UPGMA)
e o método dos minimos quadrados. No préximo capitulo serao apresentados outros
métodos que, também, usam a matriz de distancias para a construcao de uma &arvore
filogenética mas que se podem agrupar em métodos da evolucao minima.

3.3.3 Meétodo da média aritmética nao ponderada

O método da média aritmética ndo ponderada ou UPGMA (unweighted pair-group
method using an arithmetic average), cujas versoes mais antigas datam de 1958, constroi
fenogramas e era usado originalmente para representar a similaridade global entre um
grupo de espécies na taxonomia numérica. Contudo, este método, também, pode ser
usado para construir arvores filogenéticas a partir de dados moleculares quando a taxa
de substitui¢oes de gene for mais ou menos constante [21]. Este método também assume
que as distancias sdo aproximadamente ultramétricas [20].

Este método junta os dois vértices externos cuja distancia na matriz é a menor. De
seguida, agrupa esses dois taxons e forma um novo conjunto. Depois volta a determinar
a matriz de distancias de forma a que a distancia entre esse novo conjunto e os outros
seja calculada através da média aritmética. Continua desta forma até serem incluidos
todos os taxons e por fim o método prevé uma posicao para a raiz da arvore [17, 20].

O algoritmo para a construcao de arvores filogenéticas usando o método da média
aritmética nao ponderada sera descrito através de um exemplo.

Suponhamos que queremos determinar a arvore filogenética para 5 taxons. A matriz
de distancias é dada por:

Taxon |1 2 3 4 5
1 0 dig dig dia dis

2 0 das dog dos

3.17
3 0 dss dss ( )
4 0 dys
5 0

onde d;; representa a distancia entre o taxon 7 e o taxon j.
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Este método comeca por escolher os dois taxons cuja distancia na matriz é a menor.
Suponhamos que di» é a menor de todas as distancias apresentadas na matriz. Os
taxons 1 e 2 sao ligados por duas arestas com peso df a um vértice interno (1e2) que
representa o seu antepassado comum. Assume-se que o peso das arestas que ligam estes
dois vértices externos ao interno é o mesmo. Determinam-se agora as distancias entre
esse novo taxon composto ¢ = (1le2) e os restantes taxons k(k # 1 e k # 2) da seguinte

forma:
dyi, + dag

2
obtendo-se a seguinte matriz de distancias:

- Vk =3,4,5 (3.18)

Taron |i=(1le2) 3 4 5
== (162) 0 dz‘g di4 di5

3 0 dy dss (3.19)
4 0 di
5 0

Escolhe-se novamente a menor distancia nesta nova matriz. Suponhamos que d;3 ¢ a

menor de todas as distancia apresentadas nesta nova matriz. Os taxons i e 3 sao ligados
di3 __ diz+do3
G = A3 g um vértice interno (1e2e3), que representa o

seu antepassado comum. A distancia entre este novo vértice j = (1e2e3), que resulta do

por duas arestas com peso

agrupamentos dos vértices i e 3, e os restantes vértices é calculado da seguinte forma:

dyj, + dog, + dsi,

djr, = 5 Vk=4,5 (3.20)
obtendo-se a seguinte matriz de distancias:
Taxon ‘ 16263 4 5
16263 dj4 dj5
3.21
0 da (3.21)
0

Novamente suponhamos que d;4 ¢ a menor distancia apresentada na matriz anterior.

. . d;
Ligam-se os taxons j = (1e2e3) e 4 por arestas com peso 4 = dutdeitdss [y vez

que agora so sobra o taxon 5 este sera ligado ao vértice resultante da ligagao anterior e

di5+dos+dss +d45

cujo peso das arestas é )

Suponhamos que nao era d;3 a menor distancia e sim dy5 (ou outra qualquer). Neste

caso agrupavam-se os taxons 4 e 5 num novo taxon [ = (4e5) e o peso das arestas

seria %. As distancias entre este novo taxon e os outros seriam, ds = % e
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dy = diatdis+doatdas

1 . A matriz ficaria:

Tazon ‘ i=(le2) 3 1= (4eb)
i=(1e2)| 0 dp  dy
3 0 ds;
[ = (4e5) 0

(3.22)

Se nesta matriz a distancia ds; é a menor ligar-se-iam os vértices 3 e [ e o vértice i seria
ligado por tltimo. Caso seja a distancia d;; a menor ligar-se-iam primeiro os vértices [
e ¢ e por fim ligar-se-iam o vértice 3.

Os pesos das arestas quando se agrupam os vértices A e B sao dados por:

diy (3.23)

— TS

ij
sendo o somatorio efectuado para os taxons ¢ e j, sendo que o taxon ¢ pertence ao
agrupamento para chegar ao vértice A e o taxon j pertence ao agrupamento para
chegar ao vértice B e onde r e s representam os nimero de vértices agrupados até obter
o vértice A e o numero de vértices agrupados até obter o vértice B, respectivamente, e
dij é a distancia entre o taxon 7 e do taxon j. Os pesos das arestas que ligam o vértice
A ao vértice B é dado por 45 [21].

Tendo em conta a forma como este método constréi a arvore filogenética, a arvore
obtida é sempre uma arvore com raiz. Por vezes, torna-se mais conveniente ter uma
arvore sem raiz, por exemplo, para poder comparar a arvore obtida com outras obtidas
através de outros métodos. Neste caso pode nao se considerar a raiz dada pelo método
[21]. A desvantagem do método UPGMA ¢é o facto de este supor que as distancias de
qualquer vértice externo a raiz é a mesma. Se as taxas de substitui¢ao sao constantes,
ou seja, se existe o pressuposto dum “relégio molecular”, os resultados obtidos pelo
método sao aceitdaveis, mas se a taxa de substituicao variar o método UPGMA obtém
maus resultados [17]. Quando néo existe o pressuposto dum “relégio molecular” devem
usar-se métodos que possibilitem diferenciar as taxas de substituicao dos nucleétidos,
sendo o método dos minimos quadrados um desses métodos.

3.3.4 Método dos minimos quadrados

Existem varias versoes do método dos minimos quadrados, sendo o método dos
minimos quadrados ordinario e o método dos minimos quadrados ponderado os mais
usados [21]. Os primeiros a introduzirem o método dos minimos quadrados ordinario
foram Cavalli-Sforza e Edwards [6] em 1967. Neste método consideram-se dois tipos de
distancias: as distancias observadas, d,;, que correspondem as distancias da matriz de
distancias e as estimativas das distancias esperadas e;; que correspondem, numa dada
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topologia, a soma dos pesos das arestas que ligam o vértice externo i ao vértice externo
J [2]. No método dos minimos quadrados ordinérios determina-se para cada topologia
possivel a seguinte soma residual:

RS = z_: Z (d” - eij)Q . (324)

i=1 j=i+1

A topologia com o menor valor de Rg serd escolhida como sendo a arvore filogenética
éptima [21].

Cavalli-Sforza e Edwards [6] consideram que a matriz de distancias é aditiva e que
essas distancia d;; entre pares de dados moleculares sao varidveis aleatérias, uniforme-
mente distribuidas e independentes. Fitch e Margoliash [13] discordaram com esse ponto
de vista, considerando que devido a histéria evolutiva comum das espécies analisadas e
a presenca de erros de amostragem nos dados moleculares, as distancias d;; podem nao
ser varidveis aleatdrias, uniformemente distribuidas e independentes [2]. Assim estes
autores propuseram a seguinte soma residual:

n—1 n
Rs=Y Y (dy — ey)” ;ije”)Q. (3.25)

i=1 j=i+1

O método dos minimos quadrados que usa esta soma residual é conhecido como método
dos minimos quadrados ponderado. Na pratica os dois métodos acima referidos obtém
a mesma topologia ou topologias muito parecidas [21].

Makarenkov e Lapointe [19] provaram que encontrar uma arvore filogenética usando
o método dos minimos quadrados ordinario e o método dos minimos quadrados ponde-
rado sao problemas NP-Dificil.

Antes de calcular a soma residual é necessario determinar as estimativas das
distancias esperadas e;;. Rzhetsky e Nei [26] desenvolveram um algoritmo (método
dos minimos quadrados) que permite determinar as estimativas das distancias espe-
radas para qualquer topologia. Iremos usar um exemplo para ilustrar esse algoritmo.
Consideremos a topologia com cinco vértice externos que se encontra na Figura 3.10.

Figura 3.10: Topologia com cinco vértices externos.

Pretende-se determinar os pesos das arestas by, bo, ... e b;. As distancias da matriz
de distancias d;; (¢ =1,...,4ej=1i+1,...,5) podem ser reescritas, usando os pesos
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das arestas da topologia dada, da seguinte forma:

d12 = bl + bQ + €12
diz = b + b3 + g + €3
d14 = b1 + b4 + b6 + b7 + €
dis = b + bs + b + b7 + €5
dzg = bQ + b3 + b@ + €923
d24 = b2 + b4 + b6 + b7 + €
d25 = bg + b5 + b6 + b7 + €95
d34 = b3 + b4 + b7 + €34
d3s = bs + bs + by + €35
diz = by + b5 + €5
onde ¢; (i=1,...,4ej=1i+1,...,5) sdo erros de amostragem. Usando a notagao
matricial o conjunto das equacgoes terd a seguinte representacao:
d=Ab+ € (3.26)
onde dT = [dya,di3, ..., dss], b = [b1,bo, ..., b7] € € = [e19, €13, ..., €45] sdo vectores

coluna. Sendo n o numero de sequéncias em estudo, os vectores d e € tém @
elementos e b tem (2n — 3) elementos. A é a matriz que representa a topologia cujos
elementos a;; tomam valor 1 se a aresta b; estiver no caminho entre o nodo i, e i, (em
que i = 1,...,10 corresponde aos nodos (i4, i) com i, =1,...,4edi,=1i,+1,...,5) e

0 caso contrario (ver as equacoes acima). Neste exemplo a matriz A é dada por,

1100 00 0]
1010010
1001011
1000111
4_l0110010
0101011
0100111
0011001
0010101
(0001100,

As estimativas dos pesos, b, sao determinadas usando a seguinte férmula:
b= (ATA) " ATd = Ld (3.27)

onde Ld = (ATA) ™ AT,
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Assim, obtém-se neste exemplo:

b:l - %dlz + % (d13 - d23 +dyy — dog + d15 — d25)

by = %dl? + % (diz — dag + dia — dog + di5 — das)

bs = %1 (d13 + dag + d3q + ds5) + % (dyg + dog + dys + dos)

by = s + L (dva — dus + doy — dos + dsy — ds)

by = %d45 + % (dia — dis + doy — dos + dsg — d3s)

b = —%du + zll (dy3 + dog — d3q — d35) + % (dig + dog + di5 + das)
2 (dsa + dg5 — dis — dos) + 5 (dia + dag + dis + das) — 3dus

o>
S
I

A determinacgao das estimativas dos pesos b através deste sistema torna-se bastante
complicado se o nimero de sequéncias em estudo for grande. Para ultrapassar essa difi-
culdade Rzhetsky e Nei [27] desenvolveram uma outra férmula para calcular os pesos, a
qual exemplificaremos através de um exemplo. Considerando agora uma topologia com
sete vértices exteriores (ver Figura 3.11). Escolhendo uma aresta interior, por exemplo

Figura 3.11: Topologia com sete vértices exteriores.

a aresta b pode-se representar a topologia dada na forma da topologia apresentada na
Figrua 3.12, onde A, B, C' e D representam, respectivamente, os seguintes agrupamentos
de vértices exteriores (3), (1, 2), (4, 5) e (6,7).

A>_b<
B D

Figura 3.12: Topologia com vértices agrupados.

Neste caso o peso da aresta b é determinado recorrendo a seguinte féormula:

E:l[v(dAc + dBD)_’_(l_,y)(dBC + dAD)_ dap _ dcp
2

nanc npnp npnc nAND nanp ncnp

onde n4,ng,nc e np representam o numero de vértices no agrupamento A, B,C' e D,
respectivamente, d;; é a soma das distancias entre todos os vértices do agrupamento [
e todos os vértices do agrupamento J e v é dado pela seguinte expressao:

o npngc + nanp
(na+np)(nc +np)
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Para determinar o peso de uma aresta exterior (ver Figura 3.13) a férmula é

dap  dac _ dec
l;: ng nc nANE
2
A
b
B C

Figura 3.13: Topologia com vértices agrupados

Depois de obter os pesos de todas as arestas, para determinar as estimativas das
distancias esperadas e;;, basta somar os pesos das arestas que ligam os vértices i e j
21, 26, 27].
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Capitulo 4

Problema da evolucao minima

Um dos critérios mais usados para inferir arvores filogenéticas é o da evolugao
minima, que foi introduzido pela primeira vez por Kidd e Sgaramella-Zonta [18] e mais
tarde reinterpretado por Rzhetsky e Nei [26]. Este critério afirma que a melhor arvore
filogenética é aquela que tem comprimento minimo. Usando este critério como funcao
objectivo, a topologia de arvore que optimizar esta funcao serda a arvore filogenética
éptima, para um conjunto de espécies em estudo [8]. Assim, encontrar essa &rvore
filogenética 6ptima envolve resolver um problema de optimizacao que se designa por
problema de evolugao minima. Este problema ¢é estatisticamente consistente mas NP-
Dificil [2].

Dada a matriz de distancias D o problema da evolucao minima na sua forma geral
tem a seguinte formulacao [3]:

min x ) L(X, w)
sa. f(D,X,w)=0
X ey
w e %é%rn_s)
onde X é uma arvore filogenética representada pela matriz de incidéncia aresta-caminho,
X representa o conjunto de todas as possiveis topologias de arvores , L(X,w) indica o
comprimento da arvore filogenética X em fungao dos pesos das arestas w e f (D, X, w)
é uma fungao que relaciona a matriz de distancias D com a arvore filogenética X e os
pesos das arestas w. Esta ultima fungao tem em consideracao que o comprimento do
caminho que liga dois vértices externos i e j na arvore nao pode ser inferior a distancia
entre esses dois vértices, d,;, apresentada na matriz de distancias [5].
O problema da evolugdo minima pode ser dividido em dois subproblemas [3]:

e Determinar a topologia da arvore filogenética, ou seja, determinar as entradas da
matriz de incidéncia X;

e Determinar os pesos das arestas da arvore filogenética, w, que melhor se ajustam
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a matriz de distancias D.

Existem varias versoes do problema da evolucao minima consoante a forma como se
determinam os pesos w que, por sua vez, dependem da escolha da fungao f (D, X, w)
e da fungao L(X,w). A funcao L(X,w) é geralmente definida como sendo a soma dos
pesos das arestas.

Tradicionalmente, para resolver o problema da evolu¢ao minima comeca-se com a
topologia obtida através do método neighbor-joining e faz-se uma pesquisa topoldgica
a partir desse ponto [8].

4.1 Meétodo neighbor-joining

O método neighbor-joining ¢ eficiente em obter a topologia de arvore correcta,
comparado com o método da méxima parciménia e vérios outros [26]. Ele foi inicial-
mente proposto por Saitou e Nei [28] e posteriormente modificado por Studier e Kepler
[29]. Este método constroéi a drvore sem raiz cuja soma dos todos os pesos das arestas
¢ minima. Inicia-se com uma topologia em forma de estrela, com um vértice interno
hipotético, e os n vértices externos representando cada uma das espécies em estudo.
Iterativamente procura-se o vizinho mais préoximo, ou seja, o par de vértices que induz
uma arvore cuja soma dos pesos das arestas é a menor. O par assim escolhido é entao
agrupado num novo vértice interno e as distancias entre esse novo vértice e os restan-
tes sao calculadas, obtendo-se assim uma nova matriz de distancias que sera usada na
proxima iteragao. O algoritmo encerra quando se tiverem inseridos na arvore (n — 2)
vértices internos [23].

Na Figura 4.1 apresenta-se uma arvore em forma de estrela e a arvore induzida pelo
agrupamento dos vértices 1 e 2.

(a) (bj

Figura 4.1: (a) Arvore em forma de estrela; (b) Arvore induzida pelo agrupamento dos
vértices 1 e 2.

Em cada uma das (n — 2) iteragbes o método determina, para cada possivel par de
agrupamentos de vértices i e j, a soma dos pesos das arestas S;;, que pode ser obtida
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usando as distancias da matriz de distancias dada. Inicialmente na arvore em forma de
estrela a soma ¢é determinada usando a seguinte expressao:

n n—1 n
So =3 L =123 0 d (4.1)
k=1

i=1 j=i+1

onde Lix € o peso da aresta que liga o vértice externo k ao hipotético vértice interno X
e d;; € a distancia entre o vértice externo ¢ e o vértice externo j da matriz de distancias.

Nos outros casos S;; ¢ determinado usando a seguinte férmula:

n

1 1 1
> (dik + djp) + sdi2 + — > du. (4.2)

%= 2 —2)

Escolhidos os vértices ¢ e j a serem agrupados num novo vértice interno X
determinam-se os pesos das novas arestas formadas:

Lix = %t e die (4.3)
2
di' + d dzz
Lix =~ ; (4.4)
onde 1
d;, = d; 4.5
n—2 ; g (4.5)
oy
1
= , 4.
dJ n—29 ; djk ( 6)
k#i,j

e determinam-se, também, as distancias entre esse novo vértice interno A e os restantes
vértices externos (k, k # 1, j) através da seguinte férmula:

dik + djk — dz’j

. (4.7)

dax =
Desta forma obtém-se uma nova matriz de distancias que sera usada na iteracao seguinte
para o célculo das novas somas S;; [21, 28].

Para ilustrar o método apresentamos na Tabela 4.1 as varias iteragoes para a
construcao de uma arvore filogenética relativa a seis taxons e na Figura 4.2 a construcao
da drvore ao longo das vérias iteragoes [21].

O método neighbor-joining determina uma topologia de arvore muito proxima da
arvore que satisfaz o critério da evolugdo minima [17] e se a matriz for aditiva Saitou e
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‘ Matriz de distancias Soma dos pesos das arestas S;;

‘ Primeira Iteracao

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5) 6
110 9 12 15 20 16 29.5 325 33 335 33.5
2 0O 7 10 15 11 32.5 33 335 335
3 0 5 10 6 32 325 325
4 0o 11 7 32 32
5) 0 8 30.5

Agrupam-se os vértices 1 e 2, A=(1,2) e da; =7, dgg = 2
\ Segunda Iteracao
A 3 4 5 6 A 3 4 5 6
A 0O 5 8 13 9 19.7 203 21 21
3 0O 5 10 6 20.3 21 21
4 0o 11 7 20.7  20.7
5) 0 8 19.3
Agrupam-se os vértices 5 e 6, B=(5,6) e dg; = 6, dgg = 2
\ Terceira Iteracao
A 3 4 B A 3 4 B
A 0O 5 &8 7 11 115 11.5
3 0 5 4 11.5 11.5
4 0 5 11
Agrupam-se os vértices A e 3, C=(A;3) e dca =4, deg =1

Tabela 4.1: Iteracoes para a construcao de uma arvore filogenética usando o método
neighbor-joining.

(A) 3 (B) (C)

§=324 §=295

S=280 6 S$=280°

Figura 4.2: Ilustracao da construcao da arvore ao longo das varias iteragoes do método
neighbor-joining.
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Nei [28] provaram que o método determina o peso correcto de todas as arestas.

O método ¢ simples e eficiente, mas a sua eficiéncia advém de ele apenas explorar
uma pequena parte do espago de solucao, ou seja, algumas topologias de arvores
possiveis e nesse sentido pode deixar de encontrar uma solugdo 6ptima global [23].

Para resolver o problema da evolugao minima podemos, também, usar a programacao
linear.

4.2 Os modelos de programacao linear

Segundo Catanzaro [3] o primeiro trabalho a considerar formulag¢oes em programacao
linear para o problema da evolugdo minima foram de Beyer et al. [1] que observaram
que as distancias evolutivas entre dados moleculares tém de satisfazer a desigualdade
triangular (3.12) uma vez que reflectem o nimero de mutagoes requeridas ao longo
do tempo para transformar uma sequéncia noutra. Por outro lado, como os pesos
das arestas numa arvore filogenética também representam distancias evolutivas estas
também deverao satisfazer a desigualdade triangular. Beyer et al. [1] propuseram um
modelo de programagao linear em que para uma dada topologia os (2n — 3) pesos
devem satisfazer @ desigualdades triangulares. Waterman et al. [32] modificaram
o modelo de Beyer et al. ao misturar a propriedade aditiva da matriz de distancias

(3.13) com a desigualdade triangular impondo:

we>0 e=1,...,2n—3 (4.8)

> we>dy ij=1,....n i<j (4.9)

onde n é o niumero de vértices externos, ou seja, o nimero de espécies em estudo, w,
representa o peso da aresta e e p;; representa o caminho que liga o vértice ¢ ao vértice

J.
Beyer et al . [1] e Waterman et al. [32] sugeriram as seguintes fungoes objectivo
para a sua formulagao em programacao linear:

2n—3

L(X,w) =) w, (4.10)

L(X,w) = cepy U (4.11)
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e
nt n - We — dz
L(X,w) = Ze@wap ’ (4.12)
i=1 j=i+1 ij

Antes de descrevermos algumas das formulagoes para o problema de evolucao
minima que envolvem a obtencao de uma arvore de suporte de custo minimo com
algumas restri¢oes, comegamos por descrever formalmente o problema.

4.2.1 Descricao do problema

A arvore filogenética 6ptima corresponde a uma arvore de suporte de custo minimo com
algumas restri¢oes adicionais que descrevemos nesta secgao.

Considere o grafo G = (V, E) onde V é o conjunto de vértices V =V, UV.y e E 0
conjunto das arestas. Em particular V,,; é o conjunto das folhas ou vértices externos que
representam os n taxons e Vj,; o conjunto dos vértices internos que representam os (n—2)
antepassados comuns aos taxons. O conjunto E das arestas contém todas as possiveis
arestas entre vértices internos (definindo assim um grafo completo no conjunto dos
vértices Vj,,;) e as arestas que ligam todos os vértices internos de Vj,; a todos os vértices
externos de V.;;. O conjunto das arestas F tem cardinalidade ("72)2& + (n—2)n =
w. A arvore filogenética é tal que todos os vértices externos sao folha e tal
que o grau de todos os vértices internos é 3 exceptuando nas arvores com raiz, onde
o vértice interno que representa a raiz tem grau 2. As (2n — 3) arestas tém um peso
w > 0 associado que representa a distancia evolutiva entre o par de vértices ligados pela
aresta. A arvore filogenética pode ser representada por uma matriz binaria, a matriz
de incidéncia aresta-comprimento.

Uma vez que uma arvore filogenética é uma &arvore de suporte de custo minimo,
apresentamos, de seguida, um modelo para o problema da arvore de suporte de custo
minimo, considerando uma arvore com raiz, a qual sera denotada por 0 e pertence ao
conjunto V;,;, com a restricao adicional de o grau de todos os vértices internos ser 3.

Consideremos as varidveis x;; (com i € Vi, j € V \ {0} e i # j) que indicam se a
aresta que liga o vértice ¢ ao vértice j, denotada por e;; pertence ou nao a arvore, ou
seja,

| 1, sea aresta e;; estd na drvore
A { 0, caso contrario

e as varidveis de fluxo yj; (com i € Viny, 7,k € V'\ {0} e i # j) que indicam se a aresta
ei; ¢ ou nao usada no caminho da raiz para o vértice k, ou seja,
% 1, se a aresta e;; é usada no unico caminho da raiz para o vértice k
Yij = -
0, caso contrario
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Uma formulagao para este problema em Programagao Linear Inteira como um pro-
blema de fluxos num grafo tem a seguinte forma:

Modelo MSPT

man E CijTij

e ;€
sujeito a

S w=1, vj e V\ {0} (4.13)
1€ Vint

i<j

 xy=2, Vi € Vins (4.14)
JEV

J>i

Z ygj =1, VE € Vet (4.15)
jevintu{k}
J#0

> vh=1 VE € Vear (4.16)
ievz'nt

STk= Y W VR €V Vi€ Vi (4.17)
1€Vint 1€V U{k}

i<j >3

i#0

vl < T, Vk € Vig, Vi € Vi, Vi € VA{O},j >4 (4.18)
z;; € {0,1} Vi € Vine, ¥j € V \ {0} (4.19)
yy; €{0,1} VkinVeu, Vi € Vi, Vj € V \ {0} (4.20)

As restrigoes (4.13) e (4.14) impoem que cada vértice interno, a excepcao da raiz,
tenha grau 3. O facto da raiz ter grau 2 é imposto pela restri¢ao (4.14) quando ¢ = 0.
As restrigoes (4.15), (4.16) e (4.17) s@o as restrigoes usuais de conservacao de fluxo.
As restrigdes (4.18) sdo as restri¢oes de ligagdo que estabelecem uma relagdo entre
as varidveis x;; e as varidveis yfj de forma que nao exista nenhum fluxo na aresta e;;
se esta nao se encontra na solugdo. Finalmente, as restrigoes (4.19) e (4.20) sao as
restricoes de integralidade das varidveis.

Denotaremos por SPT o conjunto de restri¢oes (4.13) - (4.20) desta formulagao.

Contudo agora temos de determinar os valores para os pesos w de cada aresta
que representam a distancia evolutiva entre o par de vértices incidente na aresta. De
entre as arvores de suporte cujos vértices internos tém grau trés ha que seleccionar
aquela cujos pesos atribuidos a cada aresta representem a distancia evolutiva minima.

Catanzaro et al. [4] definiram varias formulagoes, para a construgao de arvores
filogenéticas sem raiz segundo o critério da evolu¢ao minima, que diferem na forma
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como os pesos sao definidos, dos quais iremos apresentar duas, o modelo de caminhos
e o modelo de fluxos.

4.2.2 Modelo de caminhos

O modelo de caminhos identifica a arvore filogenética 6ptima como sendo a arvore de
suporte de custo minimo que satisfaz mais algumas restricoes que definem caminhos
na arvore. Consideram-se as variaveis de decisdo z.(e € E) que indicam se a aresta e
pertence ou nao a arvore, ou seja,

1, se a aresta e pertence a arvore filogenética
Te = L.
¢ 0, caso contrario

e as variaveis continuas nao negativas w, que indicam o peso de cada aresta e.

No modelo p;; € E denota o conjunto de arestas de um caminho genérico que liga os
vértices externos i e j; P; = {p;;} denota o conjunto de todos os caminhos p;; possiveis
em G e d = max{d;; : 1,7 € V.u} representa a distancia maxima apresentada na
matriz de distancias. Para todo o subconjunto S C V| E(S) C E denota o subconjunto
das arestas induzidas pelos vértices de S, §(i) € E denota o subconjunto de arestas
incidentes no vértice i € V e para E C E,z(F) = Y eci Te. Assim, a formulagao
apresentada por Catanzano et al. [4] para o problema da evolu¢ao minima é a seguinte:

Modelo de caminhos

S

ccE

sujeito a
z(E(9)) < |S]—1 VS cV (4.21)
2(E(V)) = (4.22)
z(6(i)) =3 Vi € Vi (4.23)
we < dz. Ve € E (4.24)
Z (we + dij(1 —z.)) > dij Vpi; € Pij,Vi,j € Ve, 1 < j (4.25)

e€pij

z. € {0,1} Veec E (4.26)
we >0 Vee€ E (4.27)

Através das restrigoes (4.21)-(4.23) (que denotaremos por SPT1) e (4.26) as varidveis
x. definem uma &rvore cujos vértices interiores tém grau trés. As restrigoes (4.24) impoe
que o peso w, da aresta e é positivo apenas no caso em que essa aresta e pertence a
arvore. As restrigoes (4.25) obrigam a soma dos pesos ao longo do caminho p;; na arvore
a nao ser inferior a d;;. Finalmente, as restri¢coes (4.27) impde que 0s pesos w, sejam
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nao negativos.

Este modelo caracteriza-se por ter um nimero relativamente pequeno (O(n?)) de
variaveis bindrias e continuas e por ter um numero exponencial de restricoes. Em
particular o conjunto de restrigdes (4.25) uma vez que devem ser considerados todos os
caminhos entre todos os pares de vértices externos ¢ < j.

4.2.3 Modelo de fluxos

No modelo de fluxos os pesos nao negativos sao representados por potenciais desconhe-
cidos de forma a garantir uma distancia minima entre cada par de vértices externos.

Consideram-se as varidveis x;; (com ¢ € Vi, j € V e i # j) que indicam se a aresta
que liga o vértice 7 ao vértice j, denotada por e;;, pertence ou nao a arvore filogenética,
ou seja,

1, se a aresta e;; pertence a arvore filogenética
Lij = -
/ 0, caso contrario

As varidveis x;; poderao também ser representadas por . e neste caso . toma o valor 1
se a aresta e pertence a arvore filogenética e toma o valor 0 caso contrario. Consideram-
se, ainda, as varidveis continuas nao negativas w;; que indicam o peso de cada aresta e;;
e que também poderao ser representadas por w,. Além destas varidveis, consideram-se,
também, as varidveis continuas u;; (com i € V e j € V) 0 potencial desconhecido que
representa o comprimento do caminho que liga o vértice ¢ ao vértice j(i # 7).

A formulagao apresentada por Catanzano et al. em [4] é a seguinte:

Modelo de fluxos

min E We

eck

sujeito a
x € SPT1 (4.28)
Uij 2 di Vi, j € Vewt, 1 7 J (4.29)
Wi > win — Ui — A1 — 25;) Vi € Vi, Vi, k € Vi (4.30)
z. € {0,1} Vee E (4.31)
we > 0 Ve e E (4.32)

Como no modelo anterior as restricoes (4.28) e (4.31) obrigam a que as varidveis .
definam uma drvore e as restrigoes (4.32) impoem que 0s pesos w, sejam nao negativos.
As restrigoes (4.29) obrigam todo o comprimento do caminho que liga um vértice externo
i a um vértice externo j a ndo ser inferior a d;;. Finalmente, as restricoes (4.30)
asseguram que a diferenca dos comprimentos dos caminhos dum vértice ¢ para um
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vértice j nao seja maior que w;;.

Os autores identificam como desvantagem deste modelo a existéncia de varias
solucoes equivalentes que conduzem a mesma topologia de arvore. Apesar de os vértices
externos estarem associados a taxons diferentes os vértices internos sao elementos
idénticos. Isso implica que uma topologia de arvore esta associada a varias solucgoes,
cada uma determinada por uma permutacao diferente dos vértices internos. Para
evitar esta situagao os autores sugerem que se fixem algumas variaveis, como por
exemplo, T(,—1)y1 = T12 = w23 = 1, sendo (n — 1) um vértice externo e 1,2 e 3 trés
vértices internos.

Verificamos, claramente que o modelo tem como solu¢ao 6ptima a solugao com todas
as varidveis w;; iguais a zero.

Consideremos j,k € Voy € @ € Vi As restricoes (4.29) impdem que ujp > djy,
sejam, entao, uj; = dji € Uy, = MaxXyey,,, dre. Assim, ujp — uy, < 0 para todo o
Jk € Vew € i € Vi € consequentemente wujp — u — cf(l — x;;) < 0, tornando as
restri¢oes (4.30) redundantes.

Além disso, ainda fazemos as seguintes observagoes:

1. as varidveis w;; estao definidas para todas as arestas em I

2. asrestrigoes (4.29) estabelecem um limite inferior para as variaveis u;;, mas apenas
para aquelas definidas entre dois vértices externos, nao sendo definido nenhum
limite inferior para as varidveis u;; definidas entre um vértice interno e um vértice
externo e entre dois vértices internos ;

3. as restrigoes (4.30) estabelecem um limite inferior para as varidveis w;;, mas ape-
nas para aquelas definidas entre um vértice interno e um vértice externo, nao sendo
definido nenhum limite inferior para as variaveis definidas entre dois vértices in-
ternos ;

4. ovalor de d(1—=;;) ou é 0, se a aresta e;; pertence a solucao, ou é d caso contrario.

Pelas observacoes feitas, verifica-se que o modelo apresentado estd incompleto. As-
sim, no capitulo seguinte apresentamos um modelo para o problema da evolu¢ao minima
baseado neste e nas observagoes anteriormente referidas.
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Capitulo 5

Uma Formulacao Alternativa

Ao longo deste trabalho de mestrado tentou encontrar-se uma formulacao que
permitisse resolver o problema da evolugao minima. Tendo-se verificado que o modelo
de fluxos apresentado por Catanzaro et al. [4] estd incompleto vamos completd-lo.
Determinamos algumas arvores filogenéticas usando a formulagao. Depois tentamos
usar um esquema de decomposi¢ao que nos permitisse obter solugoes para o problema.

5.1 Formulacao

Considerando as observacoes no final do Capitulo anterior vamos usa-las para propor
uma formulagdo que completa a apresentada por Catanzaro et al. [4]. Consideremos as
variaveis x;;, w;; e u;; definidas no modelo de fluxos. Assim, z;; (com i € V;,,;,5 € V e
i < 7) sad as varidveis bindrias que indicam se a aresta que liga o vértice i ao vértice j,
denotada por e;;, pertence ou nao a arvore filogenética, ou seja,

1, se a aresta e;; pertence a arvore filogenética
Lij = (.
/ 0, caso contrario

As varidveis continuas ndo negativas w;; (com ¢ € Ve, j € V e i < j) indicam o peso
de cada aresta e;; e as varidveis continuas u;; (comi € V, j € V,y € i # j) representam
o comprimento do caminho que liga o vértice i ao vértice j.

Na nossa segunda observacao verificamos que as restrigoes (4.29) do modelo de fluxos
estabelecem um limite inferior para as varidveis u;;, mas apenas para aquelas definidas
entre dois vértices externos. Assim, comegamos por acrescentar restricoes de modo a
definir um limite inferior para as varidveis u;; definidas entre um vértice interno e um
vértice externo e entre dois vértices internos:

Uij = Wij Vi€ Viu,Vj €V,i<j.
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Reparamos, também, que as varidveis u;; deveriam tomar o mesmo valor que w;; quando
os vértices ¢ e 7 sao adjacentes e que nenhuma das restrigoes apresentada obrigava
a que tal sucedesse. Assim, acrescentamos restricbes que em complemento com as
acrescentadas para definir o limite inferior, obrigam a que u;; = w;; quando os vértices
1 e j sao adjacentes:

wi; > g —d(l — i) Vi€ Vi, Vj € Vi < J.

De seguida, tendo em conta a nossa terceira observacao onde verificamos que as res-
trigoes (4.30) do modelo de fluxos estabelecem um limite inferior para as variaveis w;;,
mas apenas para aquelas definidas entre um vértice externo e um vértice interno, com-
pletamos essas restrigoes de modo a definir, também, um limite inferior para as variaveis
definidas entre dois vértices internos:

wij Z ujk — Uik — C/Z\(l — fL’ij) Vl - ‘/;nt,\V/j € V,Z < j,\V/k? € V\{Z,j}

Além disso, verificamos que as restrigoes (4.30) mesmo depois de serem completadas
nao eram suficientes, pois se u;, for menor que u;;, entao uj; — u;, toma um valor
negativo tornando as restri¢oes redundantes. Assim, acrescentamos restrigoes de forma
a contemplar a diferenca simétrica, ou seja, w;; — ujr e desta forma quando umas
restricoes sao redundantes as outras estabelecem um limite inferior para as variaveis
Wij: R
Wi > Ui — Ujk — d(l — xij) Vi € V;nt,Vj € V,Z < j,Vk‘ € V\{Z,]}

Finalmente, tem-se pressuposto que o caminho de 7 para j tem o mesmo comprimento
que o caminho de j para ¢, ou seja, u;; = u;;, mas nenhuma das restricoes apresentadas
contemplava esse facto. Como estas varidveis u;; sao usadas nas restri¢oes que estabe-
lecem um limite inferior para as varidaveis w tanto quando i < j como quando i > j
acrescentamos restri¢oes de forma a garantir que u;; = uj;.
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A formulacao que propomos € a seguinte:

Formulagao Alternativa

min E E Wi

1€Vine JEV
3>i

subject to
x e SPT (5.1)
ug; > di Vi, j € Vig,i # j (5.2)
wi; > g — gy —d(1—xy) Vi€ Vg, Vi€ Vii<jVkeV\{i,j}  (5.3)
Wi > ug —uge — d(1 —zy) Vi€ Vi, Vi€ Vi <jVkeV\{i,j}  (5.4)
wi; > g — d(1 — ;) Vi€ Vi, Vj € Vyi<j (5.5)
Wij > Wjj Vi€ Vi, Vi €Vi<j (5.6)
Ui; = u; Vi € Vi, Vj € V,i < j (5.7)
z;; € {0,1} Vi€ Vi, Vj e Vi< j (5.8)
wi; > 0 Vie Vi, VieVi<j (5.9)

As restrigoes (5.1) e (5.8) obrigam a que as varidveis x;; definem uma &rvore e as
restri¢oes (5.9) impdem que os pesos w;; sejam nao negativos.

As restrigoes (5.2) obriga todo o comprimento do caminho que liga um vértice ex-
terno ¢ a um vértice externo j a nao ser inferior a d;;, ou seja, estabelecem um limite
inferior para as varidveis u;; definidas entre dois vértices externos.

As restrigoes (5.3) e (5.4) asseguram que a diferenca dos comprimentos dos caminhos
dum vértice ¢ para um vértice j nao seja maior que w;;, ou seja, estabelecem um limite
inferior para as variaveis w;;. Notamos que as restri¢oes (5.3) e (5.4) apenas diferem
no calculo da diferenca entre os caminhos. Tirando o caso em que essa diferenca seja
zero, haverd sempre uma das duas que se torna redundante (aquela cuja diferenga é
negativa) estabelecendo a outra um limite superior para as varidveis w;;.

As restri¢oes (5.5) obrigam, por um lado, que o comprimento do caminho u;; que
liga dois vértices ¢ e j, nao adjacentes, nao seja superior a distancia maxima apresentada
na matriz de distancias e no caso dos vértices ¢ e j serem adjacentes estas restricoes
obrigam a que o comprimento do caminho u;; nao seja superior ao peso da aresta que
liga o vértice ¢ ao vértice j. Estas restricoes estabelecem assim um limite superior para
as variaveis u;;, definidas entre um vértice interno e um vértice externo e entre dois
vértices internos.

As restrigoes (5.6) impdem que o comprimento do caminho u;; que liga um vértice
interno a um vértice externo ou que liga dois vértices internos nao deve ser inferior a
w;; e estabelecem, assim, um limite inferior para as varidveis w;;, definidas entre um
vértice interno e um vértice externo e entre dois vértices internos.
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Quando os vértices i e j sao adjacentes as restrigoes (5.5) e (5.6) obrigam as varidveis
u;; a tomarem o mesmo valor do peso da aresta que representam.

Finalmente, as restri¢oes (5.7) impoem que o comprimento do caminho entre dois
vértices seja o mesmo independentemente de qual o vértice inicial considerado.

Esta formulacao constréi uma arvore filogenética com raiz. Esta raiz ficticia foi
acrescentada relativamente ao modelo de fluxos de Catanzaro et al. [4], que determina
arvores filogenéticas sem raiz, de modo a facilitar a construcao da arvore.

5.2 Resultados

Vamos agora analisar o desempenho do modelo usando-o para resolver alguns proble-
mas.

Usamos o software XPRESS para implementar o modelo e para resolver os proble-
mas. Um dos problemas resolvido foi a construgao de uma arvore filogenética com cinco
taxons cuja matriz de distancias retirdimos de [20]. A matriz de distancias é a seguinte:

A B C D FE

A0 22 39 39 41
B 0 41 41 43
C 0 18 20
D 0 10
E 0

Tabela 5.1: Matriz de distancias relativa a cinco taxons.

A solugao apresentada por Mount estd representada na Figura (5.1) e o valor éptimo
é 66.

Figura 5.1: Arvore filogenética Optima apresentada por Mount partindo de uma matriz
de distancias com 5 taxons.

O XPRESS demorou 0,7 segundos a encontrar a solugao 6ptima usando a nossa
formulagao alternativa. A arvore filogenética obtida com valor éptimo de 66 estd repre-
sentada na Figua (5.2).

Ao comparar as duas arvores verificamos que os valores correspondem e que a soma
dos pesos das duas arestas que incidem na raiz ficticia da arvore obtida através da nossa
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A B c E D

Figura 5.2: Arvore filogenética optida através da formulagao alternativa para 5 taxons.

formulacao alternativa, é igual ao peso da aresta correspondente da arvore sem raiz.
Verificamos, ainda, que a distribuicao dos pesos pelas duas arestas incidentes na raiz
ficticia é feita de forma a que uma das aresta tenha peso zero. Esta situacao aconteceu
em todos as arvores construidas usando a nossa formulacao alternativa.

A matriz de distancias para a construcao de uma arvore filogenética com sete taxons
foi retirada de [24], sendo que o XPRESS demorou 184,4 segundos a encontrar a solugao
éptima e as conclusoes retiradas ao comparar a arvore sem raiz obtida em [24] e a drvore
obtida pelo XPRESS usando a formulagao alternativa sao idénticas as anteriores para
a arvore com cinco taxons.

Usamos a matriz de distancias do ficheiro que Juan-José Salazar-Gonzalez nos enviou
para construir uma arvore filogenética com nove taxons. A matriz de distancias é a

seguinte:

A B C D E F G H 1
A | 0 1.51499 0.353063 0.273829 0.418288  1.51499 1.51499 1.51499 1.51499
B 0 0.388258 0.280125  1.51499  0.361509 0.215903  0.293472 0.390438
C 0 0.130378 0.291302 0.253443 0.483335 0.289859  0.229979
D 0 0.258003 0.220236 0.281086  0.368932  0.318039
E 0 0.185762 0.181499  0.240245  0.198209
F 0 0.184151  0.226651 0.198648
G 0 0.0552959 0.0521836
H 0 0.0465828
1 0

Tabela 5.2: Matriz de distancias relativa a nove taxons.

Deparamo-nos com uma série de dificuldades ao tentar encontrar a arvore filo-
genética éptima usando o XPRESS. Nao foi possivel encontrar a arvore usando a for-
mulagao tal como foi apresentada devido a limitagoes de meméria. Para contornar essa
dificuldade, usamos a sugestao apresentada por Catanzaro et al. [4] fixando algumas
variaveis. Assim, ao fixar x14 = T12 = x93 = 1, representando 1, 2 e 3 vértices inter-
nos e A um vértice externo, o XPRESS obteve a arvore filogenética com valor 6ptimo
2.01868 passados 3196.8 segundos. Ao fixar apenas x13 = x93 = 1 0 XPRESS demorou
97272.3 segundos a obter a arvore filogenética com valor éptimo 2.01868. Verificamos
que as topologias de arvore obtidas sao um pouco diferente mas apenas pela mudanga
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de posi¢ao de um dos vértices internos, mantendo os taxons a mesma ligagao, como
podemos verificar nas Figuras (5.3) e (5.4).

0008117

0ETEZST

0120372
020482

0104132

0.04e5822

0127952

B G H I F c D A E

0.120a7s
0252877

0033324 0013325

00485828

00225312

B G H I F c D A E

Figura 5.4: Arvore filogenética com 9 taxons obtida ao fixar x15 = 3.

A diferenga nas topologias é apenas de uma aresta e acontece por no primeiro caso
termos fixado a varidvel x14, ou seja, a aresta e;4 que liga um vértice interno a um
vértice externo e no segundo caso ja nao a termos fixado. Verificamos, ainda, que além
da aresta incidente na raiz ter peso zero aparecem, nas duas arvores, mais cinco arestas
com peso zero e que de uma arvore para a outra os pesos nao nulos das arestas também
sao alterados. A diferenca de pesos prende-se com o facto de um dos vértices internos
ter mudado de posicao alterando deste modo a distribuicao dos pesos. Os pesos nulos
estao associados a arestas que ligam um vértice externo a um vértice interno, incidindo
essas arestas com peso nulo nos mesmos vértices externos nas duas arvores.

Devido a limitagoes de memoria e ao elevado tempo computacional nao conse-
guimos obter arvores filogenéticas quando o niimero de taxons é superior a nove.
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5.3 Decomposicao de Dantzig-Wolfe

Uma vez que o uso da formulacao em programacao linear se torna incomputavel para
a obtencao de arvores filogenéticas cujo ntimero de taxons ¢é superior a nove, tentamos

usar um outro método para a obtencao de uma solucao para a formulacao alternativa.

Tentamos, assim, aplicar a decomposicao de Dantzig-Wolfe a nossa formulacao alterna-
tiva. O método de decomposicao de Dantzig-Wolfe divide o conjunto de restrigoes em
2 subconjuntos. No nosso caso agrupamos as restrigoes (5.3), (5.4), (5.5) e (5.6) num
subconjunto e as restantes noutro subconjunto. O método opera separadamente em 2

problemas mais pequenos, o problema mestre e um subproblema. Tendo em conta a
forma como agrupamos as restri¢oes, o nosso problema mestre é o seguinte:

Problema Mestre

min fj( ) <wzj)t) A

t=1 1€ Vint
Jev
i<j
sujeito a
T

Z(—(Ujk)t + (wir)e + (wij)e — d(wi5)e) A\e > —d

t=1

Z(—(Uik)t + (Ujk)t + (wij)t — d(xij)t))\t > —d

t=1

(—(wij)e + (wiz)e — d(z5)e) \e > —d

]~

Vi€ Vi, Vj e V,i<jVkeV\{ij}
(5.10)

Vi€ Vi, Vg € Vi < j,Vk e V\ {i,j}

(5.11)
Vi€ Vi, Vi €Vi<j (5.12)
Vie Vi,V EVi<] (5.13)

(5.14)
Vi€ Vi, Vj €V (5.15)
Vi€ Vi, Vi €V (5.16)
Vie VI\Vj e VT (5.17)
vt e {1,..T} (5.18)
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Para obter o subproblema temos de associar varidveis duais as restricoes do pro-

blema mestre. No nosso caso associamos as variaveis «, 7y, d,n e (3 as restrigoes (5.10),

(5.11), (5.12), (5.13) e

Subproblema
maxr [ +
( ak’ﬂ + ’Wi’]%) - d(5]z>>xzj +
]Zeéxylzné] keV\{i.j}
( (Qji + Yji) + (650 — M) — 1) wi  +
1€Vint keV\{i,j}
JEVIL]
( Z — Qi + ’Yk]z)) Uik +
]GV Ze‘/znt
keVik£]  i<ji#k
( Z i — 7k]l)> Ui+

ZG‘/znt ]GV
keVk#i  i<j,j#k

+( > (—5ji+77ji>)uij

eV
sujeito a
r € SPT
Uij > dyj Vi,j € Vear,1 £ 7
Uij = Wy Vi€ Vi, g €V < g
z;; € {0,1} Vi€ Vi, Vj eV
w;; > 0 Vi€ Vi, V3 €V
ui; > 0 Vie VI NjeVT
agji >0 Vi € Vi, Vg € Vi < j,Vk € V\ {i,5}
Viji > 0 Vi€ Vi, Vg € Vi < j,Vk € V\ {i,5}
9;i >0 VieV,Vie Vi <y
;i >0 VjeV,\Vi€ Vipy,i<j

(5.14), respectivamente, obtendo o seguinte subproblema:

A decomposicao de Dantzig-Wolfe parte de uma arvore inicial e através de varias

iteragoes melhora essa solucao inicial até chegar a solucao 6ptima. Nas varias iteracoes
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o algoritmo resolve sucessivamente o problema mestre e o subproblema usando a
solucao encontrada na iteragao anterior. A ideia é a seguinte. Dada uma arvore com a
forma pretendida determinar valores para as variaveis w e u usando o problema mestre
e verificar, resolvendo o subproblema, se esses valores sao optimos. Caso o nao sejam,
o subproblema sugere uma nova arvore para a qual o problema mestre determina,
novamente, os valores para as variaveis w e u. Este procedimento continua até serem
encontrados os valores 6ptimos.

A arvore inicial que usamos é a arvore de suporte de custo minimo em que todos
os vértices internos tém grau trés e a raiz tem grau dois. Desta forma efectuamos
uma pesquisa sobre as arvores que se podem construir com a forma pretendida. Para
cada uma delas obtinhamos valores para as variaveis w e wu, para depois testarmos a
optimalidade desta solu¢ao. Devido a um erro, ainda, nao encontrado até ao momento,
nao obtivemos resultados. As varidveis A\; tomam todas valor zero no problema mestre
e as variaveis duais do problema mestre também.
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Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho apresentamos o conceito de arvores filogenéticas, descrevendo-o for-
malmente e indicando os varios tipos de arvores existente bem como a férmula para
determinar o nimero de arvores filogenéticas possiveis dado o niimero de espécies em es-
tudo. Estudamos alguns dos métodos usados para a inferéncia de arvores filogenéticas,
nomeadamente, os métodos da maxima parcimonia, os métodos de verossimilhanca
maxima e alguns métodos de distancias. Encontrar uma arvore de maxima parciménia
¢ um problema NP-Dificil e em alguns casos o critério de maxima parciménia é esta-
tisticamente inconsistente. O problema de determinar uma arvore de verossimilhanca
maxima também é NP-Dificil mas é estatisticamente consistente. Relativamente aos
métodos de distancia estudamos o método da média aritmética nao ponderada e o
método dos minimos quadrados. Tendo numa primeira fase descrito algumas das for-
mas de determinar as distancias da matriz assim como algumas propriedades da matriz
de distancias. O método UPGMA pressupoe a existéncia de um relégio molecular e no
caso de a taxa de substituicao nao ser constante, o que acontece na pratica na maioria
dos casos, este método obtém maus resultados. O método dos minimos quadrados ja
nao pressupoe a existéncia de relégio molecular e por isso também é mais usado.

Apresentamos, também, o problema da evolucdo minima. Estudamos o método
neighbor-joining e dois modelos de programagcao linear para resolver o problema. O
método neighbor-joining tem a vantagem de ser eficiente mas a desvantagem de apenas
explorar uma pequena parte do espago solucao podendo deixar de encontrar a solugao
global. Os modelos de programacao linear apresentados sao o modelo de caminhos que
identifica a arvore filogenética éptima como sendo a arvore de suporte de custo minimo
que satisfaz mais algumas restricoes e o modelo de fluxos que apresenta os pesos nao
negativos por potenciais desconhecidos de modo a garantir uma distancia minima entre
cada par de vértices externos. Ao estudarmos o modelo de fluxos constatamos que
este estava incompleto e nesse sentido elaboramos uma formulacao alternativa para
o problema da evolucao minima. FEsta formulacao alternativa foi implementada no
programa XPRESS. Os resultados obtidos foram bons para um ntimero de espécies
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inferior a nove. Ao tentar encontrar a arvore filogenética 6ptima para um conjunto
de nove espécies, deparamo-nos com uma série de dificuldades, nomeadamente, ligadas
as limitacoes de memoéria e ao elevado tempo computacional. Para ultrapassar essas
dificuldades tivemos de fixar algumas variaveis. Para um nimero de taxons superior a
nove é necessario encontrar uma outra forma de construir arvores filogenéticas. Numa
fase posterior efectuamos uma abordagem usando a decomposicao de Dantzig-Wolfe.
Mas até ao momento ainda nao obtivemos resultados conclusivos.

A construcao de arvores filogenéticas e o problema da evolugao minima continuam a
ser problemas dificeis de resolver. Todos os métodos apresentados para a sua resolugao
continuam a ser estudados e melhorados. Uma vez que muitos dos métodos apresentam
arvores filogenéticas diferentes, a construgao de uma arvore de consenso também tem
sido muito estudada. Nos ultimos anos muitos investigadores tém vindo a explorar o
uso da computacao evolutiva na construcao de arvores filogenéticas.
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