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palavras-chave

resumo

sistemas compartimentais, discretizagéo,controlo da massa.

Nesta tese estuda-se sistemas dinamicos compartimentais continuos e
discretos.

Partindo do modelo utilizado para os sistemas compartimentais continuos,
aplica-se dois processos distintos de discretizagdo (exacta e aproximada) de
forma a obter os sistemas compartimentais discretos correspondentes,
comparando-se o comportamento destes sistemas em relagdo ao do sistema
continuo inicial.

Estuda-se ainda o problema do controlo da massa tanto no caso continuo
como no discreto, assim como no contexto da discretizacdo de sistemas
continuos.



keywords

abstract

Compartmental systems, discretization, mass control.

In this work we study continuous- and discrete-time compartmental systems.
Starting from a continuous-time compartmental model, we apply two different
discretization methods, namely exact and approximate discretization, and
compare the behaviour of the two discretized models when compared to the
original continuous-time model. A study of the mass control problem both in the
continuous- and the discrete-time case, as well as in the context of
discretization of continuous-time systems, is also performed.
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INTRODUCAO

A utilizacdo de modelos torna-se essencial sempre que ha necessidade de estudar e

investigar fendmenos reais que envolvem a interac¢do de elementos quantitativos.

O estudo levado a cabo neste trabalho tem como base os modelos de sistemas
compartimentais, que descrevem fendomenos onde hé trocas de matéria entre diferentes
compartimentos. Estes modelos sdo utilizados em diversas areas cientificas, tais como, em

Biologia, Quimica, Medicina, Engenharias e até nas Ciéncias Sociais.

No Capitulo 1 faz-se a apresentacdo dos sistemas em estudo, analisando as propriedades
das matrizes envolvidas na sua descri¢do matematica, cujas entradas sao as taxas de fluxo
de matéria que € trocada entre os diferentes compartimentos e também entre estes € 0 meio

ambiente.

O Capitulo 2 ¢ dedicado ao processo de discretizagdo de sistemas compartimentais
continuos. Considera-se duas formas diferentes de discretizagdo: a discretizagdo exacta e a
discretizagdo aproximada, fazendo-se um estudo grafico comparativo da evolugdao dos
sistemas continuos e dos correspondentes sistemas discretizados exacta e

aproximadamente.

No Capitulo 3 estuda-se o controlo da massa de sistemas implementando uma lei de
realimentacdo do estado do tipo u(l‘)sz+L, que assume formas diferentes no caso

continuo e no caso discreto, com o objectivo de seguimento de um valor de referéncia
constante. Apresenta-se simulacdes sobre a aplicacdo da lei de controlo em sistemas
continuos, em sistemas discretos e ainda no contexto de controlo de sistemas continuos

amostrados.
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1. Sistemas Compartimentais

CAPITULO 1

SISTEMAS COMPARTIMENTAIS

1.1. Introducao

Um sistema ¢ um conjunto de elementos interligados e dependentes entre si que, em
conjunto, formam uma unidade que possui determinadas caracteristicas e tem fungdes

especificas.

Cada sistema admite estados, definidos como um conjunto de varidveis capazes de
descrever o sistema em determinado instante temporal. Nesta perspectiva, os sistemas
podem ser classificados como sistemas continuos ou sistemas discretos, de acordo com a

natureza continua ou discreta da variavel temporal.

Relativamente a interac¢do com o ambiente que os envolve, os sistemas podem ser
classificados como sistemas abertos ou sistemas fechados (isolados). Nos sistemas
fechados nao ha interaccdo com o meio ao nivel de trocas de matéria e energia, ao
contrario do que acontece com os sistemas abertos, nos quais se processam trocas
significativas com o ambiente em que estdo inseridos. Os sistemas fechados sdo rarissimos,

podendo a sua existéncia ser considerada meramente conceitual.



SISTEMAS COMPARTIMENTALIS

Um sistema compartimental é um sistema que possui um nimero finito de compartimentos
que trocam matéria entre si, de tal modo que cada compartimento funciona como um
subsistema. A evolugdo da quantidade de matéria em cada compartimento pode ser descrita
através de uma equacdo diferencial de primeira ordem, no caso continuo, ou através de
uma equacdo diferencial linear as diferencas de primeira ordem, no caso discreto. Estes
sistemas possuem estados, entradas e saidas que representam quantidades de matéria e sdo,
por isso, todos positivos. Assim, dentro da teoria dos sistemas, os sistemas

compartimentais enquadram-se na classe dos sistemas lineares positivos.

1.2. Sistemas Compartimentais Continuos

Um sistema compartimental continuo pode ser esquematizado através da seguinte figura,

que permite visualizar as trocas existentes entre dois compartimentos, i e j, e, ainda, as

trocas destes com o ambiente.

Joi Jio Jos o

Ji Iy

Figura 1.1 - Taxas de fluxo entre dois compartimentos de um sistema continuo



1. Sistemas Compartimentais

Considera-se que as taxas de fluxo do sistema sdo directamente proporcionais a quantidade

de matéria no compartimento de origem, com constantes de proporcionalidade ndo

negativas. Assim, fij(x)zkux i#j=1..,n representa a taxa de fluxo do

i

compartimento i para o compartimento j, analogamente, f]u(x)zkﬁxj, i#j=1..,n

representa a taxa de fluxo do compartimento j para o compartimento i, e f, (x) =bu e
fo (x)qu.xl. representam, respectivamente, a taxa de fluxo do ambiente para o
compartimento i e a taxa de fluxo do compartimento i para o ambiente, onde b, , bj , 4,
q;, k;e k; sdo coeficientes constantes ndo negativos e, por convengdo, o ambiente

corresponde ao compartimento 0 do sistema.

J4

A taxa de variagdo da quantidade de matéria presente no compartimento i, X;, € a

1
diferenga entre a taxa de fluxo de matéria que entra no compartimento ¢ a que sai do
mesmo, sendo que a primeira tem proveniéncia dos outros compartimentos que constituem
o sistema e do ambiente, enquanto a segunda corresponde a matéria que sai deste

compartimento para os restantes e para o ambiente.

Deste modo, matematicamente, pode escrever-se:

Jj=0 Jj=0
J#l J#i
" "
= for () + 201 (%) = 22 15 (x) = fio (x)
z Z
n n
=k,x, + Zkﬁxj — Zkl.jxl. — kX,
T o

n n
=bu+ Y kx; =D kX, — q.x,
=1 =1

J#l J#I

(1.1)



SISTEMAS COMPARTIMENTALIS

Considerando todos os compartimentos do sistema, a igualdade anterior pode escrever-se

matricialmente do seguinte modo:

Xx=Ax+Bu
(1.2)
onde B = (bl. ) , i=1,...,n é uma matriz coluna tal que:
kOl bl
B=| : |=]|:
kOn bn
(1.3)

e A z(a,.j) ¢ uma matriz quadrada de dimensdo 7, cujos elementos fora da diagonal

principal sdo da forma a; =kﬂ., com [#j e i,j=1,..,n, os elementos da diagonal

n
principal se apresentam da forma a, =—g, —Zkl.jay., comi=1,...,n, de tal modo que esta
j=1

J#i

matriz € da forma:

_Z ky—dq k(n—l)l K,

=1

Jj#l
ki,

A= : N _
: Z k(n—l)j 9in) kn(n—l)
{i_n 1
kl” o k(n—l)n _Z knj - qn
=
L Jj#n i

(1.4)



1. Sistemas Compartimentais

Para simplificacdo da escrita, por vezes, havera a necessidade de designar o sistema (1.2)

simplesmente por (A",B“), evidenciando, deste modo, as matrizes que o constituem e a

sua natureza continua (através do indice ).

A matriz A4 :(%)» presente na equagdo do sistema anterior, ¢ dotada de varias

propriedades referidas na definicdo que se segue. Todas as matrizes com estas
propriedades sao classificadas como matrizes compartimentais continuas uma vez que

podem ser encaradas como matrizes de sistemas compartimentais em tempo continuo.

Definicao 1.1:

Uma matriz quadrada, G=(gij), i,j=L..,n, de dimensdo n, ¢é uma matriz

compartimental continua se satisfaz as seguintes condigoes:

1. G= ( gij) ¢ uma matriz de Metzler, isto ¢, uma matriz ndo nula com elementos nao

negativos fora da diagonal principal).
g;20,i#je i j=L.,n

(1.5)

2. Todos os elementos da diagonal principal da matriz G = (gi/) $30 nao positivos.

(1.6)
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3. Gz( gij) ¢ uma matriz diagonalmente dominante por colunas, isto ¢, o valor

absoluto da entrada da diagonal principal em cada coluna ¢ maior que a soma dos

valores absolutos de todas as outras entradas (ndo diagonais) nessa coluna.

|gii| Zzgli <:>|gii|_zgli 20, i=L..,n
I=1 I=1

1#i 1#i

(1.7)

A equagdo (1.1) anteriormente apresentada para um sistema com 7 compartimentos, se
particularizada para um sistema em que o numero de compartimentos € trés, toma um

aspecto mais concreto.

Exemplo 1.2:

X = blu%+k21x2 + kg xs kX — kX — kyx — gy,

X, =bu+ k12x1% +hypx; - k21x2;% —kyX, —q,x,

Xy = by + kysx, + kX, Hhes®Xy — Ky x; — ke x; —le Xy — g,

X = (—k12 —k,—q, )xl +ky x, + kg x, +bu

S X, =k,x + (_kZI —ky —q, )xz +hky,x; +byu

Xy =kpx, +hypx, + (_k31 —ky, —q; )x3 +byu



1. Sistemas Compartimentais

Ou, ainda, matricialmente:

X ki, =k —q, ky, ks, X b,
X | = ki, ky —ky —4q, ks, X, |+| by |u
X3 ki ky, ks =k, — g5 || X, b,

1.3. Sistemas Comportamentais Discretos

Um sistema compartimental discreto pode ser, analogamente, esquematizado através da
seguinte figura, que representa as trocas de matéria existentes entre dois compartimentos

consecutivos, i € j, e, ainda, as trocas destes com o ambiente, entre dois instantes de

tempo consecutivos.

Joi Jio Jos o

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

|

|
v
v

A
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

A

Figura 1.2 — Trocas de matéria entre dois compartimentos de um sistema discreto



SISTEMAS COMPARTIMENTALIS

Assim, f; (x) representa a quantidade de matéria que entra no compartimento i vinda do
compartimento j, num determinado instante, convencionando-se, uma vez mais, que o

ambiente se encontra representado pelo compartimento 0 do sistema.

Considera-se que esta quantidade de matéria é directamente proporcional a quantidade de

matéria existente no compartimento j, no instante anterior, com constante de

proporcionalidade ndo negativa.

Portanto, a quantidade de matéria que se encontra no compartimento i no instante k+1

pode ser obtida do seguinte modo:
x (k+1)=x,(k)+in, (k)—out, (k)
(1.8)

onde in; (t) e out, (t) representam, respectivamente, a quantidade de matéria que entra e a

quantidade de matéria que sai do compartimento 7, entre os instantes k e k+1.

Deste modo:

(1.9)

onde g, =k, b=k, k; e k; sdo constantes de proporcionalidade nao negativas.

1



1. Sistemas Compartimentais

As equacgdes relativas a todos os compartimentos podem escrever-se na forma matricial

COomo.
x(k+ 1) = Adx(k) +Bu (k)
(1.10)
com,
kOl 1
Bd — k02 — b2
kOn bn
(1.11)
c,
=g, =2k, Ky o
T
k12
Ad _ n
1_ anl - z k(n—l)j k (nfl)
j’;}z—l
kln k(n—l)n 1 - qﬂ - z k’!f
i e
(1.12)

, . , . d d
Analogamente ao caso continuo, o sistema (1.10) serd, por vezes, referido como (A ,B ),

evidenciando o indice ¢ a sua natureza discreta.

. d d . . , . . .
A matriz A = (al.j ) , assim definida, ¢ uma matriz compartimental discreta de acordo com

a defini¢do que se segue.



SISTEMAS COMPARTIMENTALIS

Definicao 1.3:

Uma matriz H :(hA

l/), i,j=1,..,n, de dimensdo n, diz-se uma matriz compartimental

(discreta) se satisfaz as seguintes condigdes:

1. Todos os elementos da matriz H = (h,]) $30 ndo negativos.

h{/ >0, Vi,j=1,..,n

(1.13)
2. A soma de todas as entradas de cada uma das colunas da matriz H :(hi/) ¢ ndo
superior a unidade.
2 h; <1, Vj=1L..,n
(1.14)

Tal como no caso continuo, toda a matriz compartimental discreta pode ser encarada como

a matriz de um sistema compartimental em tempo discreto.

Analogamente ao apresentado para os sistemas compartimentais continuos, considere-se, a

titulo de exemplo, um sistema compartimental discreto com trés compartimentos.

Exemplo 1.4:
X, = (1—q1 -k, —lc13))c1 +k,y x, + kyx, + bu

Xy = kX, +(1_CI2 —k,, _k23)x2 +ky,xy +byu

Xy = kysx, +kyyx, +(1_% — ks, _kzz)x3 +bu

10



1. Sistemas Compartimentais

Matricialmente:
X l—q,—k,—k; k,, ks, X b,
X | = ky, 1—q, —k, —ky ks, X, |+| by |u
X3 ki ky 1=q; =k — ks, || x5 b,

. . . d d . .
A matriz compartimental discreta 4 =(al./) pode ainda ser escrita como a soma de duas
matrizes, sendo uma delas a matriz identidade de dimensdo igual a da matriz 4%, I, e a

outra uma matriz compartimental continua, A = (a; ) .

Lema 1.5:

Seja A° :(a; ) uma matriz compartimental discreta, entdio A‘ =1+ A4°, onde A° é uma

matriz compartimental continua.

Demonstracio:

Sejam A° =(a§) e A=A —Iz(a;). Note-se que todos os elementos, de A°, fora da

diagonal principal sdo ndo negativos ja que, por (1.13), coincidem com os correspondentes

elementos de 4¢ .

Isto é,

a; 20, comi#je i,j=1..n
(1.15)

Por outro lado, todos os elementos da diagonal principal de 4° sdo ndo positivos pois, por
(1.14),

n
c _ d d .
a,=a,; —1< E a; —1<0, comi=1,...,n
J=1

11



SISTEMAS COMPARTIMENTALIS

(1.16)

Mais ainda, verifica-se que a soma de todos os elementos de cada coluna ¢ uma quantidade

ndo positiva, de facto, por (1.14):

n n n n

c _ ¢ c _ d d __ d .
E a,=a,+ E a,=a; —1+ E a, = E a;—1<0, comi=1,..,n
=1 =1 I=1

=1

I1#i I1#i
(1.17)
Isto implica que,
n
a; +Za; <0, comi=1,..,n
/=1
1#i
(1.18)
ou seja,
n
Zaﬁ <-a;,comi=1,..,n
=1
1#i
e, portanto,
n
Za; <l|a;|, comi=1,..,n.
=1
1#i
(1.19)

Das consideracdes anteriores resulta que a matriz 4° €, de facto, compartimental continua.

O exemplo que se segue mostra que o reciproco do lema anterior ndo se verifica.

12



1. Sistemas Compartimentais

Exemplo 1.6:

) ) -3 1
Considere-se a matriz A¢ :{ : 2]

Facilmente se verifica que a matriz 4° ¢ compartimental continua, uma vez que os
elementos da sua diagonal s3o ndo positivos, os restantes sdo ndo negativos e, ainda, cada
elemento da diagonal principal é, em moddulo, ndo inferior ao outro elemento da coluna a

que pertence.

1

-2 . . . .
No entanto, A =7+ A° ={ { } ndo ¢ uma matriz compartimental discreta pois tem

entradas negativas.

E, porém, possivel verificar que dada uma matriz compartimental continua A°, a matriz

A? =1+ hA° é compartimental discreta se & for suficientemente pequeno.

Lema 1.7:

Seja A° uma matriz compartimental continua.

Entdo existe &> 0 tal que, Vi e[0,&], A* =1+hA° é uma matriz compartimental discreta.

Demonstracio:

Uma vez que (ag):h(a;), i#j com h>0 e a;20 (pois A4° ¢ compartimental

continua), verifica-se que a,.‘f >0, i # j e, por outro lado, (ai'f) =1+h(a;).

Portanto, se l+h(a;)20, i=1,..,n, os elementos da diagonal de 4‘ serio também nio

negativos. Para tal basta que:

0<h£—L se a,;#0

(1.21)

13



SISTEMAS COMPARTIMENTALIS

Se todos os 4 forem nulos, os elementos da diagonal de 4¢ serdo iguais a um e portanto
ndo negativos, independentemente dos valores de /.

Fica, assim, demonstrada a primeira condi¢do da definicdo de matriz compartimental

(discreta) apresentada em 1. da defini¢do 1.3.

Além disso,

n

n n

d __ c _ c c

E a; —l+h2 al.j—1+h a; + E a;
i=1 j

i=l1 i#]
i=1

(1.22)
Como A° ¢ diagonalmente dominante e aj, <0, tem-se que:
2 a; <lay|=-a;
(1.23)
Pelo que,
ag+Y a5 <0
2
(1.24)
e, sendo /4 >0, fica
a;.’ <1
i=1
(1.25)

) ) ) ) 1 .
Assim, conclui-se que o Lema se verifica para gzmm{——c,afi #0, ze{l,...,n} , e &

ii

qualquer se todos os a;, forem nulos (caso em que a matriz 4° serd a matriz nula).

14



2. Discretizagio

CAPITULO 2

DISCRETIZACAO

2.1. Introducao

Nesta sec¢do sera feita a andlise do processo de discretizagdo de um sistema
compartimental continuo, como definido em (1.2), através de dois processos diferentes que

serdo respectivamente designados por discretizacdo exacta € discretiza¢do aproximada.

Em ambos os casos, designar-se-a por x° o estado do sistema compartimental continuo,
para o melhor distinguir do estado da sua discretiza¢do. Considerar-se-4, ainda, que 4 € o

intervalo de discretizagdo e kh, k=0,1,2,... s@0o os correspondentes instantes de

discretizagao.

15



SISTEMAS COMPARTIMENTALIS

2.2. Discretizacao Exacta

Suponha-se que a entrada u do sistema compartimental continuo (1.2) se mantém

constante, ¢ portanto igual a u(kh) , no intervalo [kh , (k + 1) h) , entao:

(k+1)h
3 ((k+1)n) =" (k) + [ B a0 u (k).

kh

(2.1)
o0 Ak
onde a exponencial matricial e*’ ¢ definida por e := F t*.
=0
Definindo x* (k) =x° (kh) e u’ (k) = u(kh),
kh+h S G
(k+1) Ah yd (k)+ J‘ eA(kh+h—9)d6 Bu® (k)
kh
0
=e'x? (k) Je’”dt Bu (k)
h
h
=e"x? (k)+JeA’dT Bu’ (k)
0
(2.2)

h
Fazendo, finalmente, 4’ =¢" ¢ B‘= I e”dr B obtém-se o sistema compartimental
0

discretizado:
3 (k+1) = A% (k) + Bu’ (k)

(2.3)

16



2. Discretizagio

Note-se que, atendendo a construcdo efectuada, para entradas constantes entre cada
instante de discretizagdo, o estado do sistema continuo coincide com o do sistema
discretizado, nos instantes de discretizagdo. Por isso, o processo de discretizacao

apresentado sera referido como discretiza¢do exacta.

A matriz 4% = " presente no sistema compartimental discretizado (2.3) é uma matriz

compartimental discreta. Verifique-se esta afirmagao.

Para tal, mostre-se, primeiro, que todos os elementos de A’ sdo ndo negativos, i.e.,

d ..
a; 20, comi, j=1,...,n.

Seja e o i-¢simo vector da base candnica de R” e represente-se a i-ésima coluna da matriz

compartimental discreta, 4, por ¢. Entdo esta coluna serd dada por:
c=A"e,
2.4)
Deste modo, tomando x° (0) =x* (0) =e e u(t) =0 em [O,h), tem-se que

x‘(h)= x‘ (1)= A'e =c,.

Uma vez que o sistema compartimental continuo ¢ positivo, é possivel concluir que x° (1)
tem componentes nio negativas. Logo a coluna ¢, de 4? ¢ exclusivamente constituida por

elementos ndo negativos e, portanto, todos os elementos de 4¢ sdo nio negativos.

Mostre-se, agora, que a soma dos elementos de cada coluna ¢ nao superior a um, ou seja,

n
Za; <1, com j=1,...,n.
i=1

Atendendo a interpretagio de c, atrds apresentada, tem-se x‘ (l)zx"(h)zci quando

u“(t)zO em [O,h) e x”(O):xd (O)Ze,.

1
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SISTEMAS COMPARTIMENTALIS

Assim,

x° (h) = Ax° (0)

(2.5)

Defina-se a massa (quantidade total de matéria) do estado x como:
M (x):= ixl.
i1

(2.6)

Entdo, o somatorio dos elementos da coluna ¢, ou seja, M (ci) ¢ dado por:
M(c,) =M(x‘ (h))
(2.7)

Porém, uma vez que se considerou #=0, nido entrou matéria no sistema, pelo que a
quantidade de matéria, no instante /%, terA que ser necessariamente ndo superior a

quantidade no instante inicial, ou seja,

(2.8)

Mais ainda, na medida em que se tem M (xc (0)) =M (ei) =1, conclui-se, finalmente, que:
M(c,)<1

(2.9)
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2. Discretizagio

Assim, resulta que a soma de todos os elementos da coluna ¢; ¢ ndo superior a um, isto ¢&,

n
Zag <1, com j=1,..,n

(2.10)

Visto ter-se considerado uma coluna genérica i da matriz 4¢, conclui-se que esta

propriedade se verifica para todas as colunas desta matriz.

Ah

Do anteriormente exposto, resulta que a matriz 4 = e do sistema compartimental

discretizado (2.3) ¢ uma matriz compartimental discreta, independentemente da amplitude

dos intervalos de tempo considerados.

h

d A r . . ~ . .,
Por outro lado, B® = Ie “dtr B ¢ obviamente uma matriz com entradas nao negativas ja
0

h

A ~ ~ .
e, consequentemente, de _[ e”"dr sdo ndo negativas.
0

T

que as entradas de B, de e

Isto permite estabelecer que a discretizagdo de um sistema compartimental continuo ¢ um

sistema compartimental discreto.

Proposicao 2.1:

Sejam (AC,BC) um sistema compartimental continuo e (Ad, Bd) a sua discretizacao exacta

com intervalo de discretiza¢do /. Entdo (Ad,Bd) ¢ um sistema compartimental discreto.

Apresentam-se, a seguir, dois exemplos ilustrativos simples aos quais foi aplicado o
processo de discretizacdo exacta de sistemas compartimentais continuos. O primeiro

exemplo possui dois estados e o segundo trés.
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SISTEMAS COMPARTIMENTALIS

Exemplo 2.2:

Considere-se o seguinte sistema compartimental continuo, com dois compartimentos, onde

T .y .
xX= [x1 xz] representa o vector das varidveis de estado.

o o[l

(2.11)
Faca-se o intervalo de discretizagdo 4 =0.05 seg .
Determine-se, através do processo de discretizagio exacta, 4 :
1 1
s -1 s s
Qe =5 = [ _1{(S]—A)71} -, |: :| =/
|r=0.05 0 s 1
|t=0.05 0 -
S 1}i=0.0s
_{1 t} _[1 0.05}
01 |r=0.05 0 1
(2.12)
Determine-se, também pelo mesmo processo, B :
0.05 B -1 -1 0
B! = I edr B= L 1{(SI—A) llB} =/ {S } l[
0 S Jl=00s 0 s ] sl 110,05
_ e $° |3 _ 0.00125
1 . 0.05
52 005 |r=0.05
(2.13)
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2. Discretizagio

Entdo o sistema compartimental discretizado, resultante do processo de discretizagdo

exacta, sera dado por:

x(k+1):L1) 0'?5}x(k)+{0'3?01525}u(k)

(2.14)

O degrau unitario ¢ definido como:

0 se t<¢

u(t—1)=

1 se t>¢

(2.15)

e a resposta ao degrau ¢ dada como a resposta de um sistema ao degrau unitario aplicado

no instante # =0, com condigdes iniciais nulas.

Relativamente aos sistemas apresentados em (2.11) e (2.14) analise-se a representagao

grafica da resposta ao degrau unitério, u (t) =1, com ¢2>0, de modo a compara-los no que

respeita a evolugdo de ambos ao longo do tempo.

Na seguinte figura apresenta-se trés graficos com a evolugdo da resposta ao degrau unitario
ao longo do tempo. O primeiro grafico ¢ relativo ao sistema continuo, o segundo
relativamente ao sistema discretizado e o terceiro onde ¢ possivel visualizar, sobre o
mesmo referencial, o esbogo grafico dos dois primeiros, de modo a facilitar a sua

comparacao.
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SISTEMAS COMPARTIMENTALIS

15 15
g 10 3 10 +
2 2 +
Q. Q.
S £ T
< 5 // < 5 +
4
0 0=
0 5 0 5
Tempo (seg) Tempo (seg)
RESPOSTA AO DEGRAU UNITARIO
15
g 10
2
2
£ s
0 il

Tempo (seg)

Figura 2.1 — Respostas ao degrau do sistema (2.11) e da sua discretizagdo exacta (2.14)

A andlise grafica da resposta ao degrau dos sistemas compartimentais apresentados permite
concluir que a resposta do sistema discretizado se sobrepde a do sistema continuo, o que

resulta do modo como a discretizagdo foi feita.

Exemplo 2.3:
Considere-se agora o seguinte sistema compartimental continuo, com trés compartimentos,

T .y .
onde x = [x1 X, x3] representa o vector das variaveis de estado.

-1 0 1 0
x={0 0 O |x+|1|u
0 1 -1 0

(2.16)
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2. Discretizagio

Use-se 0 mesmo intervalo de discretizagdo entre dois instantes consecutivos, 4 = 0.05 seg .

Determine-se, por discretizacdo exacta, 4.

Qe = 5= [ 71{(5’]—14)_1}

|t=0.05

-1

s+1 0 -1
=L 0 S 0
0 -1 s+1
|r=0.05
1 1 1]
s+1 S(s+1)2 (s+l)2
=/ 0 l 0
K
1 1
0
s(s+1) s+1

L -J|r=0.05

e’ 1-1.05¢"%  0.05¢"”

0 1— 0% o005

(2.17)
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SISTEMAS COMPARTIMENTALIS

Determine-se, ainda, pelo mesmo processo, B .

0.05

B'=[e"drB= L -l{(sl—A)‘llB}
|¢=0.05

0 N

1

s+1 0 -1 |0

|t=0.05

t=2+(t+2)e”
= t

t—1+e”’
l1=0.05

—1.95+2.05¢7*%

= 0.05
—0.95+¢"%
(2.18)
Donde resulta o seguinte sistema compartimental discretizado:
e 1-1.05¢""  0.05¢” ~1.95+2.05¢%
x(k+1): 0 1 0 x(k)+ 0.05 u(k)
0 1 _ 6—0.05 e—0.05 _095 + e—0.0S
(2.19)
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2. Discretizagio

Tal como para o exemplo anterior, analise-se, graficamente, a resposta ao degrau unitario,

u (t) =1, com #2=0, para o sistema apresentado e para a sua discretizagdo exacta.

6 6
/
/
g 4 / g 4
2 / =
.Tl /// a +
E 2 // <EE 2 ++
/ g o
0 /’/ 0 =+ + N
0 5 0 5
Tempo (seg) Tempo (seg)
RESPOSTA AO DEGRAU UNITARIO
6

N

N

Amplitude

Tempo (seg)

Figura 2.2 - Respostas ao degrau do sistema (2.16) e da sua discretizagdo exacta (2.19)

A analise da figura apresentada permite confirmar que, como seria de esperar, também
neste caso, o grafico da resposta ao degrau esta sobre a curva que representa a resposta ao

degrau para o sistema continuo inicial.

Note-se que a coincidéncia entre as respostas, do sistema exactamente discretizado e do
sistema continuo que lhe deu origem, embora se verifique para qualquer intervalo de

discretizagdo, apenas se pode garantir para entradas que sao constantes entre dois instantes

de discretizagao.
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SISTEMAS COMPARTIMENTALIS

O exemplo que se segue ilustra o caso em que tal ndo acontece.

Exemplo 2.4:

Considere-se o sistema compartimental continuo com trés compartimentos (2.16) e a sua

discretizacao exacta (2.19).

Compare-se, agora, graficamente, a resposta forcada do sistema continuo com entrada

u(t) =t, t=0, relativamente a resposta forgada da correspondente discretizagdo exacta

deste sistema.

10 10
/
) / )
© / ©
2 / 2
=3 5 / = 5
g g
e
// T ++
0 0l t=="
0 5 0 5
Tempo (seg) Tempo (seg)
RESPOSTA FORCADA
10
(]
©
=2
5 5
£
<
0

Tempo (seg)

Figura 2.3 - Respostas for¢cadas do sistema (2.16) e da sua discretizagdo exacta (2.19)

Tal como seria de esperar, as respostas for¢adas do sistema continuo e da sua discretizacao

exacta diferem quando se considera uma entrada que varia entre instantes de discretizacao

consecutivos.
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2. Discretizagio

2.3. Discretizacao Aproximada

Considere-se, uma vez mais, o sistema compartimental continuo dado em (1.2),

x=Ax+Bu.

h
. . d A .
Como visto anteriormente, 4 = e ¢ B = Ie "dt B . Assim,
0

Ad:eAh
:iAkﬁ
k=0 k!
271.2 3713 nin
=I+Ah+Ah +Ah +...+Ah +...
3! n!
2 213 n-lgn
=/+4 Ih+Ah +Ah +...+A h +...
2 3! n!

N

=1+ Ah, com a aproximacao N = hl

(2.22)

Ah2 A2h3 An—lhn
+ + +...+ +...
20 3 n!
N

= hB, com a aproximag¢do N = /h,

(2.23)

onde / ¢ a matriz identidade com a mesma dimensao que 4.
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SISTEMAS COMPARTIMENTALIS

Fazendo entdio A =1+ Ah e B =hB obtém-se o sistema compartimental discretizado

aproximadamente que se segue.

~d ~d

¥ (k+1)=4"% (k) +Ba" (k)

(2.24)

Note-se que, ao contrario do concluido na discretizagao exacta, para entradas constantes, o
estado do sistema discretizado, em cada instante de discretizagdo, €, na maioria dos casos,
apenas uma aproximag¢do do estado do sistema continuo. Deste modo, e por oposi¢do ao
processo de discretizagdo anterior, este processo sera denominado de discretizagdo

aproximada.

De acordo com o Lema 1.7, se o intervalo de discretizagdo 4 for suficientemente pequeno,
~d ~d
o sistema discreto (4 ,B ) ¢ ainda um sistema compartimental (discreto). De facto, sendo

A uma matriz compartimental continua, para & >0 pequeno, A° =1+ Ah é uma matriz

compartimental discreta. Além disso, sendo as entradas de B ndo negativas, 0 mesmo

~d
acontece com as entradas de B =Bh.

Proposicao 2.5:

. . . , ~d ~d . L
Sejam (A,B) um sistema compartimental continuo e (A ,B ) a sua discretizagdo

aproximada com intervalo de discretizacdo /4. Entdo, se /4 for suficientemente pequeno,

~d ~d . . .
(A ,B ) ¢ um sistema compartimental discreto.

Analisem-se de seguida dois exemplos ilustrativos da discretizagdo aproximada de

sistemas compartimentais continuos.
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2. Discretizagio

Exemplo 2.6:

Considere-se o sistema compartimental continuo, com dois compartimentos, apresentado

0 1 0
no exemplo 2.2, x=[0 O}CJ{I}I’ e admita-se o mesmo intervalo de discretizagao,

h=0.05 seg .

Relativamente as matrizes A e B, deste sistema, execute-se o processo de discretizacao

aproximada de modo a obter o sistema correspondente aproximadamente discretizado.

Posto isto, analise-se a resposta ao degrau do sistema discretizado comparando-a a resposta

do sistema continuo que lhe deu origem.

. -~ d r
A discretizac¢ao aproximada da matriz 4, A: , ¢ dada por:

~d 1 0 0 1 1 0.05
A1 =1+0.054 = +0.05 =
0 1 0 0 0 1

(2.25)

. . ~d ,
Analogamente, a discretiza¢do aproximada da matriz B, B , ¢ dada por:

~d 0 0
Bi =0.058=0.05 =
1 0.05

(2.26)

De acordo com a discretizagdo apresentada para as duas matrizes obtém-se o seguinte

sistema compartimental discretizado:

x(k+1)=L1) 0'?5}x(k)+{0.?)5}u(k)

(2.27)
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SISTEMAS COMPARTIMENTALIS

~d
Da Observagéo deste sistema conclui-se que a matriz A; tem as mesmas entradas que a

matriz A?, obtida por discretizagdo exacta, pelo que os sistemas (2.14) e (2.25) apenas
~d
diferem quanto as matrizes B’ e B , sendo esta diferenca apenas ao nivel de uma das

entradas destas matrizes.

Graficamente, pode observar-se a relagdo existente entre a evolugdo dos dois sistemas

quando sobrepostos os graficos das suas respostas ao degrau.

15 15
8 10 8 10 +
= = +
Q. Q.
S € +
< 5 T < 5 4
- +
0 0
0 5 0 5
Tempo (seg) Tempo (seg)
RESPOSTA AO DEGRAU UNITARIO
15
g 10
2
=
£ s

Tempo (seg)

Figura 2.4 — Respostas ao degrau do sistema (2.11) e da sua discretizagdo aproximada (2.27)

Nota: Apenas se marcou 10 pontos do grafico, para ndo sobrecarregar a figura.

A observacao da resposta ao degrau unitario para estes sistemas permite concluir que
realmente a diferenca entre as curvas correspondentes ao sistema continuo e ao sistema
aproximadamente discretizado ¢ desprezavel. Isto prende-se com o facto de as matrizes dos

dois sistemas, obtidos por discretizacdo exacta e por discretizacdo aproximada, serem

semelhantes.
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2. Discretizagio

Considerando agora um intervalo de discretizagdo maior, 2 =0.5, obtém-se para a

discretiza¢ao aproximada:

A =1+0.54 e B3 =0.5B.
(2.28)
O novo sistema compartimental discretizado € o seguinte:
1 05 0
k+1)= k)+ k
I e ORI
(2.29)

Na figura que se segue estdo representadas as respostas ao degrau do sistema continuo e do

sistema aproximadamente discretizado, verificando-se que a discrepancia entre estas

respostas ¢ mais acentuada que no caso anterior.

10 10
+
o o +
S s
= = -+
5 0 o 5 °
IS / € -
< gd <
- -+
+
= 0+
0 5 0 5

Tempo (seg) Tempo (seg)

RESPOSTA AO DEGRAU UNITARIO

10
+
q) +
S
£ 5 +
Q.
€ +///
< /¥
/
+
A
0=
0 5

Tempo (seg)

Figura 2.5 — Respostas ao degrau do sistema (2.11) e da sua discretizagdo aproximada (2.29)
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SISTEMAS COMPARTIMENTALIS

Exemplo 2.7:

Considere-se agora o sistema compartimental continuo, com trés compartimentos,

apresentado em (2.16), no exemplo 2.3.

Sejam, mais uma vez, os intervalos de discretizacdo s, =0.05 seg e h, =0.5 seg .

~d ~d
Determine-se as matrizes 41 e Bi, obtidas pelo processo de discretizagdo aproximada

aplicado as matrizes 4 e B respectivamente, para /&, =0.05 seg .

1 0 0 -1 0 1 095 0 0.05
~d
A1 =1+0.054={0 1 0(+0.050 O O |=| O 1 0
0 0 1 0 1 -1 0 005 095
(2.30)
0 0
~d
e B1 =0.05B=0.05/1|=[0.05
0 0
(2.31)
O sistema compartimental discretizado obtido ¢ da forma:
095 0 0.05 0
x(k+1): 0 1 0 x(k)+ 0.05 u(k)
0 005 095 0
(2.32)

Analogamente ao estudo feito para os sistemas anteriores, €, agora, graficamente
apresentada a resposta ao degrau unitdrio para os dois sistemas (continuo e

aproximadamente discretizado).

32



Amplitude

Tempo (seg)

2. Discretizagio

N

Amplitude

N

+

0 *f*Jr

+

0

Tempo (seg)

RESPOSTA AO DEGRAU UNITARIO

Amplitude

6

N

N

Tempo (seg)

Figura 2.6 - Respostas ao degrau do sistema (2.16) e da sua discretizagdo aproximada (2.32)

Procedendo da mesma forma para o intervalo de discretizagdo s, = 0.5 seg obtém-se:

A =1+0.54 e

~d
B, =0.5B.

(2.33)

E o sistema compartimental discretizado obtido ¢ o que a seguir se apresenta:

(2.34)
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SISTEMAS COMPARTIMENTALIS

A resposta do degrau do correspondente sistema aproximadamente discretizado ¢

apresentada na figura que se segue, juntamente com a resposta ao degrau do sistema

continuo.
6 6
g 4 3 4
2 2
S s N
E 2 E 2 +
+
+
Lt
0 0 - —
0 5 0 5
Tempo (seg) Tempo (seg)
RESPOSTA AO DEGRAU UNITARIO
6
g 4
2
=
£
0

Tempo (seg)

Figura 2.7 - Respostas ao degrau do sistema (2.16) e da sua discretizagdo aproximada (2.34)

Em relagdo a figura anterior, verifica-se que existe uma maior diferenga entre a evolucao

do degrau unitario dos dois sistemas.

Como seria de esperar, um sistema aproximadamente discretizado tem, ao longo do tempo,
um comportamento que se assemelha ao do sistema continuo que lhe deu origem, mas,
contrariamente ao que acontece no caso da discretizagdo exacta, ndo coincide com este.
Além disso, verifica-se que a diferenca entre o sistema aproximadamente discretizado € o

sistema continuo aumenta com o intervalo de discretizagao.
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2. Discretizagio

Exemplo 2.8:

Compare-se, agora, o sistema compartimental continuo, apresentado em (2.16), com

u (t) =t, t=0, e a sua discretizagdo aproximada (2.27).

A resposta forcada destes sistemas ¢ apresentada a seguir:

10 10
/
[ /// (0]
© / ©
2 / 2
5 5 / 5 5
S / €
< / <
/ -
/ -+
0 0 **i**++++
0 5 0 5
Tempo (seg) Tempo (seg)
RESPOSTA FORCADA
10

Amplitude

A / /;L/Jr T

O /'M

0 5
Tempo (seg)

Figura 2.8 - Respostas for¢adas do sistema (2.16) e da sua discretiza¢do aproximada (2.27)

Tal como concluido em relagdo ao sistema compartimental continuo e ao correspondente
sistema obtido por discretizagdo exacta, também a andlise dos ultimos graficos
apresentados permite verificar que as respostas forcadas do sistema continuo e da sua
discretizagdo aproximada diferem uma da outra quando se introduz uma entrada u que
varia dentro de cada intervalo de discretizacdo. Como seria de esperar, essa diferenga €

ainda mais acentuada do que no caso da discretiza¢do exacta.
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SISTEMAS COMPARTIMENTALIS

A interpretagdo dos resultados dos exemplos apresentados neste capitulo permite concluir
que, uma vez considerado u constante, a discretizacdo exacta dos sistemas mantém a

resposta inalterada relativamente a resposta do sistema continuo original.

Caso a discretizagdo aplicada seja aproximada, esta coincidéncia das respostas ja ndo se
verifica, podendo ser a diferenga entre ambas mais ou menos evidente, questdo que se

prende com a estrutura das matrizes 4 ¢ B.

No caso dos graficos referentes a entrada u varidvel, a evolugdo dos sistemas ¢ diferente

quer se processe a discretizagdo exacta ou a discretizagao aproximada.
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Controlo da Massa

CAPITULO 3

CONTROLO DA MASSA

3.1. Introducao

O objectivo deste capitulo ¢ a apresentagdo de uma lei de controlo para um sistema

compartimental de forma a garantir que a massa total do sistema em malha fechada

LY . r *
convirja para um valor da massa desejado, que serd denotado M .

Relembre-se que tal como foi definida no capitulo anterior, em (2.6), a soma da massa x,

existente em cada um dos 7 compartimentos,

Na pratica, uma vez que as entradas de um sistema compartimental tém de ser positivas, a

lei de controlo a determinar devera fornecer apenas valores positivos.

Uma maneira simples de garantir isto sera tomar

u () =max (O,ﬁ(t))
G.1)

onde u (t) resulta da aplicacdo, ao sistema em estudo, de uma certa lei de controlo.
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SISTEMAS COMPARTIMENTAIS

No entanto, uma vez que a consideragdo do maximo em (3.1) torna o sistema controlado
ndo-linear, exigindo ferramentas que saem fora do ambito deste trabalho, abandona-se

aqui, no estudo teorico, o requisito de positividade.

Como se verd a lei de controlo a implementar consiste numa realimentagdo do estado do

tipo

(3.2)

3.2. O Caso Continuo

Seja X = Ax+ Bu um sistema compartimental continuo. Tendo em conta que a massa deste
sistema, no estado x, se pode escrever como M (x)z[l l]x, obtém-se a seguinte

equagao para a evolugdo da massa do sistema:
[0 o 1i=[l o 1]Ac+[l .. 1]Bu

(3.3)

ou seja,

(3.4)

Suponha-se que se pretende que o valor da massa do sistema siga um valor de referéncia

*

M.
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Controlo da Massa

Se for possivel determinar u(l‘) de modo que (3.3) tome a forma

(3.5)

onde A é um numero positivo, ter-se-a que:

M ()M = M (x(0)) =~ (M (x(1)) "))
(3.6)

. * .
na medida em que, por M~ ser um valor constante, se tem M =0.

Deste modo, definindo AM =M (x)—M ", obtém-se AM =-IAM , que pelo facto da

constante A ser negativa, ¢ um sistema assimptoticamente estavel.

Assim, pode-se concluir que AM(X(t))ZM(X(l‘))—M* — 0, ou scja M(x(t)) - M,

t—0 t—o0

como se pretende.

Igualando os dois membros de (3.4) e de (3.5) e resolvendo em ordem a u(t) obtém-se:

[1 . 1] Ax(e)+(Sb u(t) =—A(M (x(¢))-M")

u(t)=(3b)"[-A(M(x(6))-M)~[1 .. 1]dx(r)]

(3.7)
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Conclui-se, entdo, que a lei de controlo

u(t)=u(x(t))=(25) " [[I .. 1)(-AI-A)x(r)+iM"].

(3.8)
permite estabilizar a massa do sistema compartimental continuo considerado.
Equivalentemente,
u(x(t))==(2b) ' [1 .. 1)(A+A)x(¢)+(2h) M,
(3.9)
pelo que, u(x(f)) toma a forma ja referida, u(x(r))=Kx(¢)+L, com
K=—(Zp)'[l .. 1J(A+4) e  L=(Zb) M
(3.10)
A aplicagdo desta lei de controlo conduz o sistema em malha fechada,
x=(A+BK)x+BL,
(3.11)
com K e L como definidos em (3.10) e (3.11), respectivamente, ou seja,
s=(4=(zb)" B[ .. 1)(A+4))x+(zb)" BAM'
(3.12)

Com o objectivo de analisar o comportamento da lei de controlo proposta, apresentam-se,
de seguida, exemplos em que se consideram diferentes valores iniciais e de referéncia para

a massa.
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Exemplo 3.1:

Considere-se, mais uma vez, o sistema continuo (2.16) e o sistema em malha fechada
(3.12), obtido a partir dele e a seguir apresentado, correspondente ao valor do parametro

A =0.5 e ao valor de referéncia para a massa M =15.

-1 0 1 0
x=[05 -15 -05|x+|75
0 1 -1 0

(3.13)

e e , T
Suponha-se que a condigdo inicial para o estado ¢ X, =[0 0 O] , 0 que corresponde a
um valor nulo para a massa inicial. Tomando para saida y do sistema o valor da massa,

isto €, fazendo y = [1 1] X, obtém-se a resposta representada na figura que se segue.

MASSA DO SISTEMA
30

25+
20+

15

Evolugéo da Massa

10+ _—

L | | L | |
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
Tempo (seg)

. T
Figura 3.1 — Evolu¢do da massa do sistema em malha fechada para M =15 ¢ X, = [0 0 0] .

41



SISTEMAS COMPARTIMENTAIS

Exemplo 3.2:

Considerando o mesmo sistema do exemplo anterior e ainda o valor de referéncia para a

¥ ... T
massa M =15, mas fazendo o estado inicial X, =[5 5 5] , correspondente a uma

massa inicial de 15, obtém-se:

MASSA DO SISTEMA
30 -

25

15

Evolugéo da Massa

0 | | | | | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Tempo (seg)

. T
Figura 3.2 — Evolugdo da massa do sistema em malha fechada para M =15 e X, = [5 5 5] .
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Exemplo 3.3:

Considere-se, uma vez mais, o sistema do exemplo 3.1, fazendo M =15

X, = [5 10 S]T , 0 que corresponde a um valor inicial de 20 para a massa inicial.

A representacdo grafica da situacdo com as novas condigdes apresentadas ¢ a seguinte:

Evolugéo da Massa

30

25

MASSA DO SISTEMA

20

15

10

|
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Tempo (seg)

Figura 3.3 — Evolugdo da massacom M~ =15 e x, = [5 10 5] :

€
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Os exemplos apresentados mostram que a massa do sistema em malha fechada tem uma

variacdo mondtona crescente ou decrescente conforme o seu valor inicial ¢ menor ou maior
A . * « e .y . .
que o valor de referéncia M , mantendo-se constante quando o valor inicial ja coincide

.
com M .

De facto, atendendo a que a evolucao da massa no sistema em malha fechada ¢ dada por

(3.14)
verifica-se que
M(t)-M"=e™(M(0)-M")
(3.15)
ou ainda
M(t)=M"+e*(M(0)-M").
(3.16)

Assim, e uma vez que e * é decrescente, M(t) cresce para M~ se M(O) —-M <0, isto &,
se M(0)<M", M(t) decresce para M" se M(0)-M >0, isto é, se M(0)>M", e

*

M(t) mantém-se constantemente igual a M~ se M(O)—M* =0, isto é, M(O) =M .
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3.3. O Caso Discreto

Analogamente ao caso continuo considere-se o sistema compartimental discreto,

x(k+1) = Adx(k)+Bdu(k) )

. A . * .
Mais uma vez, fixando um valor de referéncia M para a massa, pretende-se definir uma

lei de controlo, u(k) , tal que M(k) k—) M, com M(k) =M(x(k)) )
Como M(k) =[1 l]x(k), tem-se que:

M(k+1)=M(x(k+1))=[1 .. Yx(k+1)=[1 .. 1)(4%x(k)+Bu(k)),

(3.17)

isto &,
M(k+1)=[1 .. 1]4%x(k)+(Zb)u’ (k).

(3.18)

Agora, caso seja possivel encontrar um controlo u(k) que transforme (3.18) em
M(k+1)-M =a(M(k)-M"),

(3.19)

com || <1, resultaré que
AM (k)=a"AM (0),
(3.20)

onde AM (k)=M(k)-M".
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Consequentemente, I{l_r}l%AM (k) =0, ou seja, I{l_r)gM (k) =M", como pretendido.
(3.21)
Tendo em vista obter u (k), escreva-se (3.19) como:
M(k+l)=aM (k)+(1-a)M".
(3.22)

Igualando os segundos membros de (3.18) e (3.22), e resolvendo em ordem a u(k),

obtém-se:

[0 1A% (k)+ (28, (k) = (« (k) + (1-a) M°

(3.23)
Donde, uma vez que M(xd (k)) = [1 l] x* (k) , resulta
w (k) =(2h) " [[1 .. 1)(@f-a")x! (k)+(1-a)M"].
(3.24)

Note-se que u’ (k)zud (x(k)), sendo (analogamente ao caso continuo, mas com as

devidas adaptacdes)
u (x) =Kx+L

(3.25)
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com K=(25) [ .. 1)(al-4")

(3.26)
e L=(2b) (1-a)M".
(3.27)
O sistema em malha fechada correspondente a esta lei de controlo ¢ dado por
x! (k+1)=(4"+B'K)x" (k)+B'L
(3.28)

Exemplo 3.4:

Considere-se o sistema compartimental discreto com 3 compartimentos apresentado em

(2.19) e suponha-se que se pretende controlar este sistema de modo a que a sua massa total

siga o valor de referéncia M =15. Para tal aplique-se a lei de controlo (3.24) com
diferentes valores do parametro « e para diferentes valores da massa total inicial.
Mais concretamente, tome-se trés diferentes valores para o parametro ¢, a =0.5€ (O,l),

a=-05¢e (—1,0) e a=0, e trés condicdes iniciais diferentes para o estado x, do sistema,

X =[0 0 O]T, =[5 5 S]T e x,=[5 10 S]T, correspondendo cada uma destas

condi¢des iniciais a valores iniciais para a massa total do sistema, respectivamente,

menores, iguais € maiores que o valor de referéncia.

Os graficos das figuras representam a resposta do sistema em malha fechada para as

diferentes condicdes iniciais apresentadas e para os diferentes valores do parametro « .
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MASSA DO SISTEMA
30

20+

1 5 XXXXWWWWWWWWWWWWWMW

Evolugéo da Massa

10+

0 L L L L L L L L L |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Tempo (seg)

Figura 3.4 — Evolugdo da massa com @ =0.5¢ x, = [0 0 O]T .

MASSA DO SISTEMA

251

20+

Evolugdo da Massa
o
K
K
K
K
K
K
K
K
K
K
K
K

10+

0 L L L L L L L L L |
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Tempo (seg)

Figura 3.5 — Evolugio da massa com ¢ =0.5¢ x, = [5 5 5]T .
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MASSA DO SISTEMA
30

20¢

15 ot

Evolugéo da Massa

0 L L L L L L L L L |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Tempo (seg)

Figura 3.6 — Evolugdo da massa com @ =0.5¢ x, = [5 10 S]T .

MASSA DO SISTEMA

251
20+

15 foe

Evolugdo da Massa
X

10+

0 L L L L L L L
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Tempo (seg)

Figura 3.7 — Evolugdo da massa com a=—0.5¢ x, = [0 0 O]T .
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50

MASSA DO SISTEMA
30

20+

15xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

Evolugéo da Massa

0 L L L L L L L L L |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Tempo (seg)

Figura 3.8 — Evolugdo da massa com @ =—0.5¢ x, = [5 5 S]T .

MASSA DO SISTEMA

251

20¢

X

15 S ROOR AR KR XA KR SIS RXA SRS RS KRR KSR SRR 00K K
x

Evolugdo da Massa

10+

0 L L L L L L L L L |
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Tempo (seg)

Figura 3.9 — Evolugio da massa com a=-0.5¢ x, = [5 10 S]T .



Evolugéo da Massa

Evolugéo da Massa

Controlo da Massa

MASSA DO SISTEMA
30

15 AKX XARKXAXAKRKARXRARAXKARKAKXAARARRAX XK XARAXKKAXAKXRXAR ALK AR xR

10+

0 L L L L L L L L L |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Tempo (seg)

Figura 3.10 — Evolugdo da massa com =0 e x, = [0 0 O]T .

MASSA DO SISTEMA

25+
20
[ [F RVRNENEVEN IRV AN AN ARV I VIRV IR VIRV A A BV VIE VIR AL VI VIR AR VI VIRV VIV R VIV VIR VI VIR VI VI VIR R I VAR VIV VA VIS

10

0 ! ! ! ! ! ! ! ! ! |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Tempo (seg)

Figura 3.11 — Evolugdo da massa com =0 e x, = [5 5 S]T :
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MASSA DO SISTEMA
30 -

25+

20+

I X A XX X XA X AX X AX AKX K AAXAXXKAAXXAA XK KXARKAXK AR A KK A XA KA

Evolugao da Massa

10

|
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Tempo (seg)

Figura 3.12 — Evolugdo da massa com a =0 ¢ x, = [5 10 S]T .

Note-se que para @ >0 a massa varia monotonamente desde o valor inicial até ao valor de
referéncia, enquanto para @ <0 a massa aproxima-se do valor de referéncia, oscilando em

torno deste.

Para a =0 a convergéncia para o valor de referéncia da-se num so passo, ou seja, a partir

de k =1 a massa do sistema em malha fechada toma o valor de referéncia.

Estas conclusdes podem facilmente ser verificadas através da andlise da equacgdo de

evolucao da massa em malha fechada M (k) =M +a" (M (O) —M*) )
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3.4. Controlo Amostrado

Uma vez que em muitas situagdes praticas nao ¢ possivel aplicar a lei de controlo continua
anteriormente obtida em (3.9) para o controlo da massa (por exemplo por nio se ter
continuamente informagdo sobre o estado do sistema), torna-se necessario obter uma

aproximacao desta lei de controlo.

Neste sentido, supondo que estdo disponiveis medi¢cdes do sistema em instantes de
amostragem espacados de /# unidades de tempo, aplica-se ao sistema continuo um controlo

u¢ definido como
u‘ (kh+2') =u’ (kh) =u’ (k) para k=0,1,...e T € [O,h) )

(3.29)

Isto significa que o controlo do sistema continuo ¢ mantido constante entre dois instantes

de amostragem consecutivos.
Dado um sistema continuo
X¢= A"+ Bx‘
(3.30)

com lei de controlo
1 "
u ==(zh ) [[1 o 1A+ AT)x +AM

(3.31)

verifica-se que, no k-ésimo instante de amostragem, a lei de controlo do sistema ¢ dada por
u' (k)=(2b) [-[1 o 1](20+4)x" (k) +aM" ],

(3.32)
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Nao ¢ dificil verificar que, sob certas condicdes, (3.24) ¢ uma lei de controlo da massa para

o sistema discreto
x? (k + 1) = A%%¢ (k) + B’ (k)
(3.33)

com A‘=1+hA° ¢ B*=Bh, que corresponde a discretizagdo aproximada do sistema

continuo dado.

De facto,

w' =(2b¢) [=[1 o 1)(A+AT) x4 AM ]
=(25) W [-[1 o 1)(Adh+ A7) x" + ARM ]
:(ZZ;.")_lh_l[—[l 1](—a1+1:1d)xd+(1—a)M*J

:(zé,d)fl[[l 1](al—zzld)xd+(l—a)M*J
(3.34)

com aa=1-hA.

Assim, para hA tal que |a| = |1—hﬂ,| <1, (3.24) é uma lei de controlo que conduz a massa

do sistema discreto ao valor M, uma vez que

1-hi|<le-1<1-ha<1
& -2<-hA<0

S0<hdk?2

(3.35)
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Exemplo 3.5:

Considere-se o seguinte sistema continuo x = Ax+ Bu,

-36 0 36 0
x=| 0 0 0 |x+|1 u.
0 36 -36 0

Apresenta-se a seguir duas simulagdes do método de controlo amostrado, onde se toma

como valor de referéncia da massa do sistema M =15 e para valor inicial da mesma

M (O) =0, o que corresponde a ter a condigdo inicial nula para o estado do sistema, isto ¢,

X, = [0 0 O]T. Toma-se, ainda, o valor A =0.05 na lei de controlo.

Massa do Sistema
30 T T T

20 R

15

Evolugéo da Massa

101 .

0 L L L L L L L L L

Tempo (seg)

Figura 3.13 — Evolugdo da massa do sistema com 42 =0.01.
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Massa do Sistema
30 T T T

T soasunn s AAKAMARALAAN
WAV

Evolugéo da Massa

0 L L L L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tempo (seg)

Figura 3.14 — Evolucio da massa do sistema com /7 =0.05.

A andlise dos gréaficos apresentados permite concluir que, como seria de esperar, a
performance da lei de controlo amostrado piora com o aumento do intervalo de

amostragem.
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CONCLUSOES

Ao longo desta tese foi feito um estudo dos sistemas compartimentais tanto em tempo

continuo como em tempo discreto.

No primeiro capitulo apresentou-se a estrutura das matrizes (AC,BC) de um sistema
compartimental continuo x = 4°x + B‘u , bem como das matrizes (Ad ,Bd) de um sistema
compartimental discreto x(k +1) = A/x(k)+ Bu(k). Verificou-se que se A? =1+ A° for

uma matriz compartimental discreta, entdo 4° ¢ uma matriz compartimental continua. Se
A° for uma matriz compartimental continua, 4’ =1+ A° ndo é necessariamente uma
matriz compartimental discreta. No entanto para valores positivos de /4 suficientemente

pequenos, a matriz 4 = I+ hA° ja é compartimental discreta.

Este resultado ¢ essencial para o funcionamento do processo de discretizagao aproximada
considerado no segundo capitulo, pois garante que o sistema discreto aproximado obtido a
partir de um sistema compartimental continuo ¢ ainda um sistema compartimental desde
que o intervalo de discretizagdo % seja suficientemente pequeno. E de salientar que o
processo de discretizagao exacta nao implica qualquer limitagcdo a amplitude do intervalo

de discretizacdo, originando sempre um sistema discreto com estrutura compartimental.
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Relativamente a comparagao dos dois processos de discretizagdo, as simulagdes efectuadas
mostram que, como seria de esperar, a discretizagdo exacta produz melhores resultados que
a aproximada, uma vez que, para entradas constantes entre dois instantes de discretizacao,

tem uma resposta que se sobrepde a do sistema continuo original.

O terceiro e ultimo capitulo consiste num estudo, simplificado, do controlo da massa dos
varios tipos de sistemas apresentados, derivando-se a lei de controlo que ¢ adequada para o
seguimento de um valor de referéncia da massa. A andlise dos sistemas em malha fechada
permitiu verificar que, relativamente aos sistemas continuos, a massa evolui
monotonamente, sendo crescente ou decrescente consoante o valor de referéncia seja
respectivamente superior ou inferior ao valor inicial da massa do sistema, ja no caso dos
sistemas discretos a massa evolui no sentido de tomar o valor de referéncia mas esta

evolucdo nem sempre ¢ uma evolugcdo mondtona.

A finalizar este capitulo, foi apresentado um estudo do controlo amostrado em que a lei de
controlo foi construida com base na informag¢do nos varios instantes de amostragem, sendo
mantida constante entre duas amostragens consecutivas. Relativamente aos exemplos
apresentados verificou-se que a qualidade da lei de controlo piorou quando se procedeu ao

aumento do intervalo de amostragem.

As simulagdes apresentadas nos exemplos foram executadas em MATLAB.
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