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Prefacio

A presente publicac@o tem origem no trabalho desenvolvido nos anos lectivos 2001,/02 e 2002/03,
na disciplina de Caélculo II, e é continuacao da iniciativa lancada com a publicacao de ” Exercicios
de Séries Numéricas e Funcionais”!.

Existem varios manuais dedicados ao estudo das Equacoes Diferenciais, em geral, e das Equagoes
Diferenciais Ordindrias, em particular. Sem a pretensao 6bvia de minimizar a pesquisa e a con-
sulta de tais manuais, o presente texto tem como objectivo proporcionar um instrumento de
trabalho complementar ao estudo inicial das EquacGes Diferenciais Ordinarias e destina-se a
estudantes dos cursos de Célculo ou de Anélise, do ensino universitario e politécnico.

Trata-se de uma sebenta de exercicios sobre Equagoes Diferencias Ordindrias, com exemplos e
exercicios propostos com solucoes, precedidos de uma apresentacao sucinta de conceitos e resul-
tados essenciais.

Os exercicios aqui propostos nao esgotam toda a diversidade de tipos possiveis; apenas repre-
sentam uma proposta de trabalho suficientemente variada para uma primeira abordagem aos
temas considerados.

No primeiro capitulo introduzimos algumas nocoes bésicas e apresentamos exemplos de mode-
lacdo de problemas usando equacoes diferenciais. O segundo capitulo é dedicado as equagoes
diferenciais de primeira ordem. Nao tendo como objectivo abordar todos os tipos de equagoes
diferenciais de primeira ordem, consideramos um leque variado que permite fornecer um con-
junto diverso de técnicas de resolucao. No terceiro capitulo consideramos as equagcoes diferenciais
lineares de ordem n e alguns outros tipos de equagoes diferenciais de ordem superior a um. No
quarto capitulo trabalham-se as técnicas mais simples de resolucao de sistemas de equagoes
lineares. Limitamo-nos s6 ao estudo de sistemas de equacoes diferenciais lineares de primeira
ordem. No ultimo capitulo reunimos um conjunto de questoes de escolha muiltipla e de resposta
aberta extraidas de provas de avaliacao realizadas em véarios anos lectivos. Por 1ltimo, no Anexo,
abordamos a resolucao do problema de Cauchy com o uso de Transformadas de Laplace e, nos
Apéndices, fazemos uma breve introdugao as fungées reais de vérias varidveis e ao conceito de
diferencial, dado estes temas nao fazerem, por vezes, parte do programa da disciplina de Anaélise
e/ou Calculo de um primeiro ano.

Finalmente, queremos endossar agradecimentos ao Departamento de Matemdtica, em particu-
lar a todos os colegas das aulas tedrico-praticas que connosco trabalharam e que, com as suas
criticas e sugestoes, contribuiram para a seleccao de alguns dos exercicios aqui propostos.

Aveiro, Maio de 2006
Tatiana Tchemisova Cordeiro, Vera Kharlamova, Adelaide Valente Freitas

YA. Freitas, T. Tchemisova, V. Kharlamova, Ezercicios de Séries Numéricas e Funcionais, Cadernos de
Matemadtica, CM03/D-05, Departamento de Matematica da Universidade de Aveiro.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Nocoes basicas

1

Chama-se equagao diferencial ordinaria’ a uma equagao

F(z,y,y,y", ., y™) =0 (1.1)

que relaciona uma varidvel independente x, uma funcao desconhecida y = y(z), com y : D C
R — R, e as derivadas de y de diferentes ordens.

Chama-se ordem de uma equacao diferencial ordindria a maior ordem da derivada que en-
tra nessa equagao. Assim, a equagao diferencial (1.1) é de ordem n.

Ao processo de resolucao de uma equacao diferencial chama-se integracao.

Diz-se que a fungdo y = y(x) é uma solugao da equacao diferencial de ordem n (1.1) se
substituindo na equacgao (1.1) a funcdo y, juntamente com as suas derivadas até a ordem n, se
obtém uma identidade.

Chama-se integral geral da equacao diferencial (1.1) de ordem n & familia de funcoes y,
dependentes da varidvel x e de n constantes arbitrdrias® Ci,Cs,...,C,, dadas explicitamente
por

y:¢($,01,02,...,0n) (12)

ou, na forma implicita, por
O(z,y,Cq,Co,...,Cp) =0, (1.3)

as quais sdo solucoes da equacdo (1.1) para valores de Cy, Ca, ..., C, fixos, sendo ¢ e ® funcoes®
n vezes diferencidveis em ordem a .

LA palavra ordindria na designacio da equacdo diferencial (1.1) indica que a fungdo desconhecida y é uma
funcdo de uma sé varidvel. Existem, ainda, as chamadas equacgdes diferenciais as derivadas parciais as quais
envolvem fungdes desconhecidas de vérias varidveis e as suas derivadas parciais.

2Considera-se aqui C; € R, i € 1,2,...,n, embora, em geral, as constantes possam pertencer ao conjunto dos
nimeros complexos.

3As funcoes ¢ e ® sdo funcgdes reais de vérias varidveis reais (consulte o Anexo II ou, com mais detalhe, por
exemplo, [5]).
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Exemplo 1.1.1 (integral geral) O conjunto das fungoes
y=Ciz? +Cox+C3, C,Cs CseR, (1.4)
¢ o integral geral (na forma explicita) da equagao diferencial de terceira ordem
y"=0. (1.5)

De facto, substituindo y por C1x? + Cox + C3 na equagio (1.5) obtém-se a identidade 0 = 0,
pelo que a funcao (1.4) é solug¢ao da equagao (1.5). Por outro lado, na expressao (1.4) entram
trés constantes arbitrdrias, tantas quanto a ordem da equagdo diferencial (1.5). Assim sendo,
(1.4) representa o integral geral da equagao diferencial (1.5).

Exemplo 1.1.2 (integral geral) O conjunto das fungoes y = y(x) definidas implicitamente
por

2 +y?=C, (1.6)
com C € Rg, representa o integral geral da equacao diferencial de 1% ordem
vy +x=0. (1.7)
Na realidade, derivando em ordem a x, ambos os membros da equagdo (1.6), obtém-se
2z + 2yy =0,
donde
vy = —. (1.8)

Substituindo o primeiro termo do primeiro membro de (1.7) pela expressio encontrada em (1.8),
obtém-se a identidade 0 = 0. Além disso, a equagao (1.6) depende de uma constante arbitrdria
e a equagdo diferencial (1.7) € de ordem 1.

Se em (1.2) ou (1.3) se atribuir valores reais fixos as constantes arbitrérias C1, Ca, ..., Cy, obtém-
se uma solugao particular da equagao diferencial (1.1).

O integral geral de uma equacao diferencial é o conjunto de todas as solugoes particulares dessa
equacao.

Exemplo 1.1.3 (solucao particular) Tendo em conta o Exemplo 1.1.1, observa-se que a
funcdo y = x% — 2 é uma solucdo particular da equacdio diferencial y" = 0. Aquela solucdo
particular resulta da solugio geral y = Ciz? + Cox + Cs para valores das constantes constantes

Cr=1,0C,=0,C3=—2.

O grafico de cada solugao da equacao diferencial designa-se por curva integral.

Os gréficos das fungoes (1.2) ou (1.3), para os diferentes valores possiveis das constantes ar-
bitrarias C1,Co, ..., (), constituem a familia das curvas integrais da equacao diferencial
(1.1).

Para algumas equagoes diferenciais pode acontecer que outras solucoes existam, as quais nao
podem ser obtidas atribuindo um valor especifico as constantes arbitrdrias em (1.2) ou (1.3).
Tais solugoes sao chamadas solugoes singulares.

Ao conjunto de todas as solucbes particulares e solugoes singulares de uma equacao diferen-
cial chama-se solugao geral dessa equagao.
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Exemplo 1.1.4 A familia de funcoes

= -2, CeR, 1.9
Y=a +C (1.9)
€ o integral geral da equacao diferencial
Y+ (y+2)*=0. (1.10)
Porém, a funcao y = —2 também satisfaz esta equacgao diferencial, mas ndo pode ser represen-
tada na forma (1.9), para algum C € R. Donde, a fun¢do y = —2 € uma solugdo singular da

equagao diferencial (1.10). A solug¢ao geral da equagao (1.10) é

B 1
x4+ C

y 2, CeR, e y=-2
A familia de todas as curvas integrais da equagao (1.10) é representada pelos grdficos das fungoes
de (1.9) e pela recta y = —2.

Nota. E evidente que, na auséncia de solugoes singulares de uma equagao diferencial, o integral
geral e a solugao geral dessa equagao coincidem. Por exemplo, no caso da equacao diferencial
(1.5), a familia de fungoes dada por (1.4) representa, simultaneamente, o integral geral e a
solugao geral dessa equagao diferencial.

1.2 Modelacao de problemas usando equacoes diferenciais

Variados processos dinamicos observados na natureza e diferentes problemas das Ciéncias Na-
turais, Geometria, Economia, etc., podem ser representados a custa de equacoes diferenciais.
Consideram-se aqui alguns exemplos mais simples de modelacao usando equagoes diferenciais
ordinérias.

A lei do movimento. Suponha-se que é conhecida, em cada instante de tempo ¢, a ve-
locidade com que um ponto material se desloca ao longo do eixo Ox. Suponha-se também que
essa velocidade pode ser descrita por uma fungao v(t) que é continua para t > 0. Pretende-se
encontrar a lei do movimento deste ponto, i.e., a lei que determina o valor x da abcissa do ponto
em fungao do tempo.

O problema formulado reduz-se ao problema de determinagao da solugao geral x = z(t) da
equacao diferencial da primeira ordem

ou, na forma mais curta, z’ = v.

A equacao do movimento de uma particula sujeita a duas forgas. Assuma-se que
uma particula de massa m se move ao longo do eixo Ox sujeita a duas forgas: uma, proporcional
ao seu deslocamento a partir de um ponto fixo da sua trajectdria e dirigida para a origem O, e
a outra, uma forca da resisténcia proporcional & sua velocidade. Pretende-se exprimir a lei do
movimento da particula por meio de uma equacao diferencial.

A primeira forga pode ser expressa por —kjz(t) e a segunda por —koz'(t), onde ki e ko sdo
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coeficientes de proporcionalidade (k1, k2 > 0). A funcao x = x(t) determina a lei do movimento
da particula. Por outro lado, pela lei de Newton, a forca total aplicada a particula é igual a
massa vezes a aceleragio e pode ser escrita na forma ma”(t). Igualando as duas expressoes que
definem a forca resultante, deduz-se a equacao diferencial da segunda ordem

ma” (t) = —kyz(t) — ko' (t),

ou, simplesmente, mz” = —kijx — kox'.

A equacgao de uma curva definida pelo declive da sua recta tangente. A equacio
das curvas cujas rectas tangentes, em cada ponto (x,y), tem por declive a soma das coordenadas
desse ponto é a equacao diferencial de primeira ordem

y'(x) =z +y(x),

ou, na sua forma mais curta, 3’ = z + y. Note-se que a solucao geral desta equacao diferencial
determina a familia de todas as curvas com aquela propriedade.

A taxa relativa de variagao. Em varias situagoes fala-se em taxa relativa de variacao.
Por exemplo, quando se diz que uma dada populacdo cresce a uma taxa de 2% por ano, tal
significa que a fungdo P = P(t), que determina o tamanho da popula¢ao em fungao de tempo,
satisfaz a equacao diferencial de primeira ordem

P'(t)

L =0.02
P(t) ’

ou, de modo equivalente, P'(t) = 0.02P(t).

O peso de uma substancia ao desintegrar-se. E sabido que a velocidade com que uma
substancia radioactiva se desintegra é directamente proporcional a sua massa inicial sendo o
coeficiente de desintegracao k > 0. Sabendo que no instante de tempo ¢y o peso da substancia
era Ry, qual serd o peso R da substancia no instante de tempo t > t3?

Este problema reduz-se a determinacao da solugao da equacao diferencial de primeira ordem

R'(t) = —kR(t), (1.11)

tal que, no instante de tempo inicial t = ty, o peso toma o valor Ry. Este tipo de problema é
chamado problema de Cauchy, e corresponde a resolugao de uma equagao diferencial sujeita a
condi¢bes iniciais.?

1.3 Equacao diferencial correspondente a uma familia de curvas

Dada uma equacao diferencial o objectivo é resolve-la, ou seja, encontrar a sua solugao geral.
Outras vezes o que é solicitado é resolver o problema inverso: encontrar uma equacao diferencial
de ordem n cujo integral geral é uma dada familia de curvas, definida por (1.2) ou (1.3). Nesse
caso procede-se do seguinte modo. Deriva-se n vezes a equacao® que define as curvas, supondo

4 < . . .
Sobre a resolucao do problema de Cauchy veja-se o capitulo seguinte.
5Por abuso de linguagem, derivar uma equacio significa derivar ambos os membros da equacao.
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que y é fungao de x. Resolve-se o sistema das n equagoes assim obtidas em ordem as constantes
arbitrarias C', Co, ..., C,. Substituem-se, na equagao que define as curvas, as expressoes obtidas
para as constantes Cp,Ca,...,C,,. Deste modo, obtém-se uma equagao da forma (1.1), i.e.,
obtém-se uma equacao diferencial, como se pretendia.

Exemplo 1.3.1 Considere-se a familia de curvas
Ciz+(y—Co)* =0, C1,C2€R. (1.12)

Uma vez que a equagdo (1.12) contem duas constantes arbitrarias, Cy e Ca, para construir a
equagao diferencial cujo integral geral € dado por (1.12), € preciso resolver duas equagoes em
ordem a essas constantes. Derive-se, entdo, (1.12) duas vezes em ordem a xz, supondo y = y(z).

Obtém-se o sistema
Cl + 2(y - Cg)y/ = 0
2(y/)? + 20y—Co)y” = 0,

cuja solucao €

C: = y+UF
{2 v+ (1.13)

o, = W)X

Substituindo, na equagao inicial (1.12), as constantes Cy e Cy pelas expressoes (1.13) e simpli-
ficando, resulta a equagdo diferencial pretendida

2y x +y = 0.

Observacgao. Por vezes é conveniente escrever a equacao diferencial usando diferenciais®. Para
uma funcao y = y(z) diferenciavel, tem-se

dy = y'dz,

onde dr representa o diferencial da varidvel independente x e dy o diferencial da varidavel de-
pendente y = y(z).

Exemplo 1.3.2 FEuxiste alguma equacdo diferencial que determina as rectas que passam pela
origem do referencial?
As equacoes das rectas que passam pela origem sdo da forma

y=mz, m R (x) (rectas ndo verticais)

ou
x=0 (xx) (recta vertical).
Ora, de (*) tem-se

Yy =me
{y:m =  y=yu,

donde a equagao diferencial cujas curvas integrais sao representadas pela equacao (x) é

y'r—y=0. (1.14)

SPara mais detalhes consultar Anexo 1.



Cadernos de Matemadtica, Universidade de Aveiro, Portugal — Série de Divulgacao — 10 de Fevereiro de 2012

http://ria.ua.pt

Note-se que a recta vertical, cuja equacao € dada por (xx), ndo € solugao da equagdo diferencial
(1.14) ja que se se substituisse x por 0 em (1.14) se teria y =0, o que ndo € verdade para todo
0y.

A equagao diferencial (1.14) pode ser reescrita usando diferenciais. Multiplicando ambos os
membros de (1.14) por dx e tomando em conta que y'dx = dy, obtém-se

x dy —ydr=0. (1.15)

A equagao assim escrita tém como solucdo a func¢do y = mx, para todo o m € R, e também
a recta x = 0, como se verifica por substitui¢ao em (1.15) (no caso de x = 0, € evidente que
dz=0). Assim, (1.15) é a equagdo diferencial procurada.

1.4 Exercicios

1. Classifique, quanto a sua ordem, as seguintes equagoes diferenciais.

(a) dy + (xy — cos x)dx =0

(b) LLY + RY 1+ & =0

(c) y" +ay" +2y(y) 2 +2y =0
(d) Lydv 4 p(doy2 4=

(e)

(f)

2. Mostre que a fungao y = ¢(z) dada é solucao da equagao diferencial indicada.

V" —xy +y=0

y+z=(y—azy)3

(a) ¢(z) = snz, xy 4y = cos.

(b) ¢(z) = Cz3, C €R; xy =3y =0

(¢) p(x) =x(C—lIn|z|), CeR; (x —y)dx +xdy =0

(d) ¢(z) =z(f" teldt+C), CeR; xy —y = xe®

(e) ¢(x) = z(Inx®> + C), C E€R; xy —y =2z

(1) ¢@) =L+ @+ D% Y-y =@+ 1)

(g) ¢(x) = Ce®sinz, C €eR; y' =2y +2y=0

(h) ¢(z) = Cysin(7x) + Cacos(7z), C1,Cy € R; y' +49 =0

3. Formalize matematicamente as seguintes condigoes utilizando equacoes diferenciais or-
din&rias.

(a) Para uma certa substancia, a razao de variagdo da pressao do vapor (P) em relagao
a temperatura (1) é proporcional & pressao do vapor e inversamente proporcional ao
quadrado da temperatura.

(b) A populagao H de uma cidade aumenta (em fungao do tempo t) numa taxa propor-
cional a populacao e a diferenca entre 200000 e a populagao.
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(¢c) A velocidade de arrefecimento de um certo corpo exposto ao ar é proporcional a
diferenca entre a temperatura 7" inicial do corpo e a temperatura Ty do ar.

(d) Massa x acelara¢ao = forga.

Determine a equacao diferencial da familia das circunferéncias centradas na origem.

. Determine a equacao diferencial de todas circunferéncias situadas no I e III quadrantes do

plano R? e tangentes simultaneamente as rectas =0 e y = 0.

. Determine a equacao diferencial correspondente a uma curva plana definida pela condicao

que a sua recta tangente, em cada ponto (z,y), tenha declive ¢’ igual ao dobro da soma
das coordenadas desse ponto.

Determine a equagao diferencial correspondente & familia de curvas que tém a seguinte
propriedade: o produto da abcissa de qualquer ponto pelo comprimento do segmento do
eixo Oy, delimitado pela recta normal a esse ponto, é igual ao dobro do quadrado da
distancia desse ponto a origem das coordenadas.

. Exprima, sob a forma de equacgao diferencial, a distancia S percorrida por um corpo

durante o tempo t, sabendo que a sua velocidade é proporcional a esta distancia.

. Determine uma equacgao diferencial da familia das curvas planas dada.

) y=Cz% ,com C €R

) y?=—-1+C2?% com C €R

) y=Cre ™ 4+ Cowe™™, com C1,Cy € R
d) y=Ciz+ Cy, com Cp,Cy € R

) y=e“ com C eR

) y = ax? + be®, com a,b € R

)y

=sin(z + C), com C € R

primeira ordem
segunda ordem
terceira ordem

terceira ordem

)
)
)
d) segunda ordem
)
)

primeira ordem

(a) P(T) = k%, onde k é o coeficiente de proporcionalidade

(b) H'(t) = kH(200000 — H)

(c) 9 = k(T - Tv)
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(d) m% = F, onde v = v(t) é a velocidade em fungao do tempo, ou m% = F, onde

s = s(t) é o deslocamento em funcao do tempo

.o+yy =0
C(y—ay)? =22y((y)*+ 1)
=2z +y)

/ 2

J— X
Y = ey

. % = kS, onde k é o coeficiente de proporcionalidade
@) y =22
(b) ¥ +1=ayy
() v +2y+y=0
(d) ¥ =
(e) zy' —ylny =
() y'(a? = 2) —2y"(z — 2) = 2y(z — 1)
(8) ¥ =v1-y?

http://ria.ua.pt
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Capitulo 2

Equacoes diferenciais de primeira
ordem

2.1 Nocoes basicas

Considere uma equagao diferencial de 1* ordem na sua forma geral
F(z,y,y) =0

ou, na sua forma normal
y' = f(z,y)

ou, ainda, usando diferenciais
Pz, y)dz + Q(z,y)dy =0 ,

com uma funcio desconhecida y = y(x)!.

O integral geral da equacao diferencial de 1* ordem é a familia uni-paramétrica de funcoes
y = ¢(x,C) (ou, na forma implicita ®(z,y,C) = 0) que transforma essa equacao diferencial
numa identidade, sendo C' € R uma constante arbitraria.

Quando se atribui um valor particular a constante C, C' = (Y, obtém-se uma solugao parti-
cular, y = ¢(z, Cp) (ou, na forma implicita ®(z,y, Cy) = 0), da equagao diferencial de 1* ordem.

Designa-se por problema de Cauchy, de uma equacao diferencial de 1* ordem, ao proble-
ma que consiste em encontrar a solugao particular y = ¢(z, Cp), dessa equagao diferencial, que
satisfaz uma condigao inicial da forma y(xg) = yo. A condic¢ao y(zp) = yo também pode ser
representada por y|z—=z, = Yo-

Geometricamente, o problema de Cauchy, para equacoes diferenciais de 1* ordem, corresponde
ao problema de determinacdo, em R2, da curva integral, dessa equacdo diferencial, que passa
pelo ponto de coordenadas (zg, yo)-

Teorema 2.1 (Existéncia e unicidade de solugao do problema de Cauchy) Seja a equa-
cao diferencial na forma normal

y = flz,y). (2.1)

'Note que aqui as funcdes F, f, P e Q sdo funcdes reais de mais do que uma varivel real.
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Se a funcao f, de duas varidveis, e a sua derivada parcial % sdo fungoes continuas num dominio
D C R2?, entdo, para cada ponto (xo,1y0) € D, existe e € tinica a solugcdo y = y(z) da equacdo
diferencial (2.1) que satisfaz a condicdo inicial y(xo) = yo.?

Exemplo 2.1.1 No Exemplo 1.1.2, verificou-se que a familia de fungées 2> +vy> = C, C € R,
€ o integral geral da equacdo diferencial yy' +x = 0. Geometricamente, essa solugdo representa
a familia das circunferéncias centradas na origem.

A solugao do problema de Cauchy

vy +x=0, y(1)=1,

¢ 2 +y? = 2 e corresponde a uma circunferéncia centrada na origem e que passa pelo ponto

(1,1).
Esta circunferéncia € unica, o que estd de acordo com o Teorema 2.1. Realmente, reescrevendo

a equacdo diferencial dada na sua forma normal y' = —ﬁ, observa-se que a funcdao de duas
varidveis f(x,y) = =% e a sua derivada parcial g—g(:c,y) = .z sao continuas em D := R2 \

{(z,y) :y=0} e (1,1) € D, pelo que as condi¢oes do Teorema 2.1 estdo satisfeitas.

2.2 Equacao diferencial de variaveis separadas
Uma equacao diferencial na forma
P(z)dz = Q(y)dy (2.2)

é chamada equacgao diferencial de variaveis separadas.

Integrando ambos os membros da equagao (2.2) obtém-se o integral geral dessa equacdo na
forma3

/ Pla)da = / Q)dy +C, CcR. (2.3)

Exemplo 2.2.1 Para resolver a equacgao diferencial de varidveis separadas
yidy = e %dx,

comeca-se por integrar ambos os membros da equacdo dada. Tem-se

3
/yZdy:/e_mdx+C©%:—e_$+C,

donde

y=v3C —3ez.

2Note-se que o Teorema 2.1 representa uma condicéo suficiente de existéncia e unicidade de solucéo do problema
de Cauchy.Outras condicoes, eventualmente menos restritivas, que também garantem a existéncia e unicidade de
solugdo, podem ser formuladas. R R R

3Efectivamente, por integracio em (2.2), obtém-se P(z)dz+C1 = Q(y)dy+C2, C1,Cs € R,onde P(z)dz
representa uma primitiva da fungdo P. Supondo C := C5 — C1, obtém-se (2.3).

10
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Sendo C uma constante arbitrdria, o valor C* := 3C' continua a ser uma constante real ar-

bitrdria, pelo que a solucdo geral da equacdo diferencial pode ser simplesmente escrita na forma*

y=+vC*—3e=, C*eR.

2.3 Equacao diferencial de variaveis separaveis

Uma equacao diferencial na forma

Y = f(x)g(y) (2.4)
ou, genericamente, na forma
My (z)N1(y)dx = Ma(x) N2 (y)dy, (2.5)

é chamada equacao diferencial de varidveis separaveis.®

Para resolver uma equagao diferencial de varidveis separdveis na forma (2.5) dividem-se ambos
os membros dessa equagao por Ni(y)Ms(z), no pressuposto de que Ni(y)Ma(x) # 0, resultando
a equagao de varidveis separadas

Mi(z) . Na(y)
Mo(0)™ = M)

cujo integral geral é

M () Na(y)
Mg(x)dx = / Nl(y)dy +C, CeR. (2.6)
Nota. Apés a obtengao do integral geral (2.6) deverd verificar-se se existem outras solugoes
da equagao diferencial de varidveis separdveis (2.5), entre os zeros das funcoes assumidas como
nao nulas no processo de resolugao acima indicado. Concretamente, devera verificar-se se as
condigoes Ni(y) = 0 e Ma(xz) = 0 conduzem a outras solu¢oes da equacao diferencial, podendo
elas ser ou nao da forma (2.6).

Exemplo 2.3.1 Considere a equagdo diferencial
zydr — (1 + 2?)Iny dy = 0. (2.7)

Esta pode ser transformada na forma (2.5) tomando Mi(x) = z, Ni(y) =y, Ma(x) = 1 + 22,
Ny(y) = Iny. Dado que a equagdo (2.7) contem a expressio numérica Iny, a equacao (2.7) s6
tem sentido para fungées y = y(x) positivas (y > 0).

Sendo y # 0 e 1+ 22 # 0, pode-se dividir ambos os membros de (2.7) por y(1 + %), resultando
uma nova equagao

T Iny
de = —=dy.
1+ 227 y Y

4Na prética, é usual indicar o dominio das constantes arbitrdrias apenas no fim do processo de resolucio da
equacao diferencial.
®Note que (2.4) pode ser escrita na forma (2.5).

11
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Por integracao desta, e simplificando, vem

12
~Yic

1 1
/ T da;—/I;ydy+C’<:)2ln(1+m2)— 5

1+ 22

s n(l+2%) =In’y+C*, com C* :=2C.

Donde, o integral geral da equacao diferencial de varidveis separdveis dada é

In(l1+2?) =y +C*, C*eR.

Exemplo 2.3.2 A equacdo diferencial
y = xcos’y (2.8)

é uma equagao de varidveis separdveis na forma (2.4). Em termos de diferenciais, (2.8) pode
ser escrita na forma
dy = x cos?® ydz.

dy

Se cos?y # 0 entdo esta 1iltima equacdo é equivalente a sty = zdx. Integrando vem [ C0512ydy =
[ zdx + C, donde o integral geral de (2.8) é
2

tany:?—i—c, C eR. (2.9)

Se cos?y = 0 entdo y = 5+ km, com k € Z. Substituindo, na equagdo (2.8), y por 5 + km,
obtém-se uma identidade. Logo, y = 5 +km, para qualquer k € Z, é também solugao da equagdo
(2.8). Note-se que estas solugdes nao fazem parte da solu¢ao anteriormente encontrada (2.9).
Basta atender que a fungdo tany, em (2.9), nao estd definida para y = & + km, qualquer que
seja k € Z. Assim, a solugdao geral da equacao diferencial dada (2.8) é constituida pelas fungoes

z? 0
tany:?—i—C, CeR, e y:§+k7r, kelZ.

2.4 Equacao diferencial redutivel a equacao de variaveis separaveis

Uma equacao diferencial na forma
y = flax + by +c), coma,bc€R, taisquea,b#0, (2.10)

pode ser reduzida a uma equacao diferencial de varidveis separdveis através de uma mudanca
de variavel conveniente. De facto, considerando z = ax + by + ¢, sendo z funcao de z, i.e.,
z = z(x), tem-se 2’ = a+by’ = a+bf(2). Assim, (2.10) pode ser reduzida & equagao de varidveis
separaveis

dz = (a+bf(2))dx. (2.11)

Tendo determinado o integral geral desta tltima, e substituindo nesse integral z por ax + by + ¢
obtém-se o integral geral de (2.10).

12
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Exemplo 2.4.1 Considere a equagdo diferencial

y = tan’(z +y —6), (2.12)

a qual estd escrita sob a forma (2.10) com f(z) =tan?(z), a=b=1 e c = —6. Para resolvé-la
efectua-se a substituicdo

z=x+y—6, (2.13)

tomando z como uma fungdo de x, z = z(x). Nesse caso, 2/ =1+ e, por (2.12) e (2.13),
2 =1+ tan?(2),

que € uma equacdo de varidveis separdveis com varidvel independente x e varidvel dependente
z. Para a resolugao desta equacdo, usa-se o procedimento descrito em 2.3.

d
dz = (1 + tan’(2))dz & HT?@(Z) = dx ( note-se que 1 + tan?(z) # 0,Vz)
d
S T cos?(2)dz = dx
sec?(z)

@/6082(z)dz:/dx+0<:>/Hcgs(zz)dz:/dw—FC

1 in(2
<:>2<z—|—sm(2 Z)> =x+C, CeR.

Lembrando que, de (2.13), z = x + y — 6, da 4ltima igualdade obtém-se o integral geral da
equacdo diferencial (2.12),

1

sin(2(x +y — 6))
2

):1’+C’, C eR.

Simplificando tem-se
2(x —y) —sin(2(zx+y—6)) =C1, C;eR,

com Cy := —4C — 12 (verifique).

2.5 Equacgao diferencial homogénea

Uma equacao diferencial na forma
= () 2.14
y=¢ (z : (2.14)
onde ¢ é uma fungao real de varidvel real, ou na forma

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0, (2.15)

onde M e N sao funcoes homogéneas com o mesmo grau de homogeneidade®, é chamada
equacao diferencial homogénea.

5Diz que uma funcéo f: R C R? — R é homogénea, com grau de homogeneidade igual a o, a € R, se, para
todo (z,y) € R e todo t # 0, tal que (tz,ty) € R, se tem f(tz,ty) =t f(z,y).

13
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Observe-se que a equagao (2.14) pode ser sempre reescrita na forma (2.15).

Para resolver uma equacao diferencial homogénea efectua-se a mudanca de variavel y = ux, onde
u = u(x) é uma fungdo desconhecida. Nesse caso, ¥’ = v'z+wu e, portanto, dy = (v'z +u)dx. A
mudanca de varidvel proposta transforma a equagao diferencial homogénea inicial, com funcao
desconhecida gy, numa equacao diferencial de varidveis separaveis, com funcao desconhecida u.
Resolvendo esta tltima e substituindo w por y/x na solu¢ao obtida, vem o integral geral da
equacao diferencial homogénea.

Exemplo 2.5.1 Considere a equagao diferencial
(y? — 2zy)dx — xydy = 0. (2.16)

Comparando com (2.15), tome-se M(x,y) = y*> — 2xy e N(x,y) = —xy. Para todo ot > 0,
observa-se que
M(tz, ty) = (ty)? — 2taty = t2y* — 26%xy = M (z, y)

N(tx, ty) = —taty = t*(—zy) = t?N(z,y).

Logo, M e N sao duas fungoes homogéneas, com grau de homogeneidade o = 2. A equag¢do
(2.16) é entao uma equagao diferencial homogénea. Para resolvé-la considera-se a substitui¢ao
y = uzx, comu=u(x). Assim, y = vz +u e dy = (v'z + u)dz. Substituindo, em (2.16), y e
dy por estas ultimas expressoes vem

(ux)? — 2zuz)dr — uz?(v'z 4+ u)dz = 0,

ou, de modo equivalente,
—(2 + v/z)uz’dx = 0. (2.17)

Seja y =ux # 0, o que é possivel somente se u # 0 e x # 0. Nesse caso, (2.17) é equivalente a
equagdo diferencial
2+u'x=0.

Resolvendo esta ultima obtém-se

1 1
2+u'x:0<:>xdu:—2dac<:>du:—Zxd$@/du:—2/xdx+0

Su=-2nlz|+C, CeR.

Logo,
y=uxr=—2cxln|z|+Czx, CeR. (2.18)

Sey=ur =0 oux =0 aequagao diferencial (2.16) transforma-se numa identidade, pelo que
y =0 ex =0 sao também solugoes desta equagdo. Estas solugoes, y =0 e x = 0, ndo pertencem
ao congunto das solugoes definidas por (2.18). Assim, a solugao geral de (2.16) é

y=—2zxln|z|+Czx, CER, e y=0, e x=0.

14
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2.6 Equacao diferencial redutivel a homogénea
ou a de variaveis separaveis

Considere-se a equacao diferencial na forma

; a1z + by + c1
—p(rTAyTAl 2.19
y f<a2m+b2y+02> ( )

com a;,b;,c; € R, i =12, ecom ¢1 #0 ou co # 0.

ai b
az by
mogénea através da mudanga de varidveis x = u+h, y = v+ k. Aqui, u e v sao novas variaveis
e as constantes h e k resultam como solucao do sistema de duas equagoes

Se A =

# 0, a equacao (2.19) pode ser reduzida a uma equagao diferencial ho-

ath + btk + ¢¢ = 0
2.2
{th—i-bzk—i—CQ:O. (2.20)
Caso A = 0, a mudanca de variavel
z=a1x + by, (2.21)
com z = z(x), reduz a equacao (2.19) a uma equagao de varidveis separaveis.
Exemplo 2.6.1 A equacdo diferencial
(y+2)de — 2z +y—4)dy =0 (2.22)
pode ser escrita na forma
2
s (2.23)

Y :2$—|—y—4’
se se supor que 2z +y — 4 # 0.

Para se obter a solugdo geral de (2.22) comece-se, entdo, por considerar, em primeiro lugar, o
01
2 1
mente, para resolver a equagdo (2.23) efectua-se a mudanga de varidqveis x =u+h, y=v+k,
com h e k solugoes do sistema (2.20). Para a equagdo (2.23), o sistema (2.20) é dado por

caso 2x+y—4 # 0. A equagao (2.23) € da forma (2.19) com A = =2 £ 0. Consequente-

k+2 =0
2h+k—-4 = 0.

Deste sistema vem h =3 e k = —2. Deste modo, para resolver a equagdo diferencial (2.23) deve
ser efectuada a mudanca de varidveis

r=u+3, y=v-—2. (2.24)
Nesse caso, ' =u' ey =, pelo que (2.23) pode ser reescrita na forma

, v—2+42

C2u+3)tv—2-4
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1.€.,
, v

v = .
2u+v

(2.25)

Suponha-se que v # 0. Dividindo por v, o numerador e o denominador do seqgundo membro de

(2.25), fica

1
/
= — 2.26
Y 2u/v+1 (2:26)
Esta dltima equagdo € uma equagdo diferencial homogénea jd que é da forma v' = p(2). As

varidveis em (2.26) sao u (varidvel independente) e v = v(u) (variavel dependente). De acordo
com o exposto em 2.5, para resolver a equagdo (2.26) considera-se uma nova mudancga de
varidvel,

v = tu, (2.27)

com t = t(u) (aquiv # 0, logot #0 eu #0). Assim, v' = t'u+t e, substituindo em (2.26),
tem-se

tu+t= 2.28
Ry (2:28)
, t ,  —t—t2
Stu=———-tsut =
241 2+t
t(1+t
& udt = — (2 :t)du (eq. dif. de varidveis sepam’veis). (2.29)

Anteriormente concluiu-se que t # 0. Se, ainda, se supor que t # —1, a ultima equagdo é
equivalente a equacao de varidveis separadas
2+t _du
t(1+1)

Utilizando técnicas de primitivagio de fungées racionais tem-se [ t(21—:-tt) dt =1n |tt+21| + C, com

C € R, (verifique). Consequentemente,

2+t d t+1 t+1
—/ﬁdt:/snLC@ln] Lyl +In|Ci] & n |2 | = InfuC]

(1+1) 12 12
t+1
2 = uCi, com Cy € R\ {0}.
Se Cy =0, ter-se-ia t = —1. Por substituicdo directa em (2.29), verifica-se que t = —1 € também

uma solugao da equacao (2.29) e, portanto, de (2.28). Logo, o integral geral da equagio (2.28)

pode ser escrita na forma
t+1

$2
De (2.27) tem-se t = v/u, com u # 0, e, consequentemente, da ultima formula vem

=uCy, comCyeR.

t+1 1
:; :uclﬁiv/u—i_ :uClé—vzu:Cl, Ci eR.
v

Tomando em conta (2.24) obtém-se

(y+2)+ (z—3)
(y +2)?

:Cl, 4 € R,
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ou seja,
r+y—1=C(y+2)? C)€eR, (2.30)

que € solucao da equagao diferencial (2.23) e, portanto, da equagdo inicial (2.22).

Lembra-se que a solugao (2.30) foi obtida de (2.25) no pressuposto de que v # 0.

Suponha-se agora que v = 0. Tomando em conta que v =y + 2 (da sequnda formula de (2.24)),
obtém-se y = —2. Por substitui¢ao directa, na equagao diferencial (2.22), verifica-se que y = —2
€ uma sua solucao. FEsta solucdo € singular, wma vez que ndo pode ser representada na forma
(2.30).

Finalmente, seja 2z +y —4 =0 em (2.22).
Nesse caso, y = 4 — 2x e, por substitui¢ao desta fungio em (2.22), obtém-se (2 — 2x)dx = 0,
que nao € uma identidade; logo, y = 4 — 2x nao € solug¢ao de (2.22).

Concluindo, a solug¢ao geral da equagao (2.22) é

r=Ci(y+22%—y+1, CLeR, e y=-2

Exemplo 2.6.2 Considere a equagdo diferencial
(x =2y +3)dx+ (r—2y+1)dy =0. (2.31)
Admitindo que x — 2y + 1 # 0, a equagao (2.31) pode reescrita na forma

; —xr+2y—3

. 2.32
r—2y+1 ( )
-1 2 .
Uma vez que A = 1 o | = 0, a equagio (2.32) resolve-se efectuando a mudanga de
varidvel dada por (2.21) , i.e.,
z=—x+ 2y, (2.33)
com z = z(x). Assim sendo, 2/ = —1+ 2y', pelo que, de (2.52),
2(z —3)
=14+ 257 2.34
z + o (2.34)
Ora,
e 14 2(z —3) o AT 1422-6 o 3z — 7' ( equacao de/vaﬂjdveis >
—z4+1 —z+1 1—2z separdveis

Se se supor que 3z — 7 # 0, da dltima equagdo ainda se obtém

1—2z2 1—2z 1 3z —3
32_7d2—d:c<:>/32_7dz—/dx<:>—3/3Z_7dz'—/dx

1 4
@—3/(1+32_7)dz_/d:5
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1, 4
&gzt gmBz-7)=2+C, CEeR. (2.35)

Tendo em conta (2.34), o integral geral de (2.32) é

1 4
—g(—w+2y+§ln]—3:v+6y—7|):x+C', C eR,

ou, simplificando,
2In| -3z +6y—7))=C—-3(x+y), CEeR. (2.36)

Verifica-se, agora, o caso quando 3z — 7 = 0. Tomando em conta (2.33), obtém-se

-3z + 6y —7=0,
donde S 47
y=""T1 (2.37)
6
1
dy = idm. (2.38)

Substituindo (2.37) e (2.38) em (2.32), obtém-se uma identidade, logo (2.37) é uma solugao de
(2.32). Esta solugdo é singular, uma vez que o logaritmo em (2.86) nao é definido quando y
satisfaz (2.37).

Lembra-se que as solugoes (2.36) e (2.37) foram obtidas na condi¢do x —2y+1 # 0. Considera-
se, agora, a situagcao xr — 2y +1 = 0. Nesse caso, y = %il e, por substituicao directa, verifica-se

que esta fungao y nao € uma solugao de (2.51).

Do exposto conclui-se que a solugdo geral da equacao diferencial (2.31) é a familia de funcoes

2In| -3z +6y—7=C—-3(z+y), CeR, e y= 3xg—7.
2.7 Equacao diferencial linear de 1* ordem
Uma equacao diferencial na forma
y +p(@)y = q(z) (2.39)

é chamada equagao diferencial linear de 1* ordem.

A solucao geral da equacao diferencial linear (2.39) pode ser procurada’ na forma
y = ulw)o(a), (2.40)

onde u = u(x) e v = v(x) sao fungdes desconhecidas a determinar do seguinte modo.
Derivando (2.40) tem-se
y = (2)v(x) + ulz)v' (). (2.41)

70 método descrito nesse capitulo é, por vezes, chamado método de Bernoulli. Um outro método de resolucéo
das equagoes diferenciais lineares, método de Lagrange, é apresentado no Capitulo 3.1.2 o qual engloba uma
metodologia geral de resolucao de equagdes diferenciais lineares de ordem n, n € N.
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Substituindo (2.40) e (2.41) na equagao diferencial (2.39) obtem-se
v(@) (@) + W) +p() v(@)] u(z) = o). (2.42)
E evidente que se se admitir que
v'(z) + p(x) v(z) = 0, (2.43)

e se se encontrar, de (2.43), uma funcao v correspondente, entao a equagao diferencial (2.42)
transforma-se na equacao diferencial de varidveis separdveis, em termos de uma tUnica funcao
desconhecida u = u(x),

v(z)u'(z) = q(), (2.44)

a qual é facil de resolver. Por sua vez, (2.43) é também uma equagao diferencial de varidveis
separdveis. Uma solugao (solucao particular) de (2.43) é dada por

R
v(z) = - P@T (2.45)

Determinada a funcao v, a funcao u encontra-se da equagao diferencial de varidveis separaveis
(2.44), cujo integral geral é

[,
u(z) _/v(x)d +C, CeR. (2.46)

Tendo em conta (2.45) e (2.46), encontra-se a fungao u,
R
ue) = [l "4+ Cer

Determinadas as fungoes u e v, de (2.40) resulta a solugao geral da equagao diferencial inicial
(2.39) dada por

R R
y=u(x)v(z) =€ p(z)dx(/[q(w)e P@)dz] gy 4 C), CeR.

Exemplo 2.7.1 (Equacao diferencial linear em y) A equacao diferencial
Yy +ycosx = cosx (2.47)

€ linear de primeira ordem. A sua solug¢do geral a ser procurada € da forma y = uv.
Se y = uv entdo y' = u'v+wv'. Por substitui¢ao em (2.47) resulta

/ /
UV + UV + UV CoST = CoST

< u'v+u(v' +vcosz) = cosz. (2.48)

Tome-se uma solucdo particular nao nula v de modo que
v +vcosx = 0. (2.49)

Tem-se,

dv )
vV +vcosr =01 = —vcosz & dv = —vcosxdr <& — = —cosxdr, poisv #0
v
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dv

:—/cos:ﬁd:v—l—01<:>1n|v\ = —sinz + C}
v
Sv==>Ce M (CheR.

Uma vez que se procura uma solugdo particular de (2.49), suponha-se, por exemplo, Cy = 1.

Portanto, v = e~ 5% . Substituindo, em (2.48), a fungdo v pela solugcdo particular encontrada

vem u'e” 3% = cosz. Resolva-se esta nova equacao diferencial.

! _—sinx sin x

u'e =cosz & e MPdu=coszdr & du=ce cos x dx

<:>/du:/esmicosxdx@u:esm$—|—c, CeR.
Uma vez que a solucao geral, que se estd a procura, € da forma y = uv, tem-se
y=e SIT(SMT LY O eR.
Simplificando a dltima expressdo conclui-se que a funcao
y=1+Ce "% (CeR,

é a solugao geral da equagao diferencial (2.47).

Observagao. Algumas equagoes diferenciais nao lineares em ordem a funcgao y = y(zx) passam
a ser lineares se forem consideradas como equacoes diferenciais em ordem a func¢ao inversa
x = x(y), onde y passa a ser considerada como a varidvel independente e x uma fungao de y.

Exemplo 2.7.2 (Equacao diferencial linear em x) A equacdo diferencial y = (2x + )y,
em ordem a func¢ao y = y(x), ndo € linear em y. Reescrevendo essa equagao utilizando diferen-
ciais, tem-se

ydr — (22 +y*)dy = 0. (2.50)

Tomando © = x(y), obtém-se dx = x'dy, pelo que (2.50) se pode escrever na forma
yr' — (2x +y*) = 0.

Dividindo por y, na condi¢gdo de y # 0, obtém-se uma equacdo diferencial linear em ordem a
fungao x = xz(y),

2
"=y (2.51)
Yy
Efectuando, nesta iltima equacgado, a substituicio * = uv, ¥’ = u'v + uv’, obtém-se
! ! 2 2
uv+uv ——v) =y, (2.52)
Y
onde y € a varidvel independente, u = u(y) e v = v(y).

Seja v # 0. Da condi¢ao v' — %v = 0 tem-se % = %dy, donde In|v| = 2Inly| + C. Seja
C = 0. Nesse caso, ¢ evidente que v = y>. Substituindo este resultado em (2.52), obtém-se
w'y? = y?, donde u' =1 e, portanto, u =y + K, K € R.
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Por substituicao directa em (2.52), verifica-se que v =0 nao é solugao dessa equagdo.

Finalmente, a solugdo geral da equacdo diferencial (2.52) é u=y+ K, K € R. Lembrando que
x = uv, obtém-se que a solug¢ao da equagao diferencial linear (2.51) é

= (y+ K)y*, KR

A solugao geral de (2.51) e, logo, de (2.50), foi obtida na condi¢do de y # 0. E fdcil de verificar
que y =0 € também uma solugdo de (2.50), sendo esta uma solugdo singular.

Concluindo, a solugao geral da equagao diferencial (2.50) é

r=@w+K)y?, KeR, e y=0.

2.8 Equacao de Bernoulli
Uma equacao diferencial na forma

v +p@)y =q@)y", meR, (2.53)
¢é chamada equagao diferencial de Bernoulli.

Nos casos m = 0 e m = 1 a equacdo (2.53) é uma equacao diferencial linear, cuja solugao
geral pode ser obtida, segundo 2.7, através da mudanga de varidvel y(z) = u(x)v(x).

Em geral, qualquer que seja m € R, a equagao (2.53) pode ser resolvida efectuando o mesmo tipo
de substituigao: y(x) = u(z)v(x), onde v é uma solugao particular da equagao v'(x)+p(z)v(x) =
0 e u é a solucio geral da equacdo de varidveis separaveis u/(x) = q(z)(v(z))™ ! (u(x))™.

Exemplo 2.8.1 Considere a equagdo diferencial
Y — 2y = 22y?. (2.54)
Trata-se de uma equagdao de Bernoulli na forma (2.53) com m = 2.

Faga-se y = uwv, com v = u(zx) e v =v(zx). Assim, y = u'v+ uwv'. Substituindo, em (2.54), y e

y' pelas expressoes encontradas tem-se u'v + uv’ — x?uv = x2u’v?, i.e.,

u'v +u(v — %) = 22u?. (2.55)
Determine-se agora uma solucdo particular nio nula v da equac¢do v' — z?v = 0.
dv dv
U'—xQ’U—O(:)dU—xQUd:U@—achx(:)/—/xde%—C.
v v

Tomando C = 0, obtém-se uma solu¢ao particular v # 0 dada por In|v| = %3, i.e.,

v=e"l3 (2.56)
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Substituindo, em (2.55), v pela expressao (2.56) encontrada, resulta uma nova equagao diferen-
ctal em termos de u e x,

u/€x3/3 _ x2u262x3/3 ’
a qual € equivalente a

W = e /3, (2.57)
Se u # 0 entdo esta ultima equacdo pode ser reescrita na forma
1

u2

3
du = z%e” /3dx,

donde ) )
/gdu = /x26“3/3d$+0 s =By
U U

@u:emg/gic, CeR. (2.58)
Uma vez que y = uwv, de (2.56) e (2.58), resulta
_613/3

v= g CER (2.59)

Seja u = 0. Nesse caso, y = 0. E evidente que esta funcao ndo pertence ao conjunto de solugoes
(2.59), mas € uma solugdo de (2.54).

Consequentemente, a solugao geral de (2.54) €
_6963/3

m,CER, € y:()

y =
2.9 Equacao diferencial exacta
Uma equacao diferencial na forma
P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0, (2.60)
cujo primeiro membro é o diferencial total de uma funcao desconhecida de duas variaveis,

U =U(x,y), ie, tal que P(z,y)dx + Q(z,y)dy = dU(x,y), é chamada equagao diferen-
cial exacta.

Se a equacgao (2.60) é uma equagao diferencial exacta, entao a resolugao desta equacao reduz-se
a procurar uma fungao U = U(z,y), tal que (2.60) pode ser escrita na forma

dU(z,y) = 0.
Assim, o integral geral da equagao diferencial exacta (2.60) é dado por

U(z,y) =C, CeR.
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A fungéo U(zx,y) pode ser encontrada a partir do sistema de equagoes
9 (w,y) = P(z,y)

%%(1‘, y) - Q(wv y)'

Para verificar que uma equagao diferencial na forma (2.60) é exacta pode recorrer-se ao seguinte
resultado tedrico [8].

Propriedade 2.1 A igualdade de funcoes

OP 0

¢ uma condi¢do necessdria e suficiente para que a equagao (2.60) seja uma equacgdo diferencial
exacta.

Exemplo 2.9.1 A equacdo diferencial
Tdr + (3y* +Inx)dy = 0 (2.61)
Y
¢ exacta ja que satisfaz a Propriedade 2.1. Na realidade, comparando (2.61) e (2.60) observa-se
que, designando P(x,y) =¥ e Q(z,y) = 3y% + Inx, para estas funcdes

oP 1 0
aiy(ajvy) = - = aic'j(x’y)

Estabelecido que a equacao (2.61) € a equacao diferencial exacta, procura-se o seu integral geral
na forma U(z,y) = C, C € R, sendo

V(e ) = Goda + Gody = Tdo -+ (352 + Ina)dy,
donde, evidentemente,
ou _y
or ~ x
(2.62)
%—Z =3y +Inx.
Ora, a primeira equagdo do sistema (2.62) € equivalente a
Uz, y) =/de6+0(.@)
i.e.,
Ulz,y) =ylnz+C(y), (2.63)

onde C(y) € uma constante arbitrdria, para cada valor possivel de y, ou seja, C' € uma funcgdao
real na varidvel y.
De (2.63), por derivagdao em ordem a y, obtém-se

oU 0
oy a*y(?/lnfﬂ +C(y)),
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ou, de modo equivalente,
ou

o - Inz + C'(y), (2.64)
onde C'(y) € o valor da derivada de C no ponto y. Porém, a partir da sequnda equag¢ao do

sistema (2.62), tem-se

ou
— =Q(z,y) =3y* + Inx. (2.65)
dy
Comparando (2.64) e (2.65) conclui-se que Inx + C'(y) = 3y> + Inx, ou seja,
C'(y) = 3y*.

Primitivando em ordem a y, vem
Cly)=y* + K, K€R.
Substituindo, em (2.63), a expressao obtida para C(y), obtém-se
Uz,y) =ylmz+y> + K, K €R,
pelo que o integral geral da equagao (2.61) é
ymz+yP+K=C, CKecR.
Supondo C := C — K, escreve-se a expressio do integral geral da equacio (2.61) na forma

ylnz+y>=C, CeR

2.10 Equacao diferencial com factor integrante

Uma equagao diferencial na forma (2.60) diz-se uma equacao diferencial com factor inte-
grante se o primeiro membro da equagao (2.60) nao é o diferencial total de uma funcao de duas
varidaveis, mas existe uma funcao u = u(x,y) para a qual

w(z,y)P(z,y)de + p(r,y)Q(z,y)dy = 0 (2.66)
é uma equagcao diferencial exacta.

Nestas circunstancias, diz-se que a fungdo u = p(x,y) é um factor integrante da equagao
diferencial (2.60). Assim, pela Propriedade 2.1, deve ser satisfeita a condi¢ao

0 0

oy (1 WP) = 5o (1. 1)Q(rv).

Note-se que resolver uma equagao diferencial da forma (2.60), que admite um factor integrante
= p(x,y), equivale a resolver a equacao diferencial exacta (2.66).

Em geral, nao é facil de encontrar, caso exista, o factor integrante de uma equagao diferen-
cial, mas existem situacoes onde o processo de determinacao de p é bastante simples.
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Propriedade 2.2 Se
1 oP _0Q _
0wy (ay (@) — 5~ (x,y)> f(x),

onde f € uma fun¢do apenas de x, entdo o factor integrante da equagio (2.60) existe e depende
somente de x, = u(z), sendo dado por

R
pla) =e S0
Se 1 . )
pag) (3 @0 5y o)) =ato)

onde g € uma fun¢ao apenas dey, entao o factor integrante p da equagao (2.60) existe e depende
somente de y, p = p(y), sendo dado por

Exemplo 2.10.1 Considere a equacao diferencial

(¥ +sinx)dz + coszdy = 0. (2.67)
De acordo com a notagao utilizada, P(z,y) = e¥+sinx e Q(x,y) = cosx. Uma vez que %—5 = eY
e %—g = —sinz, a equagdo (2.67) ndo € uma equagao diferencial exacta. Porém, para as fungies
P e Q, verifica-se o sequinte:

1 oP 0 Y 4 si
a) 0@ (ay(m,y) - af(x,y)) = e:(_)% nao € func¢do sé de x ;
1 oP 0Q 1 pode ser considerada
R - = —  (—gi — Y =
) P(z,y) (ay (z,y) o (x,y)) ey —|—sin§c( sing — ef) como fungdo de y .

Assim, a sequnda parte da Propriedade 2.2 estd satisfeita. Consequentemente, a equagdo (2.67)
admite factor integrante e este factor pode ser dado por

R
ply) =e W=

Tal significa que a equacao diferencial que se obtém multiplicando ambos os membros da equagao
(2.67) por u(y) = e~ Y € exacta e € equivalente & equagdo (2.67), pelo que ambas as equagoes
possuem a mesma solucao geral.

Multiplicando por e™Y em (2.67), obtém-se a equagao diferencial
e V(e +sinz)dx + e Y cosxdy = 0, (2.68)

que € uma equacgdo diferencial exacta, com a solugdo geral da forma U(z,y) = C, C € R. A
fungao U determina-se de modo a que dU(x,y) = 0, ou seja,

dU (z,y) = e Y(e¥ + sinx)dz + e Y cos zdy.
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Por conseguinte,

%—g =e Y(e¥+sinz) =1+e Ysinz

(2.69)

%—U =e Ycosz.
y

Partindo da primeira equacao deste ultimo sistema, obtém-se
U(z,y) = /(1 +e Ysinx)der +C(y) =z —e Ycosx + C(y) (verifique).

Por derivagcao em ordem a y desta ultima equacao, tem-se

(Zg =e Ycosz + C'(y).

Igualando os seqgundos membros de iltima equacdo e da sequnda equacao do sistema (2.69), vem
e Yeosz =e Ycosx+ C'(y),

donde C'(y) = 0 e, portanto, C(y) = K, com K constante real arbitrdria.

Do exposto conclui-se que a solugao geral da equacao diferencial (2.67) é

r—e Yeosr+ K=0, KEeR.

2.11 Exercicios.

1. Resolva as seguintes equacoes diferenciais de varidveis separaveis.

Y Ccosy

—
8
+

=
U

<
|

—~

<
+
w

~—

U
8
I

@)

)

)

)

)

)

) Y+ feey =0
)

)

)

() v =24
)

(1) o =y?cosz

2. Determine a solugao particular que satisfaz a condicao inicial indicada e esboce a curva
integral correspondente.

(a) y =42%  y(0)=0
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(14 y*)de —zydy =0,  y(1)=0

3. Resolva as seguintes equagoes diferenciais redutiveis a equacgoOes diferenciais de varidveis
separaveis.

(a) ¥ = (4o +y+1)>
(b) y' =sin(y —a — 1)
(c) vy +2y=3z+5
(d) ¥ =z —y+1)

4. Mostre que a equagao % = ¥ tem uma infinidade de solugdes da forma y = Cz, C € R,

que satisfazem a condicao inicial y|,—o = 0. Mostre, também, que se a condigao inicial for
Yla=0 = Yo, com yo # 0, a mesma equagao nao tem nenhuma solu¢ao. Construa as curvas
integrais da equagao diferencial dada.

5. Mostre que o problema de Cauchy g—g = y%, y|lz=0 = 0, tem, pelo menos, duas solugdes
se 0 < a < 1 e apenas uma no caso de a = 1. Construa as curvas integrais nos casos de
o= % ea=1.

6. Resolva as seguintes equacoes diferenciais apds verificar que se tratam de equacoes dife-
renciais homogéneas.

@) y =2+

(b) ¥ =¥ +sin (¥)

(c) (z—y)dx+2dy =0

(@) o = 22

(¢) w<y +65) =y

(f) a2y’ =y + wtan ()

(g) v? — day + 2%y’ =0

(h) (22 + y?)dz — 223%dy = 0
(i) 3ztydy = (425 — y5)dx

7. Resolva as seguintes equacoes diferenciais redutiveis a homogéneas.

(a) 2z —y+ Vdz+ (2y—z—1)dy =0
(b) (z+y+1)de+ (22 +2y — 1)dy =0

(0) y'In (L) = 55 —In (43)
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(d) 2z +8)dx+ (3y —bx —11)dy =0
() 3y—Te+7= Bz —Ty—3)y
8. Determine a equacao que define as curvas que satisfazem a seguinte propriedade: a orde-

nada na origem da recta normal a cada curva, em cada ponto pelo qual ela passa, é igual
a distancia desse ponto a origem das coordenadas.

9. Verifique que as seguintes equacoes sao equagoes diferenciais exactas e, a seguir, resolva-as.

(a) 2zy3 + 32%y%y' =0
(b) (322 — 2zy)dx + (2y — 2%)dy =0
() (z—y+1l)dy—(r—y—1)dr =0

10. Determine uma fungao M = M (z,y) tal que M(z,y)dz + (ze* + 2zy + 1)dy = 0 seja uma
equacao diferencial exacta.

11. Prove que ydz + (y — z)dy = 0 nao é uma equacao diferencial exacta, mas que admite o
factor integrante u(y) = =5. Resolva a equagao u(y) (ydz + (y — x)dy) = 0.

12. Verifique que a equagao y(y — 4)dx = (2 — y)dy ndo é uma equagao diferencial exacta.
Prove que admite um factor integrante u(x,y) = u(x) a determinar. Resolva a equagao
diferencial exacta resultante.

13. Resolva as seguintes equagoes diferenciais lineares de 1* ordem.

2

14. Verifique que as seguintes equacgoes diferenciais sao lineares de 1* ordem na variavel y ou
na variavel x e, a seguir, resolva-as.

15. Resolva o problema de Cauchy z(x — 1)y +y = 2222 — 1), y|z—2 = 4.

16. Se R é a resisténcia de um circuito eléctrico e L a auto-inducao, a relagao entre a inten-
sidade I e a forca electromotriz E é dada pela equacao £ = RI + L%, onde R e L sao
constantes. Se considerar F como uma funcao do tempo ¢, tem-se uma equacao linear nao
homogénea, cuja incégnita é I: %(tt) + %I (t) = @ Determine a intensidade de corrente
I(t) no caso de
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(a) E(t) = E() e [(O) = Io.
(b) E(t) = Epsin(2mnt), 1(0) = I,

onde Ey e Iy sao constantes.

17. Mostre que toda a equagao linear conserva a propriedade de linearidade apds a substituigao
da varidvel independente x = ¢(t), onde ¢ é uma funcao diferencidvel.

18. Mostre que toda a equacao linear conserva a propriedade de linearidade apds qualquer
transformagao linear da fungao incégnita y = a(z)z + B(z)z, onde o e [ sdo fungoes
diferencidveis arbitrarias, sabendo que a(x) # 0 no intervalo considerado.

19. Verifique que as seguintes equagoes diferenciais sdo equacoes de Bernoulli, com variavel
dependente y = y(z) ou com varidvel dependente z = x(y), e, a seguir, resolva-as.

(a) oy + 4oy = 2ze "\ fy
(b) dy = (y*e* —y)dw
(c) 2’ +yz=yyz

20. Identifique o tipo de cada uma das seguintes equacoes diferenciais. A seguir, resolva-as.

)

) (& —y)dy — ydx =
(c) ¥ =y tan x —y?cos

)

, 1—2z
y:

y2

(xye% + yz) dr = :EZe%dy

vy +y=y*lnzx
3r+y—24+y(x—1)=0

y =

b

xy + x2y3

(z —ysin?) dz + zsin Ldy = 0

/

y:

(2ze? + y*)y = yey
2y 2y
y+ 3=

sin?

)
)
)
)
(i) ' cosx — ysinz = sin 2z
)
)
)
)

21. Resolva os seguintes problemas de Cauchy.

(a) 2y’ =yln¥,  y(1)=1

(b) (y+2z)dx + (z —2y)dy =0, y(2)=1
(c) 3y’ = —(1 +3y3)ysinz, y(%) =1

(d) ydo + (z - 52°y)dy =0,  y(z)=1

(@ # =22, )=

(f) =y —4y=fc2\/z7, y(1) =1

29



Cadernos de Matemadtica, Universidade de Aveiro, Portugal — Série de Divulgacao — 10 de Fevereiro de 2012

2.12 Solucoes

(i) y=(z+3)C—3, CeR
6 y:ln|%|+C,C€R
(k) > +1=155, CeR
() y= SIH}HC,CER
(a) y=a*

(b) y=In x

(c) y=-1

(d) y=2%

(€) y=—2

(f) y=22+4

(g) y=2-V1—22

(h) 22 —y2 =1

4y —6x —7=Ce 2 CcR
3

http://ria.ua.pt

e“—%ezy—Zln\l—l—m—L;UQ:C,CGR, e y=-1

e y=g5+x+1+2km kel

In | VU2 |\ 38—y T 1+a0+C, CER, e y=42+9 e y=4o—7

(d Vi 12

(a) y* =2?2In|z|+C), C €R

(b) cos? —1=2*C(cos?+1), CER, e y=2k+ 1)z, keZ
(c) y=z(—Injz|+C), CeR, e =0

(d) > +2zy—22=C, CeR

(e) ez =lnlz|+C, CeR

(f) y =zarcsin(Cx), C€R, e y=krx, keZ)\{0}

(g) 4z =y(In|z|+C), C €R

(h) 2z =(x —y)(Injz|+C), CER e y==x
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

18.

19.

(a
(b

() (x+y)(1—1In

(d) (y —m—1)220(3y—2m+1),
(y—z+1)(y+z—1)° =

)
)
)
)
)
)

(e

:p—l—y )

2+’ +r—y—xy+C=0 CcR

r+2y+3n2—z—y|=C, CeR

C, CeR

$(Ca? ——) C eR\ {0}
(a) Sim. 2?23 +C =0, CeR
(b) Sim. 2® —2?y+y>+C =0, C€R
(c) Sim. zy— L +y+2—% +C=0, CER

Por exemplo, M (z,y) =

CeR

C, CeR

(e + xze)y + 3% + €*

s+hnfy+C=0, CeR

p(x) =x; 2?y(y —4)

_ x+1
=0 CEeR,

e

=C, CeR

y=(x+C)sin z, C €R
Y (C’+7),CGR
y=Cx®—2%2 CcR
)
Yy

y=20

=sin x+Ccos z, C €R
=z(Ce®—-1), CeR

e L

E, _R
_ ?0) t

x =
Y
Y
y:$2+1+0\/m, CeR
Y
Y

Cy+2y5 CeR, e y=0

(b) I(t) = RQHP;%[R sin(2nmt) + 2nwL(e”

(a) y= *212(0 + 1332

(b) y—c —, C eR,

() &= (14 Cev/4?,

)2,

e

C eR,
y=0
CeR

€

e y=0

=0
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22

(a) Equacao diferencial linear de 1* ordem; y =22 —2+Ce” 2z, C € R
(b) Equacao diferencial homogénea de 1* ordem; In |y| 4+ % =C, CeR, e y=0

(c) Equagao diferencial de Bernoulli ; y = m, CeR, e y=0

e) Equagao diferencial homogénea de 1* ordem; In |z| + ev = C,CeR, e =0

(
(f) Equacao diferencial de Bernoulli; y = m, CeR, e y=0

)
)
)
(d) Equacio diferencial de varidveis separaveis; y> = C + 3z — 322, C € R
)
)
g) Equacao diferencial exacta; (3z +2y—1)(z—1)=C, CeR
)

(
(h) Equacao diferencial exacta ou homogénea de 1* ordem; arctan% = Iny/22 + 9% +
C, CeR

(i) Equacao diferencial linear de 1* ordem; 2y cosx + cos(2z) = C, C € R

(j) Equagao diferencial de Bernoulli; z = y%, CeR
Ce™ 2 4+2—y2

(k) Equacao diferencial homogénea de 1* ordem; In|z| —cos2 =C, C € R

(1) Equacdo diferencial linear de 1* ordem; x = Cy? —y%(y + 1)e™ ¥, C€R, e y=0

. 2
(m) Equacao diferencial de Bernoulli; y = (w — cot x) ,CeR, e y=0

(a) y=we' ™"

(b) 2?2 +ay—y* =5
(©) ¥* = g

(d) «* = (y+%’>y2)

(e) Infy[+1=7

(0 V5= % (] +2)
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Capitulo 3

Equacoes diferenciais de ordem
superior a primeira

3.1 Nocoes basicas

Uma equacao diferencial de ordem n, com n > 1, pode ser apresentada na sua forma normal
(i.e., resolvida em relacdo & derivada de maior ordem (™)

y(n) = f('r7 y? y’? A 7y(n71))7 (3']‘)

onde f: Dy C R . R
(@9, 9,y D) = [y, 0y,

ou, na sua forma geral
F(x,y,y .y, ....y™) =0. (3.2)

No caso de n > 1, a equagao na forma (3.1), ou (3.2), é genericamente conhecida por equagao
diferencial de ordem superior a primeira.

O problema de Cauchy para uma equagao diferencial de ordem n, na forma (3.1)
ou (3.2), consiste em encontrar a solucao particular dessa equagdo que satisfaz n condigdes
iniciais na forma

y’IE::Eo = y01
y,|w:mo = y(l)a

(n—1)

(n_1)|z:xo =Y )

Y
(n—1)

onde zo, Yo, Yo, ---» Yo sao0 numeros reais.

Teorema 3.1 (Existéncia e unicidade de solugdo do problema de Cauchy) ! Uma equa-
¢ao diferencial de ordem n escrita na forma normal (3.1) admite, numa vizinhanga de xg € R

1 . .~ . NP .. ~
Note-se que o Teorema 3.1 representa sé uma condigdo suficiente de existéncia e unicidade de solugao do
problema de Cauchy. Outras condigoes (eventualmente, menos restritivas) podem ser formuladas.
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(i.e., para x9 — h < x < xo + h, para algum h > 0), uma Unica solu¢do y = y(x) do problema
de Cauchy

y™ = flz,y,y,...,y"7Y), Ylozzo = Yo»
y/|x:m0 = y{)a
_ -1
y(n 1)|x:zo - y(()n ))
2

se a funcdo f satisfaz as sequintes condigoes:

1°) f € continua numa certa vizinhanga DC Dy tal que (o, Yo, Yo, - - - ,y(()nfl)) e D;

. . . Of 0O 0 0
2°) as derivadas parciais 8—5, 875" 8;:,, S ,Wf_l)

existem?® e sdo continuas em D.

Exemplo 3.1.1 Considere o problema de Cauchy
' —xy +1=0, y(0)=1, 3/(0)=0.
A equagao diferencial y" — xy' + 1 = 0 pode ser escrita na forma normal (3.1),
y' =xy —1,

e, ¥y = f(z,y,y'), com

l

f: RS R3
(z,y,9) — flx,g.y)=xy -1

A fungdo f e as suas derivadas parciais, %5 =0e ng/ = x, sdo funcgdes continuas em R3 e,
portanto, sio continuas em qualquer vizinhan¢a D do ponto (xo,y0,v4) = (0,1,0) € R3. Do
Teorema 3.1 conclui-se que o problema de Cauchy dado admite uma tinica solug¢ao y = y(x) no

intervalo | — h, h[, para algum h > 0.

3.2 Reducao da ordem em equacgoes diferenciais de ordem su-
perior a primeira

Os seguintes quatro tipos de equagoes diferenciais de ordem superior a um resolvem-se efec-
tuando uma mudanca de varidvel conveniente que induz uma reducao na sua ordem.

2Definicdes de continuidade e derivadas parciais para funcoes reais de vérias varidveis reais introduzem-se de
modo andlogo como para fungoes reais de duas varidveis reais [1].
. . R v —1 —
3Aqui as derivadas parciais de f = f(zo,%0,¥0,- - ,yéﬂ >)) calculam-se como sendo z,y,vy’,...,y" Y

variaveis independentes entre si.
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3.2.1 Equacao diferencial contendo somente a variavel independente e a
derivada de maior ordem da fungao desconhecida

Considere-se a equacao diferencial de ordem n na forma

y" = f(). (3.4)

A equagao diferencial na forma (3.4) resolve-se integrando-a n vezes. O seu integral geral é

Yy = /< (/(/f(x)da:)da:)...)dx+cl (i(’i—l) O, 2(n—2) Gz 4O,
Ny

0 (- 2)!

n vezes

com C1,Cs,...,C, constantes arbitrarias reais.

Nota. Este tipo de resolucao equivale ao seguinte processo iterativo de mudanca de variavel.
Primeiro considera-se z; = y("*l) e resolve-se a equagao resultante 2] = f(z). Seja 21 = ¢1(x)
essa solucao. Tem-se entdo y(™ 1) = ¢1(z), que é da forma (3.4). Procede-se a nova mudanca de
varidvel z9 = y(”*2) e resolve-se a equagao resultante z, = ¢1 (). Seja 2o = ¢2(x) essa solugao.
Tem-se entdo y("2) = ¢o(z), que é da forma (3.4). Procede-se assim sucessivamente n vezes
até obter a solucdo da equagdo resultante z], = ¢,—1(x).

Exemplo 3.2.1 Considere a equagdo diferencial

2 ///

=3z+Inz. (3.5)

Dividindo ambos os membros por x> obtém-se equacdo

3 Inx
"
=—4—. 3.6
g (3.6)
Repare-se que a equacdo (3.5) sé tem sentido para valores positivos de x (dominio de Inx ), logo
a divisdo por x> é permitida.
Integrando ambos os membros de (3.6), obtém-se

1 1
y” = /(3 nx Cl / d$+/nxd$+01

lnx
= 3lnzx— — + / —dx + C1  (aplicando primitivagdo por partes),
x x

donde !
Yy _311156*71133** Cr. (3.7)
x x

Integrando agora ambos os membros de (3.7), vem

1 1
Y 3/1n1:dm—/Mdm—/wdx+/01d$+02

1
= S(wlnx—/xdac) - nzx—lnw—i—Clx—i—Cg

12
= 3:cln:c—3lnm—¥—ln:c+01x+02,
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ou seja,
In%z

y =3zInz —4lnx — + Crx + Cs . (3.8)

Integrando ambos os membros de (3.8), resulta

1
y = 3/m1nxd:r—4/lnxd:n—2/1n2xdx+(3’1/xdx+/(§’2d:n

3, 9 2 1 9 x?
= —( lna:—?)—él(xlnx—x)—a(xln x—2 lna:dx)—i—Cl?—l-C'gx—l-C’g

2
3 2 1 2
= 5( Inz — %) —4(xlnz —x) — §xln2$+xlnx—x+01%+C’2x—|—03,

donde, simplificando, obtém-se o integral geral (ou solugdo geral) da equagao diferencial (3.5)

3 1 ; ; .
y= §:c2ln$ —3zlnz — §xln2x—|—01$2 + Cox +C3, C1,05,03€R. (3.9)

3.2.2 Equagao diferencial nao contendo a fungao desconhecida
Seja a equagao diferencial de ordem n na forma
F(:E,y',y//,“' ’y(n)) = 0. (310)

Esta equagao pode ser resolvida efectuando a substitui¢dao y' = p, com p = p(z). Dada essa
mudanga de varidvel, as restantes derivadas de y, em (3.10), podem ser substituidas por y” =
o,y =9p",..., y™ = p» D e a equacdo (3.10) transforma-se na equacdo diferencial de
ordem n — 1, em ordem a nova varidavel dependente p,

F(x7p7p/7 e 7p(n71)) = 0.

Seja p = ¢(x,C1,C4, -+ ,Cp_1) o integral geral desta tltima equacao. Integrando ambos os
membros, obtém-se o integral geral da equagao (3.10)

y:/¢(x7017027”' 7Cn—1)dx+cn7 01702,...,Cn€R.

Exemplo 3.2.2 A equacdo diferencial de sequnda ordem
(z+1)y" =y —1 (3.11)

é da forma (3.10) com n = 2. Para resolvé-la considera-se a mudan¢a de varidvel dada por
y' =p, comp=p(x). Assim, y" =, ficando (3.11) reduzida & equagio diferencial

(z+1)p' =p—1, (3.12)

a qual é de 1* ordem nas varidveis x (independente) e p = p(x) (dependente).
Se p # 1, resolve-se a equagao diferencial de varidveis separdveis (3.12 ) obtendo-se
dp dx

P - 1 =1 1) +1 1= 1 R
b1 rg1 o P l=hlzrll+ iG] < p Ci(z +1), C1 € R\{0},
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ou seja,
p201($—|—1)+1, &) ER\{O}.

Se se supor C1 = 0 na dltima formula ter-se-ia p = 1, a qual também é uma solugio (solugao
particular) de (3.12) (verifique).
Assim, o integral geral da equagdo (3.12) é

p201($+1)+1, Cp eR. (3.13)

Regressando d varidvel y, observa-se que como y' = p entio y = Ci(z +1)+1,C1 € R.
Integrando, vem

y = C1/($+1)dm+/dx+02

(x4 1)2

Ch 5

+x+Cy, (1,05 €R,

donde a solugao geral de (3.11) €

y=Ci(z+1)2+z+Cy, C1,05€R,

3.2.3 Equacgao diferencial nao contendo a fungao desconhecida, nem as suas
derivadas até a ordem k — 1 inclusivamente

Agora considere-se a equacao diferencial de ordem n na forma
F(a,y® D oo )y — g (3.14)
Esta equacao resolve-se efectuando a substituicao

y®) = p, (3.15)

da qual resulta y(kH) =p,--, y(”) = p("=k) pelo que a equacio (3.14) pode ser reduzida a
seguinte equacao diferencial de ordem n — k:

F(z,p,p,- p" ) =0. (3.16)
Assuma-se que o integral geral de (3.16) é p = ¢(z, C1,Ca, -+ ,Cp—p). Assim, por (3.15), tem-se
y*) = (2,01, Ca, -, Cry).

Esta tdltima é uma equagao diferencial na forma (3.4), a qual se resolve integrando k vezes e
assim resultando o integral geral da equagao (3.14).

Nota. A equagao (3.10) é um caso particular da equagao (3.14) para k = 1.
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Exemplo 3.2.3 A equacdo diferencial de 3% ordem
2y Inz =y (3.17)
é da forma (3.14), com k =2 e n = 3. Para resolvé-la considera-se a mudanga de varidvel
y"' = p, (3.18)
com p = p(x). Assim, y"" =9’ e, por substituicao em (3.17), vem
zp'lnz =p. (3.19)

Procede-se agora a resolugao da equagao diferencial (3.19). Se p # 0 tem-se

d dx
xp'lnz =p & @ _

< Injp|=n|lnz|+1n|C|
P rzlnzx

e, finalmente,

p= Cilnz, ()€ ]R\{O}

Se C1 = 0, ter-se-ia p = 0, transformando a equacdo (3.19) numa identidade, o que significa
que p =0 € também uma solugdo (particular) de (3.19). Logo,

p=Cilnz, Ci€R,
€ o integral geral de (3.19).

Regressando a varidvel y, tomando em conta a substituicdo (3.18) efectuada, deduz-se o integral
geral de (3.17). Tem-se,

y":pﬁy":Cllna:<:>y/:Cl/lnxdﬂz—FC'g(:)y/:C’l(xlnx—ﬂf)—i-Cg

@y—Cﬁ(/xlnxdaL’—/xdx)+C’2/dx+C’3

2 2 2

T z T
@y:(h(?lna:—z—?)—i—ng—i—Cg.
Simplificando, vem
2 3 2
y201<%1n$*%)+C2$+03, C,Cy,C5 €R.

3.2.4 Equacgao diferencial nao contendo a variavel independente

Seja a equagao diferencial na forma
F(y,y, ", ,y™)=0. (3.20)
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Para resolver esta equacao efectua-se a substitui¢ao y' = p, com p = p(y). Todas as derivadas
v, y", -,y se podem exprimir & custa de derivadas em ordem a y, da nova funcéo p, tendo
em conta que esta é uma funcao composta, p(z) = p(y(x)). Na realidade,

y o _dpdy _dp
4 dr dydr dy ’
d d , dp dp dp d dp dp dy dp d dp. d
y'o= ) = e = s () = ST (502
dx dx ™ dy dx dy dx " dy dy dx dy dy dy’ dx
i dy dp .o dgpd?/ N dp o 2d2p o N2 2 1

Substituindo as expressoes assim obtidas na equagao (3.20), obtém-se uma equagao diferencial
de ordem n — 1,

F(y,p,ps...,p" V) =0,

a qual é da forma (3.2), se se considerar aqui que y é a varidvel independente e p = p(y).

Exemplo 3.2.4 Considere a equacdo diferencial
(¥')* +yy" =0. (3.21)

Nesta equacao a varidvel independente nao estd presente explicitamente, logo esta equagdo di-
ferencial tem a forma (3.20). De acordo com o método de resolugio descrito em 3.2.4, efectua-
se a substitui¢io y' = p(y). Assim, a equagdo diferencial inicial transforma-se na equagao
p? +ypp’ = 0, ou, equivalentemente,

p(p+yp') =0.

Duas situagoes distintas podem ocorrer: p=0 oup+yp =0 .
Sep=0, entio y' =0 e, portanto, y = K, K € R, € solu¢ao da equacao diferencial (3.21).
Se p+yp' =0, resolva-se essa equacao (equagao diferencial de varidveis separdveis),

C
p+yp':0<:>---<:>p:j, C: eR.

Lembrando que p =1, obtém-se
C 2
y = —1<:>ydy201dx<:>% = Ciz + Cy,
Y
donde a solugao geral da equagdo diferencial inicial de 2* ordem é

y’=Cz+Cy, C,C R (3.22)

E evidente que a solugdo geral obtida (3.22) contem a solugdo particular y = K, K € R, se se
supor C1 =0, Cy = K2.
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3.3 Equacao diferencial linear de ordem n
A uma equacéo diferencial na forma
y™ + al(a:)y("fl) +otan1(2)yY + an(x)y = f(2) (3.23)

chama-se equagao diferencial linear de ordem n, sendo ai(x), - ,an—1(z),a,(x) os seus coe-
ficientes.

Se f(z) = 0, a equagao (3.23) diz-se uma equagao diferencial linear homogénea; caso contrario,
diz-se uma equagao diferencial linear nao homogénea (ou completa).

Propriedade 3.1 (Principio da sobreposicao) Se y = yp, e y = yp, sdo duas solu¢ies
particulares de uma equacao diferencial linear homogénea, entao y = yp, £ yp, € também uma
solucao particular dessa equacao.

Exemplo 3.3.1 Considere a equagao diferencial linear homogénea

y' —y —2y=0. (3.24)

T T

A fungdo y; = e € uma solugao particular de (3.24) jd que, substituindo em (3.24)y por e *,

vem
(™) — (™) =2e"=0e"+eT-2"=0&0=0,

ou seja, obtém-se uma identidade.

E fdcil, também, verificar que yo = €** é uma outra solu¢io particular de (3.24). Assim,
sendo y1 e ya duas solugoes particulares de (3.24), pelo Principio da sobreposicdo, a fungao,
por exemplo, y3 = be~* — e** ¢, também, uma solucdo particular de (3.24).

Propriedade 3.2 A solugao geral de uma equagdo diferencial linear ndo homogénea da forma
(8.23) € dada por
Y=1Yp +yH,

onde 1y, € uma solugdo particular da equacdo linear nao homogénea (3.23) e ymg € a solugao
geral da equagdo linear homogénea associada y™ +ay(z)y™ D+ +apn_1(2)y +an(z)y =0 .

Exemplo 3.3.2 Considere a equagao diferencial linear ndo homogénea

y" + 3y =10cosz. (3.25)
Sabendo que y = C1 4+ Cre 3%, C1,Co € R, € a solugdo geral da equacdio diferencial homogénea
y" 4+ 3y = 0 e que a fungao y, = 3sinz — cosz € uma solugio particular de (3.25), pela

Propriedade 3.2, conclui-se que a solugao geral de (3.25) é

y=C1 + Che 3 £ 3sinz —cosz, C1,Co €R.
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3.3.1 Equagao diferencial linear homogénea com coeficientes constantes
Seja a equacao diferencial na forma

y™ +ay™ Y a1y +ay =0, a R (3.26)
A esta equacdo chama-se equagao diferencial linear homogénea com coeficientes cons-

tantes.

Para resolver uma equagao diferencial na forma (3.26) comega-se por construir a sua equagao
caracteristica®,
AN+ a N a A +a, =0, (3.27)

e por encontrar todas as raizes (reais e/ou complexas) dessa equagao caracteristica construida.
Sejam A1, Ao, -+, A\, € C as raizes de (3.27). Pode ser demonstrado que a solugao geral da

equagao (3.26) é dada pela soma de termos correspondentes as raizes distintas Aj, Ag, -, Ag,
k < n, do seguinte modo.

e A cada raiz real simples \; corresponde um termo na forma

Cz‘eAix.

e A cada raiz real \; de multiplicidade m, m > 1, corresponde uma soma de m termos na
forma
(Cll + Clx + 0131’2 + -+ Clmxmfl) Nz

e A cada par de raizes complezas conjugadas simples, A\ = as +i8s e \; = as — ifs,
corresponde uma soma de dois termos na forma

Cs, e cos(fsx) + Cs, e sin(fsx).

e A cada par de raizes complezas conjugadas de multiplicidade m, m > 1, \} = a; +1if3; e
A = oy — i, corresponde uma soma de 2m termos na forma

(A, + Az + -+ + Atmxm_l)eo‘tx cos(Bix) + (B, + By,x + -+ + Btmxm_l)eo‘“ sin(fx) .

As constantes C;, Cy,, Cs,, Cs,, At;, By, € R, com i = 1,..,k e j = 1,2,...,m, sdo as possiveis
constantes arbitrarias que devem estar presentes, em numero total de n, na solugao geral da
equagao diferencial linear homogénea de ordem n.

Exemplo 3.3.3 A equacdo diferencial
3y +y —2y=0 (3.28)

€ uma equacdo diferencial linear homogénea de sequnda ordem com coeficientes constantes. A
sua equacao caracteristica €
3N+ A —2=0.

4A equacio caracteristica da equagao diferencial (3.26) é uma equagao na incégnita A que resulta de (3.26)
quando se substitui a derivada y® por A!, para i = 0,1,2,...,n. (Note que y©@ := gy, pelo que a y em (3.26)
corresponde A’ = 1 na equacdo caracterfstica.)
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Resolvendo-a tem-se

—1+v1+24 —1+5
—+<:>)\:

N+ A—2=0&c )=
+ 6 6

donde as raizes da equagdo caracteristica (reais simples) sao

2

Consequentemente, a solu¢ao geral da equagao diferencial (3.28) é

y=Cie* + 0262/‘% , C1,C5 € R.

Exemplo 3.3.4 A equacdo diferencial
y/// _ 4y// + 4y/ — 0

€ uma equacdo diferencial linear homogénea com coeficientes constantes e tem como equagao
caracteristica

M AN+ A =0 AN -4 +4) =0e A\ —2)? =0.

As raizes dessa equacdo caracteristica $ao
A =0 e X2 =2 (raiz dupla).
Assim, a solugcao geral da equacdo diferencial é

y=0C1+ 02€2x + C3ZL‘€2$ , C1,05,C5 € R.

Exemplo 3.3.5 Considere a equagao diferencial linear homogénea
v + 4y +29y = 0. (3.29)

A sua equacdo caracteristica, N> + 4\ + 29 = 0, tem duas raizes complezas conjugadas )\1F =
—245i e \] = —2—5i. Logo, a solugdo geral de (3.29) é

y = Cre % cos(bz) + Cye **sin(5z), C1,Cy € R.

Exemplo 3.3.6 A equagdo diferencial linear homogénea
yW 4y =0 (3.30)
tem como equacgdo caracteristica associada \* + X2 =0 e as suas raizes sdo
A1 =0 (raiz dupla) , AN =+i (duas raizes complezas conjugadas).
Consequentemente, a solu¢ao geral da equagao diferencial dada (3.30) é

y=C1+ Cox+Cscosx+ Cysinx, Cq,Cy Cs,Cy €R.
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3.3.2 Equagao diferencial linear nao homogénea com coeficientes constantes

Seja uma equagao diferencial na forma

com f func¢ao nao nula. E, portanto, uma equacao diferencial linear ndo homogénea com coefi-
cientes constantes. Para resolver (3.31) pode ser aplicado o chamado método de Lagrange,
também conhecido por método de variacdo das constantes arbitrdrias.

Método de Lagrange
Primeiro, resolve-se a equacao diferencial linear homogénea associada a equagao (3.31) e dada
por

y™ + a1y 4 a1y Fany=0.

Seja yg = Ciy1 + Coya + - - - + Cryn a sua solucao geral.

A seguir, admite-se que as n constantes arbitrarias, C1,Cs,...,C,, sao fungoes de z, i.e.,
Cy = Ci(x), Cy = Cy(x), ...,C, = Cp(x). Procure-se, agora, a solugao geral da equacao
diferencial ndo homogénea (3.31) na forma

y=C1(x)y1 + Ca(x)y2 + - -+ + Cr(x)yn , (3.32)
com Cj(z),i = 1,2,...,n, a determinar de modo que as suas derivadas satisfagam o seguinte
sistema de n equagoes lineares nas n incégnitas Cf(x), Ch(x),...,C} (z):

Ciz)yy  + .. + Cl(x)y, = 0
Cil@yy  + . + Cu@)y, = 0
C’{(:J;)ygn_z) + ..+ C’;L(a;)y,(ln_m = 0
n—1 n—1
Cl@w"™ + .+ i’ = f@).

Resolvendo este sistema® e integrando as solucdes encontradas Cl(z),i=1,2,...,n, obtém-se as
expressoes

C’i(m):/C’Z{(m)d:ﬂ—l—C’i, CieR,i=1,2,. . n

Por substituicao, em (3.32), das expressoes obtidas, resulta a solugao geral da equacao linear
nao homogénea (3.31)

y = </C{(x)dx+(§1> Y1 + </C§(a:)dx+(32> Yo+ ...+ (/ c,g(x)dx+én> Yn. (3.33)

Nota. A solugao geral (3.33) pode ser escrita na forma

y = C’l(x)yl + C’g(x)yg 4+ ...+ C’n(x)yn +§’1y1 + C’gyg 4+ ...+ C’nyn , (3.34)
Yp YH
onde C’Z(x) designa uma primitiva de C/(z), i = 1,2,...,n. Observe-se, também, que em (3.34)

yp € uma solucdo particular da equacao linear nao homogénea (3.31) da forma (3.32) e yy é a

5Para resolver o sistema de equaces lineares utiliza-se qualquer um dos métodos conhecidos da Algebra Linear
como, por exemplo, o método de eliminacao de Gauss, o método de Cramer, etc. [ver bibliogr. especifica].
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solugao geral da equagao linear homogénea associada & equagao (3.31). Assim, a solugdo geral
na forma (3.34) estd de acordo com a Propriedade 3.2.

Exemplo 3.3.7 A equacdo diferencial

6322

€ linear ndo homogénea com coeficientes constantes. Para resolvé-la determine-se, em primeiro
lugar, a solucdo geral da equacao diferencial linear homogénea associada

y' — 6y +9y=0. (3.36)

A equacdo caracteristica correspondente a esta ultima equacdo, N> — 6X +9 = 0, tem uma raiz
dupla, A\ = 3, donde, a solugdo geral de (3.56) é

y=e*(Ch +2Cy), Cp,Ch R,

Determina-se agora a solugdo geral de (3.35) pelo método de Lagrange ou método de variagdo
das constantes. Tome-se, entdo,

y = C1(z)e>® + 20y (x)e®”

com Cy = C1(x) e Co = Cy(x) fungoes a determinar de modo que

C1(z)e3® + xCh(z)ed* = 0 (3.37)
C1(2)3e3® + Ch(x) (3 + 3xe®™) = 6373: '
Resolvendo o sistema (3.37) resulta
C1(z) +2Cy(x) =0 o Cil@)=—2Cy(z) [ Ci(e) = -1
3C (x) + Ch(x) + 32Ch(x) = % Ch(x) = % Ch(z) = %

Por consequinte,
Ci(z) = -2+ K
Cy(z) =ln|z|+ Ky, Ki,Ky€eR.
Do exposto conclui-se que a solugdo geral da equagao diferencial nao homogénea (3.35) é
y=e(—z+ Ky +z(ln|z| + K2)), Ki,K€R,

ou, expressa doutro modo,

y= K| +2e3Ky —xe3® +ze3Inlz|, K, K, €R.

sol. geral da uma sol.
eq. homog. (3.36)  part. de (3.35)
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3.3.3 Equacao de Euler

Uma equacao diferencial na forma
aoz™y™ + a1z ™Y 4+ an_12y +any =0, (3.38)

onde todos os coeficientes a;,7 = 1,2, ...,n, sao constantes, chama-se equagao de Euler.

Para resolver este tipo de equagoes diferenciais efectua-se a substituigdo ¢ = In|z|. Daqui

tem-se v = €', se x > 0 ou x = —¢, se x < 0. Seja x > 0. Nesse caso, ‘fl—f =ee
dy
dy @ dy
! dt —t
— XAt _ 2J 3.39
y Tl ¢ g (3.39)
dt
dy’ d/ —td —t,d? d
R S 1 G ) Gt = a) _ o Ly dy (3.40)
A "E Y T ¢t —C Nae T a” '
dt dt

)

donde a equacao (3.38) pode ser reduzida a uma equagao linear homogénea com coeficientes

constantes, em ordem a fungao desconhecida y; = y(t) e as suas derivadas y; = %, na forma

boys™ + bayl" Y - b1y + bay = 0. (3.41)

Se x < 0, o resultado da substituigdo vai dar novamente a equagao (3.41).

Resolvendo esta equagao e voltando a varidvel inicial através da substitui¢ao ¢ = In |z|, obtém-se
a solugao geral da equagao (3.38).

E evidente que z = 0 satisfaz a equagao (3.38) se e s6 se a, = 0.

Exemplo 3.3.8 A equacdo
2y + 2y =0 (3.42)

¢ da forma (3.38) comn =2 e ay =0. Logo, x =0 € uma solugio de (3.42).
Tomando em conta (5.39) e (3.40), a mudanga de varidvel x = €' em (5.42) resulta

2t(d2y dy)e—Zt +€t@e—t _

—g_Z 0.
dt

ez dt

Simplificando obtém-se a equacdo diferencial

dgy

ae =

Resolvendo esta equagcao vem
yé'zO@yé =C1 sy =Cit+Cy, C1,Cs € R,
Regressando a varidvel x (t = In |x|), obtém-se a solugdo geral de (3.42),

y=Cilnlz|+Cy, C1,C2€R e z=0.
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3.4 Exercicios

1. Integre as seguintes equacgoes diferenciais.

) Y =

) ¥ =x+sinz
) zy® =1

) 2%y = ()’

) ¥ + ¢ tan z = sin 2z

) ay —y = a2

) zy” —y' — xsin (%) =0
) I+e")y"+y =0

)
)

2,

2y = (y")?

(J :L,y///+y/l_$_1:0

2. Resolva os seguintes problemas de Cauchy.

(a) ¥ =we”, y(0)=1, y(0)=0
Inx

() y"=—, w)=0, y1)=1, y'(1)=2

3. Encontre a equacgao diferencial linear de 2% ordem de coeficientes constantes que tem como
solugbes particulares as seguintes fungoes:

T —x

(a) y1=e
(b) y1 = e 2cosx e Yo =€~

€ Yy=¢€

2/2 5in &

4. Construa uma equacao diferencial linear homogénea de coeficientes constantes e escreva a
sua solugao geral, sabendo que as raizes \;, da equagao caracteristica associada a equagcao
diferencial, sao:

M=3 l=-2

dada.
(a) y = Ce”
(b) y = Cy + Cae” + C3 cos(bx) + Cysin(bx)
(c) y = C1e** 4 Cowe™
(d) y = €2 (C} cos(3x) + Cqsin(3x))

6. Encontre o integral geral da equacgao diferencial dada.
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y' =2y —2y=0

' + 6y + 13y = 0
3y’ —2y —8y =0

4 +4y' +y=0

yW +4y” +3y =0
yW—y" =0

y©® — 6y +9y" =0
y©® 1+ 2y 4y =

7. Determine a solucao particular da equagao linear homogénea que satisfaz as condigoes
iniciais dadas.

(a) ¥" =5y +4y=0; y(0)=1y'(0)=
M) v -2y +y=0; y2)=1, 9 (2) =-
() "=y =0; y(0)=3, y(0)=-1, y"(0)=1

8. Calcule, pelo método de variagdo das constantes, a solucao geral das seguintes equagoes
diferenciais lineares nao homogéneas.

y" — 5y’ + 6y = 13sin(3x)

(b) 3" — 3y + 2y = (2 + x)e3®
(C y/, + 4y = Slril X
(d) 3" — 4y’ = 2cos? 4x

—T

y' —y=e
y' -7y =x—1

9. Resolva o problema de Cauchy dado.

(a) ¥ =2y =2e"; y(l)=-1;y(1)=0
(b) ' +4y=x; y(0)=1;y(0)=3
(¢) ¥y =2y +2y =4e*cosz ; y(m)=me™; y(m)=¢e

10. Resolva as seguintes equagoes de Euler.

) 22y" — 3xy’ + by = 32

) 2"—|—azy +y=0

) 22y + 2y + 4y = 10z
(d) z%y" — 6y =12Inx

) 2%y —3zy” + 3y =0

) 2y =2y =0
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3.5 Solucoes

1.

(a
(b
(a
(b
(a
(b
(c
(d
(e
(a
(b
(c
(d
(a
(b
(c
(d

e

(
(f
(g
(h
(a
(

)
)
)
) Y
) Y
) Y
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
) Y
) Y

b

- N

L —sinx+Ciz+Cy, C1,C€R
In|z| + C123 + Cox? + Csz + Cy, Cy,Cy,

http://ria.ua.pt

=Ciz +zarctanz —Inv1+22+Cy, C1,C5€R

C3,Cy eR

01$—1n|01$+1‘+02, Ci,CeR, e y=C, CeR
= sinx—kC’g—i—aH—%sin(?x), C1,C5 R
:C1x2+Cz+e’”(x—1), C,Cy R

= (C%2% + 1) arctan(C1z) — C1z + Cy, C1,C2 €R e y= IWZIQ +C,

Yy
CceR

C’l(x—e*x)—i—CQ, C,Cy eR

Ga? - C¥Hx+ Ci)lnjz + C1| + Cox + C3, C1,05,C3 €R
%(m3+6x)+013:1n|x]+02x+03, Ch,05,C3 R

(x—2)e +x+3
ln x+3x272x+2

4y" + 4y +5y =0

01,02,C3 cR

' =y —6y =0, y=01e>* +Coe ™2, C,Co€R

y' =2y +y=0, y=Cre® +2C", C1,C2€R

y" — 6y +13y =0, y = e3*(Cy cos(2z) 4+ Cosin(22)), C1,C2 €R

y" —8y" + 16y =0, y = C1 + Cae® + xC3e”

y" —6y" +12y —8y =0, y = e2*(Cy + 20y + 22C3), C1,05,C3 €R
y —3y=0

y @ — y" 4 25y" — 25y’ =0

y' =4y +4y =0
y' =4y +13y =0

Y=
Y
)
Y
Y
)
Y
Y

e (Cy cos(v/3x) 4+ Cysin(v3z)), Cp,Co €R
e 3””(01 cos(2x) + Cysin(2x)), C1,C2 €R
Che 3% + Che®™, (1,05 €R

e 2(Cy + Coz), C1,C2 €R

Cicosxz+ Cosinz + Cy cos(\/ga:) +Cy sin(ﬁx) , C1,09,05,C4€R
Cl _'_021.4_0361_’_646793’ C1,02,03,04 cR
Cl +C’2$—|—03582+ (C4—|—C5$)63x, C1,C5,C3,04,C5 € R,

C1+ Cox + 03.1,‘2 + 04353 + €_$(05 + C@.T) R

(4 3x)e”
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24+ %

Che3® + Che?r — %sin(&x) + %COS(&I’) , (1,05 eR

Che® + Che?® + %(gv2 —2z+2)e3, C1,C2€R

—cos(2x) In | sin 2| + cos? x — x sin(2x) + Cy cos(2x) + Cy sin(2z),
Cy + Cael® — ﬁ sin(8x) — % cos(8z) —jz— 1=, C1,C2 €R
Cre ™ 4+ Cqe® — %xe‘x, C1,C € R

C1 + Coe™ — 1—14962 + %x, C1,Cy €R

el _2e% pe—1
2 4 cos(2x) + (§ — §) sin(2x)

e’((2e —m —1)sinx — 7 cosx)

22(C1 cos(In |z|) + Cosin(In|z]) +3), C1,Co € R
Cy cos(In|z|) + Cosin(In|z]), C1,Cy € R
Cicos(2In|z|) + Cysin(2ln |z]) + 22, C1,C2 € R
Ciz®+ % -2z +4, C1,03€R

Cy + Coz? + Cyat, C1,Cs,C3 €R

Cy + Coln|z| 4+ Cs23, C1,Cs,C3 €R

49

01,02 eR



http://ria.ua.pt

‘ “e0TRUIDIRIAl OP SOUISPR))
— [®SNYI0J ‘OIIOAY Op OPRPISISATU() ‘“BOI)T
— 0RJRS[NAI(] 9P OLIYG — [®
GT0G 9P OIRISA™] 9P 0T g

50



Cadernos de Matemadtica, Universidade de Aveiro, Portugal — Série de Divulgacao — 10 de Fevereiro de 2012

http://ria.ua.pt

Capitulo 4

Sistemas de equacoes diferenciais
lineares de primeira ordem com
coeficientes constantes

4.1 Nocoes basicas

Um sistema de n equacoes diferenciais lineares de 1* ordem com coeficientes con-
stantes é um sistema constituido por n equacoes diferenciais na forma'

Yp = anyr + ay2 + - 4+ amyn +  fi()
Yo = an i1 + axy2 + - + a2y + f22)
. . . ) ) . (4.1)
- : : . : :
Yo = @Y1 + an2y2 + 0+ awmyn + falz),
onde a;; € R, 7,5 =1,...,n, sao os coeficientes do sistema, f;, i = 1,...,n, sao funcoes reais de
variavel real, y1 = y1(x), y2 = y2(x), ..., yn = yn(x) sdo fungdes desconhecidas, com derivadas
Y = %, yh = %, ey Y= %?, e x é a varidvel independente.
Se fr = 0, para todo o k = 1,2,...,n, o sistema (4.1) diz-se homogéneo; caso contrario,

diz-se nao homogéneo (ou completo).

Uma solugao do sistema (4.1) é formada por n funcoes,

v = (o)
y2 = y2(z)

que, quando substituidas juntamente com as suas derivadas em (4.1), transformam todas as n
equacoes do sistema em identidades.

L Aqui apenas sdo considerados os sistemas de n equacdes diferenciais com n de funcdes desconhecidas.
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O integral geral do sistema (4.1) é a familia das solucoes deste sistema na forma

yl = @1(%,01,02,...,071)
Y2 = (,DQ(:E, 01, Cg, e ,Cn)

Yn = <pn(3:, 017 027 ) CTL) )
sendo C4,Cy,...,C, constantes reais arbitrarias.

O problema de Cauchy para o sistema de n equagoes diferenciais lineares de 1* ordem consiste
em encontrar a solugao do sistema (4.1) que satisfaz n condi¢oes iniciais da forma

yi(zo) =91, vo(mo) =93, -+, ynlz0) =yh, (4.2)

onde y¥,99,...,y° sdo niimeros reais.

4.2 Alguns métodos de resolucao de sistemas de equacoes dife-
renciais

Existem vérios métodos de resolucao de sistemas de equacgoes diferenciais homogéneos e nao
homogéneos. Neste texto estao descritos apenas os métodos mais simples: resolu¢ao directa e
método por eliminacao.

4.2.1 Resolugao directa

Quando as equagoes do sistema (4.1) sdo independentes entre si, i.e., cada uma delas é uma
equacao diferencial em termos de uma sé funcao desconhecida, distinta de equagao para equacao,
a solucao geral do sistema encontra-se integrando separadamente cada uma das equacoes do
sistema.

Exemplo 4.2.1 Seja o sistema

dys _

dyr _
{ dn — Cosw
dx =Y2 .

As duas equacdes que constituem o sistema sao independentes entre si, sendo a primeira equacao
na varidvel dependente y1 = y1(x) e a segunda na varidvel dependente yo = y2(x); x € a varidvel
independente. Resolvendo separadamente cada uma dessas duas equagoes diferenciais, obtém-se
a solugao geral do sistema

Y1 sinx + C
ya = Cae” , C1,C5 e R.

2Para estudo de outros métodos de resolucdo de sistemas de equacdes diferenciais, consulte, por exemplo, [7].
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4.2.2 Método por eliminacao: sistemas 2 x 2

O método por eliminacao para a resolucao de sistemas 2 X 2 consiste em reduzir o sistema
a uma unica equacao diferencial linear de segunda ordem dependente apenas de uma funcao
desconhecida.

Seja o sistema na forma

y = any + a2z + fi(z) (4.3)
7= any + anz + fo2), '

com y =y(z) e z = z(x).
Para resolver este sistema, pelo método por eliminacao, comece-se por referenciar, por exemplo,
a primeira® equacio do sistema (4.3),

Yy =an y+a 2+ fi(x). (eql)

Derivando a equagdo (eql) em ordem a z, obtém-se y” = ai; ¢y + a1z 2’ + f{(x). Substituindo
nesta a derivada 2’ pela sua expressao dada na segunda equacao do sistema (4.3), vem

y" = any + a2a21y + ar2a22z + arafo(z) + f1(x). (eq2)

Da equagao (eql) resulta z = é(y’ —any — fi(x)), pelo que substituindo na equagao (eq2) se
obtém

7

Y = (a11 + a22)y + (a12a21 — arnaz)y — asa fi(x) + a2 fa(z) + fi(z),

que é uma equacao diferencial linear de segunda ordem, em termos da fungao desconhecida y.
Resolvendo esta equagao resulta a expressao geral da fungao y, y = ¢1(z, C1,C2), C1,Cy € R.
Substituindo y e a sua derivada na equagao (eql), vem a expressao geral da fungao z na forma
z = po(x,C1,Cy).

A solugao geral do sistema (4.3) é

y = ¢i1(z,C1,Cy)
z = ng(ﬂ:‘,Cl,Cg), Cl,CQER.

Exemplo 4.2.2 Considere o sistema de equacdes diferenciais lineares homogéneas

y ==z
Z=—y.

Trata-se de um sistema de duas equagoes diferenciais lineares com coeficientes constantes e em
termos de duas fungdes desconhecidas y = y(x) e z = z(x).
A primeira equacdo do sistema €

y =z (eql)

3E evidente que qualquer equacio do sistema pode ser considerada como a primeira.
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Derivando (eql), em ordem a x, vem
! /

y' =2z
Tendo em conta a sequnda equacao do sistema inicial, vem

y' = -y,
a qual ja € uma equacgdo diferencial linear homogénea de 2° ordem em y. A sua solugao geral €
y=C1 cosz+Cy sinz, C1,Cy € R (verifique), donde y' = —C4 sinz+ Co cosx. Substituindo
a expressio obtida para y' na equacao (eql) obtém-se z = —Cy sinx + Cy cosz.
Assim, a solugcao geral do sistema inicial é

y = Cp cosx+ Cy sinx
z = —(Cq sinz+ Cy cosx, C1,C9 €R.

Exemplo 4.2.3 Considere o sistema de duas equacdes diferenciais lineares ndo homogéneas

=y
Yy = =9z + 6y + .

Aqui as fungoes desconhecidas sao y = y(t) e x = z(t) e a varidvel independente € t.
A primeira equacdo do sistema é

' =y. (eql)

Derivando (eql) em ordem a t, obtém-se " = y'.

Substituindo, nesta equacdo, a expressao
de y' dada pela sequnda equacdo do sistema inicial, vem uma equacao diferencial linear nao
homogénea de 2% ordem

2 — 62’ + 9z =t.

A sua solugio geral é x = €3 (Cy + tCy) + %t + %, C1,Cy € R (verifique), donde x' =
3301 + Co(3t + 1)) + % e, tomando em conta a equacdo (eql), obtém-se y.

Assim, a solugao geral do sistema inicial é

x = O +1Co) + §t+ 5
y = eSt(301—|—02(3t—|—1))+%, C1,Cy € R.

4.2.3 Método por eliminagao: caso geral

A ideia base do método por eliminagao, para resolver um sistema de equacoes diferenciais linea-
res do tipo (4.1), com n > 2, consiste em reduzir o sistema a uma unica equacao diferencial linear
de ordem n, em relagdo a uma das fungoes desconhecidas. Tal equacao constréi-se derivando
n — 1 vezes uma das equagoes do sistema (4.1) e eliminando sucessivamente as restantes n — 1
funcoes desconhecidas e as suas derivadas na equacao diferencial em construcio.*

Por exemplo, para reduzir o sistema (4.1) a uma equagao diferencial linear de ordem n, em
relacao a funcao desconhecida v, executam-se os seguintes passos. Escolha-se uma das equagoes

4Este método é aplicdvel sempre que for possivel construir tal equacio diferencial linear de ordem n.
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do sistema (4.1), por exemplo, a primeira. Esta serd referenciada por (eql),

Yy =ai1 y1+ a2 Y2 + -+ ain yn + fi(2). (eql)

Deriva-se (eql) obtendo-se a equacao yi = ai1 ¥} + a12 ¥4 + -+ + ain y,, + f1(x). Substituindo
nesta as derivadas y5, - - - , y,, pelas suas expressoes dadas nas n — 1 tltimas equagoes do sistema
(4.1), obtém-se uma nova equagao

yi/:h?(xaylvyi7y27y3a"'7y’n)' (€q2)

A seguir deriva-se a equacao (eq2). Eliminam-se 5, - - ,y/,, utilizando as n— 1 dltimas equagoes
do sistema inicial, donde resulta

v = ha(z,y1, ¥1, v y2, Y35 - -, Yn). (eq3)

Repetindo este procedimento até n vezes obtém-se n equagoes diferenciais: (eql), (eq2),...,
(eqn). A custa das n — 1 primeiras equagdes, (eql), (eq2),...,(eq(n — 1)), determinam-se as
expressoes para Yo, - - , Y, em termos de y1, v,y ... ,ygn_l). Substituindo estas expressoes na
equagao (eqn), eliminam-se ys,- - , ¥y, obtendo-se uma equacao diferencial linear de ordem n
em termos apenas da funcao desconhecida y;. Resolvendo essa equagao encontra-se a expressao
geral para a funcao y;. Conhecida a expressao para y; e, consequentemente, as expressoes
para as suas derivadas y{, v, ,y%n), consegue-se obter as restantes funcgoes desconhecidas
Y2, , Yn, concluindo a resolucao do sistema (4.1).

Exemplo 4.2.4 Considere o sistema de trés equacies diferenciais lineares homogéneas

’=x—y+=z
Y =x+y—=z (4.4)
2 =2x—u.

Neste sistema a varidvel independente € t e as fungées desconhecidas sio x = x(t), y = y(t) e
z=z(t).
Escolha-se a primeira equacao do sistema,

¥=xz—y+z. (eql)

Por derivacao, em ordem a varidvel t, desta equacao e tendo em conta as duas ultimas equacoes
em (4.4), resulta

=2 —y+7 & =2 (x+y—2)+(2z—vy)
& =2+ r-2y+=z. (eq2)

A sequir, derivando a equagao (eq2) e tendo em conta, novamente, as duas ultimas equagdes do
sistema (4.4), obtém-se

" "

" =2"+2 -2+ & =24 -2 +y—2)+ 22 —y)
& 2" =2"+2 -3y+22 (4.5)
Com base nas (eql) e (eq2) determinam-se y e z em termos de x, 2’ e 2" do sequinte modo:

(eql) o ¥=x—-y+z N z=2 —x+y
=2 +r—-2y+=z2 =24+ -2y+a2 —x+y
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N z=1' —x+y - z=a —x+22 — 2"
2 =22 —y y=22"—a"

z2=32 —x—2"
< { Yy = 25[?/ _ x//. (46)

Substituindo, em (4.5), y e z pelas expressoes encontradas em (4.6), obtém-se uma equagao
diferencial linear homogénea de 3% ordem com coeficientes constantes,

2" =2 +2' - 322 —2")+ 232" — 2z —2").

Sitmplificando, tem-se
n

2" = 22" — 2’ + 22 =0.

A solugao geral da ultima equacdo diferencial é
z=Chel + Coe™ ' +C3e? , C1,C5,C3€R (verifique).

Calculando a primeira e a sequnda derivadas da fun¢do x encontrada, e tendo em conta (4.6),
pode, finalmente, escrever-se a solugao geral do sistema inicial (4.4)

x = Ciet +Cret 4 0362t
y = Ciel —3Ce !
z = C’let — 5Cze_t + 036216 , C1,09,C3€R.

4.3 Problema de Cauchy para sistemas de equacoes diferenciais
lineares de 1 ordem

Pode formular-se a seguinte condicao suficiente de existéncia e unicidade de solucao do problema
de Cauchy para sistemas de equacoes diferenciais lineares de primeira ordem com coeficientes
constantes [8].

Teorema 4.1 (Existéncia e unicidade de solugao do problema de Cauchy) Seja o sis-
tema de equagoes diferenciais lineares (4.1), sujeito as condi¢oes iniciais (4.2), e com as fungoes
fi, i =1,...,n, definidas num certo dominio D C R que contem o ponto xg. Se existe h > 0
tal que, para todo x €)xg — h,zo + h[C D, as fungdes f; e as suas derivadas f] sao continuas
entao, em |xg — h,xo + h|, existe uma dnica solu¢iao do problema de Cauchy (4.1), (4.2).

Para resolver um sistema de equagoes diferenciais lineares de 1* ordem com condigoes iniciais,
resolve-se, primeiro, o sistema e, a seguir, substituem-se as condicOes iniciais na solucao geral,
calculando os valores particulares das constantes arbitrarias. A solugao do problema de Cauchy
obtém-se, substituindo, na solucao geral do sistema, as constantes arbitrarias pelos seus valores
entao encontrados.

Exemplo 4.3.1 Considere o sequinte problema de Cauchy

dy _
{ 7 Sy + 4z (4.7)
=4y +52z, y(0) =2, z(0) =0.
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O sistema dado consiste em duas equagoes diferenciais lineares homogéneas, com funcdes des-
conhecidas y = y(x) e z = z(x), sujeitas as condi¢oes iniciais y = 2 e z = 0, quando
x = 0. De acordo com a notagcao considerada no Teorema 4.1, neste exemplo as fungoes sao
fi(x) = fa(z) = 0. As condig¢oes do Teorema 4.1 estao satisfeitas em qualquer vizinhanga do
ponto x = 0 e, portanto, numa vizinhanca desse ponto, existird uma unica solucao do problema
de Cauchy.

Para resolver o problema de Cauchy (4.7), comece-se por derivar a primeira equagdo do sistema

2 . . . . ~ ~
em ordem a x, resultando % = 5% + 4%. Substituindo, nesta ultima equacdo, as erpressoes

para Z—Z e g—; do sistema (4.7), obtém-se

d%y dy dz
— =5—+4—=5(5 4 4(4 )

donde )
d*y
Da primeira equagdo do sistema (4.7) resulta a sequinte expressio para z:
1 /dy
=-|-—=-5y]. 4.9
=t ( & y) (4.9)

Substituindo (4.9) na equagao (4.8) vem

d*y dy
—= =41 10( —= -5
dxz? vt (dx y) ’

ou, de modo equivalente,
Py . dy
— — 10—+ 9y =0.
dz? dr Y
Esta dltima € uma equacgado diferencial linear homogénea de 2 ordem com coeficientes constantes.

A sua solugdo €
y=Cie” +90%e" , C1,Cy e R (verifique).

Substituindo a func¢do y obtida e a sua derivada % = C1€% +9C2e% na formula (4.9), obtém-se
a expressao para o funcao desconhecida z,

1
2= [Cre” +9C5e™ = 5(Cre” + Coe™)] = —Cre” + Cre™,

Assim, a solucdo geral do sistema é

(4.10)

y = C1e® + Coe™
z=—01e"+C2% , (C1,Cy €R.

Para encontrar a solu¢ao do problema de Cauchy (4.7), procura-se a solugdo particular que
satisfaz as condigoes iniciais desse problema. Tomando x = 0, y = 2, z = 0 na solugdo geral
(4.10) obtida, resulta

2=C1+Cy
OZ*Cl+02a
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donde C1 =1 e Cy=1.

Assim, a solugcao particular do problema de Cauchy dado é

y:ex+€9z
2= —e% + 97,

Exemplo 4.3.2 Considere o sequinte problema de Cauchy para sistema de equagoes diferenciais
lineares nao homogéneas:

¥=x—y
{ y=xz+y+e, 2(0)=0, y(0) =1L (4.11)

Aqui as condigoes iniciais sdo x = 0, y = 1, quando t = 0, e, de acordo com a notacdo do
Teorema 4.1, as fungoes sao fi(z) =0, fo(x) =€’ E evidente que as condi¢oes do Teorema 4.1
estao satisfeitas em qualquer vizinhanca de t = 0, pelo que a solu¢do do problema de Cauchy
(4.11) existe e € unica.

Para resolver o sistema dado, encontre-se a funcdo y da 1% equacao do sistema, tendo
y=x—1, (eql)

e derive-se a expressio obtida, resultando y' = x' — 2”. Tendo substituido na sequnda equagdo
do sistema y e vy pelas expressoes obtidas, obtém-se a sequinte equacdo diferencial de sequnda
ordem em ordem & varidvel x = x(t):

2" — 22" + 20 = —€'.
A solucgao desta equacdo diferencial é

x = e'(Cy cost + Cysint — 1) (verifique). (4.12)

Por substituicio da funcdo x encontrada e da sua derivada z' = e'(C(cost —sint) + Co(sint +
cost) — 1) na equagao (eql) resulta

y = e'(Cysint — Cycost). (4.13)

O sistema de equagoes (4.12) e (4.13) determina a solugdo geral do sistema inicial.

Substituindo as condi¢des iniciais nesta solu¢do geral, obtém-se

donde C1 =1 e Cy = —1.

Assim, a solug¢do do problema de Cauchy (4.11) é

x = e'(cost —sint — 1)
y = el(sint + cost) .

o8
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4.4 Exercicios
1. (a) Mostre que o sistema de fungoes

Zlfl(t) = Cle_t + Cgegt
xa(t) = 2Cet — 20263t, C1,Cy € R,

constitui a solugao geral do sistema de equagoes diferenciais

d
{d;@llexg
%:$2—4$1.

(b) Partindo do sistema de equagoes diferenciais e da sua solugao geral, dados na alinea
anterior, determine a solucao particular desse sistema que satisfaz as condigoes iniciais
131(0) = 0, 1’2(0) = —4.

2. Determine a solugao geral do sistema de equagoes diferenciais dado.

ORE

E_—Q"L'
dx
a =Y
o { 4
ai =2y
(0 =~
c
@1 %02,
() =8y —=x
d
(){y’(t)=w+y
dx
at =Y
(e){fgzﬂﬁ—et%—et
() '(t) =3z +y+eé
y'(t) =z +3y—¢
(&) 2 (t) =2x +4y — 8
& y'(t) = 3z + 6y
G=z-y
ORE
Z=z—2x
. 3%=y+1
ORI
E:'Z‘
: d=x+y
= —y+ 12
CR /A
() =31 —-2y+t
y =3z —4y
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2’ =2x — 3y
R

" =3z + 4y
DR SV

' =4r +vy
(0) § ¥ =3z+2y

2 =2x+43y+4z

r=x—2y—=z
P ¥=—z+y+z
Z=x—z

3. Resolva os seguintes problemas de Cauchy.

%—y—kzzo , y(0)=2(0)=1

(c) { %—F?x—yzo
%+2x—|—5y:0 , z(0)=y(0)=1

. Uma substancia decompoe-se em duas substancias X e Y, sendo a velocidade de formagao

de cada uma deles proporcional & quantidade de substancia nao decomposta. Deduza a lei
de variacdo das quantidades z e y das substancias X e Y em funcao do tempo ¢, sabendo
que no inicio do processo se tem a quantidade a da substancia inicial, que quando t = 0

se tem =y = 0 e que no fim de uma hora se tem z = §, y:%“.

. Considere-se dois vasos de capacidades V; e Vs, respectivamente, cheios de gias. No instante

inicial, a pressdao do gas é igual a P, no primeiro vaso, e a P5, no segundo. Os vasos
estdao unidos por um tubo, através do qual o gas pode passar de um vaso para o outro.
Considerando que a quantidade de gés que passa de um vaso para o outro, durante um
segundo, é proporcional a diferenca entre os quadrados das pressoes, sendo o coeficiente
de proporcionalidade a, determine as pressoes p; e ps, Nos vasos, no instante .

4.5 Solucoes

(b) { xl(tg = —et4edt

= —2¢t—2e3
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0267215
C'let R 01,02 eR

Ch + 0262t
202€2t , Cl, CQ eR

Cqcost+ Cysint
—Cqsint+ Cycost, C1,Cy €R

—40167“% + 2026315
Cle_gt + 0263t , C1,02€eR

e_t(C'l — %t — %) + €t(02 + %t — %)
€7t(—Cl+%t—%)+€t(02+%t+%) , C1,02€eR

Cle2t + C2e4t o et
—01€2t + 0264t +eét , C,CoeR

%Clest —2C5 + % — 6t
01€8t+02+%+3t, C1,C€eR

Cy(sint + cost) + C3(— cost — sint)
Ciet + Cysint — Czcost
Cret + Cycost + Czsint , C1,Cy,C3 €R

C’legt + 02€—§t
ﬁClegt — \/iCQGigt —1
N N
\@016721& — \/iCQG_TQt +C3, C1,05,C3€R

016’_2t + 026’4t
—3016_2t + 30264t, C1,C € R

Cicost+ Cosint + 2t — %et
t2 4+ Cisint — Cycost — 2+ %et, C1,Cy R

%(Clefgt + 602€2t — 2t — %)

016_3t + 0262t — %t — %, Ch,05 R

3C1et 4+ 3Cse! + Cycost + Cysint
Cleft +Cz€t 4+ Cycost + Cysint, C1,05,C3,C4 € R
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2(et(Cy — Oy — tCy) — e (Cy + Cy + tCy))
e HC +1C) + e (C3+1Cy), C1,C2,C3,C4 €R

BClet + CgeSt
—901€t + C3€5t

7016t + 0264t + 503€5t, C1,05,C3 R

Cl + 30282t
—202€2t + Cge_t

Ci + 0262t — 2C3€_t, C1,C9,C3 € R

e 2% (1 — 2z)
e 2 (1 + 27)

e 0 cost

e % (cost — sint)

||

2cost —2sint + 3
—2sint — 2cost

4.z =12(1-2, y=321-2

5. Vipi + Vaps = PV + PyVy, BitP2 — PitB 2kt opde | = a(Vip1+Vapa)

p1—p2 Pi—P ViVa
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Capitulo 5

Exercicios de auto-avaliacao

Grupo I: Assinale com uma cruz (X) a resposta correcta sabendo que apenas uma das respostas
propostas é verdadeira.

1. Se y1 e yo sao duas solucoes particulares da equacao diferencial 1y’ + e*y’ = 0 entao:

a) Y1 e Yz sdo necessariamente duas fungoes linearmente independentes

( O
(b) y1 e y2 sdo solugdes da equacgio algébrica A2 + e\ = 0 O
(¢) y1 —y2 é uma solugdo da equagao diferencial y” 4+ "y’ = 0 O
(d) y = Cryr + Caya, C1,C5 € R é a solugao geral da equacao y” + ey’ =0 O
2. A equacdo diferencial (y? — 2y)dx + 2?dy = 0
(a) tem como solugao particular a funcao y = ;- ]
(b) é uma equagao diferencial de 2* ordem O
(¢) tem como solucao particular a fungao y =1 O
(d) tem como solucdo particular a funcdo y = x O
3. A solucdo do problema de Cauchy ' = (x +y +2)%, y(0)=—1, ¢é
(a) y= O
(b)x+y+2—\/y+2 -
() n(z+y+2)== -
(d) arctan(z +y+2) =2z + 7 O
4. A equacao diferencial (22 + thy)dx + %dy =0
(a) admite factor integrante da forma pu(y) =y ]
(b) é uma equagao diferencial exacta ]
(c) tem integral geral igual a Cyylnz + % +Cy=0, C1,C2 R O
(d) admite factor integrante da forma pu(z) = . O
5. A equagao (z + y*)dxr — 2zydy = 0
(a) admite factor integrante da forma p(z,y) = x—ly O
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(b) admite factor integrante da forma u(y) = y% =
(c) admite factor integrante da forma u(x) = ;%2 ]
(d) é uma equagao diferencial exacta ]

6. Se A =1 é uma raiz dupla da equacao caracteristica associada a uma equacao diferencial
linear homogénea de 2% ordem, entao a solugao geral dessa equagao diferencial é

y=Cre® + Coxe®, C1,05€R
y=Cisinx+ Cycosxz, C1,Co R
y=0C1e"+Che™®, (C,0C5€R

y=Ciaxsine + Coxcosx, C1,Cy € R

a
b
(c

)
)
)
(d)

0000

7. A equacao diferencial associada a familia de curvas planas dadas por y = Cie* + Cox,
C,Cy €R, ¢

(a) y'"(1—z)=y—y O
(b) y=y'= O
(c) ¥ =y"+Co O
(d) y"A-a)+yz=y O
8. Se A = 1e X\ = —1 sao raizes da equagao caracteristica associada a uma equacao diferencial

linear homogénea de 22 ordem, entao a solucao geral dessa equacgao diferencial é:

(a) y=Cre* + Coze®, C1,C2 €R O
(b) y=Cisine — Cycosz, Cp,C2€R O
(C) y=C1e"+Che™, (1,05 €R O
(d) y=Cre* + Coxe ™, C1,C2 €R O
9. A solugao geral da equagao y" = x

a) é constituida pela familia de todas as fungoes reias polinomiais do 4° grau

(a) ¢ g O
b) é constituida pela familia de todas as fungoes reias polinomiais do 3° grau.

( G g O
(c) coincide com a solucdo geral da equagao diferencial y@® =1 O
(d) é a familia de todas as solugoes particulares da equacao diferencial y® =1 com

y///(o) — 0 D

10. Se €* e e™* sao solugoes linearmente independentes de uma equacao diferencial linear
homogénea de 2* ordem, entao a solucao particular y, , da equacao diferencial, que satisfaz
as condigoes iniciais y(0) = y'(0) =1 é

(a) yp=e O
(b) yp=e€"" O
(c) yp=e"—e™™ O
(d) yp=e€"+e7" ]
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11. A funcéo y = €*® é solucdo da equacao diferencial
(a
(b
(c

y" + 2y +y =0, desde que k seja solucao da equacdo k2 +2k+1=0
y" + 2y + 1 =0, qualquer que seja o valor de k € R
y' +2y +1=0,8se k=—1

)
)
)
d) v +2y+y=0,s¢e k=0

0 o00ao

(
12. A equacdo (zy — 1)dz + 22dy = 0

a) é uma equacao diferencial de segunda ordem

(
: . _1
(b) admite factor integrante da forma u(zr) = +

admite como solucao particular a funcao y = %

0000

)
)
(c) admite factor integrante da forma pu(y) =y
d)

(
13. A equacdo diferencial y?dx — z2dy = 0

s —
SN— SN— \g‘/ SN—
[eN
e
=)
o
@
e}
o
o)
el
an
]
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a
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¢]
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14. Se e* e e™® sao solucoes linearmente independentes de uma equacao diferencial linear
homogénea de 2* ordem, entao a solucao particular y, , da equacao diferencial, que satisfaz
as condigoes iniciais y(0) =2, y/(0) =1 é

_ 3z 1 _—=x
Yp = 5€ + 3e€

(a) O
(b) yp =2e"+e7" O
(c) yp =3¢ —3¢7" O
(d) yp=€"+e" ]
15. A equacdo y(z — y)dx — x?dy = 0 é uma equacio diferencial
(a) homogénea de 1* ordem O
(b) linear de 1* ordem ]
(c) exacta =
(d) de varidveis separaveis ]
16. A solucao geral da equacao vy’ =z + 1
(a) é constituida pela familia de todas as fungoes reais polinomiais do 2° grau O
(b) é constituida pela familia de todas as fungdes reais polinomiais do 3° grau. O
(¢) coincide com a solucao geral da equagao diferencial y”' =1 O
(d) é a familia de todas as solugdes particulares da equagao diferencial y” = 1 com
y'(0)=1 O
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17. A equacao diferencial M (x,y)dz + N(z,y)dy = 0 tem solucao geral y = ¢(z,C), C € R,

sendo M e N duas fungoes reais nao nulas tais que

oM oN
x T,y 833

dy

(@29)) = Nz.o).

Nessas condigoes, a equagao diferencial M (z,y)dz + xN(x,y)dy =0

(a
(b
(c

é uma equacao diferencial exacta

)
)
)
)

(
18. A equacdo (z — y)dx — x?dy = 0 é uma equacio diferencial

homogénea de 1* ordem

linear de 12 ordem

19. Considere as seguintes afirmacoes:

(A) ”A equacao 3" + xy = 0 é uma equacao diferencial linear de 2% ordem.

(B) ”Se y1 e ya sdo duas solugoes linearmente independentes da equagao y” + zy =

tem solucao geral y = z¢(z,C), C € R
tem integral geral zy = ¢(x,C), C € R

d) admite um factor integrante da forma p(z) =z

9

entao y1 — y2 é também uma solucao dessa equacao diferencial.”

Relativamente as afirmacoes dadas tem-se

(a) ambas sao verdadeiras

(b) (A

(¢) (A) é falsa e (B) é verdadeira
)

(d) ambas sao falsas

) é verdadeira e (B) é falsa

20. A equacdo diferencial 3 = 2(y — x)?
(
(

(c) é uma equagao diferencial linear

(d) s6 admite como solugoes fungdes y = y(z) positivas

)
b) é uma equacao diferencial de 2* ordem
)

a) s6 admite como solugoes fungdes y = y(x) estritamente mondtonas crescentes

21. A funcdo y = e* é solucao da equacao diferencial y” + 4/ — 3y = 0,

(a) se k=
(b)

(c)

(d) se k=—1

1420
2

para todo o kK € R
se k satisfaz a equacdo k> +k —3 =0
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22. Seja y1 = yi1(x) uma solugdo da equacao diferencial y” — zy = 0. Entdo, a fungao
y2 = y1(x) + x é solugado da equagao diferencial

(a) O
(b) " +z—2y=0 O
(c) y" —ay = —a? O
(d) y" =2y =0 O

23. A equacdo diferencial associada & familia de curvas planas dadas por y = Ciz? + Co,
C1,0y R, é

(a) y' =2z O
(b) dy = 2zdx ]
(© '~y = -
(d) y" =2C1 + Cs O

(a) ¥z —y =0,y(0)=1, 3(0)=0 O
(b) "z —y' =0,y(0)=1, y'(0)=1 O
() yYr—y =1y1)=2, y(1)=2 O
(d) ¥z —y =0,y(1)=0, y'(0)=0 O

(a) admite factor integrante da forma p(z) = 1 ]
(b) é uma equagao diferencial exacta ]
(c) admite factor integrante da forma u(z,y) = m O
(d) admite factor integrante da forma p(y) = siny =

26. Se A =i é uma raiz dupla da equagao caracteristica associada a uma equacao diferencial
linear homogénea de 4* ordem, entao a solugao geral dessa equacao diferencial é:

y = Cie* + Coe ™ + Cyzxe® + Cyxze ™™, (C1,C9,C5,C4 € R

y=Cisinx + Cycosz + Cse”sinx + Cye® cosx, C1,05,C3,Cy € R

y=Cisinx 4+ Cycosxz + Csxsinx + Cqxcosx, C1,02,C3,Cy1 €R

y=Cysinx + Cycosx, C;,C€R

0000

27. A equacao diferencial y?dx + z2dy = 0
(a) é uma equagao diferencial exacta
(b

)

) é uma equacao diferencial de 2* ordem
(c) é uma equagao diferencial linear

)

0000

(d) admite a funcao y = —x como sendo uma sua solugao particular
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28. Considere as seguintes afirmagdes:

7

(A) ”A equacio y? + 2y’ = 1 é uma equacdo diferencial linear de 22 ordem.

(B) ”Se y1 e ya sdo duas solugoes linearmente independentes da equagao y” + zy = 1,
entao y1 — y2 é também uma solucao dessa equacao diferencial.”

Relativamente as afirmacoes dadas tem-se

ambas sao verdadeiras

(a) -
(b) (A) é verdadeira e (B) ¢é falsa ]
(¢) (A) é falsa e (B) é verdadeira ]
(d) ambas sao falsas O
29. A solucao geral da equacao vy’ =z + 1

(a) é a familia de todas as fungoes reais polinomiais de 1° grau O
(b) é a familia de todas as fungoes reais polinomiais de 2° grau. O
(¢) coincide com a solucao geral da equagao diferencial 3" =1 O
(d) é a familia de todas as solugdes particulares da equagdo diferencial y” = 1 com

y'(0)=1 -

Grupo II: Identifique a ordem e o tipo das seguintes equacoes diferenciais assinalando a letra
correspondente:

A) Equagao diferencial de varidveis separaveis

B) Equacao diferencial da forma y' = f(ax + by + )

C) Equacao diferencial homogénea de 1* ordem

D) Equagao diferencial exacta

E) Equacao diferencial linear de 1* ordem

F) Equacao diferencial de Bernoulli

G) Equagao diferencial de ordem superior a primeira da forma y™ = f ()

H) Equacao diferencial de ordem superior & primeira da forma F(z,y®), ... y®))=0.

1. (ye¥/* + x)dx — ze¥/*dy =0

2.y — B2y =sinx
3. dy = (v +y+2)%dx
4.y —8y =0

5. dy = (z +y)?%dx
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.

29.

V)R =0

y?dz + (2xy + cosy)dy = 0

. y2dr + (2zy + 3)dy = 0

y—i=ux
y/// _ 4y// — 0
y—ay =1+

'+l =0

y cosx +ysinx = sinx
" -y =z

dy = (z +y)*dx

y" =3y +3y —y=0

(1+z)y" -y =0

y —Ly=1y?
o~ ) () =1
v =20/~ 1)
U
xdy — y?dr =0
y" —4y =0

zy =y — xe¥/®
(x 4+ 3y)dz + 3z — 2y)dy =0

y" =y 4y — 4y =0

(x +siny)dz + (zcosy — 2y)dy =0

-sz” —_ (y/)Q
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Grupo III: Resolve as seguintes questoes justificando convenientemente os passos fundamen-
tais.

1. Resolva as equacoes diferenciais apresentadas no Grupo II.

2. Determine a solugao geral das seguintes equagoes diferenciais.
@ v~y =0
(b) y® —4y" =0
3. Considere a equacao diferencial 3/ — xy = 272,
(a) Mostre que a mudanca de varidvel z = i, com z = z(x), reduz a equagao diferencial
dada & equacao 2’ + rz = —u.
(b) Identifique o tipo da equacao diferencial indicada na alinea anterior e resolva-a.

(c) Indique a solucdo geral da equacdo diferencial y' — xy = xy?.
4. Determine o integral geral da equacao diferencial y” = 1+ (3/)2.

5. Resolva os sistemas de equagoes diferenciais dados.

%:x—i-y
(a) dy _ t
=€ trxt+y

dx
.
(b){é’“

@ =Y

y// - y, = ea:, y(O) = 0’ y/(O) =-1
(1 +yHzde + (1 +2%)dy =0,  y(0)=1
f) ¥ +y=sinz, y0)=7F, ¢'(0)=0

7. Seja P(x,y)dz + Q(z,y)dy = 0 uma equacao diferencial tal que %P(az, y) # 8%Q(:c, Y).

Mostre que se m ((%P(a:,y) - %Q(m,yR)) = f(z) entdo a equacdo diferencial dada

admite factor integrante da forma pu(z) =e f(®)dz,

8. Mostre que pu(z,y) =y ¢é um factor integrante da equagao diferencial

sin x z2  cos Y

dr + (— +
Jdr+ (- + —

(2z + )dy = 0.

9. Determine a solucdo geral da equacdo diferencial 3’ — 6y’ + 9y = 237,
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10. Mostre que p(z,y) = zy é um factor integrante da equagao diferencial

COS T

( T

+2)dz + —dy =0
Yy

e, a seguir, resolva a equagao diferencial.

11. Resolva os seguintes problemas de Cauchy:
dz
@ {5,
a=y+te .  2(0)=1 y(0)=2
by ¢ Y
(b) { F=2-x, x(0)=4 y0)=1

di:4y
(C){Cé:ac, z(0) =1, y(0) =2

Solucoes

Grupo I
1. (c)
2. (a)
3. (d)
4. (d)
5. (c)
6. (a)
7. (c)
8. (c)
9. (d)
10. (a)
11. (a)
12. (b)
13. (d)
14. (a)
15. (a)
16. (d)
17. (a)
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18.

19.

20.

~~
=

P
I~
(A

21
22
23
24.
25
26
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28.

29.

Grupo II:

(E)

S
—

11.

12. (A)

13. (H)

14.

15.

16.
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17. (H)
18. (H)
19. (F)
20. (C)
21. (H)
22. (F)
23. (A)
24. (H)
25. (C)
26. (D)
27. (H)
28. (D)
29. (H)
Grupo III:
1. 1. e¥/* =Injz|+C, CE€eR
2. y=(z+C)sinz, CeR
. z+y+2=tan(z+C), CeR
4. y = C1e* + e (Cycos(v/3z) + C3sin(v/3z)), C1,Co,C3 €R
5. z+y=tan(z+C), CeR
6. y=Inlz+C1|+Co, C1,C2€R, e y=C, CeR
7. y’r +siny+C =0, CeR
8. y=gat+Cia? + Cox +C3, C1,C5,C3€R
9. Y’z +3y+C=0, CcR
10. y=22+Cz, C€R
11. y=C1 + 2Cy +C3€4$, C1,C9,C3 € R
12. y=Clz+1)+1, CeR
13. y:Cg—%, y:ﬁln i;gi + Cy, yzc%arctancll+02, C1,C R
14. y=14+Ccosz, CeR
15. y = ix2(2ln\x|+Cl—|—Cg, C1,Co € R
16. y=—x +tan(z+C), CE€eR
17. y = (C1 + Cox + C3$2)6x, C,Cy,C3 € R
18. y = (1 +x2)01 +Cy, C1,09€R
19. y=52;, CeR

http://ria.ua.pt
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W

©

10.

11.

20.
21.

22.

23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.

. (a)
(b)
(a
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Ym(¥)-Y=ma+C, CEeR

y=Ci+ Cox + C3e™ + 322, C1,Co,C3 €R
y:%(c+%)2, CER, ¢ y=0
y:m, CeR, e y=0e =0

Y= C1+ 0262‘70 + 03672‘70, C1,Cy,C3 € R

e ¥* =Injz|+C, CeR

%—3:py—y2—|—0:0, CeR

y = C1e” + Cycos(2z) + Cysin(2z), C1,02,C3 € R
%—Fxsiny—yz—l—C:O, CeR

yzc%—élnﬂ—l—clﬂ—i-c&, Cp €R\{0},CocR e y=K, KcR

Ci+Che™ 4+ Cse®, (C1,05,C3€R
=Cy + Coz + C3e?®, 1,05, C5 €R

quagao diferencial linear de 1* ordem; z = -1+ C e~/ 2. CeR

727 CER? e y:O
Ce 2 -1

—1n|COS(33+C1)|+CQ, C,Cy eR
:L’:C1+Cge2t—€t
y=—C1+Coe?, C1,Co€R
:v:Clet+Cg
y:Clet, C,02 R

Yy =

= cosx — 5 sinw + cosxIn |sinz| + rsinz

(b arctany = x + arctan 2

)
)
(c) y¥> =In*z +4
(d) y — 2e” 4 ze”
(e) arctany = —fln(l +a2?)+ %
(f) y=3cosz+ isinz — fxcosz

y:e3m(01+9502+%2954), Ch,C eR

2’y +sinz+C =0, CcR
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Anexo

Transformadas de Laplace na resolucao de problemas
de Cauchy

Nocoes basicas

Seja f : Dy — R, com [0, +00[C Dy.
A transformada de Laplace da funcio f é uma funcdo complexa F de varidvel complexa'
dada por

+oo
F(s) = /0 eSt(£)dt (1)

e definida para todos os valores s € C para os quais o integral impréprio em (1), chamado
integral de Laplace, converge.?

Caso o integral em (1) convirja, a aplicagdo que transforma a fungao f na fungao F é chamada
transformacao de Laplace e denota-se por

L{f(B)} = F(s).

Se em (1) o valor de s é real entdo F(s) seré real®.

Teorema 1 (Condigao suficiente de existéncia de Transformada de Laplace) Se a fun-
cao f satisfaz as sequintes condi¢des

o cxistem constantes reais M, to > 0 e s tais que | f(t)| < Me®0t, para todo t > to;
e em cada intervalo finito [0,T], com T > 0, a funcdo f é seccionalmente continua®;

entao eziste L{f(t)}, para s > sq.

'Funcdo complexa de varidvel complexa é uma funcdo F : D C C — C, onde C é um espaco de niimeros
complexos [1].

2Se nao existem valores de s € C para os quais o integral em (1) convirja, ndo fara entdo sentido falar em
transformada de Laplace da funcao f.

3Neste texto considera-se apenas este caso.

“Diz-se que uma fungao f : Dy C R — R é seccionalmente continua no intervalo [a,b] C Dy, se esse intervalo
pode ser dividido por um ntimero finito de pontos a = 1 < 22 < - -+ < Tn—1 < T, = b, de modo que, em cada um
dos sub-intervalos |z, i+1[, 4 = 1,2,--- ,n—1 a fungao f é continua e possui limites laterais finitos nos extremos
desses sub-intervalos. Por outras palavras, no intervalo [a,b] a func¢do f é seccionalmente continua se tem, no
méximo, um numero finito de pontos de descontinuidade de 1* espécie.
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Exemplo 1 Uma das fungées mais simples que verifica o Teorema 1 € a funcao de Heaviside®
definida por
1, se t>a

ua(t):{()’ se t<a.

Transformadas de Laplace de algumas funcgoes elementares

f(t) F(s) = L{f(t)}
1 %, 5§>0
t" sﬂl, neN, s>0
et L s>a
s—a’
sin(kt) s, 5>0
(kt) i
cos -, S
sinh(kt) = £ =" i s > |kl
e =i
cosh(kt) = “5— o s>k

Propriedades da transformacao de Laplace
Sejam f e g duas fungoes reais para as quais existem as suas transformadas de Laplace,
F(s)=L{f(t)}, s>s e G(s) = L{g(t)}, s> sa.
Entao verificam-se as seguintes propriedades:
e Propriedade da linearidade. Para quaisquer constantes a,b € R,

L{af(t) +bg(t)} = al{f(t)} +bL{g(t)} = aF(s) + bG(s), s > maz{si, s2}.

e Propriedade do deslocamento. Para todo A € R,

L{NF(t)} = F(s — ), s—A> s1.

e Propriedade do retardamento. Para todo a > 0,
L{ug(t)f(t —a)} = e *“F(s), s > sq,
onde u, é a funcao de Heaviside.

e Derivacao da transformada de Laplace. Para todo n € N,

LI F(E)} = (—1)”%1:(3), 5> 81,

5 . ~ .~
°Neste texto consideram-se fungoes nas condi¢oes do Teorema 1.
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e Transformada de Laplace da derivada de ordem n de uma funcao.
Se

- f é n vezes diferencidvel em [0, +oo[, com n € N,
- £ f", .., £ sdo continuas em [0, 400,
- £ ¢ seccionalmente continua em qualquer intervalo da forma [0, 0], com b > 0,

- existem constantes reais M, tyg > 0 e sg tais que |f(t)| < Met, |f/(t)| < Me%t,. .,
|F =D (t)] < Me®t, para todo t > t,

entao

LU0} = LU0} — 57711 (0) = "2f7(0) — - — fD(0),  s>s0. (2)

Transformada inversa de Laplace

Se, para uma funcao f : Dy D [0,4+o00[— R, existe a sua transformada de Laplace, F(s) =

L{f(t)}, entao
f(t) = L7HF(s)}

e diz-se que a funcao f é a transformada inversa de Laplace da funcao F.

Propriedades da transformada inversa de Laplace

Sejam F' e G duas fungoes reais para as quais existem as suas transformadas inversas de Laplace
F(s)=L{f(t)}, s>s0 e G(s) = L{g(t)}, s> so.

Entéo verificam-se as seguintes propriedades:

e Propriedade da linearidade. Para quaisquer constantes a,b € R,

L7 HaF(s) +bG(s)} = aL™HF(s)} + bLTH{G(s)}.

e Propriedade do deslocamento. Para todo a > 0,

LTYF(s—a)} =eL7H{F(s)}.

e Propriedade do retardamento. Para todo a € R,

L7He ™ F(s)} = ua()f(t — a).
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Aplicacao de Transformadas de Laplace a resolucao do problema
de Cauchy para equacoes e sistemas de equacoes diferenciais li-
neares com coeficientes constantes

Considere-se uma equacao diferencial linear com coeficientes constantes na forma
Y™ () + ary" D) + - an1y/ (1) + any(t) = f(1), (3)
sujeita as condigOes iniciais
yli=o =10, Yl=o=v1, -, YY" V|imo=yn 1. (4)

Assuma-se que as funcoes f, y e as suas derivadas até & ordem n, inclusive, admitem as trans-
formadas de Laplace.

Calculando a transformada de Laplace de ambos os membros da equacao diferencial (3), e
atendendo a propriedade de linearidade da transformacao de Laplace, obtém-se

LYW} + arL{y™ DO} + -+ an1 L{y' (0} + anL{y(6)} = L{F(0)}. (5)

De (5) e (2), tomando em conta as condigdes iniciais (4), resulta

(s" 4+ a1s™ ™V £ ags™ 2 4 g, L{y(t)} =
= s Vg (1) + s Dy () 4+ A ypo1(t) a1 (s Dyo(t) + 5y (8) A yama () HLLF(H),

que é uma equagao algébrica em ordem a L{y(t)}. Resolvendo esta equacao, encontra-se L{y(t)}.

A solugao y(t) do problema de Cauchy (3), (4) procura-se de

y(t) = L7HL{y(D)}},

utilizando propriedades de transformada inversa de Laplace.5

A transformagio de Laplace pode também ser utilizada para determinar a solucdo de um sis-
tema de equacdes diferenciais lineares de ordem m, n € N, com coeficientes constantes su-
jeito a condigdes iniciais. Aplicando a transformacado de Laplace a cada uma das equacoes
que constituem o sistema, obtém-se um sistema de equagdes algébricas cujas variaveis sao as
transformadas de Laplace das func¢oes que entram nas equacoes diferenciais do sistema inicial.
Tendo resolvido o sistema de equacoes algébricas, aplica-se transformacao inversa de Laplace as
solucoes do sistema e assim obtém-se a solucao do problema de Cauchy para sistema de equagoes
diferenciais.

SExemplos podem ser consultados em [6]
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Apeéndice 1

Diferencial de uma funcao real de variavel
real

Nocoes basicas

Seja f : Dy — R uma funcao real de variavel real diferencidvel em Dy e seja xp um ponto de
acumulagao de Dy.

Considere-se uma variacao no valor de xg dada por Az e tal que z9+ Az € Dy. Com a variacao
no argumento, a fun¢ao também sofrerd uma variacao igual a diferenca entre f(z9) e f(xg+Ax).

Ao valor de Az chama-se acréscimo na variavel z e ao valor Ay = f(xo+ Az) — f(zo) chama-se
acréscimo ou incremento da funcao y = f(x).

A férmula
dy = f'(z)dx

determina o chamado diferencial da funcao y = f(z).

O diferencial de f é também denotado por df (x) ou, simplesmente, df.

Exemplo. O diferencial de f(x) =vVaz2+1 é dy= f'(x)dx = 2\/i§+1dm = \/ﬁil .

A variacdo Az pode ser denotada por dzx e considerada como diferencial de = (ou seja, da funcao
7
y=2x).

Relacao entre diferencial e derivada de uma funcao diferenciavel

Observe-se que se f é diferenciavél em xg entao

lim flzo+ Ax) — f(zo) (o).

Axz—0 Az

Por outro lado, pela continuidade de f em x,

dim f(zo + Az) — f(zo) = 0.

"Consulte, por exemplo, [5].
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Assim,
. Ay—dy . flro+Ax) — f(xo)  f'(wo)dx
Alalcgo Ax N Alalcgo Az Az
o flwo+Ax) — f(zo)
s amT o W

— f'(w0) — f'(x0) = 0.

Intuitivamente, tal significa que, para pequenos valores absolutos de Az, o diferencial dy e o
acréscimo Ay tomam valores muito préximos.

Na prética, o diferencial dy da fungao y = y(z) pode ser considerado como uma aproximagcao
do acréscimo Ay. Geometricamente, tal aproximagao corresponde a substituir a curva y = f(z)
pela sua recta tangente no ponto de abcissa xg, para valores de x préximos de zp, e assim, em
vez de considerar o acréscimo da funcao y, tomar o acréscimo da funcao linear que define a recta
tangente.

Exemplo. (Célculo de valores aproximados) Considere a fun¢do y = x?. Determine-se

um valor aproximado para o acréscimo dessa funcdo quando o valor de x muda de 1 para 1.1.
De acordo com a notacdo utilizada,

z0=1 e dec=Axz=11-1=0.1.

A funcao f(x) = 2% € diferencidvel em R com f'(z) = 2z e, portanto, dy = 2xdz, para todo
ox € R. Sendo assim, o acréscimo na varidvel y quando x wvaria de 1 para 1.1 pode ser
aproximado por

dy = f'(1)dr =2 x0.1=0.2.

Note-se que o valor exacto do acréscimo Ay € igual a
Ay = f(1,1) — f(1) = (1.1)* = 1 = 0.21.

Neste exemplo, a diferenca absoluta entre Ay e dy ( que é o erro cometido ao substituir Ay por
dy) € igual a 0.01.

O diferencial no simbolo de derivada e de integral de uma funcgao

O simbolo de diferencial pode surgir na notagao de derivada e na notagao de integral (definido
ou indefinido) de uma fungao real.

O simbolo Z—Z representa a derivada de f. Esta notacao destaca a derivagao da variavel depen-
dente y = f(x) em ordem a varidvel independente x.

Nota.® O sfmbolo %, pode ser interpretado como o quociente dos diferenciais dy e dz, ou
como o valor limite de um quociente,

dy . .. fle+Az)—f(x)
%_f@)_Alglgrgo Az C Ar—0 Az

8Veja-se [5], pag. 460.
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Utilizando a notagao diferencial, pode definir-se o integral indefinido da fungao f como o con-
junto de todas as funcoes F' tais que dF (z) = f(x)dx.

Regras de calculo do diferencial

Sejam f = f(z) e g = g(x) duas fungoes diferencidveis num ponto x comum ao dominio de f e
de g.

Diferencial da fun¢do soma ou da funcao diferenca calcula-se do seguinte modo:

d(f £9) = (f +9)(@)dz = f'(z)dz + ¢ (z)dx = df + dg.

Diferencial da funcdo produto é igual a

d(fg) = (fg9)(x)dx = (f'(z)g(x) + ¢'(2) f(2))dx = g(x) f'(x)dz + f(x)g(x)dx = gdf + fdg.

As restantes regras estabelecem-se de modo andlogo usando as regras de derivacgao.
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Apeéendice 2

Funcao real de duas variaveis reais

Definicao

Uma funcdo definida em D C R? diz-se fungdo real de duas varidveis reais, x e y (varidveis
independentes), se a cada par (z,y) € D faz corresponder um e um sé6 valor real z € R. Nesse
caso escreve-se z := f(z,y), onde

f: DcCcR?—R
(,y) r—2=f(z,y).

Continuidade
Seja, por simplicidade, D = [a,b] X [¢,d], com a,b,c,d € R, a < b, ¢ < d.

Fixa-se zg € [a,b]. Nesse caso, fz, = fuo(y) = f(xo,y) é uma funcdo de uma sé varidvel

Y,
foo: e, d — R.

Seja, agora, yo € [¢,d]. Nesse caso, fy, = fy,(x) = f(x,yo) é uma fungao de z,
fyo: la,b] — R.

Uma fungao f, de duas varidveis reais e definida em D = [a,b] X [c,d], diz-se ser uma fun¢do
continua em ordem de x se, para cada yo € [c,d|, a funcao fy, é uma funcdo continua em [a, b].

De modo andlogo, a funcao f diz-se ser uma fung¢do continua em ordem de y se, para cada
xo € |a,b], a fungao f;, é uma funcdo continua em [c, d|.

Derivadas parciais

Chamam-se derivadas parciais de 1* ordem da funcao z = f(x,y), em relagdo a x e em relagao

a y, as seguintes funcoes % e g—;, respectivamente, caso os limites que as definem existam e

sejam finitos nalgum dominio de R2.
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e Derivada parcial de z = f(z,y) em relacao a z:

(2)

Regra de calculo para a determinagao das derivadas parciais de uma fun¢ao de duas
varidveis z = f(z,y), caso os limites (1) e (2) sejam finitos.

e f! — aplicam-se as regras de derivagdo a fungao f(z,y) assumindo y como constante.

° f; — aplicam-se as regras de derivagao a funcao f(x,y) assumindo x como constante.

Diferencial total

Sob certas condigoes (de continuidade das derivadas parciais) a férmula

determina uma nova funcao real de duas varidveis reais dz (ou df(x,y)) chamada diferencial
total da funcdo z = f(x,y).

Exemplo. Dada fungio f(x,y) = (2% + y)eY, verifica-se que % = 2xeY e %@J; =eY(x?+y+1).
Logo, df (z,y) = 2ze¥dz + e¥(1 + 22 4 y)dy.

88



Cadernos de Matemadtica, Universidade de Aveiro, Portugal — Série de Divulgacao — 10 de Fevereiro de 2012

http://ria.ua.pt

Bibliografia

1]
2]
3]

[9]

T. Apostol (1994) Cdlculo, Reverté. Barcelona.
F. Ayres Jr. (1959) Equacies Diferenciais, Colecgoes Schaum, McGraw-Hill. Brasil.

G. Baranenkov, B. Demidovitch, V. Efimenko, S. Frolov, S. Kogan, G. Luntz, E. Por-
shneva, R. Shostak, E. Sitcheva, A. Yanpolski (1977) Problemas e Exercicios de Andlise
Matemdtica, Editora Mir. Moscovo.

R. Bromnson (1977) Moderna Introducao as Equagoes Diferenciais, Colecgoes Schaum,
McGraw-Hill. Brasil.

J. Campos Ferreira (1985) Introdug¢io a Andlise Matemdtica, Fundagao Calouste Gul-
benkian. Lisboa.

M. F. Ferreira (1995) Equagoes diferencias Ordindrias, Um primeiro curso com aplicagoes,
McGraw-Hill. Portugal.

H. L. Guidorizzi (1988) Um curso de Cadlculo, Vol. 4, Livros Técnicos e cientificos Editora.
Rio de Janeiro.

M. Krasnov, A. Kiselev, G. Makarenko (1994) Equacées Diferenciais Ordindrias, McGraw-
Hill.

E. W. Swokowski (1983) Cdlculo com Geometria Analitica, Vol 1. McGraw-Hill. Brasil.

89



