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resumo O objectivo desta dissertacao é estudar um tipo de curvas notaveis, as
espirais, na obra Tratado das Curvas Especiais Notaveis do ilustre matematico
Francisco Gomes Teixeira.
De uma forma introdutéria, apresentamos uma breve descri¢do da origem da
obra acima mencionada, bem como uma andlise comparativa entre as suas
duas edicdes Traité des Courbes e Tratado de las Curvas. No estudo das
espirais, apresentamos uma descri¢ao detalhada da abordagem feita por
Gomes Teixeira, analisando algumas das suas caracteristicas, principalmente
sob o ponto de vista da geometria diferencial, e incluindo algumas correc¢des
e complementos ao trabalho de Gomes Teixeira. Algumas das figuras
inseridas no trabalho para ilustrar a forma das espirais, foram construidas
recorrendo ao software MathGV.
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abstract

Spirals, Gomes Teixeira, Differential Geometry, History of the Mathematics,
Notable Curves

The aim of this thesis is the study of spirals as a special type as curves in the
work Tratado das Curvas Especiais Notaveis of the famous Portuguese
mathematician Francisco Gomes Teixeira. The origin of Teixeira’s work is
described and a comparative study of the two different editions Traité des
Courbes e Tratado de las Curvas completes the introductory part. Besides a
detailed description of the treatment by Gomes Teixeira the thesis includes the
discussion of almost usual characterizations of spirals as objects of elementary
differential geometry, including a number of corrections and complements to
the work of Gomes Teixeira. Some figures in the descriptive part of the thesis
have been constructed with the software package MathGV.
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INTRODUCAO

Introducéo

A obra do eminente matematico Francisco Gomes Teixeira mais importante, e que ao
longo dos tempos tem sido reconhecida tanto a nivel nacional como internacional, é o
Tratado das Curvas Especiais Notaveis. O ponto de partida para a elaboracdo deste
trabalho foi um dos capitulos que a constituem, Les spirales. A escolha deste capitulo, as
espirais, prendeu-se com o facto de que este tipo de curvas, apesar de abordadas
frequentemente por matematicos e/ou entusiastas, devido a sua beleza bem como as suas
propriedades, ndo tém uma teoria consistente, nem mesmo uma definicéo clara.

Esta obra, originariamente intitulada por Tratado de las Curvas Especiales Notables,
que, a partir de agora serad designado simplesmente por Tratado de las Curvas, foi uma
memoria elaborada por Gomes Teixeira, com 0 objectivo de responder a um concurso
aberto pela Real Academia de Ciencias Exactas Fisicas y Naturales de Madrid. Esta
Academia pretendia que fosse elaborado um catalogo onde se incluisse todas as curvas
conhecidas, bem como o estudo da sua forma, das suas equacgdes e propriedades e uma
breve nota histérica. A este concurso responderam também outros dois matematicos: o
italiano Gino Loria e o espanhol Joaquin de Vargas y Aguirre. Depois de avaliadas as trés
memorias, foram atribuidos, excepcionalmente, dois prémios: um a memoria de Gomes
Teixeira e outro & de Gino Loria. A terceira memoria recebeu apenas uma acessit.

No entanto, depois de publicada a memoria em 1905, Gomes Teixeira continua a sua
pesquisa e publica uma segunda edi¢do, agora escrita em francés e intitulada Traité des
Courbes Spéciales Remarquables Planes et Gauches que, a partir de agora, sera apenas
designada por Traité des Courbes. Esta obra, dividida em trés tomos e publicada nas Obras
sobre Mathematica de Gomes Teixeira, consiste na revisdo da memoria apresentada
anteriormente, onde o autor insere também o estudo de novas curvas.

Nesta memdria, Gomes Teixeira estuda um namero consideravel de curvas onde trata
0s conceitos geométricos sob o ponto de vista da geometria diferencial e insere o percurso
historico de cada curva. As espirais ndo foram excepcdo, pelo que Gomes Teixeira as

analisa tanto sob um ponto de vista historico como geométrico.



INTRODUCAO

Esta dissertacdo tem assim como objectivo sintetizar o estudo das espirais,
evidenciando a abordagem apresentada no Traité des Courbes, tendo em conta que esta
edicdo francesa € a mais completa.

Numa primeira fase, abordaremos a origem desta extraordinéria obra de Gomes
Teixeira; de seguida analisaremos, de uma forma breve, a organizacdo e o contetdo da
coleccdo Obras sobre Mathematica, onde destacamos os trés tomos do Traité des courbes
que constituem os volumes IV, V e VII; e finalizaremos com uma breve analise
comparativa entre o Tratado de las Curvas e o Traité des Courbes.

Numa segunda fase, passaremos ao assunto que desencadeou toda esta nossa
investigacao, as espirais. Neste capitulo, comecaremos por abordar o conceito de espiral e
a multiplicidade de defini¢bes que encontrdmos ao longo da nossa pesquisa, bem como as
varias caracteristicas possiveis de estudarmos para uma dada espiral. Imediatamente a
seguir e depois de familiarizados com alguns conceitos, pretendemos estudar algumas das
espirais mais conhecidas, para as quais destacaremos as suas formas e equacdes, bem como
algumas referéncias historicas. E com este objectivo que, nesta fase, recorremos a
softwares de geometria dindmica e de anélise gréfica de funcdes, respectivamente, The
Geometer’s Sketchpad e MathGV, para apresentarmos o estudo de cada espiral. O primeiro
programa permitiu-nos, em algumas situagdes, construir figuras que nos possibilitam
exemplificar as situacdes descritas de forma a facilitar a compreensdo do raciocinio. O
segundo programa, bastante importante nesta fase, permitiu-nos construir exemplos das
diferentes espirais, facilitando o estudo da forma e das caracteristicas de cada uma delas.

Seguidamente, apresentamos e comentamos 0 estudo das catorze espirais inseridas
no Traité des Courbes de Gomes Teixeira. Para tal, tentaremos descrever as propriedades
mais importantes de cada espiral, apresentar as figuras construidas por Gomes Teixeira que
achamos de uma precisdo monumental para a época em que foram construidas e, por
ultimo, comparar este estudo com o do Tratado de las Curvas, salientando as diferencas
essenciais. Ainda nesta fase, e porque ao longo do estudo da obra de Gomes Teixeira
depardmo-nos com algumas incorrec¢fes nas expressdes apresentadas, achamos por bem
inserir as demonstracdes de algumas das propriedades apresentadas anteriormente. Mas
ndo ficamos por aqui. Atendendo a que Gomes Teixeira nem sempre apresenta as mesmas
caracteristicas para todas as espirais, tentaremos, ainda, deduzir um conjunto de

caracteristicas para todas as espirais, de forma a completar o estudo de Gomes Teixeira.
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Focaremos o0s seguintes elementos: a subnormal, a subtangente, os comprimentos da
normal e da tangente, a amplitude do angulo formado entre a tangente e o vector associado
ao ponto de tangéncia, o raio de curvatura, a area definida por um vector associado a um
ponto da espiral e 0 comprimento de um arco da curva.

Reservamos para o fim deste trabalho, a analise do percurso do matemaético ilustre
Francisco Gomes Teixeira, essencialmente nos aspectos ligados a sua formacéo e accao
desenvolvida como docente e investigador, privilegiando os que se relacionam com a

matematica.



CAPITULO 1 - O TRATADO DAS CURVAS ESPECIAIS NOTAVEIS

Capitulo 1 - O Tratado das Curvas Especiais Notaveis

A obra, originariamente, intitulada Tratado de las Curvas Especiales Notables’,
escrita em castelhano por Francisco Gomes Teixeira, foi um dos seus trabalhos mais
importantes, tendo sido bastante reconhecida tanto em Portugal como no estrangeiro. Esta
obra, elaborada com o intuito de responder a um concurso aberto pela Real Academia de
Ciencias Exactas Fisicas y Naturales de Madrid, foi premiada em 1897 e publicada em
1905. Mais tarde, Gomes Teixeira reescreveu uma nova, agora em francés, intitulada
Traité des Courbes Remarquables Planes et Gauches?, onde fez uma revisdo da anterior,

ampliando e enriquecendo-a com novas curvas.

Na seccédo 1.1, iremos descrever a origem da obra Tratado de las Curvas, abordando
o concurso aberto pela Real Academia de Ciencias de Madrid®, as memérias que deram
entrada nesta Academia e o resultado deste concurso. Prosseguindo este estudo, iremos
ainda especificar a origem do Traité des Courbes, ndo como uma nova obra mas como uma
segunda edicdo do Tratado de las Curvas.

Atendendo a que esta nova edicdo € composta por trés tomos e foi publicada nas
Obras sobre Mathematica de Gomes Teixeira, das quais constituem os capitulos 1V, V e
VII, na sec¢do 1.2 iremos falar um pouco desta coleccdo de obras, quer ao nivel da sua
origem quer ao nivel do seu contetdo. Apesar do nosso objectivo ser estudar as espirais
inseridas na obra premiada de Gomes Teixeira, consideramos importante incluir este
estudo devido ao facto de, nos restantes volumes desta coleccdo, estarem incluidos
inimeros artigos publicados, tanto em revistas portuguesas como estrangeiras, relativos a
temas de geometria, nomeadamente estudo de curvas. Desta forma, pretendemos realcar o

grande interesse e dedicacdo demonstrados por Gomes Teixeira no estudo de curvas que,

! Como ja referimos na introducéo, ao longo deste trabalho iremos designar esta obra apenas por Tratado de
las Curvas.

2 Também iremos abreviar o titulo desta obra designando-a apenas por Traité des Courbes

% A partir deste momento, passaremos a escrever Real Academia de Ciencias de Madrid em vez de Real
Academia de Ciencias Exactas Fisicas y Naturales de Madrid.
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CAPITULO 1 - O TRATADO DAS CURVAS ESPECIAIS NOTAVEIS

tanto antes como depois da publicacdo destas obras, continua a ocupar 0 seu pouco tempo
ao estudo de curvas.

Atendendo ao que foi dito anteriormente, torna-se imprescindivel fazer uma anélise
comparativa entre as duas edi¢cGes do Tratado das Curvas Especiais Notaveis de modo a
obtermos uma ideia geral sobre as diferencas existentes entre as duas e identificarmos a
profundidade da revisdo feita por Gomes Teixeira. Outro dos nossos grandes interesses
nesta comparacdo € descobrir quais e quantas curvas foram inseridas no Traité des
Courbes. Este estudo corresponde a secgéo 1.3.

Antes de passarmos ao estudo propriamente dito, queriamos salientar que, apesar de
ao longo do nosso trabalho e especificamente neste capitulo nos referirmos ao Tratado de
las Curvas e ao Traité des Courbes como duas obras distintas escritas por Gomes Teixeira,
ndo queriamos deixar de reforcar a ideia de que as duas correspondem ao mesmo estudo,

pelo que a segunda é uma revisdo e complemento da primeira.
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1.1. A origem da Obra

Em 1895, a Real Academia de Ciencias Exactas Fisicas y Naturales de Madrid abriu
um concurso que, de acordo com o que escreveu Gomes Teixeira, pretendia a elaboragdo

de um:

Catélogo ordenado de todas las curvas de cualquier clase que han
recibido nombre especial, acompariado de una ideia sucinta de la forma,
ecuaciones y propiedades generales de cada una, con noticia de los libros ¢
autores que primeramente las han dado & conocer. (1905, p.v)

Todos os anos, era aberto pela Real Academia de Ciencias de Madrid um concurso
com um programa diferente. No entanto, o programa acima referido foi apresentado duas
vezes. A primeira vez foi em 1892, embora neste ano, ndo tivesse havido nenhuma
memoria entregue que demonstrasse um grau satisfatério. A segunda vez foi entdo em
1895, pelo facto de se considerar que o tema apresentado era de grande importancia e
interesse para o desenvolvimento da matematica. Relativamente aos anos indicados para a
abertura dos concursos, existe uma grande discrepancia na bibliografia que consultamos.
Maria da Graca Alves, por exemplo, indica os anos de 1893 e 1896, como 0s anos da
abertura destes concursos. Neste trabalho, consideramos as datas indicadas por Gomes
Teixeira na introducdo do Tratado de las Curvas.

Foi ao concurso aberto em 1895 que Gomes Teixeira respondeu com uma memoria
intitulada Tratado de las Curvas Especiales Notables. Mas, ndo foi 0 Unico a participar
neste concurso. Também concorreram a este certame os matematicos Gino Loria, da
Universidade de Génova, com a memdria intitulada Las curvas planas particulares,
algébricas y transcendentes. Teoria e historia. Ensayo de geometria comparado del plano
e D. Joaquin de Vargas y Aguirre, com a memoria intitulada Catalogo general de curvas.

Foi nos dois anos seguintes a abertura do certame, 1896 e 1897, que se fizeram
chegar as trés memorias a Academia, sendo a primeira a ser entregue a do italiano Gino
Loria, seguindo-se a de Gomes Teixeira e, por ultimo, a do espanhol D. Joaquin de Vargas
y Aguirre.

Este tipo de concurso era organizado desde 1853 pela Real Academia de Ciencias de

Madrid onde havia trés pontos: um de matematica, outro de fisica e outro de sciencias
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naturais que, segundo o historiador e matematico Rodolfo Guimardes, as distingbes
consistiam em prémio, accessit e mencéo honrosa. *

Depois de recebidas as trés memdrias, estas foram analisadas pela Academia em
anonimato, ou seja, o responsavel pela sua analise ndo teve qualquer conhecimento do
autor de cada uma, tendo sido previamente atribuido um nimero (de 1 a 3) como forma de
as identificar. Assim sendo, a memoria n.° 1 correspondia a de Gino Loria, a n.° 2 a de
Gomes Teixeira e, por Gltimo, a n.° 3 correspondia a memoria de D. Joaquin de Vargas y
Aguirre, de acordo com a ordem de chegada das respectivas memdrias a Academia.

O resultado do concurso, conhecido em 1900, declarou, pela primeira vez num
certame deste tipo, dois vencedores: Francisco Gomes Teixeira e Gino Loria. A decisdo de
conceder o prémio do concurso aos dois gedmetras teve de ser autorizado pelo Ministro do
Fomento, dado que nunca antes tinha acontecido. Desta forma, esta concluséo apenas foi
tornada publica em 1900°, através de um relatério elaborado pela comissio responsével
pela anélise e apreciacao das trés memorias.

Esta comissao considerou que as duas memdrias premiadas eram muito semelhantes,
ao nivel da sua estrutura, ao contrario da meméria de D. Joaquin de Vargas y Aguirre, da
qual teceram um parecer desfavoravel pelo facto de se encontrar organizada por ordem

alfabética das curvas estudadas. De facto, na memoéria de Gomes Teixeira,

El orden en que haremos el estidio de las curvas comprendidas en
este trabajo es el determinado por las ecuaciones de aquéllas.
(Teixeira, 1905, pp.vi-vii)

Embora tenha sido atribuido o prémio as duas memorias, o responsavel pelo relatério

afirmou sobre o trabalho de Gomes Teixeira:

(...) cosa de ciento cuarenta curvas, verdaderamente notables;
estudiadas a conciencia en el texto, bajo de muy distintos aspectos; la maior
parte graficamente representadas en un atlas de 15 laminas; y, como la
memoria N.°1, con la cual ésta N.°2, tantas analogias, de forma y por el

fondo de su doctrina, presenta, catalogadas, por separado, en orden

* In Silva, 2000, p.338.

> Apesar do relatério apenas ter sido tornado pablico em 1900, o resultado do concurso foi dado a conhecer a
Gomes Teixeira através de um oficio de D. Miguel Merino, Secretario da Real Academia de Sciencias de
Madrid, em Junho de 1899.
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alfabético,
(Alves, 2004, p.247)

gobierno 'y mayor comodidad

Apesar das criticas proferidas @ memoria de D. Joaquin de Vargas y Aguirre, esta foi

considerada também de grande qualidade pelo que este matematico foi recompensado com

um accessit.’

Estes trés trabalhos foram publicados pela Real Academia de Ciencias de Madrid em

castelhano, nas Memorias de la Real Academia de Ciencias Exactas Fisicas y Naturales de

Madrid e, segundo Rodolfo Guimarées, a publicacdo da memoria de Gomes Teixeira

ocorreu primeiro que a de Gino Loria. A obra de Gomes Teixeira, Tratado de las Curvas

Especiales Notables, foi publicada em 1905 no tomo XXII, enquanto a de D. Joaquin de

Vargas y Aguirre apenas foi publicada em 1908 no tomo XXVI com o nome Catélogo

general de curvas. Quanto a memoria de Gino Loria, ndo tivemos conhecimento da data da

sua publicacdo, no entanto, a confirmacdo de que foi publicada é dada por Rodolfo

Guimaraes.’

Figura 1.1 - Capa do Tratado de las Curvas Especiales Notables

TRATADO

LURVAY ESPECMLES NITABLEY

K LAS
POR

F. GOMES TEIXEIRA

uuuuuuuuuuuuuuuuu

S o
Qf7rg

MADRID
IMPRENTA DE LA “OACETA DE MADRID,,
Calle 4 Postejos, 13

1908,

¢ Alves, 2004, p.248.
" In Silva, 2000, p.341.
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Apbs ser conhecido o relatorio da comissdo, fizeram-se chegar a Gomes Teixeira
varios votos de congratulacdo, de entidades tanto portuguesas como estrangeiras. Um
exemplo disso, foi o oficio enviado a Gomes Teixeira pelo Doutor Avelino Calisto, Reitor
da Universidade de Coimbra, a felicita-lo, em nome da Universidade. Neste oficio pode

ler-se:

Tenho a honra e intima satisfacdo de, em nome da Faculdade de
Mathematica e do Conselhno de Decanos, como representante da
Universidade, felicitar a V. Ex.2 por lhe ter sido conferido pela Academia
Real das Sciencias de Madrid o premio offerecido em concurso para uma
memoria sobre Geometria.

Esta Universidade muito se ufana por ver tam justamente galardoado
o talento e applicacao de um de seus filhos mais dilectos.

Este oficio faz parte da correspondéncia recebida por Gomes Teixeira e doada, por
este, a Universidade de Coimbra. Actualmente, esta correspondéncia encontra-se no
Arquivo da Universidade, a qual tivemos oportunidade de consultar. Ai existe uma
listagem dessa correspondéncia, numerada até 2230, elaborada por Gomes Teixeira e
intitulada indice. Tal como este oficio, que corresponde ao nlimero 1428 desta listagem,
sdo inumeras as cartas que felicitam Gomes Teixeira pelo prémio que Ihe foi atribuido. Da
leitura de algumas destas cartas, podemos notar a grande admiragdo que a comunidade
cientifica revelava por Gomes Teixeira, bem como o reconhecido prestigio adquirido
internacionalmente.

Apesar dos elogios proferidos a obra de Gomes Teixeira, este considerava o seu

trabalho incompleto, como se pode ler na introducdo da sua memodria:

La coleccion de curvas con nombre especial que vamos a estudiar no
es completa. Por falta de tiempo dejamos de considerar algunas de que
tenemos noticia, y ciertamente existen, ademas, otras de que no tenemos,
actualmente, conocimiento. Creemos, sin embargo, no haber dejado de
considerar curva alguna de las que tienen importancia por su teoria, por

sus aplicaciones 6 por su historia. (1905, p.VI)
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Sendo assim, Gomes Teixeira ndo baixou os bracos e, mais tarde, completa a obra
apresentada a Academia, inserindo o estudo de novas curvas e introduzindo também
algumas alteracGes as que ja haviam sido estudadas anteriormente, reescrevendo a obra na
lingua francesa. Esta nova versdo da obra, intitulada Traité des Courbes Spéciales
Remarquables Planes et Gauches, organizada em trés tomos, constitui trés dos sete
volumes das Obras sobre Mathematica, mais especificamente, os volumes IV, V e VII

publicados em 1908, 1909 e 1915, respectivamente.

OBEA S OBRAS

MATHEMATICA| [MATHEMATICA

Do

v FO fresnvs Fedfedrg Dr. F. Gomes Teixeira

FPUBLICADAS

FiR SELEN DD ST ET N REPHAL POR ORDEM DO GOVERNO PORTUGUES

VOLUME QUINTO

23
E

Publicagdo official

COIMERA
Imprenaa da Universidade

Figura 1.2 - Capa do Volume IV de Obras sobre Figura 1.3 — Capa do Volume V de Obras sobre

Mathematica Mathematica

No entanto, salientamos que o conteddo do volume VII (tomo 11l) é totalmente novo
relativamente ao Tratado de las Curvas, sendo mesmo identificado por Gomes Teixeira
como um suplemento, como podemos ler no frontispicio desse mesmo volume, figura 1.4.

Neste tomo, Gomes Teixeira inseriu um fasciculo intitulado Sur les problemes
célebres da la Géométrie élémentaire non résolubles avec la regle et le compas, publicado,
pela Imprensa da Universidade, em 1915, antes da publicacdo do volume VII de Obras

sobre Mathematica.?

8 Alves, 2004, p.252.



CAPITULO 1 - O TRATADO DAS CURVAS ESPECIAIS NOTAVEIS

TRAITE

COURBES SPECIALES REMARQUABLES

PLANES ET GAUCHES

F. GOMES TEIXEIRA

TOME 111

Agpliment

|||||||

Figura 1.4 - Frontispicio do Volume VII de Obras sobre Mathematica

Como veremos posteriormente, o objectivo de Gomes Teixeira na escrita da segunda
edicdo era rever e aumentar o estudo das curvas, no entanto, apesar de o autor fazer
bastantes correccGes e alteracfes a primeira edicdo continuaram a existir algumas
incorrecgoes.

A obra Traite des Courbes Spéciales Remarquables Planes et Gauches foi
novamente publicada, em 1971, pela editora americana Chelsea Publishing Company,
Bronx, New York e, mais recentemente, em 1995, pela editora francesa Editions Jacques
Gabay, Paris, mostrando assim, o interesse e 0 valor desta grandiosa obra ainda nos dias de
hoje. Estas duas publicacdes, também divididas em trés tomos, correspondem a uma
revisdo da obra publicada pela Imprensa da Universidade tal como se pode ler na edicao
publicada em 1971

The present work is a revised (corrected) reprint of the three
volumes, published at New York in 1971 (...) (Teixeira, 1971, p.1V)

No entanto, depois de consultada esta edigdo podemos constatar que nela permanece
a existéncia de algumas gralhas no tratamento de varias curvas.

Mas, ndo s6é a obra de Gomes Teixeira mereceu novas publicagdes. Também o
trabalho de Gino Loria foi novamente publicado em 1911, com o titulo Spezielle
algebraische und transzendente ebene Kurven, Theorie und Geschichte, em dois volumes,

pela editora B. G. Teubner, Leipzig e Berlim e traduzido de italiano para aleméo por F.

-8-



CAPITULO 1 - O TRATADO DAS CURVAS ESPECIAIS NOTAVEIS

Schiitte. Em 1930, foi novamente publicado, agora em italiano, intitulado Curve piane
speciali algebriche e transcendenti, teoria e storia, em dois volumes, pela editora, Hoepli,
Milan.

Ainda relativamente ao Tratado de las Curvas, Gomes Teixeira, em 1917, volta a ser
galardoado, desta vez, pela Académie des Sciences de Paris com o prémio Binoux —
Prémio de Filosofia e Histdria das Sciencias. A atribuicdo deste prémio, comunicado a
Gomes Teixeira por oficio® escrito por Picard, deveu-se ao reconhecimento da qualidade
cientifica da obra e & introduc&o da componente histérica relativa de cada curva.™

Também, relativamente a este prémio, se fizeram chegar algumas cartas a felicitar
Gomes Teixeira por lhe ter sido concedido este prémio. Destas, realcamos sobretudo a
carta enviada em Novembro de 1917 por Haton de La Goupilliére, matematico que Gomes
Teixeira cita varias vezes ao longo do Tratado de las Curvas, e que ja outrora Ihe enviara
outras cartas, tanto a apreciar esta obra como a trocar informacdes relativamente a algumas
curvas notaveis.

Para terminar, salientamos o facto de néo ter sido a primeira vez que Gomes Teixeira
respondeu a um concurso da Real Academia de Ciencias de Madrid. Em 1893, a Academia

lancou a concurso o seguinte programa:

Exposicion razonada y metodica de los desarrollos en serie de las
funcciones matematicas. Teoria general de los mismos. Significacion de las
Ilamadas series divergentes. Investigacion de una série tipica de la qual, a
ser possible, se deriven como casos particulares las series de mayor
importancia y uso en analisis, como las de Taylor, Lagrange y qualquiera

Otra analoga. (Teixeira, 1904, p.3)

Em resposta a este programa, Gomes Teixeira elaborou uma memoria intitulada
Sobre o desenvolvimento das funcgdes em série. Esta memdria ndo recebeu o prémio
ordinario por estar escrita em portugués e ndao em castelhano ou em latim como ditava o
regulamento do concurso. No entanto, o valor desta memoria foi reconhecido pela
Academia, atribuindo-lhe um prémio exterior ao concurso e, mais tarde, em 1897,

publicando-a, em lingua espanhola, no tomo XVIII, parte | das Memorias de la Real

® Este oficio constitui 0 n° 225 da correspondéncia de Gomes Teixeira datado de 29 de Outubro de 1917.
10 Alves, 2004, p.256.
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Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales de Madrid, com o titulo Sobre o
desenvolvimiento das funcdes em série.™*

Foi talvez este facto que incentivou Gomes Teixeira a participar novamente neste
concurso, mesmo que numa &rea diferente da anterior, a geometria, marcando uma nova
fase da vida de Gomes Teixeira dedicada predominantemente ao estudo de curvas notaveis.

Para terminar, realcamos, de acordo com Rodolfo Guimarées, que a Real Academia
de Ciencias de Madrid desde 1853 apenas concedeu prémio na area de matematica quatro

vezes, sendo dois deles alcangados por Gomes Teixeira.

1 Teixeira, 1904, p.1.
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1.2. O Traité des Courbes inserido nas Obras sobre Mathematica

Tal como veremos posteriormente, a actividade cientifica de Gomes Teixeira foi
bastante abrangente, tendo este escrito inimeros trabalhos em diferentes areas: analise,
geometria e histéria da matematica.

Este extenso trabalho foi reconhecido, tanto em Portugal como no estrangeiro,
comprovando-o0 as inUmeras cartas, votos de congratulacdo e homenagens que recebeu,
tanto em vida como depois da sua morte, de matematicos e outras entidades, a enaltecer o
seu trabalho.

Também o governo portugués reconheceu o seu trabalho e, a 8 de Fevereiro de 1902,
determinou a compilacdo dos trabalhos cientificos de Gomes Teixeira por uma portaria que
dizia:

Sua magestade EI-Rei, a quem foi presente a proposta do Director
Geral de Instruccdo Publica para serem reunidos em volumes os trabalhos
sobre Mathematica do Dr. Francisco Gomes Teixeira, lente cathedratico e
director da academia Polytechnica do Porto, que se acham dispersos em
revistas nacionaes e estrangeiras: ha por bem determinar que se proceda a

essa publicagéo. (Teixeira, 1904, p.VII)

De acordo com esta portaria, Gomes Teixeira procedeu a selec¢do dos seus trabalhos
cientificos elaborados até entdo, compilando-os numa coleccdo dividida em sete volumes,
cujo o titulo € Obras sobre Mathematica, onde houve a preocupagao em corrigir eventuais

incorreccdes das publicacGes anteriores, como salienta Gomes Teixeira:

Tendo pois de se proceder & publicacdo dos nossos trabalhos
scientificos, (...), julgamos conveniente fazer-lhes uma revisdo, para corrigir
erros que encontrassemos, esclarecer alguma passagem obscura e annotar
outras. (1904, p.VII)

No entanto, depois de consultados os varios volumes podemos constatar que nestas
obras continuam a existir algumas incorreccgdes, pelo que o desejo de Gomes Teixeira ndo

foi totalmente realizado.

-11 -
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O primeiro volume de Obras sobre Mathematica foi publicado em 1904, pela

Imprensa da Universidade de Coimbra.

MATHEMATICA

Ll F. Gomes Teixeira
RECEGE D4 ACADENIA POLTTRONDION BO oM

FLBLIOATAS

POR ORODEM DO COVERRD PORTUGUES

VOLUME PRIMEIRO

COIMERA
Linvprensn da Universldode

Figura 1.5 - Capa do VVolume I de Obras sobre Mathematica

Este volume compreende artigos publicados em varias revistas, tanto nacionais como
estrangeiras. No entanto, destacamos um artigo, que corresponde ao primeiro capitulo da
obra, sendo este a memoria premiada em 1897 pela Real Academia de Ciencias Exactas
Fisicas y Naturales de Madrid, ja referenciado anteriormente, com o nome Sobre o
desenvolvimento das func¢des em série.

No quadro seguinte, podemos observar 0s varios artigos que compdem este volume,

de acordo com a revista onde estes foram publicados bem como o ano de publicacéo.

) ) Ano de
Revista Titulo do Artigo ) Cap.
Publicacéo

Memorias de la Real Academia ) .
o . Sobre o desenvolvimento das funcgdes
de Ciencias Exactas, Fisicas y 1897 |

] em série
Naturales de Madrid

Sur le développement des fonctions en
série ordonnée suivant les puissances du 1896 I

Journal fiir die reine und sinus et du cosinus de la variable
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angewandte Mathematik, Sur les séries ordonnées suivant les 1900 "
gegriindet von Crelle - Berlin puissances d’une fonction donnée
Sur le développement des fonctions
doublement périodiques de seconde 1903 IX
espéce en série trigonométrique
Sur la convergente des fomules de
) . 1903 Xl
d’interpolation de Lagrange, Gauss, etc
Bulletin des Sciences Extrait d’une lettre adressée a M.
) ) ) 1890 v
mathématiques - Paris Hermite
Mémoires couronnés et autres
Mémoires publiés par . )
. . Sur les courbes paralleles a I’ellipse 1898 \
I’ Academie Royale de Belgique
- Bruxelles
Giornale di Matematiche - o
) Sur les dérivées d’ordre quelconque 1880 VI
Napoli
o ) Sur le développement des fonctions
Journal de Mathématiques purés o . 1881 VIl
o . S implicites en série
et appliqués, fondé par Liouville _
. Sur le développement des fonctions
- Paris o 1889 VI
implicites
Boletim da Direcc¢do Geral de Apontamentos biographicos sobre 1902 X
Instrucgdo Publica - Lisboa Daniel Augusto da silva
Bulletin de la Société Note sur I’intégration des équations aux 1902 I
Mathématique de France — Paris dérivées partielles du second ordre
Archiv der Mathematik und o .
. o Sur la courbe équipotentielle 1902 X1 =1
Physik - Leipzig
. Sobre una curva notable 1889 Xl-1
El Progreso matematico - _
Sobre los focos de las espiricas de
Zaragoza 1900 X =11
Perseo
Revista trimestral de Sobre una propiedad de los focos de los
) o 1901 X1 =1V
mathematicas - Zaragoza oOvalos de Cassini
Sur la tétrascupidale de Bellavitis 1901 X1l -V
Mathesis - Gand Sur une propriété des ovales de
1902 X1 =VI
Descartes
Sur I’enveloppe d’une droite de
longueur donnée s’appuyant sur deux 1898 X1 -Vl
o droites
Intermédiaire des _ _
. . Evaluation directe de I’aire de la
Mathématiciens — Paris . ) . 1900 XI-VII
développée de I’ellipse
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Sur la rectification des courbes
o ] 1900 X1 =IX

paralléles a une courbe donnée
Sur les foyers du limagon de Pascal 1900 X=X

Monatshefte fiir Mathematik und i R i
. ] Extension d’un théoréme de Jacobi 1890 XV -1
Physik - Wien

Sur la détermination de la partie

Rediconti della Reale algébrique de I’integrale des fonctions 1885 XIV -1l
Accademia dei Lincei - Roma rationelles
sur I'intégrale j e f (x)dx 1885 XIV - 11
Sur le développement de X* en série
PP XIV —
ordonnée suivant les puissances du sinus 1896 "
de la variable

Nouvelles Annales de Démonstration d’une formule de

Mathématiques - Paris . 1888 XV -V
Waring
sur Iintégrale [ cot(x—a)dx 1889 | XIV-VI
0

Quadro | — Artigos que compdem o volume | de Obras sobre Mathematica de acordo com a

revista onde foram publicados.

Pelo quadro anterior, podemos concluir que Gomes Teixeira, neste volume,
seleccionou trabalhos tanto da area de analise como de geometria. Outro dado relevante
refere-se a publicacdo dos mesmos que, na maioria, foi feita no estrangeiro (em diferentes
paises), havendo apenas um publicado em Portugal, Apontamentos biographicos sobre
Daniel Augusto da Silva, o que comprova a sua notoriedade no estrangeiro.

A semelhan¢a do volume I, também o volume Il, publicado em 1906, ¢ uma
compilacdo de artigos publicados por Gomes Teixeira. Da mesma forma, organizamos um
quadro, que se encontra em apéndice (apéndice 1), com os artigos e respectivas revistas de
publicacdo, que compdem este volume. Nele, predominam também as revistas estrangeiras.
No entanto, é de salientar que os Unicos dois artigos publicados em Portugal, Integragéo
das equacOes as derivadas parciaes de segunda ordem e Sobre o emprego dos eixos
coordenados obliquos na Mecanica Analytica, sdo as dissertacfes apresentadas a
Faculdade de Mathematica da Universidade de Coimbra, como veremos no capitulo 4,
para obter o grau de doutor e para concurso a um lugar de lente nesta mesma Faculdade,

respectivamente. Através destes dois quadros, vemos que Gomes Teixeira publicava,
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prioritariamente, os seus trabalhos em revistas e jornais estrangeiros, dando a conhecer as
investigacdes cientificas nacionais e projectando Portugal no estrangeiro. Para além disso,
é notavel o elevado numero de artigos publicados por este matematico, até a data do
volume 11 de Obras sobre Mathematica, traduzindo assim a sua profunda, rigorosa e longa
investigacao.

Dos mais prestigiados jornais e revistas estrangeiras de matematica da época
citemos, de acordo com os dois quadros, aqueles em que Gomes Teixeira publicou um
maior nimero de trabalhos:

- Nouvelles Annalles de Mathématiques — Paris (1885, 1886, 1888, 1889, 1891,

1896, 1905, 1906);

- Bulletin des Sciences Mathématiques — Paris (1887, 1888, 1890, 1892, 1893);

- L"Enseignement Mathématique — Genéve (1904, 1905, 1905);

- Journal Fir die reine und angewandte Mathematik, gegriindet von Crelle — Berlin

(1896, 1900, 1903, 1903);

- Intermédiaire des Nathematiciens — Paris (1898, 1900, 1900, 1900).

Sendo também, de notar que Gomes Teixeira publicou principalmente artigos em
revistas ou jornais franceses num total de 24 artigos.

O terceiro volume de Obras sobre Mathematica, publicado em 1906, contém o
Curso de Analyse Infinitesimal: Calculo Differencial — 42 edicdo. O sexto volume,
publicado em 1912, contém o Curso de Analyse Infinitesimal: Calculo Integral — 32 edi¢éo,
constituido por 13 capitulos. Estes dois trabalhos tinham como objectivo servir de manual
para as cadeiras leccionadas por Gomes Teixeira. Da correspondéncia dirigida a Gomes
Teixeira, podemos constatar que estes manuais de analise foram escritos de uma forma
clara e rigorosa, estando bem adaptados aos alunos. No capitulo 4 abordaremos um pouco
mais estes dois importantes trabalhos de Gomes Teixeira.
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CURSO CURSO
ANALYSE INFINITESIMAL ANALYSE INFINITESIMAL
CALCTULO DIFFERENCIATL CATOULO INTEGRAT
Figura 1.6 - Frontispicio do Volume IlI de Obras Figura 1.7 - Frontispicio do volume VI de Obras
sobre Mathematica sobre Mathematica

E por ultimo, como ja foi referido em 1.1, os volumes 1V, V e VII, publicados em
1908, 1909 e 1915 respectivamente, sdo constituidos pelos trés tomos do Traité des
Courbes Spéciales Remarquables Planes et Gauches.
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1.3. Anélise comparativa do Tratado de las Curvas e do Traité des Courbes

Como ja tivemos oportunidade de referir neste capitulo, Gomes Teixeira reescreveu a
obra Tratado de las Curvas, na lingua francesa, na qual inseriu o estudo de novas curvas e
ampliou o estudo das curvas ja abordadas. Com isto, torna-se de alguma forma importante
descobrir quais as mudancas que Gomes Teixeira efectuou no Traité des Courbes,
publicado em trés volumes da coleccdo Obras sobre Mathematica, nos anos de 1908, 1909
e 1915.

Depois de uma breve anélise as duas obras, podemos concluir que Gomes Teixeira
se preocupou bastante, ndo sé em relatar novas curvas, como também e principalmente em
ampliar o estudo das curvas ja abordadas na primeira obra.

De seguida, apresentamos um estudo comparativo das duas obras onde aparecem a
par os capitulos e as secgBes comuns, a itdlico as alteragbes mais relevantes e com o
simbolo “--“ quando numa obra ndo existir uma seccdo equivalente a da outra obra.
Atendendo a que Gomes Teixeira, apresenta para cada curva varias caracteristicas e outras
informagdes relativas a curva, de uma forma sequencial, separando as diferentes
informacgdes atraves de uma linha em branco e enumerando cada parte, neste estudo
inserimos uma coluna, designada “nimero”, que apresenta o nimero das partes relativas a

cada seccao.

Tratado de las Curvas Traité des Courbes
Sec Sec
Nome Pag. Numero B Nome Pag. Numero
céo céo
Livro IV
Capitulo | Capitulo |
Cubicas notables Cubiques remarquables
I La cisoide 1 1-17 “ I Les Cissoides 1 1-30
1] La concoide de Sluse 13 18-20 “ 1 La conchoide de Sluse 26 31-36
I La estrofoide 16 21-33 || I La strophdide 30 37-51
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Les focales de Van-
-- -- -- -- v 45 52-67
Rees
La trisectriz de La trisectrice de
v ) 31 34-41 \V ) 58 68-75
Maclaurin Maclaurin

\Y Las cubicas circulares 62 76-98 “ VI  Les cubiques circulaires 62 76-98

Capitulo 11 Capitulo 1
Cubicas notables (Continuacion) Cubiques remarquables (Continuation)

I El folium de Descartes 53 57-63 || I Le folium de Descartes 85 99-106

Les courbes quarrables
-- -- -- -- 1 algébriquement. Le 91 107-110
trefle.

L’anguinea. Les

1 La anguinea de Newton 59 64-69 I hyperbolismes des 97 111-118
coniques
i El tridente de Newton 63 70-71 119-121
Le trident. La parabole
) ) v 103
La concoide parabolica de Descartes
v 66 72-74 122

de Descartes

\Y/ La clbica de Agnesi 68 75-84 “ \Y, La versiera 108  123-133
VI La curva de Rolle 74 85-88 || VI Courbe de rolle 115  134-137
VI La clbica mixta 77 89-91 || VI La cubique mixte 118  138-141

Le folium parabolique.
VIl El folium parabdlico 80 92-95 | VI Les paraboles 121 142-146

divergentes unicursales

Las parabolas Les paraboles
IX ) 82 96-101 IX ) ) 125  147-156
divergentes divergentes droites

. Les cubiques des
X Las cubicas de Chasles 94 102-103 X 143 157-159
Chasles

-18 -



CAPITULO 1 - O TRATADO DAS CURVAS ESPECIAIS NOTAVEIS

Conclusién. Sucinta
noticia bibliogréfica

Xl ) 98 104
sobre las cubicas en

general

Capitulo 111
Cuarticas notables

Las espiricas de Perseo 100 105-111

I Las cassinicas 109 112-120
1] Las lemniscatas 118 121-138
La lemniscata de
v 131 139-149
Bernoulli
Capitulo IV

Cuérticas notables (Continuacion)

| El caracol de Pascal 142  150-162

I La cardioide 154  163-166

1l Los 6valos de Descartes 218  167-179

IV Las cuarticas bicirculares 234  180-191

Xl

Xl

Généralisation de la
théorie des cubiques 146 160-163

circulaires

Notice succinte sur la

bibliographie de la
151 164
théorie générale des

cubiques

Capitulo 111
Quartiques remarquables

Les spiriques de

153  165-175
Perseus
Les cassiniennes 165 176-187
Les lemniscates 178  188-204
La lemniscate de
189  205-212
Bernoulli
Capitulo 1V

Quartiques remarquables (Continuation)

La limacon de Pascal 199 213-231

La cardioide 213  232-239

Les ovales de Descartes 218  240-249

Les quartiques
o ] 234 250-272
bicirculaires
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Capitulo V Capitulo V
Cuérticas notables (Continuacion) Quartiques remarquables (Continuation)
La concoide de La conchoide de
| _ 180 192-199 | | _ 259  273-281
Nicomedes Nicomeéde

] ] Les paraboles
I La parédbola virtualis 193  200-206 1 ] 269  282-289
virtuelles. Le besace.

La cruciforme
i 200 207-216 295-304
(Kreuzcurve) )
La cruciforme. La

v ) 277

) puntiforme
La puntiforme
v ) 212 217-222 305-307
(Kohlenspitzencurve)

La quartique piriforme.

\% La cuartica piriforme 215 223-227 \Y Les quartiques de 289  308-313
Wallis.
VI La curva del diablo 218  228-230 “ VI La courbe du diable 296  314-315
El folium simplex 0 Le folium simple ou
Vil . 220 231-236 | VII 297 316-318
ovoide ovoide

Le folium double ou

237-240 | VI o 300 319-322
) bifolium
El folium duplex 6
VIII ol 223
ITolium
Les quartiques de M.
241-243 | X _ _ 306  328-329
Ruiz-Castizo
IX Le trifolium 232 244-246 || IX Le trifolium 302  323-327
X Bicornio 236  247-249 “ XI Le bicorne 310 330-332
XI La curva K 240 250-254 | 1N 274 290-294

La courbe de
Gutschoven ou cappa
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Concoides focales de las

X ) 242 255-260
conicas
Breve noticia del origen
Xl ydescubrimiento de la 253 261
teoria de las cuérticas
Capitulo VI
Séxticas y bicuarticas méas notables
| La curva de Watt 256  256-266
I La astréide 261  267-275
Las curvas paralelas & la
i ) 267 276-283
astroide
Las evolutas de la elipse
v ) 273  284-293
y de la hipérbola
\ El escarabajo 279  294-299
VI La atriftaloide 285  300-306
VIl La curva de Talbot 293  307-313
Las toroides
A) Definiciény
) ] 314-324
propriedades mas
notables de estas curvas
VIII 297
Las toroides
B) Podaires centrales de 325-329

las toroides

Conchoides focales des

. 312  333-339
coniques
Notice succinte sur
I’origine et le
X1 321 340

développement de la

théorie des quartiques

Capitulo VI
Sur quelques courbes du sixieme et du

huitieme degré

“ I La courbe de Watt 323 341-344
“ I L’astroide 328  345-351
Les curbes paralléles a
" 333 352-357
I’astroide
La développée de
v I’ellipse et de 339 358-364
I’hyperbole
|| \Y Le scarabée 344  365-368
|| VI L atriphthaloide 248  369-373
“ VI Lacourbe de Talbot ~ 354  374-377
VI Les toroides 358  378-386
Les podaires centrales
IX 368  387-392
des toroides
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La courbe
IX La curva equipotencial 313  330-334 X équipotentielle de 372 393-398
Cayley

) Notice succinte sur
Nota final o
) I’origine et le
complementaria, ]

X . 319 335 XI développement de la 379 399
referente 4 la historia de o

o théorie des courbes
las curvas algébricas

algébriques
LivroV
Capitulo VII Capitulo VII
Curvas transcendentes notables Courbes transcendantes remarquables
I La logaritmica 324  345-352 “ I La logarittmique 1 400-408
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VI

VIl

VIl

Xl

Xl

X1l

Curva is6crona

paracéntrica

Capitulo V111

Las espirales
Espiral de Arquimedes
Espiral de Galileo
Espiral de Fermat
Espiral parabolica
Espiral hiperbélica

Lituus

Espiral logaritmica

Espiral de Poinsot

Espiral tractriz
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La clotoide
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383
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Capitulo V111

Les spirales
La spirale d’ Archiméde
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La spirale de Fermat
La spirale parabolique
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La spirale
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. Capitulo IX
Capitulo IX
) o Les paraboles et les hyperboles
Parabolas ¢ hipérbolas o .
générales. Les spirales correspondantes

De las parabolas en

| 410 479-486 | Les paraboles 115 506-514
general
I La parabola semicibica 413  487-491 ) 516-520
La parabole cubique. La
] . parabole semi-cubique
I La parabola cubica 415  492-493 515

De las hipérbolas en

416 494-497 Il Las hyperboles 127  521-524
general
Les spirales
-- -- -- -- v paraboliques et 130  525-528
hyperboliques
Capitulo X Capitulo X
Curvas cicloidales Les courbes cycloidales
I La cicloide ordinaria 420  498-509 || I Lacycloide ordinaire 133 529-543
Cicloides contraidas y Les cycloides
] . 428  510-515 | ) ] 150  544-550
dilatadas raccourcies et allongées
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VI

VI

VIl

VI

VIl

VIl
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hipocicloides contraidas 462

y dilatadas
Ruleta de Delaunay 466
Pseudocicloides 471

Ver Cap. XI -

Capitulo XI
Varias clases de curvas

Perlas de Sluse 476

Roséaceas de G. Grandi 481

Espigas 488
Nudos 492
Curvas de Lamé 494

Curvas de
502

perseguimiento

Espirales sinusoides 507

Curvas de Ribaucour 516

Les épicycloides et les
552-560 | VII hypocycloides 202  594-603
allongées et raccourcies

561-567 || X Laroulette de Delaunay 223  616-624
568-574 “ IX  Lespseudo-cycloides 218  611-615

- || VIII Les rosaces 211  604-610

Capitulo XI
Sur diverses classes de courbes

575-584 “ I Les perles de Sluse 231  625-629

585-594 || - Ver Cap. X - -

235 630

. La courbe de Jean
Bernoulli

595-600 “ 11 Les épis 237  631-634

Les noeuds. Les
v 240 635-638
courbes de Descartes

601-606

607-617 || \Y; Les courbes de Lamé 244  639-647

618-622 | VI Lignes de poursuite 254  648-651

623-634 || VIl Les spirales sinusoides 259  652-668
-- “ VIl Cassiniennesanpdles 275 669-674

Les courbes de
IX ] 282  675-679
Ribaucour

635-640

-- “ X Les courbes de Serret 286  680-689

Cycliques planes.
XI 300 690-700
Courbes de direction
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Capitulo XII Capitulo XI1
Curvas de doble curvatura Sur les cycliques sphériques

1] Curva de Viviani 524  641-644 “ I La courbe de Viviani 311  701-709

Les courbes cyclo-
- - - - 1 cylindriques. Les 320  710-713

cassiniennes sphériques

Hipopeda de Eudosio 6 . .
i . . 529  651-652 Il L’hippopéde d’Eudoxe 324  714-716
lemniscata esférica

. . L ellipse sphérique. Les
Vil Elipse esférica 542  666-673 v 326 717-724
courbes de W. Roberts

Les cycliques
- - -- -- \% ] 334 725-730
sphériques

Capitulo X111

Sur les courbes sphériques

I Espiral de Pappo 521  641-644 “ I Laspirale de Pappus 343  731-734
1\ Clelias 531  653-657 || I Les clélies 346  735-738

Vv Loxodromia 533  658-660 || v La loxodromie 353  745-749

Les épicycloides
I 348  739-744

VI Epicicloides esféricas 536 661-665 o
sphériques

VIII Ciclicas 550 674-679 ||

- - - - || V  Lachainette sphérique 359  750-755

La courbe du pendule
- - - - VI . 367  756-759
sphérique

-26 -



CAPITULO 1 - O TRATADO DAS CURVAS ESPECIAIS NOTAVEIS

VI

VII

VIl

Capitulo X111
Curvas de doble curvatura

(Continuacion)

Hélice cilindrica 555  680-687

Hélice conica 564  688-700

Hélice cilindro-conica 566  694-700

Elipse logaritmica 572  703-704

Hipérbola logaritmica 576  705-707

Parabola logaritmica 579  708-709

Capitulo XIV

Sur les hélices. Sur quelques courbesde

Curva de Arquitas 582  710-712 || \Y;

Horéptera 585  713-717 “ I

I’hélicoide gauche.

Les hélices
cylindriques. Les lignes
de courbure, d’ombre,
de perspective etc. de

I’hélicoide gauche

Sur les hélices
coniques. Sur quelques

spirales coniques

Les hélices cylindro-

coniques

Les hélices sphériques.

Les hélices biconiques

Capitulo XV

Sur quelques courbes algébriques

gauches

L’ellipse logarithmique,
I’hyperbole
logarithmique et la
parabola logarithmique

Courbe d’Architas

Sur I’horopteére

Sur I’intersection de
deux cones de
révolution a axes

paralléles

373

389

396

401

408

435

405

415

760-774

775-782

783-788

789-791

795-796

797-798

799

819-820

792-794

800-801
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v Circulo alabeado 569
X Curvas de Bertrand 588
Capitulo XIV

Pollodia y herpollodia

- - 593

-- v

701-702 |

722-730 “ -

Sur les cubiques
gauches et les 418  802-818

quartiques gauches

Sur les courbes
437  821-826

tétraédrales symétriques

Capitulo XVI

Sur diverses classes de courbes gauches

Les courbes a courbure
441  827-829
constante

Les courbes a torsion
445 830
constante

Courbes de Bertrand 447  831-836

Sur les lignes

géodésiques et les
] 452  837-847
lignes de courbure de

I’ellipsoide

Capitulo XVII
La polhoide et I’herpolhodie

- 467  848-857

Quadro Il — Analise comparativa entre o Traité des Courbes e o Tratado de las Curvas

Através do esquema anterior, podemos constatar que nos primeiros nove capitulos

ndo houve grandes alteracdes. No entanto, € de salientar a introdugdo de seis secc¢des: a

primeira inserida logo no primeiro capitulo intitulado Les focales de Van-Rees, outras duas

no segundo capitulo intitulados Les courbes quarrables algébriquement. Le trefle e

Généralisation de la théorie des cubiques circulaires, a quarta inserida no capitulo VII

com o nome de Courbes de Wallis. Courbe gama, a quinta no capitulo VIII com o titulo

Tractrice Circulaire e a sexta no nono capitulo com o nome Les spirales paraboliques et

hyperboliques.
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Salienta-se ainda a juncdo de algumas secgdes da primeira obra dando origem
apenas a uma. Um exemplo disso ocorreu no segundo capitulo, onde houve a jungédo, na
segunda obra, das seccbes Il e IV numa sé, intitulada Le trident. La parabole de
Descartes. Também se verificou o contrario, como por exemplo a divisdo da seccéo VIII,
dando origem as secgdes VIl e X.

A partir do capitulo X, as alteragdes ja sdo mais profundas. Para além do surgimento
de novas sec¢des com estudo de novas curvas, ha também troca de curvas entre capitulos,
como € o caso de les rosaces que inicialmente estava incluido no capitulo XI e passou para
o capitulo X. Outras altera¢cdes surgem da criacdo de novos capitulos, deixando assim de

pertencerem ao capitulo XIII para pertencerem a outros capitulos.

Com o intuito de evidenciar a preocupagéo de Gomes Teixeira em ampliar o estudo
das curvas, apresentamos de seguida um estudo comparativo, mais exaustivo, de uma
curva: a cissoide. Esta e abordada na seccdo 1 do primeiro capitulo das duas obras.
Atendendo a numeracdo, podemos observar que, na primeira obra, a curva é apresentada
em 17 partes e, na segunda, em 30, ou seja, a segunda obra contém mais informacéo.

Comecando pela primeira parte, esta € igual nas duas obras, sendo aqui apresentada a
equacdo polar da cissoide, bem como uma figura que ilustra a construcéo da curva.

Na segunda parte, em ambas as obras, € apresentada um pouco da historia da
cissoide, como por exemplo o nome de alguns matematicos que, de alguma forma,
contribuiram para o estudo da curva ou a utilizaram para outros estudos, bem como a
referéncia a alguns problemas célebres relacionados com a curva. Apesar de, nesta parte, 0
assunto ser 0 mesmo nas duas obras, na segunda a informacéo histdrica € mais completa,
retratando de uma forma mais exaustiva a maneira como cada matematico se relaciona
com a curva, bem como os nomes das obras, artigos ou cartas onde esta aparece. E de
salientar ainda a inser¢do do nome do matematico Roberval como mais um geometra que
utilizou a cissoide nos seus estudos.

Como esta, existem outras partes que foram reescritas, modificando alguns
paragrafos e inserindo outros, completando assim o estudo da curva. As férmulas
apresentadas na segunda obra aparecem, por vezes, simplificadas, reescritas de outra forma
ou com outra notacdo. Um exemplo disso é a primeira formula apresentada aquando o

estudo da rectificagdo da cissoide:
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- Tratado de las Curvas - p. 5 ds :M /cos2 0+1d6'
cos” @ 3
- Traité des Courbes - p. 7 ds = %\/H 3cos’ #do

Existem ainda partes na segunda obra totalmente inovadoras, retratando outras
propriedades ndo abordadas na primeira obra. Exemplo disso sdo os nimeros 6 e 10, que
abordam uma maneira de determinar as tangentes a cissdide num dado ponto e uma
propriedade relacionada com o comprimento de um arco da cissoide, respectivamente.

Por altimo, podemos observar que, a partir do numero 22, inicia-se o estudo da curva
denominada cissoide de Zahradnik, caso particular da cissdide, curva esta que nao €
abordada na primeira obra.

Com este estudo mais exaustivo, pretendemos mostrar que o estudo de novas curvas
ndo so inclui a inser¢do de novos capitulos e novas secgdes como tambem, em capitulos j&
existentes, Gomes Teixeira inclui a abordagem a novas curvas. Assim sendo, torna-se

dificil aqui enunciar todas as curvas que Gomes Teixeira inseriu no Traité des Courbes.
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Capitulo 2 - As Espirais

A geometria € uma area da matematica que se tem revelado, ao longo dos tempos, de
grande interesse para muitos matematicos. O seu extenso desenvolvimento, desde o tempo
de Euclides, passando pela Idade Média e chegando até aos tempos modernos, vai ser, ao
longo deste capitulo, bastante “visivel”.

Neste capitulo, vamos abordar um tipo de curvas planas: as espirais. Este tipo de
curvas foi também um assunto bastante abordado desde a Antiga Grécia. Mas, apesar da
palavra espiral, no sentido matematico, aparecer facilmente nos nossos dias em numerosos
livros e sites da Internet, na maioria dos casos o0 seu estudo é feito de uma forma muito
superficial ou simplesmente sdo abordados, um ou dois, tipos de espirais, mostrando
algumas caracteristicas de cada uma. Com isto, torna-se dificil encontrar um estudo que se

inicie com a apresentacdo da definicdo de espiral.

Na primeira seccdo, iremos apresentar um conjunto de definicbes do conceito
espiral, comentando cada uma dessas definicbes. Vamos também ter a oportunidade de
verificar que ndo existe uma definicdo clara e consistente para o conceito espiral. Ainda
nesta fase, iremos também apresentar um conjunto de caracteristicas que se podem estudar
numa espiral, bem como a forma de as desenvolver. Esta sec¢do surge na tentativa de
ajudar o leitor a perceber, ao longo deste capitulo bem como do capitulo seguinte, as
propriedades abordadas para cada espiral.

Na seccdo 2.2, iremos abordar as espirais mais conhecidas e para cada uma delas
apresentaremos uma breve referéncia histérica, seguida da equacdo polar, de algumas
caracteristicas geométricas e, por ultimo, abordaremos a forma da espiral. Neste sentido,
recorremos ao software MathGV, de modo a construir alguns graficos de cada espiral e
assim nos ajudar no seu estudo. Para cada grafico seré indicado no canto inferior direito de
cada figura ou ao lado desta, na forma de legenda (quando na mesma figura constam mais
do que uma espiral), a respectiva equacdo polar introduzida no referido programa. Os

graficos elaborados referem-se sempre a um valor particular do parametro ou dos
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parametros que entram na equagao polar da curva. Estas concretizagfes, que serdo sempre
indicadas junto da figura, foram escolhidas aleatoriamente, havendo apenas o cuidado de
que com o valor considerado fosse possivel visualizar de forma adequada os gréaficos das
espirais.

Como ja referimos, ndo iremos estudar todas as espirais abordadas por Gomes
Teixeira. Apenas nos cingimos as mais conhecidas e para as quais era conhecida a equacéo
polar, podendo assim serem construidas atraves do programa MathGV.

Ainda na secgdo 2.2, sempre que se pretender salientar a simetria bem como as
assimptotas de uma dada curva, torna-se mais facil referirmo-nos aos eixos coordenadas do
sistema rectangular, pelo que consideremos um sistema de eixos imaginario onde a origem
coincide com o polo e a parte positiva do eixo das abcissas coincide com a semi-recta
polar.

A Ultima subseccdo que ird4 ser apresentada, as espirais arquimedianas, nao foi
referida por Gomes Teixeira. No entanto, consideramos o seu estudo pertinente pelo facto

de envolver espirais estudadas ao longo este trabalho.
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2.1. Espirais — definicOes e suas caracteristicas

A palavra espiral surge do grego speira que significa enrolamento. Ao longo da
nossa investigacdo, contactamos com diversas definicbes de espiral que se revelaram
bastante semelhantes & que aparece no dicionério de Lingua Portuguesa da editora Porto
Editora:

Espiral é uma linha curva, ilimitada, descrita por um ponto que da
voltas sucessivas em torno de outro (pélo), e do qual se afasta
progressivamente. (1993, p.680)

Também Eduardo Veloso define espiral desta forma, utilizando apenas um

vocabulério mais cuidado e especifico:

De uma maneira geral, e de forma intuitiva, uma espiral em torno de
um ponto O é uma curva descrita por um ponto que, simultaneamente, roda
em torno de O e se afastade O. (1998, p.168)

Veremos posteriormente que, para algumas espirais, tais como a espiral de
Arquimedes e a espiral de Fermat, estas duas definicbes sdo correctas e definem-nas
claramente. E, se pensarmos que estas espirais sdo talvez as mais conhecidas, este facto
justifica o aparecimento frequente de definicGes semelhantes.

Mas, observando estas defini¢bes, verificamos que nem todas as espirais as
satisfazem, como por exemplo a espiral hiperbdlica que em vez de se afastar ao rodar em
torno do ponto O, se aproxima dele. Também a espiral de Poinsot ndo verifica esta
definicdo, pois tem origem num ponto diferente do ponto O e apesar de rodar
indefinidamente em torno de O, ndo se afasta deste, pelo contrario, aproxima-se
indefinidamente do ponto O.

Para 0s matematicos gregos, as curvas eram normalmente definidas através de uma
propriedade ou através da descri¢do da trajectoria de um ponto, que se move ao longo do
plano. As definicdes de espiral apresentadas anteriormente assemelham-se as defini¢des

dadas pelos matematicos gregos, transmitindo uma ideia geral da forma da curva.
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Para além destas duas definicGes, a definicdo que mais vezes surgiu no contexto ao
longo da nossa pesquisa, tanto em livros como na Internet, € ainda mais simples. Sao
exemplos dessa definicdo as duas transcricdes seguintes (sendo uma delas retirada de um

livro e outra da Internet):

Uma espiral é uma curva que se envolve em torno de um ponto
central. (Anton, 2000, p.130)

A spiral is an even or spatial curve, which runs around a center.*

Apesar de mais simples, estas definicbes sdo mais abrangentes pois apenas salientam
0 movimento de um ponto a volta de outro fixo, pdlo, deixando a liberdade de se
considerar dois casos: ou 0 ponto se afasta do centro ou se aproxima dele.

Uma definicdo, um pouco mais completa que as anteriores, é a de Joaquin de Vargas

y Aguirre, inserida na obra entregue a concurso em 1897:

Se nombra espiral & una curva, engendrada por el movimiento de un
punto, girando alrededor de otro fijo, del cual se separa ¢ aproxima, segln
una ley determinada. (1908, p.424)

Esta definicdo j& considera claramente duas formas de espirais: as que se aproximam
ou as que se afastam constantemente de um ponto fixo, a medida que rodam em torno
deste. Para além disso, insere uma nova ideia que é a de um movimento segundo uma ley
determinada, donde resulta que duas curvas, que se afastam constantemente de um ponto
(ou se aproximam) podem ter crescimentos diferentes, produzindo curvas diferentes.

Uma outra definicdo importante de espiral surge através da definicdo classica de uma
curva como sendo o grafico de uma fungdo, ou seja, atendendo a que uma curva fica

definida através de uma equacéo do tipo y = f(x), em coordenadas cartesianas, ou do tipo
p=f (6’) em coordenadas polares. Deste modo, uma nova definicdo de espiral, pode ser

escrita, recorrendo a sua equagéo polar:

! http://www.mathematische-basteleien.de/spiral.htm
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Many plane curves that are called spirals can be expressed by
p=1(0) (f monotonic) in polar  coordinates(p,0).
(Mathematical Society of Japan, 1980, p.325)

Uma nova definicdo, encontrada na Internet, baseia-se em definir uma espiral através

da sua curvatura:

(...) son curvas planas que comienzan en un punto y cuya curvatura va
disminuyendo progresivamente a medida que aumenta su radio de

curvatura. 2

Para terminar, apresentamos uma definicdo literaria de espiral, apresentada pelo

escritor e poeta Vladimir Nabokov, dando uma nova viséo deste tipo de curvas:

La espiral es un circulo espiritualizado. En la forma espiral, el
circulo, desenrollado, devanado, ha dejado de ser vicioso...La vuelta sigue
a la vuelta y toda sintesis es la tesis de una nueva serie (...). 2

Apesar das varias definicBes aqui apresentadas, quando se inicia uma pesquisa sobre
espirais, ndo é dificil encontrar bibliografia que refira o termo “espiral”, tanto numa
modesta biblioteca como na Internet, mas poucas vezes se encontra uma defini¢do. E, para
reforcar esta ideia, vemos que ja Philips J. Davis’, na sua obra Spirals from Theodorus to
Chaos, aborda esta questdo numa lecture incluida no inicio da primeira parte deste livro e
intitulada What is a Spiral? Spirals Old and New. Nesta parte, o autor inclui algumas
ideias gerais sobre espiral, referindo-se a algumas espirais conhecidas. No entanto, também
ndo apresenta uma definicdo concreta de espiral, como podemos ver na transcricdo

seguinte:

But what is a spiral, generally speaking? (...) The dictionaries
mathematical or otherwise, aren’t much help. They give definitions for

which counterexamples are easily provided. (1993, p.21)

2 http://www.formacion.pntic.mec.es/web_espiral/matematicas_1/espiralymatema.htm - Espirales en la
Historia de las Matematicas.

® http://www.divulgamat.net/weborriak/Exposiciones/Expode/AntonioPerez/Espiral.asp

* Historiador e filosofo, conhecido pelo facto de ser o co-autor do livro A experiéncia Matematica publicada
pela editora Gradiva em 1996.

-35-



CAPITULO 2 — AS ESPIRAIS

E transcreve, também, algumas definicoes:

Encyclopaedia Britannica, 11th ed.: A spiral is a curve that winds
around a fixed point.

American Heritage Dictionary: Locus of a point moving around a
fixed center at a monotonically increasing or decreasing distance.

An old scientific dictionary in my library, whose cover was ripped off:
Spiral — a term used generally to describe any geometric entity that winds
about a central point while also receding from it. (1993, p.21)

No entanto, termina sem encontrar uma forma de definir concretamente o termo
espiral.

Também Gino Loria, na sua memoria entregue a Academia, aborda a questdo da
dificuldade de definir o conceito de espiral. Este afirma que o conceito espiral ainda néo
estd completamente definido em termos matematicos, mas, refere que a origem da palavra
espiral é muito antiga, provindo de movimentos astronémicos descritos por Platdo. No
entanto, Gino Loria, baseado num trabalho de G. Fouret publicado em 1880, apresenta a
equacdo polar geral de uma espiral, sendo esta da forma:

__f(o)

- o+p(w)’
onde f e ¢ designam funcdes racionais e @ 0 angulo polar. No entanto, Gino Loria
afirma também que, a definicdo ndo abrange todas as espirais, apenas define um conjunto
limitado deste tipo de curvas.”

Com esta exposicao, concluimos que, nenhuma definicdo, até agora apresentada,
consegue ser tdo abrangente de forma a satisfazer todas as espirais que vao ser
apresentadas. Este facto justifica a dificuldade de encontrarmos uma defini¢cdo de espiral.
O préprio Gomes Teixeira ndo definiu espiral, apenas afirma que toma esta palavra en su
sentido geométrico®, o que é curioso quando desenvolveu, com tanta profundidade, um
estudo sobre este tipo de curvas, como iremos ver no capitulo seguinte.

Atendendo as diferentes definicdes, podemos concluir que, em geral, uma espiral é

uma linha definida por um ponto, que se desloca em torno de um ponto fixo, o polo da

> Loria, 1911b, p.53.
® Teixeira, 1905, p.VII.
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espiral, a medida que se afasta ou se aproxima desse ponto fixo. Considerando um ponto
qualquer da curva, podemos considerar um vector com origem no polo da espiral e
extremidade no ponto considerado. Ao comprimento desse vector, designamos por raio
vector desse ponto. E, para cada ponto da espiral, pode ainda ser considerado um angulo de
rotacdo, designado por angulo polar, medido a partir de uma semi-recta fixa, designada por
eixo polar. Este angulo pode ter dois sentidos: sentido positivo ou anti-horario quando
varia de 0 para +o, e sentido negativo ou horario, quando varia de 0 para —o. Assim,
cada ponto da espiral fica definido quando se conhece o valor do angulo polar e o
correspondente raio vector desse ponto.

De acordo com o que foi referido, uma espiral fica definida quando se conhece a
relacdo entre o raio vector e o angulo polar, definindo tal relacdo a equacdo polar da

espiral:
p=1(0),
sendo p o raio vector e ¢ o angulo polar. Ao par ordenado (p,é?) designamos por

coordenadas polares de um ponto da espiral.

Atendendo a equacdo polar de uma espiral do tipo p = f(@), podemos ver que,

dependendo das restri¢bes do angulo polar, a espiral pode-se desenvolver em torno do pélo
em dois sentidos: no sentido anti-horario, quando o angulo polar toma valores
positivos,8 >0, e no sentido horario, quando o angulo polar toma valores negativos,
6 < 0. No entanto, o angulo polar pode tomar valores positivos e negativos e, neste caso, a
espiral desenvolver-se-a nos dois sentidos designando-se, atendendo a alguns autores, por
espiral dupla’. De forma a ilustrar aquilo que acabamos de referir, desenhamos, através de
um software computacional — MathGV®, uma espiral para restricdes diferentes de &. Para

este exemplo vamos considerar a espiral de Arquimedes de equagdo p =20 e trés

restricbes diferentes do angulo polar: uma positiva, outra negativa e uma terceira que
contenha valores positivos e negativos. Para tal, basta escolher no menu Function, da barra
de ferramentas, a op¢do New Polar Function. Desta forma, o programa abre uma nova
janela, figura 2.1, que permite inserir a equacéo da espiral, bem como a restricdo do angulo

polar pretendida.

” Anton, 2000, p.127.
8 O MathGV é um programa que permite tracar gréaficos de funcdes, podendo estas serem dadas tanto em
coordenadas polares como em coordenadas cartesianas.
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Add Polar Function E]

Function Definition

TheWord 'Theta' or an %' Can be Uzed az The Warnable Here.

R= |2:-:

Lower Bound [Radians)

|0

<= Theta <=

Upper Bound

|2pi

Figura 2.1 - Parte de uma janela do software MathGV.

Obtém-se assim o0s seguintes graficos:

\\\\\\\\\ Cq_x
7l oA B A5z 3 B 3
+z2

p=20, -4r<0<0

(1

R
YIRS

——t— t
12 9 /6 3
13

p=20, —br<0<4r

Figura 2.2 - Exemplos da espiral de Arquimedes, considerando intervalos de @ diferentes.

Como podemos ver na figura anterior, as espirais apresentam-se com a forma de

ansas enroladas, com inumeras voltas em torno do polo. E, a cada volta da curva

compreendida entre duas passagens consecutivas pelo eixo polar, chamamos espira.

- 38 -



CAPITULO 2 — AS ESPIRAIS

Como estudar algumas propriedades das espirais

Depois de discutidas varias definicdes de espiral, vamos agora, abordar algumas das
caracteristicas que se podem estudar numa espiral e que mais tarde, apresentaremos,
sempre que possivel, para cada uma delas.

Para comecar, salientemos que, uma espiral é uma curva transcendente, pois nao
possui uma equacao cartesiana polinomial com coeficientes reais, ou seja, a sua equacgao
em coordenadas rectangulares sé é possivel se envolver funcdes transcendentes de x e y .°

Desta forma, para localizar um ponto de uma curva transcendente, em particular de
uma espiral, torna-se mais simples usar o sistema de coordenadas polares. Para tal, como ja
foi referido, é necessario fixar um ponto O, chamado pélo, e uma semi-recta com origem
em O, chamada eixo polar. Na maioria dos casos, e como veremos mais a frente, fixa-se,
por conveniéncia, o polo na origem do sistema de eixos rectangulares e, para eixo polar,
toma-se a parte positiva do eixo Ox.

De uma maneira muito simples, um esboco do grafico de uma espiral, de equacao

p=1 (6?) pode ser construido calculando uma tabela com varios valores de (p,<9) que
serdo marcados no plano polar. Com isto, queremos salientar que o grafico de uma espiral
é 0 conjunto de pontos P, de coordenadas (p,@), que satisfazem a equacéo da espiral.
Chamemos aqui a atencdo para o facto de que um ponto P poder ter mais do que uma

representacdo, em coordenadas polares. Por exemplo, (p, 8)=(p, 6+2nz) e

(p, 0)=(-p, 0+(2n+1)7) representam o mesmo ponto.

De seguida, vamos estudar algumas caracteristicas importantes de curvas planas, tais
como a area de uma regido plana delimitada pela curva, o0 comprimento de um arco da
curva, a subtangente, a subnormal, o comprimento da normal, o comprimento da tangente e

0 raio de curvatura.

Area de uma regifio plana limitada por uma espiral:

A é&rea delimitada por uma espiral, definida em coordenadas polares pela equagéo

p= f(6’), e pelos raios vectores associados aos pontos onde o angulo polar toma os

valores 8=« e 6=, considerando « < 3, é dada por:

% Siceloff, 1922, p. 117.
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A:yf[ f (H)Tde ou seja Azlfpzdé?
27 ’ 2Y '

Comprimento de um arco da espiral (rectificacdo da espiral):

O comprimento de um arco AB de uma espiral, compreendido entre dois pontos, aos

quais correspondem os angulos polares « ¢ £, a < S, é dado por:

B q 2
P 2
S= —— | +p°db.
IV(dej P
O comprimento de um arco pode também ser determinado pela seguinte expressao:
P2 2
S=I pz(%J +1dp,
\/ dp
Pr
sendo p, e p, 0s raios vectores dos dois pontos considerados.

Raio de Curvatura:

Comecemos, em primeiro lugar, por apresentar algumas noc¢des envolventes ao raio
de curvatura. A nocéo de curvatura deduz-se da comparagdo de um arco de uma curva com

um arco da circunferéncia que substitui o primeiro.

Se numa curva tomarmos dois arcos infinitesimais AB e BC e os substituirmos
pelas cordas correspondentes, figura 2.3, as rectas perpendiculares a estas intersectam-se

num ponto que designamos por M.

Figura 2.3 — Curvatura de uma curva

Pela construcédo, sabemos que M € o centro da circunferéncia que passa por A, B e
C. A esta circunferéncia, que tem em comum com a curva os trés pontos infinitamente
proximos A, B e C, designa-se por circunferéncia osculatriz ou circulo osculador da

curva no ponto B; ao ponto M, centro do circulo, designa-se por centro de curvatura da
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curva no ponto B e ao raio R do circulo osculador, designa-se raio de curvatura da curva
no mesmo ponto.*°

Concluimos assim, que o raio de curvatura de uma curva num dado ponto P € a
distancia deste ponto ao respectivo centro de curvatura. Mas, como raramente é conhecido
0 centro de curvatura, a expressdo do raio de curvatura R, num ponto P de uma curva,

definida em coordenadas polares, €:

Através do raio de curvatura podemos definir curvatura ¢ de uma curva num dado

. . . 1
ponto como sendo o inverso do raio de curvatura no mesmo ponto, ou seja, C= E

Subtangente e subnormal de uma curva polar

Para curvas definidas em coordenadas rectangulares, as definicdes de subtangente’? e
de subnormal®® séo familiares. No entanto, as defini¢des de subtangente e de subnormal em

coordenadas polares apresentam diferencas significativas.

Figura 2.4 - Subtangente e subnormal

10 Crusat, 1950, p.398.

1 Olney, 1871, p. 147.

12 Em coordenadas rectangulares, a subtangente de uma curva é a porcéo do eixo das abcissas compreendido
entre o ponto, cuja abcissa € igual a do ponto de tangéncia, € 0 ponto de interseccdo da recta tangente com o
eixo das abcissas.

3 Em coordenadas rectangulares, a subnormal é a porcéo do eixo das abcissas compreendido entre o ponto,
cuja a abcissa € igual a do ponto de tangéncia, e o ponto de interseccdo da recta normal com o eixo das
abcissas.
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A subtangente de uma curva polar num dado ponto é a distancia entre o pélo e o
ponto de interseccdo da recta tangente a curva no ponto dado e a recta perpendicular ao
raio vector desse ponto. De acordo com a figura 2.4, considerando-se O o p6lo, M um
ponto qualquer sobre a curva, MT a recta tangente a curva nesse ponto e NT a recta

perpendicular ao raio vector do mesmo ponto M que passa em O, a subtangente S, da

curva, no ponto M , € o comprimento do segmento de recta OT , ou seja, S, =0T.
A subnormal de uma curva polar num dado ponto é a distancia entre o polo e o ponto
de interseccéo da recta normal** & curva no ponto dado, com a recta perpendicular ao raio

vector desse ponto. De acordo com a figura 2.4, a subnormal S, da curva no ponto M €0

comprimento do segmento de recta ON, ou seja, S, = ON .

Salientamos a importancia da recta TN normal ao raio vector e que passa pelo polo
O, dado que é sobre esta recta, e ndo sobre o eixo Ox, que se toma a subnormal e a
subtangente, numa curva definida em coordenadas polares.

Para terminar este estudo, vamos apresentar as equagdes gerais que nos permitem

determinar o valor da subtangente e da subnormal de uma curva polar:*®

do dp
S, =p°— e S, =—X.
=P, =40

Comprimento da tangente® e comprimento da normal*”:

Dada uma curva, definida em coordenadas polares, e um ponto qualquer sobre esta, 0
comprimento da tangente é a porcdo da recta tangente a curva no ponto dado,
compreendida entre este ponto e o0 ponto de intersec¢do da recta tangente com a recta
perpendicular ao raio vector e que passa em O. Pela figura 2.4, o comprimento T da
tangente é a distancia entre o ponto M eoponto T, ouseja, T =MT .

O comprimento da normal é a por¢do da recta normal a curva num dado ponto,
compreendida entre este e o ponto de interseccdo da recta normal com a recta

perpendicular ao raio vector e que passa em O . Pela figura 2.4, podemos concluir que o

comprimento N da normal é a distancia entre o ponto M e o ponto N , ou seja, N = ON .

% A recta normal a uma curva plana é a recta perpendicular a recta tangente no ponto de tangéncia.

> A deducdo destas expressdes pode ser consultada no livro de Olney, pp. 108 e 113.

1% 0 comprimento da tangente de uma curva definida em coordenadas cartesianas é o comprimento da por¢ao
da tangente compreendida entre a curva e o eixo das abcissas.

70 comprimento da normal de uma curva definida em coordenadas cartesianas é o comprimento da por¢ao
da normal compreendida entre a curva e o eixo das abcissas.
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Também aqui, vamos apresentar as expressdes que nos permitem determinar o

comprimento da normal e o comprimento da tangente de uma curva polar:

2 2
do dp
T=|p?+| pP=2| eN=,[p+| L] .
P (p dpj P (dej

Estas expressdes sao faceis de deduzir, se considerarmos os triangulos [MOT] e

[MON], ambos rectangulos em O, onde OM = p, OT =S, e ON =S, .

Pontos Singulares*®

Designa-se por pontos singulares de uma curva 0s pontos que possuam alguma
propriedade ndo comum aos restantes pontos da mesma curva, sempre que essa
propriedade seja independente da posicéo da curva e dos eixos de referéncia. Numa espiral,
sdo varios os pontos singulares que podemos estudar dos quais salientamos:

- Ponto Multiplo: um ponto P é designado por ponto maltiplo (duplo, triplo, ...) se
uma curva passa por este mais do que uma vez (duas, trés, ...).

- Ponto de Inflexdo: é um ponto onde a concavidade da curva muda de sentido, ou
seja, a curvatura da curva é nula. Assim, o raio de curvatura de uma curva hum ponto de
inflexdo € infinito.

- Ponto de Retrocesso: € um ponto duplo, onde existe apenas uma tangente Unica

comum aos dois ramos da curva e para o qual estes dois terminam.

Assimptota:
Uma recta diz-se assimptota de uma curva plana C se a distancia de um dos seus

pontos & curva tende para zero, quando o ponto se afasta indefinidamente sobre a recta.

Inversa:
Seja O o pdlo e C uma curva, definida em coordenadas polares, de equacdo polar

p = T(0), entdo a curva inversa de C tem de equacdo polar:

k

P:%,

sendo k uma constante.

18 prats, 1950, pp.400-401.
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2.2. Uma primeira abordagem das espirais mais conhecidas

2.2.1. A espiral de Arquimedes

A espiral de Arquimedes é definida como o lugar geométrico no plano descrito por
um ponto que se desloca com uma velocidade uniforme ao longo de uma semi-recta, a
partir da origem. Por sua vez, esta semi-recta roda, com uma velocidade angular uniforme,

em torno da sua origem. A origem da semi-recta vai corresponder ao polo da espiral.

.....

Figura 2.5 - Espiral de Arquimedes

Esta espiral foi estudada pelo, fisico e matematico, Arquimedes, em 225 a.C. que,
fascinado pela sua beleza, realizou um estudo profundo das suas propriedades num
trabalho intitulado Sobre espirais. Nesta obra, Arquimedes centra-se na espiral, que mais
tarde ficou conhecida pelo seu nome, e no calculo de areas associadas a esta, onde relne
algumas técnicas de calculo bastantes profundas e apresenta um grande rigor nas

demonstracgdes, sendo talvez por isso que Carl Boyer, no seu livro, observa que:
A obra Sobre espirais foi muito admirada mas pouco lida, pois era

geralmente considerada a mais dificil obra de Arquimedes. (1999, p.88)

No entanto, esta espiral foi também designada pelo nome de espiral de Conon, por se
considerar que este matematico também se debrugou sobre a espiral e que foi mesmo
Conon de Samos quem inventou esta curva. Mas, toda esta informagéo foi mais tarde
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desmentida, aceitando-se a ideia de que foi Arquimedes quem inventou a espiral e que a
ele se deve o estudo das suas propriedades mais importantes.

Uma outra designacdo atribuida a esta espiral é a de espiral uniforme, a qual nos
referimos posteriormente.

Facilmente encontramos um exemplo do dia-a-dia que pode ser modelado por esta

curva, basta para isso considerar uma corda que se enrola sobre si mesma.

Equacéo Polar

Atendendo a que as espirais se distinguem segundo a relacdo que relaciona o raio
vector com o angulo polar, no caso da espiral de Arquimedes, esta relagdo € expressa pela
equacao polar:

p=ab

donde p é o raio vector, a uma constante arbitraria € @ o angulo polar. Através desta
equacdo, concluimos que, para esta espiral, o raio vector varia proporcionalmente ao
angulo polar.

Esta equacdo polar surge da definicdo geométrica da espiral, dada inicialmente. De
acordo com a figura 2.6, tem-se que a relacdo entre qualquer raio OZ e o raio OA da

circunferéncia é igual a relacéo existente entre o arco AA,A; e a circunferéncia inteira.
Assim, designando por p o raio vector OZ , por r o raio da circunferéncia OA e por 6 o

comprimento do arco AAA,, e considerando 27 o comprimento da circunferéncia,

. r r <
obtém-se que £:i, donde resulta que p:2—¢9. Fazendo a=— surge entdo a

r Vi T 27

equacdo polar da espiral apresentada anteriormente, p =ad.
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Figura 2.6 - Definicdo da espiral de Arquimedes

Através do programa MathGV, vamos desenhar alguns graficos da espiral de
Arquimedes de modo a estudar o seu comportamento.

Vejamos as curvas que se obtém atribuindo valores simétricos ao parametro a, a=1

e a=-1, variando o angulo polar no intervalo [0, 27] .

5 4/ 20 84 2 (] 48
i +4
Figura 2.7 - Espiral de Arquimedes Figura 2.8 - Espiral de Arquimedes
a=1 a=-1

Em ambas as figuras, podemos observar que a espiral de Arquimedes, tal como a

equacdo polar sugere, € o conjunto de pontos que, a medida que o valor de & aumenta no

intervalo [0, +oo[, 0 raio vector também aumenta. Desta forma, concluimos que a curva se

desenvolve em torno do pdlo O, fazendo um numero infinito de circunvolugGes ao mesmo

tempo que se afasta deste ponto. Se o angulo polar variar no intervalo ]—oo,o], a curva

desenvolve-se da mesma forma. No entanto, € simétrica a anterior em relacéo ao eixo das

ordenadas. Outra das conclusdes que podemos obter pela comparacdo das duas figuras
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anteriores € que, para valores simétricos do parametro a, as curvas obtidas sdo simétricas
em relacdo ao pélo O.
Podemos ainda observar a influéncia do parametro a, quando este toma valores

distintos, mas, consideremos valores positivos, sem perda de generalidade:

+3

16
|

N

-3

Legenda:
p=0,50

p=0
p=20
p =30

-15

Figura 2.9 - Espirais de Arquimedes

azl, 1 2,3
2

Pela figura, podemos concluir que quanto maior é o valor do pardmetro a mais

rapidamente a curva se afasta do polo.

Algumas propriedades da espiral

Arquimedes debrugou-se sobre diversas caracteristicas da espiral apresentando, na
sua obra, bastantes propriedades. Para além do seu estudo, Arquimedes utilizou também a
espiral para chegar a trisseccdo do angulo e a quadratura do circulo, como veremos
posteriormente.

De seguida, vamos apresentar algumas das propriedades da espiral descobertas por
Arquimedes.

Uma das caracteristicas principais desta espiral € que, entre duas espiras, a distancia

mantém-se constante, ou seja, a expansdo e a rotacdo dao-se & mesma velocidade, figura
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2.10. Desta propriedade surge uma nova designacao da espiral, espiral uniforme, como

tinhamos referido anteriormente.

Figura 2.10 - Espiral de Arquimedes

Podemos ainda determinar o valor da distancia entre duas espiras, em funcdo do

valor de a. Basta considerar um ponto arbitrario de coordenadas (p,,6,). Atendendo a

este ponto, as coordenadas do ponto correspondente a este na espira seguinte sdo
(p,,6,+27). Dai, a distancia entre estes dois pontos ser:
p,—p =a(0,+2r)-a0, =2ra.
Outra propriedade observada por Arquimedes € a igualdade da area da primeira volta
da espiral a terca parte da area do circulo que a envolve.
Tal como esta propriedade, na sua obra Sobre Espirais, Arquimedes demonstra
varias propriedades das areas das diferentes espiras. No entanto, aqui apenas fazemos

referéncia a estas duas, pois ndo é nosso objectivo estudar as propriedades da espiral

apresentadas por Arquimedes.

Aplicacdo da espiral

Trisseccdo de um anqulo

Como ja foi referido anteriormente, Arquimedes encontrou uma forma de resolver
um dos problemas classicos da geometria grega, a trissec¢do do angulo, que consistia em
dividir um angulo arbitrario, apenas com régua nao graduada e compasso, em trés partes
iguais. Mas, apesar de Arquimedes encontrar uma solucdo, ele continuou com um
problema, que residiu no facto da espiral ndo se poder construir apenas recorrendo a regua
e compasso.

Arquimedes, como os seus predecessores, foi atraido pelos trés

famosos problemas de geometria, e a bem conhecida espiral de Arquimedes
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forneceu solugcbes para dois deles (ndo, é claro, s6 com régua nao

graduada e compasso). (Sousa, 2001, p.25)

Como se pode ver na figura 2.11, construida no programa The Geometer’s

Sketchpad, segundo Arquimedes, para se obter a trissec¢do do angulo, comeca-se por fazer

coincidir o vértice do angulo, AOB, com a origem da espiral, bem como o primeiro lado

do angulo, OA, com o eixo polar. De seguida, divide-se 0 segmento de recta que vai desde

a origem, O, ao ponto P (ponto de interseccéo da espiral com o segundo lado do angulo,

OB) em trés partes iguais, pelos pontos R e S da figura. Por ultimo, por estes dois pontos

tracam-se arcos de circunferéncia, centrados no ponto O, de modo a intersectarem a

espiral, designando-se os pontos de interseccdo por U eV .

Deste modo e unindo a origem com estes pontos de interseccdo, obtém-se as rectas

OU e OV que trissectam o angulo AOB, ou seja, que definem, juntamente com as semi-

rectas OA e OB, os trés angulos que dividem o angulo original, AOB, em trés partes

iguais.

Quadratura do circulo

™~
f(0) =2.0

(@) 1 !

Figura 2.11 - Trissec¢do do angulo

Tal como a trisseccdo do angulo, a quadratura do circulo é outro dos problemas

classicos da geometria grega, a que Arquimedes deu solugdo, mas, também neste caso ndo

satisfazendo as condi¢fes iniciais, ou seja, utilizando apenas régua e compasso. Este

problema consiste em construir um quadrado de area igual a area de um circulo dado.
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De acordo com a figura 2.12, construida no mesmo programa que a anterior, tome-se

como sistema polar de referéncia, a semi-recta O A como eixo polar, e o ponto O como

polo, e desenhemos a espiral de Arquimedes de equacdo polar p=aéd, onde na figura

considerdmos a =1.

Tracemos agora, o circulo de centro O e raio igual a a. Entdo o segmento de recta

OP e o arco do circulo definido entre as semi-rectas O Ae O P tém igual comprimento,
pois ambos sdo dados por a# . Desta forma, se considerarmos OP perpendicular a OA,
entdo o seu comprimento serd igual a um quarto do perimetro da circunferéncia. Como a
area A do circulo é metade do produto do seu raio pelo seu perimetro, obtemos que neste

Caso:

A:%ax4@ =2axOP .

1
I 9

Assim, o lado do quadrado pretendido € o meio proporcional™ entre o didmetro do

circulo, 2a, e o raio vector da espiral que € perpendicular a OA, OP.

Figura 2.12 - Quadratura do circulo

Construcao

Seja O o centro e Om o raio de uma circunferéncia, figura 2.13. Comecemos por
dividir esta circunferéncia em partes iguais (na figura, oito partes: a, b, c, ...), dividir
também a por¢do mh do raio Om, (terceira parte deste raio) num numero igual de partes
(na figura oito partes: 1, 2, 3, ...) e tomar sucessivamente as distancias Oa=01, Ob=02,

Oc =03, ... .Se unirmos todos estes pontos, assim obtidos, através de uma linha, obtemos

190 meio proporcional entre dois segmentos de recta dados, de comprimentos s e t, é um segmento de recta

de comprimento y que satisfaz a proporgao sS_Y.
y t
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a primeira espira da espiral de Arquimedes. Procedendo de maneira analoga a partir do
pontoh obtemos a segunda espira e assim sucessivamente.?

Figura 2.13 - Construcdo da espiral de Arquimedes

2.2.2. A espiral de Galileu

A espiral de Galileu é descrita pela trajectéria de um ponto que se move, segundo um

movimento uniformemente acelerado, sobre uma recta do plano, a0 mesmo tempo que esta
roda uniformemente em torno de um dos seus pontos.

Figura 2.14 - Espiral de Galileu

Esta curva foi, entre outros matematicos, estudada por Pierre de Fermat (1601-1665),

matematico francés. Para além de se ter debrucado sobre a espiral de Galileu, Fermat

20 \argas y Aguirre, 1908, pp.428-429.
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também estudou outras curvas e, num trabalho sobre tangentes e quadraturas apresenta
mesmo algumas curvas novas, onde as define analiticamente. Esta espiral € por vezes

designada por espiral Baliani.?*

Equacéo Polar

A espiral de Galileu admite a seguinte equacéo polar:

p=a—hbé’,

sendo a e b duas constantes positivas. Salientamos que nem toda a bibliografia seguida
restringe os valores de a e b a valores positivos. Mas, neste trabalho, vamos considerar
essa restricdo pelo facto de Gomes Teixeira também a ter considerado na sua obra, como
veremos mais a frente.

Comecemos por estudar o parametro a, fixando b=1. Através do programa
MathGV, e considerando trés valores distintos para o pardmetro a, obtemos os graficos

seguintes:

Legenda:
L p=05-0"
3B W W05 R0 05 2 =20
p=5-6*
10 p=10-6*

Figura 2.15 - Espirais de Galileu

azi, 2, 5,10
2

Pela equacdo polar da espiral, observamos que, quando & =0, o raio vector € igual a

a, e, a partir deste momento e a medida que o angulo polar aumenta, o raio vector

decresce até tomar o valor zero, 0 que acontece quando & = \/% 22 A partir deste ponto, p

2! Ibidem, p.441.
22 Solucéo que se obtém igualando a equagéo polar da espiral a zero, a—b? =0.
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toma valores negativos mas que crescem, em termos absolutos, até ao infinito, fazendo a
curva um namero infinito de circunvolugcbes em torno de O. Quando o &ngulo polar toma
valores negativos, ou seja, varia entre 0 e —oo, 0 raio vector toma 0os mesmos valores que
anteriormente. No entanto, a curva obtida é simétrica a anterior em relacdo ao eixo das
abcissas. Para terminar, ainda podemos observar pela figura 2.15 que, quanto maior for o
parametro a, mais lento sera o crescimento da espiral.

Fixando agora o valor de a, a=1, figura 2.16, concluimos que, quanto maior for o

parametro b, mais rapido sera o crescimento da espiral obtida.

(SJ

/ﬁ Legenda:
1 2
AT ST S | P05
B0 50 40 3 20 1 20 p=1-0
p=1-156°

Figura 2.16 - Espiral de Galileu

b=t 13
2 2
2.2.3. A espiral de Fermat
]

N
)

e

\

\S

|

Figura 2.17 - Espiral de Fermat
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De acordo com os autores de uma pagina da Internet®, a espiral de Fermat foi
estudada, pela primeira vez, por Menelau (cerca de 100 D.C.), no fim do primeiro século,
e, sO mais tarde, em 1636, foi estudada por Pierre de Fermat (1601-1665). Mas
relativamente a Menelau, ndo encontramos mais nenhuma informagéo que confirmasse o
seu envolvimento com esta curva. No que diz respeito a Fermat, tal como ja referimos
anteriormente, este definiu novas curvas, sendo uma delas a espiral a qual lhe foi atribuida

0 seu nome. Mas ndo se ficou por aqui, Fermat também introduziu as espirais de grau

superior, definidas pela equacdo polar p" = a@ .

Equacéo Polar
A espiral de Fermat admite a seguinte equagao polar:
p2 = a%f,
sendo a uma constante arbitraria. Para esta espiral, o quadrado do raio vector €
proporcional ao angulo polar.

Através da equacgdo polar, vemos que, para qualquer valor positivo de &, ha dois

1 1
valores correspondentes de p, p=af? e p=-ad?, sendo um simétrico do outro, e, a

medida que o angulo polar aumenta os valores correspondentes de p, crescem ambos, em
termos absolutos, pelo que os dois ramos obtidos fazem um nudmero infinito de
circunvoluces a volta do polo O. A espiral que resulta sera assim simétrica relativamente
ao polo, sendo este, um ponto de inflexdo, como se pode observar no esbo¢o apresentado

na figura seguinte, para o qual consideramos a=1e 0<6<2r.

2 http://www.mathcurve.com/courbes2d/fermat/fermatspirale.shtml
24 Eves, 1994, p. 389.
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p=+J0

Figura 2.18 - Espiral de Fermat

a=1

Através da figura anterior, podemos ainda observar que os dois ramos se aproximam
de forma constante a medida que aumenta infinitamente o angulo polar, mas nunca se
intersectam, donde concluimos gque a curva ndo possui pontos duplos.

Para valores distintos do parametro a, figura 2.19, podemos concluir que quanto

maior for o seu valor, mais rapido seré o crescimento da curva afastando-se do polo.

Legenda:
p=10,5J0
p:i\/g
p:iZ\/g

Figura 2.19 - Espirais de Fermat
1

a=—,1 2
2

-55-



CAPITULO 2 — AS ESPIRAIS

2.2.4. A espiral parabolica

Figura 2.20 - Espiral parabdlica

Esta curva foi estudada, em 1691 por Jacob Bernoulli (1654-1705), matematico e

fisico que se debrucgou, entre outras coisas, no estudo de varias outras curvas planas.

Equacéo Polar
A espiral parabdlica admite a seguinte equacao polar:
(,o-a)2 =b%9,
sendo a e b constantes arbitrarias.

Podemos observar que, colocando a=0 na equacgdo anterior, obtemos a equagéo
polar da espiral de Fermat, p* = b*@, tal como referimos aquando do seu estudo.

E, tal como acontecia na espiral anterior, para qualquer valor positivo de 8 ha dois
valores correspondentes de p, p:a+b\/5 e p:a—b\/g , hdo sendo, neste caso,
simétricos um em relagdo ao outro.

A partir da equacgéo polar, verifica-se que, quando ¢ =0 o raio vector € igual a a,
figura 2.21, e a medida que o angulo polar aumenta, se formam dois ramos da espiral
correspondentes aos valores de p referidos anteriormente. O primeiro, correspondente a
equacdo p =a+by6@, faz um nimero infinito de circunvolucdes a volta do pélo O, a

medida que se afasta dele. O outro ramo corresponde a linha que passa pelo pélo da
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2
. a . , .
espiral, quando 9=(Ej e, a partir deste, afasta-se também, tal como o ramo anterior,

ficando-lhe sempre interior.

Figura 2.21 - Espiral parabolica
a=1leb=1

Podemos ainda observar o que acontece a espiral quando se atribuem valores
distintos ao parametro a, fixando o valor de b, neste caso b=1. Assim, para valores
simétricos de a, figura 2.22, as curvas obtidas sdo simétricas em relacdo a origem e, a
medida que aumenta o seu valor, em termos absolutos, as espirais definidas afastam-se

mais rapidamente do pélo.

Legenda:
p=0,5i\/§
p=—2i\/5
p:Zi\/g

Figura 2.22 - Espirais parabodlicas

a=-2, l 2
2
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Atribuindo valores distintos ao parametro b, as espirais que se obtém sao

semelhantes e partem do mesmo ponto, (0, a), contudo, quanto maior for o valor absoluto

de b, mais rapido se da o afastamento da linha do seu polo.

2.2.5. A espiral hiperbolica

A espiral hiperbdlica é o lugar geométrico, definido por um ponto M de uma

circunferéncia variavel centrada em O e que corta o eixo polar Ox em A, tal que a medida

/

do arco AM € constante e igual a a.

Figura 2.23 - Espiral hiperbdlica

Esta espiral foi descoberta em 1704, por Pierre Varignon (1654-1722), o qual Ihe
atribuiu 0 nome de espiral hiperb6lica ou espiral inversa da espiral de Arquimedes. No
entanto, também Jean Bernoulli (1667-1748), entre 1710 e 1713, e Roger Cotes (1682-

1716) efectuaram o estudo da mesma espiral.

Equacéo Polar
A espiral hiperbdlica ¢é definida pela seguinte equacéo polar:
P= 5 )
onde a é uma constante. Através desta equacdo, podemos concluir que todos 0s seus
pontos se encontram a uma distancia do polo inversamente proporcional ao angulo de
rotacdo, sendo desta forma, a a constante de proporcionalidade.
Assim, a medida que @ aumenta, o raio vector decresce e tende para zero, fazendo a

curva um namero infinito de circunvolucdes a volta do pélo, pelo que o ponto O é um
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ponto assimptotico da espiral. Para valores de @ simétricos, figura 2.24, os ramos obtidos
sdo simétricos em relacdo ao eixo das ordenadas.

Se considerarmos na equacdo polar € =2x,0=4x,0=>6x,... obtemos para p,

. a a a ] .
respectivamente os valores —,—,—,... donde concluimos que, ao fim de duas voltas o

2n Ar 6rm
raio vector reduz-se a metade do valor obtido no final da primeira volta, ao fim da terceira
volta reduz-se a um terco do valor obtido também no final da primeira volta e assim

sucessivamente.

Legenda:

1
Bt oeeco<o
0

i L/ i M- oo
0

Figura 2.24 - Espiral hiperbdlica

a=1

A curva possui uma assimptota paralela ao eixo Ox, situada a uma distancia igual a
|a|, figura 2.25, e, para valores simétricos do parametro a as espirais obtidas sdo também

simétricas em relacdo ao eixo das abcissas.

+2

Legenda:
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Construcao

Figura 2.26 - Construgdo da espiral hiperbdlica

Atendendo a figura 2.26, construida por Vargas y Aguirre, tomemos na equacdo

polar da espiral a igual & unidade. Com este valor desenhemos uma circunferéncia de

centro O e consideremos o primeiro ponto da espiral sobre a rectaOC , sendo 0:%. @)

raio vector correspondente toma, desta forma, o valor p =— que, atendendo a proporcao

NN

m|r\)\k\

, Serd construido tomando @:% e tragando DE paralelaa BC.

N

O raio vector OF , que forma com OB um angulo de amplitude igual ao dobro de
BOE, ter4a um comprimento igual a metade do vector OE ; o vector OG, de inclinaco
igual ao triplo da inclinacdo do vector OE, terd comprimento igual a um terco deste, e
assim sucessivamente.

Desta forma, encontraremos tantos pontos quantos se queiram, sendo todos estes,
pontos de interseccdo da curva com os eixos coordenados.

Da mesma maneira se podem obter os pontos situados sobre as bissectrizes dos

angulos rectos referidos anteriormente. Considerando a bissectriz do angulo BOC

tomemos um vector OH , de comprimento igual ao dobro de OE, e, sobre as seguintes
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tomemos vectores de comprimentos iguais a %OH , %OH : %OH , € voltando a bissectriz

. 1— . .
OH tomaremos um novo vector de comprimento §OH € assim sucessivamente.

Desta forma obtemos indmeros pontos do ramo da espiral, para valores de &
positivos, sendo o outro ramo (para valores de & negativos) simétrico em relacdo ao eixo

das ordenadas. ®

2.2.6. Alituo

A lituo € definida como o lugar geométrico descrito por um ponto de uma

circunferénca variavel de centro O e que intersecta 0 eixo das abcissas em A, tal que a

2
. . ] . a
area do sector circular AOM é constante e igual a 5

Figura 2.27 - Lituo

Esta espiral foi estudada, em 1722, pelo matematico Roger Cotes (1682-1716). A
palavra lituo surge do latim, da palavra croca, que significa bastdo episcopal. Na verdade, a

lituo era a designacéo atribuida ao bastéo da religido romana usada pelos dugures®.

Figura 2.28 - Bastao usado pelos augures Figura 2.29 — Capitel de uma coluna grega

% Vargas y Aguirre, 1908, pp. 431-432.
26 Sacerdotes romanos que pressagiavam pelo voo e canto das aves.
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Esta espiral aparece por vezes na arquitectura de alguns templos, onde os capitéis de

varias colunas apresentam a sua forma, figura 2.29.

Equacao Polar

A lituo € definida pela equacéo polar:

sendo a uma constante arbitréaria.

Através da equacgdo polar vemos que, para qualquer valor positivo de 6 ha dois

a a o X
valores correspondentes de p, p=— € p=——, sendo um simétrico do outro, e a

Jo Jo
medida que o angulo polar aumenta, os valores correspondentes de o decrescem ambos,

em termos absolutos, pelo que os dois ramos obtidos tendem para o pélo O, a medida que
fazem um nudmero infinito de circunvolugdes a volta deste. Assim, O é um ponto
assimptotico da curva. A espiral que resulta sera assim simétrica relativamente ao polo,
como se pode observar no esboco apresentado na figura 2.30, para o qual consideramos

a=1e0<0<4r.

S

2 1 1 2

+ W

;
5

Figura 2.30 - Lituo
a=1

Relativamente ao parametro a, figura 2.31, quanto maior for o seu valor, mais lento
seré o decrescimento da curva aproximando-se do pdlo. No entanto, para qualquer valor de

a, a curva admite uma assimptota que coincide com o eixo das abcissas.
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; o=+

Figura 2.31 - Lituo
a=2, 3

2.2.7. A espiral logaritmica

Figura 2.32 - Espiral logaritmica

A espiral logaritmica foi estudada por varios matematicos, ente eles René Descartes
(1596-1650), que em 1638 rectificou a espiral, considerando-se que esta foi a primeira
curva a ser rectificada depois da circunferéncia. Dois anos depois, em 1640, também
Evangelista Torricelli (1608-1647) se dedicou ao estudo desta espiral e determinou o
comprimento de um arco desta espiral?’. Mais tarde, em 1698, Jacob Bernoulli, fascinado
por esta curva, estudou algumas propriedades notaveis da espiral, tais como a rectificacao e
a quadratura e, tal era o seu fascinio, pediu para que esta espiral fosse gravada na sua pedra
tumular, juntamente com a inscricdo Eadem mutata resurgo.

Esta espiral é também designada por espiral equiangular, espiral geométrica ou por
spira mirabilis. Esta dltima designacdo foi atribuida por Jacob Bernoulli, tal era o seu

fascinio pela espiral.

27 Eves, 1994, p.384.
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A espiral logaritmica é a espiral que mais predomina na Natureza. Um dos exemplos
é a concha de um Nautilus que tem a sua forma, figura 2.33. Outros exemplos encontram-

se em plantas, tais como as margaridas e 0s girassois.

Figura 2.33 - Corte de uma concha de um Nautilus ~ Figura 2.34 - A espiral logaritmica na Arquitectura

Esta espiral aparece também na Arquitectura, sendo exemplo disso o capitel
apresentado na figura 2.34.

Equacéo polar

Uma caracteristica importante da espiral logaritmica é que, o angulo formado entre o
raio vector de um ponto qualquer da espiral e a tangente a curva nesse ponto é sempre
constante. E por esta razdo que a espiral é também designada por espiral equiangular
(propriedade semelhante a da circunferéncia).

A partir desta caracteristica resulta a equacao polar da espiral, que pode tomar duas

formas. A primeira, a forma logaritmica, a qual se deve o seu nome, espiral logaritmica,

gzlm(ﬂj,
k C

onde C e k sdo constantes arbitrarias. A segunda, a forma exponencial que consiste na

consiste na equacao:

equacao:
p=Ce",
Através desta ultima equacdo, podemos observar que o raio vector cresce
exponencialmente em relacdo ao angulo polar, ou seja, cresce em progressdo geometrica,
razdo pela qual a espiral também pode ser designada por espiral geométrica. Desta forma,

quando =0, p éigual a C, figura 2.35, e @ medida que & aumenta, a linha afasta-se
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“exponencialmente” deste ponto, ou seja, cresce indefinidamente, fazendo um numero

infinito de circunvolucdes, pelo que a distancia entre as espiras também aumenta.

o

Figura 2.35 - Espiral logaritmica

C=1k=1 96[0,27[]

Quando o angulo polar toma valores negativos e, a medida que cresce em termos de
valor absoluto, figura 2.36, a curva tende para o ponto O, fazendo também um ndmero

infinito de circunvolugdes, pelo que o ponto O é um ponto assimptético da espiral.

Figura 2.36 - Espiral logaritmica

C=1k=1 6e[-27,0]

Quando se aumenta o parametro k, fixando C =1, a parte da curva correspondente a
valores de & positivos, distancia-se mais rapidamente do pélo enquanto que, a outra

aproxima-se mais rapidamente deste.

Construcao
A) Para construir a espiral logaritmica comecemos por dividir uma circunferéncia

num numero conveniente de partes iguais, figura 2.37. Tracemos semi-rectas de origem O
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e que passem pelos pontos de divisdo da circunferéncia e tomemos sobre estas as partes
Am, Am', Am", ... tais que estejam em progressao geométrica. Os pontos m, m', m",

... assim construidos pertencem a uma espiral logaritmica.”®

Figura 2.37 - Construgdo da espiral logaritmica

B) Comecemos por construir um tridngulo rectangulo. A partir deste constroem-se
sucessivos triangulos rectangulos semelhantes ao anterior, e tais que, a hipotenusa de cada
um seja um dos catetos do triangulo seguinte. Por Gltimo, unimos os vértices consecutivos

dos triangulos e obtemos assim, a espiral logaritmica.

2.2.8. A espiral de Poinsot

Figura 2.38 - Espirais de Poinsot

Existem duas espirais designadas por espirais de Poinsot, uma definida a partir do
co-seno hiperbdlico e outra definida a partir do seno hiperbdlico, como veremos de
sequida.”

28 \Vargas y Aguirre, 1908, p. 436.
2% Lawrence, 1972, p.192.
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Estas espirais foram estudadas pelo matematico francés Louis Poinsot (1777 - 1859),

ao qual devem o nome.

Equacdo polar
As duas espirais de Poinsot sdo definidas em coordenadas polares pelas equacoes:

(1) pcosh(md)=a (2) psinh(md)=a

Mas, de acordo com as expressdes do seno hiperbolico e do co-seno hiperbdlico,

X —X X —X

€-C o cosh(x):e e

sinh(x): , as equacOes anteriores podem ser expressas da

seguinte forma:

2a 2a
> (2 p= T o

__e—mH

W) p=———7
e +e

Atribuindo valores aos parametros a e m observamos, respectivamente, as espirais:

1 1
'D_sinh(e)

o 1
_r (0)

Figura 2.39 - Espiral Poinsot
a=1m=1 @6¢ [—272, 27[]

Figura 2.40 - Espiral Poinsot
a=1m=] He[—27z,27z]

A primeira espiral, figura 2.39, de equacdo polar p=%, parte do ponto de
e™ +e

coordenadas (O,a) e faz um ndmero infinito de circunvolucgdes a volta de O, do qual se
aproxima constantemente, sendo O um ponto assimptotico da curva. A valores simétricos

de & correspondem duas partes da curva, simétricas uma da outra em relagdo ao eixo Ox.

A segunda espiral, figura 2.40, de equacéo polar p :mgi caracteriza-se pelo
e —_

e—me !

facto de, quando & toma valores muito proximos de zero, o raio vector tende para infinito,
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possuindo uma assimptota paralela ao eixo Ox e de distancia igual a a. E, quando o
angulo polar comega a aumentar, em termos absolutos, a curva tende a aproximar-se do
polo, fazendo um namero infinito de circunvolucBes a volta deste, pelo que, o polo O é,
também para esta curva, um ponto assimptotico. A valores simétricos de &, correspondem
também duas partes da curva, simétricas uma da outra, mas neste caso em relacao ao eixo
Oy.

2.2.9. A cochleoide

Figura 2.41 — Cochleoide

Esta espiral foi estudada por varios matematicos dos quais salientamos, em 1700, o
matematico Perks, em 1878, o matematico Ernesto Césaro (1859-1906) e, em 1884,
Falkenburg e Benthen, aos quais se deve o nome da espiral cochleoide.

O seu nome deriva da palavra latina cochlea, em portugués céclea, que corresponde a
uma parte do ouvido interno, também conhecida por caracol.

Segundo os autores de uma pégina da Internet,*® esta curva também ja foi designada

por cochlea, nome este atribuido, em 1685, por John Wallis (1616-1703).

Equacéo polar
A equacdo polar que define esta espiral é:

sendo a uma constante arbitraria.

%0 http://www.mathcurve.com/courbes2d/cochleoid/cochleoid.shtml
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Através da equacdo polar, podemos deduzir a forma da espiral. Quando & toma
valores muito préximos de zero, o raio vector p tende para a*, figura 2.42, enquanto que
quando @ aumenta até =, o raio vector diminui até se anular. De seguida, quando o angulo
polar variar entre 7 e 2z, a curva descreve um arco com origem e extremidade em O;
quando variar entre 27 e 37, a curva descreve outro arco com a mesma origem e
extremidade, mas inferior ao anterior e assim sucessivamente. Desta forma, a espiral passa

infinitas vezes pelo ponto O, pelo que este é um ponto multiplo da curva. Tal facto deve-

se a que, para valores de @ da forma 7 +kz, k €ll \{O} %2 0seno é nulo, donde p=0. Se

considerarmos valores negativos de @ obtemos uma curva simétrica a esta relativamente

a0 eixo das abcissas.

Legenda:
-4r<0<0
0<O0<4r

Figura 2.42 - Cochleoide
a=1

Para valores simétricos do parametro a, as espirais obtidas sdo simétricas em relacédo

ao eixo das ordenadas, figura 2.43. O parametro a também influencia a “abertura” da

espiral sendo as coordenadas do ponto origem da curva (a, 0) :

. ) . sinXx
%1 pelo limite notavel lim——=1.
x—0 X

%2 Excluimos o nimero zero dado que, pela equagao polar, 0 angulo polar néo pode tomar esse valor.
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2
Legenda:
sin@
=227
2 4 9
_,sing
)
2 .
:25|n9
o

Figura 2.43 - Cochleoide
a=-2,2, 4¢e 06[—27r,27z]

2.2.10. As espirais arquimedianas

As espirais arquimedianas correspondem a uma familia de espirais que foram pela
primeira vez distinguidas pelo matematico Fue Sacchi, em 1854.

Equacao Polar:

As espirais arquimedianas sdo uma familia de espirais definidas pela equagéo polar:

sendo a e m constantes arbitrarias.

Alguns casos especiais desta familia de espirais, ja aqui estudados sao:

Nome m Equacéo Polar
Espiral de Arquimedes 1 p=ad
Espiral de Fermat 2 p>=a’f
Espiral hiperbdlica -1 pl=a'd < ph=a
Lituo -2

pl=a’0 o ph=a’
Inversa:

Observando a equacéo polar deste tipo de espirais, podemos obter facilmente que a
espiral inversa é definida pela equagdo do tipo p™™" =a™"4.

Desta forma, vemos que a espiral de Fermat e a lituo sdo inversas, bem como a
espiral de Arquimedes e a espiral hiperbdlica.
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Capitulo 3 - As Espirais na Obra de Gomes Teixeira

Chegado aqui, muito ja se falou sobre o Tratado de las Curvas e o Traité des
Courbes. No entanto, pouco se abordou do seu contetido.

O presente capitulo tem como objectivo o estudo das espirais planas as quais Gomes
Teixeira dedicou o capitulo VIII, em ambas as obras. Este estudo ird basear-se,
prioritariamente na abordagem apresentada por Gomes Teixeira na edi¢do francesa, Traité
des Courbes Spéciales Remarquables Planes et Gauches, publicada ao longo dos anos de
1908, 1909 e 1915 nas Obras sobre Mathematica. No entanto, teremos sempre presente a
edigdo castelhana, entregue a concurso em 1897 e publicada em 1905, Tratado de las
Curvas Especiales Notables, a qual iremos seguir de forma a identificar eventuais
diferengas, fazendo assim uma analise comparativa entre as duas obras.

A teoria das espirais, no Traité des Courbes, constitui um capitulo do tomo II, o
capitulo VIII, intitulado Les spirales e inserido na parte relativa ao estudo das curvas

transcendentes, como se pode ler na introducao da primeira publicagcdo da obra:

Terminado lo relativo a las curvas algébricas, pasamos & considerar
las transcendentes en los capitulos VII y VIII; éste dltimo dedicado
especialmente a las espirales, (...). (Teixeira, 1905, p.VII)

O capitulo VIII baseia-se assim no estudo de varios tipos de espirais, ndo fazendo
Gomes Teixeira qualquer comentario relativo ao conceito de espiral nem da sua definigdo.
Apenas na introdugdo da primeira obra considera que toma esta palavra en su sentido
geométrico.' E, tal como acontece para o conceito de espiral, Gomes Teixeira também nio
define curvas transcendentes. Parece-nos que esta sua atitude ndo se deveu a auséncia de
desejo de o fazer mas antes ao facto de estar ciente do publico a que se poderia destinar

esta obra e das suas necessidades reais.

! Teixeira, 1905, p.VIL
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Ao contrario de Gomes Teixeira, Gino Loria, na sua memoria entregue a concurso,
introduz o estudo das curvas transcendentes com a sua defini¢io’ bem como algumas
nogoes envolventes. E, como ja referimos anteriormente no capitulo destinado ao estudo
das espirais Loria também inclui uma abordagem sobre o conceito de espiral tornando o
seu estudo mais agradavel ao leitor. Nao queiramos com isto dizer que o estudo de Gino
Loria ¢ mais agraddvel. Apesar de ndo ser nosso objectivo comparar as duas memorias,
pela breve analise que fizemos da obra de Gino Loria consideramos que o seu estudo ¢ um
pouco mais dificil de leitura e compreensao, pois as caracteristicas apresentadas para cada
curva ndo estdo tdo bem organizadas como na obra de Gomes Teixeira. No entanto, um dos
aspectos favordveis ¢ a abordagem inicial que faz relativamente aos conceitos que utiliza
ao longo da obra.

Ao longo do capitulo VIII, Gomes Teixeira apresentada catorze espirais. Sao elas: a
espiral de Arquimedes, a espiral de Galileu, a espiral de Fermat, a espiral parabdlica, a
espiral hiperbolica, a lituo, a espiral logaritmica, a espiral de Poinsot, a espiral tractriz, a
tractriz circular, a cochleoide, a clothoide, a pseudo-catenéria e a pseudo-tractriz.

No entanto, na edi¢do castelhana de 1905, apenas sdo abordadas treze espirais, sendo
a tractriz circular a curva inserida aquando da revisdo da obra. Apesar de esta ser a Unica
curva a ser estudada pela primeira vez no Traité des Courbes, a abordagem feita as outras
espirais também sofreu algumas altera¢des. Assim sendo € como ja mencionamos, sempre
que achemos pertinente salientar as diferengas em relagdo a obra Tratado de las Curvas
nos indicar-lo-emos.

O método de exposicao seguido por Gomes Teixeira, neste capitulo, segue a linha de
toda a obra. Para cada uma das espirais apresenta um pouco da sua historia, seguindo-se
um estudo pormenorizado das suas caracteristicas e propriedades, tais como: a equagdo
polar, a subnormal, a subtangente, o comprimento da espiral, o raio de curvatura, a area
definida por um vector, o comprimento do arco, a rectificagdo, entre outros. Tal como ja
foi referido, para cada caracteristica estudada, Gomes Teixeira atribui-lhe um ntimero de
forma a organizar melhor a sua exposi¢do. Assim, sempre que se revele importante
salientar uma parte da obra de Gomes Teixeira, iremos também identificar o nimero que

lhe corresponde.

* Chamamos a todas as curvas, que nio conseguimos representar os seus pontos X, Y por uma equagio
algébrica (inteira, racional) entre as coordenadas cartesianas, por curvas transcendentes. (Loria, 1911b, p.1)
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Para ilustrar cada espiral iremos incluir as figuras construidas por Gomes Teixeira e
inseridas tanto no Tratado de las Curvas como no Traité des Courbes, que consideramos
de grande precisdo. Apesar da revisdo da obra, as figuras das espirais ndo foram alteradas.

Numa segunda fase, apresentaremos as demonstracdes de varias propriedades
estudadas por Gomes Teixeira, devido ao facto de, ao longo do nosso estudo, termo-nos
deparado com algumas incorrecgdes em determinadas expressoes. E, atendendo a que
Gomes Teixeira apresenta umas caracteristicas para umas espirais e outras caracteristicas
para outras, tentaremos ainda deduzir um conjunto de caracteristicas para todas as espirais,
nomeadamente, a subnormal, a subtangente, os comprimentos da normal e da tangente, a
amplitude do angulo formado entre a tangente e o vector associado ao ponto de tangéncia,
o raio de curvatura, a area definida por um vector associado a um ponto da espiral e o
comprimento de um arco da curva.

Para evidenciar as incorrec¢des incluidas na obra de Gomes Teixeira e as
propriedades estudadas complementarmente, construimos duas tabelas que inserimos em
apéndice ao trabalho. A primeira tabela corresponde ao apéndice III e contém as principais
caracteristicas mencionadas anteriormente e apresentadas por Gomes Teixeira. A segunda
tabela corresponde ao apéndice IV e inclui as mesmas caracteristicas, mas agora
apresentamos as expressoes corrigidas de acordo com o que obtivemos na sec¢do 3.2 € as
propriedades deduzidas também nesta mesma seccao.

Para terminar esta pequena introdugdo ao capitulo, salientemos que, ao longo deste,
usaremos a notagdo utilizada por Gomes Teixeira, pelo que, em apéndice, Apéndice II,
apresentamos uma tabela com a comparagdo das duas notagdes: a notagdo actual e a

notacdo usada por Gomes Teixeira.
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3.1. Andlise geral da abordagem realizada por Gomes Teixeira

3.1.1. A espiral de Arquimedes

Gomes Teixeira comeca o estudo da espiral de Arquimedes por, no numero 459, dar

a sua defini¢do geométrica:

Considérons une droite OM (fig.117) qui tourne autour d’un point fixe
O, et sur OM un point M qui en méme temps se déplace sur cette droite, et
supposons que les vitesses de ces deux mouvements sont constantes et que le
point mobile part du point O; le lieu décrit par M est la courbe nommée
spirale d’Archiméde (...). (1909, p. 59)

De forma a ilustrar a definicdo anterior, Gomes Teixeira construiu a espiral como

mostra a figura seguinte:

T

C -

Fig. 117

Figura 3.1 - Espiral de Arquimedes — fig.117 da obra de Gomes Teixeira
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Esta figura nao so6 ilustra a defini¢do da espiral, como serve também de ilustragao
para propriedades que Gomes Teixeira refere noutros nameros, justificando-se assim o
facto de a figura conter varios pontos e rectas que serdo mais tarde citados.

Ainda no mesmo ponto, Gomes Teixeira faz uma sintese dos matematicos que, ao
longo dos tempos, desde a antiga Grécia, se dedicaram ao estudo desta espiral e/ou
aplicacdo desta noutros estudos, descrevendo sempre o contributo que cada um deu
relativamente a espiral em estudo.

De entre os nomes citados por Gomes Teixeira, ha dois que se destacam:
Arquimedes e Conon. Gomes Teixeira explica que a espiral ¢ também, por vezes,

conhecida pelo nome de espiral de Conon, referindo que:

Quelques auteurs ont attribué a Conon I’invention de cette ligne et de
ses principales propriétés, et a Archiméde la démonstration de ces
propriétés, et par ce motif la spirale mentionnée a été désignée souvent sous

le nom de spirale de Conon (...).(1909, p. 59)

No entanto, salienta posteriormente que esta informagao acerca de Conon pode nao
ser verdadeira tal como Nizze, autor de uma das tradugdes das obras de Arquimedes,
afirmou. Um dos matematicos citados por Gomes Teixeira, Gino Loria, também refere na
sua obra, Spezielle algebraische und trauszendente ebene Kurven Theorie und Geschichte,
este facto.”

Depois desta exposi¢ao historica, Gomes Teixeira passa para a andlise da espiral,
onde descreve algumas das suas caracteristicas. E de salientar que, 2 medida que Gomes
Teixeira enuncia uma propriedade da espiral, refere o nimero da proposi¢do
correspondente a obra Sobre espirais de Arquimedes, caso esta tenha sido descoberta pelo

matematico da Antiguidade. Como podemos exemplificar com a seguinte propriedade:
(...)si (py.6,). (p.6,) et (p,.6,) sont trois points de la spirale et si
6,-6 =6,-6,, on a aussi p,—p, =p,—p,. Cette propriété de la ligne

considérée constitue la proposition 12° d’Archimede. (1909, p. 60)

No entanto, ¢ de salientar que, apesar de Gomes Teixeira citar o nimero da

proposi¢ao na obra de Arquimedes, por vezes as proposi¢oes aqui enunciadas nao estdo

3 Loria, 1911, p. 37.
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escritas na forma original, tal como podemos ver no caso da proposi¢ao anterior que, de

acordo com uma tradu¢ao da obra de Arquimedes, toma a forma:

If any number of straight lines drawn from the origin to meet the
spiral make equal angles with one another, the lines will be in arithmetical
progression. (Heath, 1897, p.166)

Para comecar esta fase do estudo, Gomes Teixeira apresenta a equacdo polar da

espiral:
p=aéb,

salientando o sentido do movimento da espiral (positivo ou negativo) de acordo com os
valores atribuidos a € (positivos ou negativos). Nao iremos aqui abordar a forma da
espiral de um modo exaustivo dado que tal ja foi feito no capitulo anterior. Mas, de modo a
evidenciar o trabalho de Gomes Teixeira ¢ a sua preocupagdo em ser claro na sua
exposicao, salientamos que na descricdo da forma das espirais o autor tenta, sempre que
possivel, ilustrar as suas palavras com auxilio da figura respectiva, como podemos ver na

seguinte transcri¢ao:

(...) quand @ varie depuis 0 jusqu’a oo, le point M décrit une partie
OABCD... de la courbe, en faisant un nombre infini de circonvolutions
autour du péle O, et en s’éloignant constamment de ce point. Aux valeurs
négatives de @ correspond une autre partie de la méme ligne, symétrique de
OABCD... par rapport a la droite OE, perpendiculaire a I’axe OD.
(1909, p.60)

A partir da equagdo polar da espiral, no nimero 460, Gomes Teixeira apresenta as
equagdes que permitem determinar, a subnormal, designada por S_, a subtangente,
designada por S,, o comprimento da normal, designado por N e a tangente do angulo V
formado pela recta tangente e pelo vector associado ao ponto de tangéncia, que
apresentamos de seguida:

S,=a, S, =pb, N =.a*+p’, tangV:B.
a

n

Apesar de nao definir os conceitos introduzidos anteriormente € apenas apresentar as

formulas de obteng@o para a espiral de Arquimedes, na obra Tratado de las Curvas, o autor
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apresenta também as expressdes que permitem obter estas propriedades para uma curva,

2

d—p, St:pdg etangvzﬁ.4

definida em coordenadas polares, sendo estas: S, =
do dp dp

O estudo destas propriedades torna-se importante na medida em que permite tracar as
rectas tangentes e as rectas normais a curva. Desta forma, ¢ evidente que na maioria das
espirais seja apresentado o estudo destas propriedades. Para esta espiral, talvez por ser a
primeira, Gomes Teixeira tem a preocupagdo ainda de explicitar o seu raciocinio através da
figura apresentada, dado que, relativamente a um ponto qualquer da espiral designado por
M, a subnormal corresponde ao segmento de recta ON, a subtangente corresponde a [OT],
sendo a recta tangente a curva a recta MT e a recta normal MN.

O raio de curvatura da espiral de Arquimedes num dado ponto, de coordenadas
(p.,6), ¢ dado pela equagdo:

(o2}
pr+2at

E, tendo em conta o comprimento da normal, N =/p> +a° , obtém-se ainda a expressio

N3
R=——.
N°+a
No numero 461, o autor aborda algumas propriedades relacionadas com a area da
espiral, estabelecendo um paralelismo entre estas e as suas correspondentes na obra de

Arquimedes. Assim, a drea A definida pelo vector associado ao ponto (p, 0), quando ¢

varia entre dois valores, 6, e 0, , ¢ determinada pela equagao:

1

A=a(,013 —PS)-

E a partir desta formula que Gomes Teixeira apresenta algumas proposicdes das
quais apresentamos apenas duas. Na primeira proposi¢do ¢ abordada a area definida por

um vector associado ao ponto (p,8) quando o angulo polar varia entre 8, =2(n—1)z e

. , . 25
6 =2nrx, ou seja, a area definida pela curva quando esta descreve a espira” de ordem n.

(n)

Assim, designando-a por A", temos:

* Teixeira, 1905, p.364.
> Parte da espiral que compreende o arco formado ao longo de uma volta completa (revolugio).
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A" = §ﬁ3a2(3n2 ~3n+1),

Seguidamente, Gomes Teixeira determina a area das primeiras espiras e apresenta a

expressdo da soma das areas das espiras de ordem 1 até n:
UGy NU B PR
3

No entanto, através da expressdo de A™ | facilmente se conclui que a expressao
anterior ndo estd correcta, como se pode ver na demonstragdo apresentada na sec¢ao

seguinte, onde a expressao toma a seguinte forma:
4
—n’z’a?,
3

sendo o expoente de 7, 3 e ndo 2.

Pensamos que apesar de, ndo podermos ver se a lacuna se mantinha na obra Tratado
de las Curvas, dado que a soma das areas das sucessivas espiras ndo foi abordada na
publicagdo anterior, o erro provém de um lapso cometido na redac¢do do documento.

Para terminar o estudo da espiral, no nimero 462, ¢ abordado o estudo do

comprimento de um arco da espiral, compreendido entre a origem e o ponto de

coordenadas ( o2 (9) , sendo este determinado pela equacdo:

P 3 p
S=J.1fpzj%+ldp =1J'\/p2+a2dp.
a
0 0

Mas, pelo que foi abordado em 2.1, a expressdo apresentada anteriormente para

determinar o comprimento do arco numa curva, definida em coordenadas polares, contém

: - : o, . d
uma imprecisdo, dado que a derivada de que se necessita é a de € em fungdo de p, e e
P

.. dp
ndo o inverso, ——.
dé

Na segunda edi¢ao apenas, Gomes Teixeira calcula o integral anterior surgindo assim

a expressao seguinte para o comprimento de um arco da espiral:

[ 2 2
Szzﬁ ’pz_i_az +%logml6
a a

% O logaritmo aqui utilizado corresponde ao logaritmo neperiano.
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Relativamente ainda ao estudo desta espiral, € curioso observar que, na obra entregue
a concurso, o autor terminava este estudo informando que, para mais informagdes
referentes a historia da espiral, o leitor poderia consultar a obra de Gino Loria, Le scienze
esatte nel’antica Greécia, estando longe de imaginar que seria este 0 matematico que iria,
mais tarde, ser premiado no concurso em ex-quo consigo. Na edi¢do posterior, essa

informacgao deixou de existir.

3.1.2. A espiral de Galileu

Na obra intitulada Oeuvres e em cartas escritas a Mersenne em 1636, Fermat,
segundo Gomes Teixeira, fazia mengdo a uma espiral, a que ndo dava definicdo, mas que
se pensa ser a espiral de Galileu. Salienta ainda que, na mesma obra de Fermat, foram
reproduzidos trabalhos de Mersenne que também referiam uma espiral a que P. Tannery
reconhece como sendo a espiral de Galileu.

No Tratado de las Curvas, Gomes Teixeira ¢ mais explicito e afirma que, para além
de Fermat incluir a espiral nos seus estudos foi este o0 matematico que lhe atribuiu o nome
de Galileu.” Na obra de Gino Loria podemos ainda ler que, na obra de P. Tannery, a espiral

era designada por Helix Baliani®.

A equagdo polar que a define é:
p=a-ho’
sendo a ¢ b duas constantes positivas.

A espiral de Galileu surge com Fermat, quando este tentava dar resposta ao problema

que Gomes Teixeira enuncia da seguinte forma, e para o qual esta ¢ solugdo:

(...) déterminer la courbe que décrirait a I'interieur de la terre un
point pesant, tombant livrement jusqu'au centre suivant la loi de Galileu,

c'est-a-dire avec une acceleration constante. (1909, p.64)

O nome da espiral (espiral de Galileu) deve-se ao facto de o problema acima

enunciado ter sido exposto por esse matematico.

7 Teixeira, 1905, p. 367.
¥ Nome também ja mencionado na secgio 2.2.
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Ainda no mesmo ponto, 463, ¢ descrita a forma da espiral, de acordo com a variagdo

de @, ilustrando-a com a seguinte figura:

Fig. 118

Figura 3.2 - Espiral de Galileu - fig.118 da obra de Gomes Teixeira

Para esta espiral, Gomes Teixeira apenas inclui a expressdo que permite obter a

amplitude do angulo formado pela recta tangente e o vector do ponto de tangéncia:
P
2,/b (a - p)

No entanto, a subtangente, a subnormal, o comprimento da tangente € 0 comprimento

tangV =—

da normal desta espiral, sdo dados pelas equagdes seguintes, como veremos na sec¢ao 3.2:

2 S -
S, =—————. S, =200, N =,/p* +4b(a-p) eTzﬁ\/p +4b(a P).

“ 2 fb(a-p) 2\ b(a-p)

A equacdo que permite determinar o raio de curvatura num ponto de coordenadas

(p.0) &

3

(p2 —4bp+4ab)5
p’—6bp+8ab

De inovador, Gomes Teixeira inclui o estudo da curva quanto a existéncia de pontos
de inflexdo e de pontos duplos. Quanto aos pontos de inflexdo conclui, pelo raio de

curvatura, que a espiral ndo admite pontos de inflexdo. No que se refere aos pontos duplos,
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conclui que para cada valor de n, inteiro e positivo, que satisfaz a desigualdade
2a>bﬂ2(2n +1)2, existe um ponto duplo, real e positivo, sendo as suas coordenadas

dadas pelas seguintes equacdes:

—(2n+1)zb+./4ab—b*z* (2n +1)’
_ (2n+1)7 \/Z 7*(2n+1) . pon——y

A primeira expressao contém um pequeno erro dado que em denominador deveria

aparecer o dobro de b, tal como demonstramos na sec¢do seguinte.

Ainda relativamente aos pontos duplos da espiral, neste estudo apenas sao abordados
os pontos da parte da curva que correspondem a valores de & positivos. Podemos ainda
observar que para além destes, a espiral possui pontos duplos na parte da curva
correspondente a valores de € negativos, sendo estes simétricos aos anteriores,

relativamente ao eixo OX, e sobre este eixo quando as duas partes se intersectam.

A area definida pelo vector de um ponto de coordenadas ( ,0,6’) ?, quando @ varia, é

dada pela equacao:
A:l( 29— 2 abo’ +1b295] .
2 3 5

Mas, previamente, o autor apresenta o integral que permite obter a expressao

. 1 :
anterior, A= EJ. p°dé , mostrando novamente as suas qualidades de pedagogo ao revelar a
0

sua preocupagdo em que o leitor perceba a origem das expressdes. Comparando as duas
obras, podemos também observar o cuidado que Gomes Teixeira teve na segunda edi¢do
em escrever as expressoes de uma forma mais organizada e por vezes mais simplificada.
Sendo um exemplo disso a atengdo especial que teve em reescrever os termos da expressao
final da area A, por ordem crescente do seu grau.

Esta espiral apenas ¢ rectificavel algebricamente quando a=0. E, neste caso, o

comprimento da espiral ¢ dado por:

s =%b[(92 +4)§ —8]

? Gomes Teixeira escreveu as coordenadas do ponto da forma ((9, p). E, ao longo do capitulo das espirais,
volta usar esta notagdo, ndo deixando de usar também a forma ( pﬂ)- Neste trabalho, iremos usar sempre a

notagdo ( 0, 49) para determinar as coordenadas polares de um ponto.
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Para os restantes casos, Gomes Teixeira apresenta um estudo onde conclui que o
valor do comprimento do arco da espiral depende de integrais elipticos de 1* e de 2*
espécies. E de notar que o estudo do comprimento do arco no caso particular de a=0 foi
inserido nesta edi¢do, ndo aparecendo no Tratado de las Curvas. Nesta obra, apenas foi
feito o estudo do caso geral.

Também aqui, as formulas apresentadas por Gomes Teixeira contém algumas
imprecisdes como veremos na seccdo seguinte. Ainda observando a edi¢do anterior,
podemos denotar a existéncia de algumas incorrec¢des na primeira edicdo que foram
alteradas na segunda, bem como existem incorrec¢des na segunda edi¢do que nao existiam

na primeira edi¢do, mas abordaremos isso na secc¢ao seguinte.

3.1.3. A espiral de Fermat

Contrariamente ao que podemos ver no tratamento da maioria das espirais, Gomes
Teixeira ndo faz uma introdugdo historica a espiral de Fermat'®, iniciando o seu estudo
com a apresentacao da equagdo polar da espiral:

p’=a’f.
De seguida, descreve entdo a forma da espiral inserindo a seguinte imagem da

espiral:

' Refere posteriormente, que a espiral foi considerada pelo grande gedmetra Fermat numa das suas cartas
enderecadas a Mersenne a 3 de Junho de 1636.
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=
z

Fg. 118

Figura 3.3 - Espiral de Fermat — fig. 119 da obra de Gomes Teixeira

A subtangente, a subnormal, a amplitude do angulo V formado pela recta tangente e
pelo vector do ponto de tangéncia e o raio de curvatura da espiral sdo dados por:
3
a’ 2p° 20 (4p +a')?

, tangV = e R= .
2p a’ W= 2p(4p* +3a’)

Atendendo a expressdo incluida no Tratado de las Curvas para o raio de curvatura,

3
4 2
R=\___ P J

2 3at
Gy

podemos observar que a expressdo actual estd escrita de uma forma

mais simplificada.

De acordo com o raio de curvatura, conclui-se que a curva possui um ponto de
inflexdo, sendo este o pdlo O, indicado na figura anterior. Relativamente a existéncia de
pontos duplos, nada foi referido, induzindo-nos a concluir a sua inexisténcia, ideia também

jé sugerida pela propria figura apresentada anteriormente.

A darea definida pelo vector de coordenadas ( p,@), quando @ varia entre dois

valores, 6, ¢ 6,, ¢ dada pela equagao:
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2
A=%(ef—<9§).

A partir desta, obtém-se a area definida por cada espira, ou seja, quando € varia

entre 0 e 27, 27x e 4,4 e 61, ....
A=a’z’, A =3a’z’, A =5a’7", ...
Donde, deduzimos a expressdo geral para a area definida por uma espira de ordem n:
A =a’z*(2n-1).

Daqui resulta ainda que, quando o vector associado ao ponto ( p,@) completa uma
revolugdo, a d&rea A aumenta uma quantidade igual a area do circulo centrado na origem e
de raio OD, ou seja, 287>,

Para terminar, apresenta o comprimento do arco da espiral compreendido entre o
polo O e o ponto de coordenadas ( p,@), que depende de um integral eliptico de 1?

espécie:

s:% 4/0(46’2+1)+‘i‘ﬁ .

3.1.4. A espiral parabdlica

Para esta curva, Gomes Teixeira comega por dar a equagdo polar que a define:
(,o—a)2 =2pad.
Continuando, o autor cita o nome de Jacob Bernoulli'' como o matematico que se
ocupou pelo estudo, mais ou menos exaustivo, da curva em questdo, no ano de 1691, e que

designou esta curva por parabole hélicoidique.

Através da equacdo polar, vemos que a espiral de Fermat ¢ um caso particular da

2
espiral parabolica, bastando para tal tomar, na equacdo anterior, p=— e a=0.
a

Seguidamente, o autor descreve a forma da espiral com o auxilio da figura seguinte:

' Jacques Bernoulli no Traité des Courbes.

-84 -



CAPITULO 3 — As ESPIRAIS NA OBRA DE GOMES TEIXEIRA

‘_r-1|

. Fig. 120°

Figura 3.4 - Espiral parabolica - fig.120 da obra de Gomes Teixeira

E afirma ainda que a parte ABCD... da linha corresponde a equagao p=a+./2pad

e a parte AOEFG... corresponde a equagdo p=a—./2paé.

Para esta espiral, apenas sdo apresentadas as equagdes da subtangente e da amplitude
do angulo formado pela recta tangente e pelo vector do ponto de contacto da tangente com

a curva, neste caso designado por @ e ndo por V :

2 p— J—
St :M e tanga):M_
pa ap

Através da equacdo polar, podemos ainda concluir que a subnormal, o comprimento

da normal e o comprimento da tangente sdo dados pelas equagoes:

2
Sn:ﬂ, N = ,02+E e T=p 1+2'09.
p-a Y’ pa

Tal como a figura sugere, a curva admite infinitos pontos duplos, sendo o angulo

polar determinado para cada valor de n, positivo e inteiro, pela equacao

o [2a—p(2n +l)7r]2
8ap

e, a partir deste e da equacdo polar, obtém-se o valor de p,

ficando assim definidas as coordenadas dos pontos duplos. Relativamente aos pontos de

inflexdo conclui-se que todos os pontos de inflexdo reais estdo situados no interior do

circulo de raio OA=a e centro O.
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A equacdo que permite determinar a area definida pelo vector associado ao ponto de

coordenadas (p,6) é:
AZE a0+ pad J_rga@ 2pad |.

Para rectificar o arco da espiral considerada, compreendido entre o ponto A e o ponto

de coordenadas ( P, 0) , € apresentada a equacao:

s=zjliloJ‘p\/,oz(,o—a)2 +a’p’dp,

que depende novamente de um integral eliptico.

3.1.5. A espiral hiperbolica

A espiral hiperbolica, também designada por espiral inversa da espiral de

Arquimedes, ¢ definida pela equagao polar:
pf=m.

Gomes Teixeira inicia o seu estudo com uma breve resenha historica relativa aos
matematicos que se debrugaram sobre esta espiral e a incluiram nos seus estudos, sendo
eles: Varignon, numa das suas obras em 1704, Jean Bernoulli, numa carta a Hermann em
1710 e Cotes numa das suas obras de 1722. Salienta ainda que esta espiral bem como a

espiral logaritmica sdo duas das cinco espirais que descrevem o seguinte movimento:

(...) un point attiré vers un centre par une force inversement

proportionnelle au cube de sa distance a ce centre, (...). (1909, p.72)

Na obra Tratado de las Curvas, o autor apenas refere 0 nome do matematico Juan
Bernoulli'?, dizendo que foi este que lhe atribuiu 0 nome de espiral hiperbolica.
Por ultimo, neste nimero, ¢ descrita a forma da curva com auxilio da figura da

espiral:

12 Jean Bernoulli escrito na obra castelhana.
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Figura 3.5 - Espiral hiperbdlica - fig.121 da obra de Gomes Teixeira

Pela figura, podemos observar que a espiral possui um ponto assimptdtico que
coincide com o seu pdlo e possui também uma assimptota horizontal, que dista m do eixo
das abcissas.

Relativamente a esta espiral, as equagdes que permitem o calculo da subnormal, da

subtangente e do comprimento da normal sdo dadas por:

S, =2, s=-m e N=2Jp+m*.
m

Pela primeira vez, Gomes Teixeira insere a equagdo que permite determinar o

-

comprimento da tangente, designando-o por T :

T=yp +m*.

A equagdo do raio de curvatura da espiral é:
3
()

m? ’

R =

que, atendendo as expressdes dadas anteriormente, pode ser escrita da seguinte forma

3

S,S

n*t

R =

. A partir da primeira expressao do raio de curvatura conclui-se que a curva nao

possui pontos de inflexdo, tal como sugere a figura anterior.
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A érea definida pelo vector associado ao ponto de coordenadas ( p,@), quando &

varia entre ¢, e 6,, ¢ dada pela equagao:

m
A:E(po_pl):

Para terminar, o comprimento do arco da espiral compreendido entre os pontos
(p,6,) € (p1,6,) ¢ determinado pela expressio:

5T, T, + Mlog =M (To+m),
2 (T, +m)(T,—m)

sendo T, e T, os comprimentos das tangentes nos pontos considerados, respectivamente.

3.1.6. A lituo

A lituo foi estudada por Cotes numa das suas obras Harmonia mensurarum
publicada em 1722. Esta ¢ definida pela equagdo polar:
ph=a’.
Com o auxilio da figura seguinte, pode-se observar que a espiral possui um ponto

assimptdtico correspondente ao polo O e uma assimptota que coincide com o eixo das

abcissas, tal como referimos no capitulo anterior.

Y

f

Figura 3.6 - A lituo - fig.122 da obra de Gomes Teixeira

Fig. 122

Atendendo a equacdo polar e observando a figura, deduz-se que a lituo ¢ a linha

definida por um ponto M que se movimenta de maneira a que a area do sector circular
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MOm de centro O e de raio OM, compreendido entre OX e OM, se mantenha
constante.

Para esta espiral, a subtangente no ponto ( ol 6?) ¢ dada pela equagdo S, = —E .E,a

partir desta, deduz-se duas propriedades enunciadas por Cotes:

- A subtangente da espiral no ponto M ¢ inversamente proporcional ao vector MO e
igual ao dobro do arco Mm..

-A éarea do triangulo, formado pelo vector OM , pela perpendicular a esse vector no
ponto O e pela tangente ao ponto M , ¢ igual ao dobro da area do sector circular
MOm.

A subnormal, o comprimento da normal, o comprimento da tangente e a amplitude

do angulo V da lituo, apesar de ndo serem abordadas pelo autor, sdo dadas pelas equagdes:
3 2

S, = P T:l«/p4+4a4, N 2%\/4344-,04 e tangV:—zi.

e, a

287 o’

No numero 474, ¢ apresentada a formula do raio de curvatura:

R p(4a4+p4); ’
2a2(p4—4a4)

. . . 1
donde resulta a existéncia de um ponto de inflexdo de coordenadas (5, a2 ) )

A area definida pelo vector associado ao ponto ( P, 9) , quando @ varia entre 6, e 6,
¢ dada pela equacio:

A=a’log?e .

e
Também aqui podemos observar que, na obra Tratado de las Curvas, niao foi
apresentada esta expressdo para o célculo da area (em funcdo da variavel p), mas sim a
expressao da qual obtemos esta, definida em fungao de 8, A= %az logﬁ .
0
A rectificagdo desta curva depende também de um integral eliptico de segunda

espécie:

" Esta dedugdo é a tradugdo da publicagio francesa inserida na pagina 74, onde a notagdo usada foi
preservada.
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s J6,(1+46;) \/9 1+467) I 0do

6, ,/0(1+492)

3.1.7. A espiral logaritmica

O estudo da espiral logaritmica €, em comparacdo com as restantes espirais, 0 mais
completo e de maior tamanho.
Para esta espiral, Gomes Teixeira inicia o estudo ndo pela nota historica, mas pela

descri¢cao de uma propriedade da espiral que diz que o angulo V, formado pelo vector de

um ponto de coordenadas ( p,19) e pela tangente a curva no mesmo ponto, ¢ sempre

constante, ou seja:

V:pdé’zl

tan
8 dp ¢

A partir desta propriedade, deduz-se entdo a equacdo polar da espiral:

p=Ce%

A espiral assim definida, também designada por espiral equiangular, foi pela
primeira vez mencionada por Descartes, numa carta enderegada a Mersenne a 12 de
Setembro de 1638. De entre os matematicos Torricelli, Wallis e Jacques Bernoulli, também
referidos por Gomes Teixeira, salientamos o nome de Torricelli e de Jacob Bernoulli. O
primeiro nome pelo facto de ter efectuado o estudo do comprimento de um arco da espiral
e da area definida por esta curva. O segundo nome, pelo facto de ter dedicado trés
trabalhos ao estudo da espiral, publicados nos anos de 1691, 1692 ¢ 1693 em Actas
eruditorum, onde, no primeiro trabalho, demonstra os resultados obtidos por Torricelli e
por Wallis e, nos restantes dois, enuncia algumas propriedades importantes da espiral. Uma
observacdo que podemos fazer em relacdo ao Tratado de las Curvas ¢é relativa a nota
historica da espiral, onde Gomes Teixeira apenas mencionava o nome de Descartes e de
Jacobo Bernoullim, descrevendo os seus feitos de uma forma muito sucinta e,

relativamente aos trabalhos de Bernoulli, apenas mencionava os dois primeiros.

' Jacques Bernoulli escrito no Tratado de las Curvas.
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Posteriormente e a semelhanga do que foi feito para as outras espirais, ¢ descrita a
forma da espiral, sendo o ponto O um ponto assimptdtico da curva, como sugere a

seguinte figura:

Fig. 123

Figura 3.7 - Espiral logaritmica - fig.123 da obra de Gomes Teixeira

Para esta espiral as equagdes da subnormal, da subtangente, do comprimento da
normal e, pela primeira vez, da amplitude do angulo « , formado pela normal NM com o

vector associado ao ponto M, sdo:

S,=cp, St=§, N =pyl+c® e tanga=c.

Comparando esta publicagdo com a publicagdo castelhana, podemos verificar
também que esta ultima expressdo da amplitude do angulo o ndo era mencionada na
primeira publicagdo. No entanto, consideramos que a importincia do seu estudo, nesta
edicdo, se deve ao facto de Gomes Teixeira, mais tarde, numa das propriedades que
enuncia da espiral, fazer referéncia a este angulo.

Para terminar o estudo das tangentes e das normais a curva, apresentamos a equagao

que permite determinar o comprimento da tangente num dado ponto:

T:§\/1+cz.
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Para esta espiral, o raio de curvatura, a area definida por um vector associado ao

ponto ( p,H), quando @ varia, € o comprimento do arco da curva, compreendido entre o

polo e o ponto de coordenadas ( ol 6’) , sao determinados pelas equagdes:

_ 2 _i_ 2 2 __P
R=pvl+cC", A—4C (p po)es sV

Daqui resulta que a espiral logaritmica ¢ uma curva cujo o comprimento do arco,

compreendido entre um ponto fixo ¢ um ponto varidvel de coordenadas ( ,0,49), ¢

proporcional ao vector p deste ponto.

Segundo Gomes Teixeira, todas as propriedades descritas anteriormente foram
obtidas pelos matematicos Descartes, Wallis e Torricelli. No numero 478, sdo entdo
apresentadas cinco propriedades encontradas por Jacob Bernoulli. Para cada propriedade,
Gomes Teixeira enuncia a propriedade, apresenta a sua demonstra¢do e, por vezes,
menciona ainda outros resultados que se podem obter a partir da propriedade inicial. Na
obra Tratado de las Curvas, Gomes Teixeira apenas apresenta duas dessas propriedades ¢
de uma forma menos profunda.

No ponto 479, sdo apresentadas trés novas propriedades da espiral em estudo, sendo
estas nao obtidas por Jacob Bernoulli, mas por outros matematicos como F. Klein, S.Lie e
M. Haton de La Goupilliere. Neste ponto o autor também apresenta algumas falhas,
nomeadamente na escrita do nome dos matematicos a que se deve as propriedades, onde
aparece M. Klein e ndo F. Klein e também nas péginas da revista onde o artigo foi
publicado, no sendo p. 330 mas sim p. 50."

Gomes Teixeira, para cada propriedade, apresenta a sua demonstracao e refere os
nomes dos matematicos que, de alguma forma, estdo ligados a cada propriedade ou por a
enunciar ou por a demonstrar. Voltando a comparar esta obra com o Tratado de las

Curvas, vemos que estas trés propriedades também nao foram incluidas na primeira obra.

Por ultimo, Gomes Teixeira menciona pela primeira vez uma situagdo onde podemos
observar uma espiral na Natureza, referindo-se a concha de um Nautilus que tem a forma

da espiral logaritmica.

¥ Klein, 1871, p.50.
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3.1.8. A espiral de Poinsot

Relativamente a espiral de Poinsot, Gomes Teixeira pouco refere relativamente a sua
histéria. Apenas menciona que a espiral foi estudada pelo geométra Poinsot que a
considerou num artigo publicado, em 1834, no Journal de Liouville. A equagdo polar que
define a espiral é:

_ 2a
Seguidamente, ¢ descrita a forma da espiral, salientando que esta é simétrica em
relagdo a recta AO e admite um ponto assimptdtico correspondente ao pdélo O, como

mostra a seguinte figura:

==

Fig. 194

Figura 3.8 - Espiral de Poinsot - fig.124 da obra de Gomes Teixeira

Da equagdo polar obtém-se a amplitude do angulo, formado pela tangente a curva e o

vector de um ponto de coordenadas ( p,@) e o comprimento da normal, que podem ser

determinados pelas equagoes:

2a
mp(ema _e—mH)

tangV = — e Nzg\/(Hmz)az—mzpz.
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Também a subnormal, a subtangente e o comprimento da tangente podem ser

determinadas através das equagdes seguintes, como veremos na sec¢ao 3.2:

B m(eme_e—me) B a P 2
L Py R (o

m’(a’-p’)+a

2

Através da expressdo do raio de curvatura da espiral,

,o[(1+m2)a2 —mzpz]z
a'(1+m?)

R =

2

conclui-se que a curva ndo possui pontos de inflexdo.

Seguidamente, ¢ apresentada a férmula que permite o calculo da area definida pelo

vector do ponto de coordenadas ( o2 49) , quando @ varia:

1[1 1
A=—] ————|.
2m{2 1+e2”‘5}

No entanto, esta expressdo ndo estd escrita de forma correcta, como podemos

concluir através da demonstracdo feita na seccdo seguinte donde resulta que

2
A:—(%— Zm; 1}, pelo que lhe faltava multiplicar por 2a’. Esta falha parece-nos
€ +

surgir do facto de Gomes Teixeira ter escrito que a éarea era dada pela formula
17
A=2a’ IO p°d@, o que ndo esta correcto. Mas, observando a obra anterior, a falha persiste

na expressao final de A. No entanto, a expressdo inicial estd correcta

A= ZaZJ-e;zd@. Desta forma, esta falha devera ter surgido do facto do autor
0 ( em e-me)
ter calculado apenas o valor do integral, esquecendo-se de no final multiplica-lo por 2a°.
Ainda no mesmo ponto, Gomes Teixeira faz o estudo para determinar a rectificacdo
da espiral, concluindo que esta depende novamente de integrais elipticos de 1* e de 2%
espécies.
No ultimo ponto dedicado a esta espiral, Gomes Teixeira apresenta as equacdes

polares de trés novas espirais:

p=a (e re™). p=S(ev e ) e p= 5
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que se denominam, respectivamente por espiral do co-seno hiperbolico, espiral do seno
hiperbolico e espiral da co-secante hiperbolica. Salienta-se ainda que a primeira destas
espirais € a curva inversa da espiral de Poinsot.

Ao observar a obra publicada anteriormente, vemos que todo este ponto relativo as
novas espirais niao foi abordado no Tratado de las Curvas, sendo uma novidade nesta

edicao.

3.1.9. A espiral tractriz

Para esta espiral Gomes Teixeira comega por dar a seguinte definicao:

(...) ligne dont la longueur de la tangente, rapportée aux coordonnées

polaires, est constante. (1909, p.90)

De seguida, menciona alguns matematicos ¢ os estudos que estes efectuaram
relativos a espiral, sendo eles: Varignon, Cotes, Rouquel e M. Haton de La Goupilliere.
Gomes Teixeira salienta o facto do matematico Varignon mencionar a espiral numa
mémoire, com o nome de tractrice compliquée. Na obra anterior, podemos ver que Gomes
Teixeira apenas refere os estudos de dois destes matematicos: Rouquel ¢ M. Haton de La
Goupilliére, inseridos em Nouvelles Annales de Mathématiques em 1863. Estes sdo estudos
mais recentes que os de Varignon e de Cotes, constituindo provavelmente uma das
possiveis razdes para que os estudos mais antigos ndo sejam mencionados na primeira
obra. Uma outra razao plausivel sera o facto do matematico Varignon designar a espiral
por tractrice compliqueée.

Da definicao dada anteriormente, o autor obtém a seguinte equagao:
2
2 4( d@ 2
prp || = a,
dp
sendo @ uma constante arbitraria. Resolvendo esta expressio em ordem a dé& e

integrando-a seguidamente, obtemos a equacao polar implicita:

2 2
_ a —
0=7F —'O—arccos£

yo a
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Atendendo as equagdes apresentadas anteriormente, ¢ descrita a forma da espiral,

sendo também para esta o polo um ponto assimptotico.

b4

B

Fig. 125

Figura 3.9 - Espiral tractriz — fig. 125 da obra de Gomes Teixeira

Ainda no mesmo niimero, Gomes Teixeira apresenta o estudo dos pontos da espiral
onde a recta tangente ¢é paralela ao eixo das abcissas, concluindo que estes sdo

determinados pela equacao:

2 2

a —p
o,

tangé =

Donde, passando esta expressdo para coordenadas cartesianas, obtém-se a expressao
x> +y>+ax=0, que representa dois circulos iguais, pelo que o autor conclui que les
points de la spirale tractrice ou la tangente est parallele a I’axe des abcisses sont situés
sur les circonférences de ces deux cercles.

No Tratado de las Curvas, Gomes Teixeira apresenta 0 mesmo estudo, mas enuncia
esta conclusdo de forma diferente: los puntos de la curva donde y pasa por un maximo 0
por un minimo corresponden a las circunferéncias de los circulos a que acabamos de
referirnos. Ainda nesta obra, o autor conclui também que los puntos donde x pasa por un
maximo 6 por un minimo se hallan situados sobre las circunferéncias x*+y>+ay=0.
Relativamente a esta propriedade, salienta que ndo encontrou qualquer autor que
mencionasse esta propriedade. No entanto, na obra mais recente, retirou esta propriedade
introduzindo a generalizacdo da propriedade anterior, ou seja, apresenta a conclusao
relativamente a posicdo dos pontos da curva onde a tangente ¢ paralela a uma recta dada

qualquer.
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Os dois nimeros seguintes do Traité des Courbes referem-se a duas proposi¢oes da
espiral e sdo parcialmente novos, dado que apenas a segunda proposi¢ao ¢ referida
superficialmente no Tratado de las Curvas. No numero 485, ¢ apresentada a primeira

proposi¢do, dada por Maclaurin, na sua obra Treatrise of fluxions, que diz:

La spirale tractrice est la podaire de la spirale logarithmique pf =a

par rapport au pole. (1909, p.91)

E, no niumero 486, é apresentada e comentada a outra proposicao, dada agora por M.

Haton de La Goupilliere e demonstrada por Rouquel e Laquiere:

Le lieu du pbéle d’une spirale hyperbolique qui roule sur une autre
égale, dont le pble coincide avec celui-la a I’origine du mouvement, est une

spirale tractrice. (1909, p.92)

Para a espiral tractriz, o raio de curvatura ¢ dado pela expressao:
2 2
R apJa’—p

a’-2p°

\2a

donde se conclui que a curva possui dois pontos de inflexdo, obtidos quando p=——— ¢

2
V2a

P = No entanto, ainda no mesmo numero, ¢ deduzida uma nova expressdao para o

raio de curvatura, agora dado em funcdo do angulo «, formado pela normal no ponto de
coordenadas ( p,@) e o vector associado a esse ponto. E de notar aqui também algumas
correccdes ¢ alteracdes feitas por Gomes Teixeira, da primeira edigdo para a segunda, nas

expressoes apresentadas.

Para terminar o estudo desta espiral, no Gltimo niimero, Gomes Teixeira comega por

definir o comprimento do arco da espiral compreendido entre o ponto ( P, 9) e oponto A:
s=-alogsinax,

tendo em conta que sina = P
a

De seguida, introduz pela primeira vez o conceito de equagdo intrinseca de uma

curva, deduzindo a sua expressao:
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2s
e -1

2s 2

Para terminar, ¢ dada a expressdo que permite determinar a area definida pelo vector

da espiral, quando este variaentre a ¢ p:

A=%a2 [ﬂ—Za—ZsinZa].

3.1.10. A tractriz circular

Como ja foi referido anteriormente, esta espiral apenas foi estudada no Traité des
Courbes, ndo sendo mencionada a sua existéncia no Tratado de las Curvas.

Gomes Teixeira comeca por definir a espiral da seguinte forma:

On appelle tractrice circulaire la courbe qui jouit de la propriété
d’étre constante la longueur d’un des segments de la tangente compris entre

le point de contact et une circonférence donnée. (1909, p.93)

E, a partir desta defini¢do, deduz a seguinte equagdo que a define:

p\/4a2p2_(p2+az_b2)2
o]

p(pz—a2+b2) de

a

sendo, de acordo com a defini¢do anterior, a o raio da circunferéncia dada e b a distancia
entre o ponto de contacto e a circunferéncia, que ¢ constante. Apesar desta equagdo
depender de um integral, o autor descreve a forma da espiral a partir desta expressdo e

auxilia a sua exposi¢cdo com a seguinte figura:
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H
L
B A
5 0
M
K
Fug. 126

Figura 3.10 - A tractriz circular - fig.126 da obra de Gomes Teixeira

Na descri¢cdo da forma da espiral, Gomes Teixeira dividiu o estudo em trés partes,
sendo a primeira quando a >b, a segunda quando a<b e a ultima quando a e b tomam
os mesmos valores. No primeiro caso, a>b, Gomes Teixeira comega por analisar
previamente o valor do integral e estabelece que a curva ¢ simétrica em relagdo ao eixo das
abcissas. Considerando o =a+b, obtém-se um ramo da curva que comega no ponto do

eixo das abcissas, onde p=a+b e onde a curva apresenta um ponto de retrocesso e faz de

seguida duas séries de circunvolugdes a volta da circunferéncia de raio igual a va—b e de
centro O, aproximando-se constantemente desta linha que ¢ uma circunferéncia
assimptotica. Considerando o =a—b na equacdo anterior, obtém-se outro ramo da curva

que comega no ponto do eixo das abcissas, onde p=a—b, no qual apresenta também um

ponto de retrocesso, ¢ faz um niimero infinito de circunvolugdes a volta do polo e tende
para a circunferéncia ja mencionada, permanecendo sempre no seu interior. Considerando
a diferente de a—b ¢ a+b, obtém-se outros ramos da curva iguais aos anteriores, mas
com um eixo de simetria diferente.

No segundo caso, a<b, a curva tem a forma de uma oval com dois pontos de

reversao onde p=b-ae p=b+a.

No ultimo caso, a=b, a equagao anterior toma a forma de:

ry4a’—p’
0=+ j NPy
2 2
a P
definindo assim uma curva que coincide com a espiral tractriz.
Ao longo do numero 490, o autor apresenta, tal como para a espiral anterior, o estudo
dos pontos da espiral, onde a tangente ¢ paralela ao eixo das abcissas e, posteriormente,

generaliza a conclusdo para o caso em que a tangente ¢ paralela a uma recta qualquer dada.
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r

No nuamero seguinte, ¢ apresentada a expressdo que permite determinar o
comprimento do arco compreendido entre os pontos (,0) e (,0):
2 2 2
-a +b
s=blogZ——=,
a - —a +b
bem como uma expressdo da area definida pelo vector associado ao ponto de coordenadas

(p.6), quando @ varia, que depende do integral I p’do.

3.1.11. A cochleoide

A cochleoide ¢ a curva definida pela equagao:

sin &
0

O seu nome surge com Falkenburg e Benthen que, segundo o Tratado de las Curvas,

deriva da palavra xov(n, que significa concha. Na verdade, por observacdao da figura,

podemos constatar que a forma da espiral se assemelha bastante a forma de uma concha.

No entanto, relativamente a este assunto, nada € referido no Traité des Courbes.

Fig. 127

Figura 3.11 - A cochleoide - fig. 127 da obra de Gomes Teixeira
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Seguidamente, sdo referidos mais alguns nomes de matematicos que se dedicaram ao
estudo da espiral ou de alguma forma a mencionaram nos seus estudos. Entre estes
matematicos salientam-se os nomes de Papo, Proclus e Eutdcio'®, dado que Papo designou
pelo nome de cochleoide a curva que Proclus e Eutécio chamavam de conchoide'”,
reforgando a ideia dada por Gomes Teixeira de que a curva, assim designada nesta obra, ja
adquiriu diferentes formas.

A forma da espiral é descrita tendo em conta a equacdo da espiral apresentada
inicialmente, fazendo-se o estudo quando & toma valores positivos e negativos.

Ainda no mesmo niimero, Gomes Teixeira chega a algumas conclusdes relativamente

aos pontos da espiral, onde p toma um valor madximo ou um valor minimo, bem como os

pontos onde a tangente ¢ paralela a uma recta dada, assunto este ja abordado na espiral
anterior.

\

No numero 493, ¢ dada a equagdo polar da tangente a espiral no ponto de

coordenadas ( P06, ) , €, mais tarde, surge a equacao do raio de curvatura da cochleoide:

3

~ ,o(a2 +p° —2apcos (9)5

2a’sinf(a— pcoso)
No numero seguinte, ¢ apresentada uma propriedade descoberta por Cesaro que,
apesar de também surgir na Tratado de las Curvas, nesta ltima obra ¢ introduzida também
a sua demonstragao.

Apesar de, no Tratado de las Curvas nada mais ser referido sobre esta espiral, no

Traité des Courbes, Gomes Teixeira ainda lhe dedica mais dois nimeros. No primeiro, é

apresentada a expressao da area definida pelo vector de coordenadas ( p,@), quando &

varia, que depende de um integral:

6

cos260-1 1 2J‘si112z9
=" —+-a
0 2

A dé.

0
No segundo, ¢ apresentada a cochleoide como uma curva pertencente a uma classe

de curvas descobertas por M. Haton de La Goupilliére, quando este procurava:

' Designado por Eutocius no Traité des Courbes.
' Espiral estudada também na obra de Gomes Teixeira.
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(...) le lieu des centres de gravité des arcs d’un cercle donné, dont la
densité varie proportionnellement a une puissance n+1 de la longueur de
I’arc. (1909, p.100)

Relativamente a esta classe de curvas, Gomes Teixeira comega por dar as suas
equagdes, bem como apresentar um processo de construgdo das curvas, das suas tangentes

e dos circulos de curvatura.

3.1.12. A clothoide

A espiral estudada nesta subseccao deve o seu nome ao matematico Cesaro, que se
debrugou sobre a curva, obtendo assim algumas das suas principais propriedades. No
entanto, ja Jacob Bernoulli, alguns séculos antes, tinha encontrado uma maneira de
construir a curva e apesar de ter permanecido esquecida por muito tempo, foi redescoberta
por Cornu, quando estudava fenomenos de difrac¢do da luz.

De acordo com a obra de Gomes Teixeira, a espiral ¢ :

(...) la ligne dont le rayon de courbure R a un point quelconque est
inversement proportionnel a la longueur s de I’arc compris entre ce point
et un autre fixe. (1909, p.102)

E, pela defini¢do anterior, surge a sua equagao intrinseca:
Rs=a’,
sendo a uma constante, R o raio de curvatura e S o comprimento do arco .
Ainda no primeiro nimero dedicado a esta espiral, sdo deduzidas, aplicando as

equagdes gerais a esta curva, as equacoes que permitem determinar as coordenadas (X, y)

de um ponto qualquer da clothoide, em fun¢do do pardmetro S, quando se toma para
origem do referencial o ponto onde s=0 e para eixo das ordenadas a tangente a curva

nesse ponto:

S 2 S 2

. S S

X:jsm—zds e y:Icos—zdS,
,  2a L

equacdes estas utilizadas por Cornu para definir a espiral.
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A forma da espiral ¢ descrita no niimero 498, induzida de certa forma pela equagdo
intrinseca. Aquando desta descri¢do, salienta-se a existéncia de um tunico ponto de

inflexdo, a origem do referencial e dois pontos assimptdticos, A e B, de coordenadas

(%\/;,%\/;j e (—%\/;,—%\/;] , tal como se pode ver na figura seguinte.

4
=]

Fig. 128

Figura 3.12 - A clothoide - fig. 128 da obra de Gomes Teixeira

Ainda partindo das equagdes gerais, podemos obter as coordenadas (a, p ) do centro

de curvatura correspondente ao ponto (X, Y).

Como j4 foi referido anteriormente, foi Cesaro que obteve as principais propriedades
da espiral e, no nimero 500, Gomes Teixeira afirma que les propriétés plus intéressantes
de la clothoide se rapportent au centre de gravité de ses arcs, apresentando assim duas
dessas propriedades.

Para terminar o estudo da clothoide, Gomes Teixeira salienta que esta espiral
pertence a uma classe importante de curvas, de equacgao:

s"R=k,
a qual também pertence a espiral logaritmica. A partir desta equagdo, sao assim abordadas

diferentes caracteristicas da classe de curvas considerada.
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3.1.13. A pseudo-catenaria

A espiral designada por pseudo-catenaria define-se, segundo Cesaro, pela equagdo

intrinseca:

SZ

R=k’a-—,
a
onde R representa o raio de curvatura € S o comprimento do arco.

Tal como na espiral anterior, deduz-se as equacdes das coordenadas dos pontos da
curva em fungdo do angulo formado pela tangente a um outro ponto qualquer com o eixo
das abcissas. Para tal, considera-se da mesma forma o ponto O como a origem das
coordenadas e a tangente a esse ponto o eixo das abcissas.

Seguidamente, ¢ descrita a forma da espiral, considerando para tal as equacdes
anteriores e dividindo o seu estudo em duas partes: quando S varia entre 0 e ka e quando
varia entre ka e co. Como podemos verificar, através da seguinte figura, no primeiro caso,
esta curva ndo possui pontos de inflexdo. No entanto, possui dois pontos assimptoticos, aos

quais sao apresentadas as expressoes, dependentes de um integral, que permitem

determinar as suas coordenadas.

AN

9

Fig. 129

Figura 3.13 - A pseudo-catenaria - fig.129 da obra de Gomes Teixeira

No segundo caso, conclui-se novamente que a curva nao possui pontos de inflexao.

No entanto, possui um ponto assimptotico correspondente a S =ka .
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3.1.14. A pseudo-tractriz

Para terminar o capitulo das espirais, Gomes Teixeira apresenta o estudo da pseudo-

tractriz, curva definida pela equacao intrinseca:

2
R=ka\Vl-e 2 .

Considerando para esta curva o ponto pertencente a curva, onde s=0, a origem do
referencial e para eixo das abcissas a tangente a esse ponto, obtém-se as equacdes que

definem as coordenadas dos pontos da espiral, em fun¢do do angulo ¢, formado pela

tangente a um ponto qualquer e o eixo das abcissas.
A forma da espiral, como mostra a figura seguinte, ¢ descrita no nimero 505, onde se

conclui que a curva ndo possui pontos de inflexdo, mas possui dois circulos assimptoticos,

para os quais s3o deduzidas as equagdes das coordenadas do centro (Xl,yl),
correspondentes ao ponto (X, Y), ou seja:

X, = X—Rsing, Y, =Y—Rcosg

/

Fig 130

Figura 3.14 - A pseudo-tractriz - fig. 130 da obra de Gomes Teixeira

Gomes Teixeira termina, o estudo breve desta espiral, com a seguinte conclusido
retirada a partir das equacdes anteriores: a evoluta da pseudo-tractriz ¢ uma pseudo-

catenaria.
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3.2. Complemento ao Estudo de Gomes Teixeira

Com a seccdo anterior ficAmos a conhecer um pouco mais de cada uma das espirais
tratadas por Gomes Teixeira. No entanto, como podemos observar, 0 matematico nem
sempre aborda as mesmas caracteristicas para cada espiral. As caracteristicas mais
estudadas ao longo das vérias espirais foram o raio de curvatura, a area definida pela
espiral e o comprimento de um arco da espiral, como podemos observar através do
apéndice I11. No entanto, também a subnormal, a subtangente, o comprimento da normal, o
comprimento da tangente, a tangente do angulo formado entre a tangente a curva e o vector
associado ao ponto de tangéncia sdo caracteristicas estudadas para algumas espirais. E
neste sentido que, nesta fase, tentamos deduzir estas caracteristicas para as restantes
espirais e desta forma completar o estudo anterior. No entanto, a maioria destas
caracteristicas ja foram inseridas na seccdo anterior, aquando do estudo das caracteristicas
de Gomes Teixeira pois, consideramos importante reuni-las de modo a que o estudo de
cada espiral ficasse mais completo e concentrado e ndo dividido em duas secc¢des distintas.

Outro dos objectivos que pretendemos atingir na consecugéo desta sec¢do consiste na
apresentacdo das demonstracfes das propriedades apresentadas por Gomes Teixeira de
forma a identificar e corrigir eventuais erros inseridos no Traité des Courbes.

Assim, iremos para cada espiral apresentar e demonstrar um conjunto de
propriedades, nomeadamente: a subnormal, a subtangente, 0 comprimento da normal, o
comprimento da tangente, o angulo V, o raio de curvatura, a area definida pela espiral e 0
comprimento de um arco da curva. Sempre que for identificada alguma discrepancia entre
a expressao aqui obtida e a expressao apresentada por Gomes Teixeira, salientaremos esse
facto e atrever-nos-emos a dar até uma justificacdo provavel para tal falha no final da
demonstracdo, tal como ja foi mencionado na sec¢do anterior. Alertamos que, sempre que a

propriedade em estudo seja um complemento a obra de Gomes Teixeira, ou seja, ndo tenha

sido estudada pelo autor, distinguimo-la com o simbolo <Comp> :

Gostariamos ainda de salientar que, sempre que a figura da espiral apresentada por
Gomes Teixeira desempenhe um papel relevante na compreensdo do raciocinio, esta sera

novamente inserida.
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3.2.1. A espiral de Arquimedes

C -

Fig. 117

Figura 3.15 - Espiral de Arquimedes — fig.117 da obra de Gomes Teixeira

[I.1]] A subnormal da espiral de Arquimedes é dada pela equagdo:
S,=a

Demonstracao:

De acordo com o que foi referido em 2.1, a subnormal de uma curva, definida em
coordenadas polares, é dada pela expresséo S, =3—’;. Tendo em conta a equacéo polar da

espiral de Arquimedes, p=ad, obtém-se 3—Z:a. Assim, conclui-se que S, =a. De

acordo com a figura, S, =OT =a.

[1.2] A subtangente desta espiral é dada pela equacéo:
S, =pb
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Demonstracao:

A expressdo que permite obter a subtangente, para uma curva definida em

coordenadas polares, € ng—e. Como da equacao polar da espiral, se obtém que 3—9 :i
p p a
entdo S, :,oZE :,oa0i = pb.
a a

[1.3] A equacdo que permite determinar o comprimento da normal €:
N =.a’ + p*

Demonstracao:

Atendendo a imagem apresentada por Gomes Teixeira, figura 3.15, 0 comprimento

da normal corresponde a hipotenusa [MN] do tridngulo [MON], rectangulo em O.
Recorrendo ao Teorema de Pitagoras, podemos determinar o seu comprimento, atendendo
aque ON=a e OM = p:
MN’=NO +OM’ < W=\/a2+p2 o N=,a’+p°.
Note-se que a estratégia adoptada anteriormente para o calculo do comprimento da

normal esta de acordo com a expressdo apresentada em 2.1:
dp ?
N= [p°+| =] .
g (dej

[1.4] <Comp) A equacdo que permite determinar o comprimento da tangente é€:

Demonstracao:

Da mesma forma que para o comprimento da normal, o0 comprimento da tangente

também se pode obter através da aplicacdo do Teorema de Pitagoras ao triangulo

rectangulo [MOT]. Mas, iremos agora atender a expressdo T =4/ p° + St2 , apresentada em

2.1, donde se obtém:

2
T=Jp +(p8) =p1+6* =p[1 [ﬁj =L [a2+p7 .
p’+(po) P+ P S - a’+p
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[1.L5] A amplitude do angulo V, formado pela recta tangente a curva, num dado ponto, e

pelo seu raio vector, é dada pela formula:

me:B
a

Demonstracao:

De acordo com a figura 3.15, podemos observar que o angulo designado por V
corresponde ao angulo TMO, pelo que, designando por « o angulo OMN , conclui-se que

V e «a sao angulos complementares.

Pela figura, obtém-se que: tang :%:E donde resulta, pelo facto dos angulos
o

serem complementares, que tang V e
a
Note-se que, também aqui, a amplitude do angulo poderia ser obtida a partir da

relacdo tang V = i ou seja:
Yo

tangV=St _rY =0 =

P P

[1.6] O raio de curvatura da espiral € dado pela equacéo:

3
R_(p2+a2)2 N°
p’+2a*> N?+a

Demonstracao:

Pelo que foi dito em 2.1, o raio de curvatura de uma curva, definida em coordenadas

polares, é calculado através da equacdo geral:

de do’
Neste caso, sabemos que a equagio polar da espiral ¢ p=ad e 3—’; =a, donde se
2
obtém d [2):0. Assim,
déo
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N w

(o +al ) (p2eat)s  (ptea):

R:‘p2+2a2—p><0‘ :‘p2+2a2‘ -~ p?+2al

Outra expressdo que nos permite determinar o raio de curvatura da espiral, também

abordada por Gomes Teixeira, é a expressao obtida a partir do comprimento da normal,

N =4 a’+p* :

1><3

(,02+a2)2 ~ NE

2 BENY 2.
(,p2+a2) + a2 N°+a

[1.7] A éarea definida pelo vector associado ao ponto de coordenadas (p,e), quando &

R =

varia entre dois valores, 6, e 6,, é determinada pela expresséo:

A=a(,013—,0§)

Demonstracao:

Pelo que foi dito em 2.1, a area definida por uma curva, dada em coordenadas
. . 1o
polares, é determinada por AZEI pde.
Atendendo a equacdo polar da espiral de Arquimedes, o =ad, obtém-se,
14 a2 O° ! 2

A== [(a0) do =1a2T02d9 ST =S (e -g)
2 2", 2 3 P

6 & 6

Yo,
Mas, como € = ’ vem,

_az ,013 ,Og _az 1,5 &y 1.5 3
A_E(?_? —EX?(Pl—Po) —E(Pl—,oo).

Seguidamente, Gomes Teixeira apresenta algumas proposicbes do Tratado de
Arquimedes. Nesta fase, apenas iremos demonstrar duas delas.

A partir das areas, A, e A, dos sectores circulares de raio igual a p, € p,

correspondentes a um angulo de amplitude 6, —6,, dadas pelas expressoes:
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1 1
A, =2—ap§(p1—po) A =2—apf(p1—po)

Gomes Teixeira apresenta as seguintes relacoes:

1 2 2
A PP+ 3(/01_/00) ®) A-A p0+§(p1_100)
2 _

Ai P A_Ab p0+§(

(A) —

Pl_po)

Demonstracao:

Comecemos por deduzir a expressdo da area A, e consideremos que A se obtem da
mesma forma. Para tal, basta considerar a equagdo polar de uma circunferéncia de raio
arbitrario p, f(0)=p.

Deste modo, para a circunferéncia de raio p,, a equagao polar é f (0) = p, donde,

1 1 1
== (6-6,) ==p; (pl p"] =—pi(p.—py)Pa

2 2 a 2a

1%, 1,2
A\)ZEI(Po) deo e 14
&

&
ra obter as relagdes (A) e (B) basta considerar as expressoes deduzidas anteriormente:
(A)

1

3
A: Ga(pl /00) :i Pla_pg :l(pl_po) +3,01p0( po)
A Zlapl(pl_po) 3pi(p=po) 3 P (P=py)

2 PP +1(p -p)
L(p=p) +3pp, PTG

i P
(B)
R e P
A=A, 61 (9= 0) =P (A= y) ;E(pls_pg)_pé(pl_po)}

_ 3/712 (pl _po)_(pl — o )3 —3/)1,00 (pl _po) _ 3/712 _(pl — P )2 —3/)1,00
(Pi=20) +3006 (Pi—P0) =305 (Pi=20)  (Pi=p5) +3p106 —3p5

3o(p-p)-(-p)  _3a-(-p) _2p+p,
3o (2= 20)+(Pi=p)" 3o t(Pi—p0) 20t p
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20, + 2 2 2
PP 3/71"'[/70_3/70} _,Oo—i-f(pl—po)

3 _ _ 73
P +20 1 1 1
e 3,01"'(:00_3/00) Pt 5(A=p)

[1.8] A érea definida pela espiral e por um vector associado a um ponto cujo angulo

polar varia entre 6, = 2(n—1)z e 6, = 2nz, ou seja, a area definida pela curva quando esta

descreve a espira de ordem n, é dada por:

Al = %ﬁ3a2(3n2 ~3n+1)

Demonstracido:
1% 1,08 1 3 3
A== [ (a0)do =—a2—} :—az[(Znﬂ) ~(2(n-1)z }
2 2(n'—[1)7r 2 3 2(n-1)z 6 ( )
_1 2 3 3 3 3 _4 2 3] .3 3 2
=58 [8n 7*-8(n-1) 72'} =387 [n —(n ~3n +3n—1)]

= %3.272'3 (3n2 ~3n +1)

[1.9] A expressdo da area definida entre a espira de ordem n—1 e ordem n é dada por:
A" — A" =8(n-1)z°a?

Demonstracao:

Comecemos por calcular a area definida entre a primeira e a segunda espira. Depois,
generalizemos, calculando a expressdo da area definida entre a espira de ordem n—1 e a de

ordem n:

Pela expressio obtida anteriormente verifica-se que AY = 4 a2 e AD = %zsaz 7.
Donde, a area definida entre a primeira e a segunda espira é determinada por:

A Al =gz g Ao S8 a7 ) _gtar

3 3 3
Generalizando,
(n) (n—l)_4 3.2 2 4 5, 2
A - AT =Dt (30 -3n+1) - S 7 13(n-1)°-3(n-1)+1|

=%7z3a2 [3n2 ~3n+1-3(n*-2n +l)+3n—4]
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= %zsaz (6n-6)

=8(n-1)7°a’

[1.10] A soma das areas de todas as espiras de ordens 1 até n, é dada por:

AY 4+ AP e A = % n’z*a’

Demonstracgéo:
Atendendo as expressdes das areas definidas pela curva ao longo da 1%, 2¢, ..., n?
espira, A" :%zsaz, NG :%z3a2x7, ey A =%7z3a2(3n2 —3n+1), obtemos entio a

expressao da soma das areas de todas as espiras até a ordem n:
AY + AD L AN = 2 392 +§7z3a27+...+%7z3a2 (3n°-3n+1)

== 7%a? :1+7+...+(3n2 ~3n +1)}

. > (3n2 ~3n +1)}

:£7r3a2 3in2—3in+i1}
3 i-1 i-1 i=1
C L, }
:iﬁgaz 32n +3n +n_3n(n+1)
3 6 2

o[ 2n°+3n+n 3n(n+1) 2n
2 2 2

:gfﬁaz (2n3 +3n?+n-3n>-3n+ 2n)

4
=—n’z’a’
3
Tal como ja foi referido na seccdo anterior, a expressdo que encontramos difere da

x i 4
expressdo que Gomes Teixeira apresentou, AY + A? +..+ A = 3 n’z2a?, no expoente de

7, que é 3 endo 2.
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[1.11] O comprimento do arco da espiral compreendido entre o polo O e o ponto de

coordenadas (p,8) é dado pela equagéo:

2 2
S = '0 p + a 4+ = |og (ﬂj
2a a

Demonstracao:
Sabe-se de 2.1 que o comprimento do arco de uma curva, definida em coordenadas

polares, pode ser obtida neste caso a partir da formula j f +1 dp.

Através de calculos anteriores, tem-se que d_ =—, donde,

P a.
P > 1,0
:j %—}—1(1[0 :gj1[p2+a2dp-
0 0

Sabendo que:

I\/ax2 +bdx:§\/ax2 +b +%In(x\/5+\/ax2 +b), a>0
a
obtém-se,

2
J'\/p +adp =g|:2\/p +a’ +%|Og(p+\/p +a )}
; p’+a +%|Og(p+«/p +a )—%Iog(a)
P a p+yp>+a’
=oa . /p*+a Jrzlog(—al J

P

0

3.2.2. A espiral de Galileu

[11.1] (Comp) A subnormal da espiral de Galileu é dada por:
S, =—-2b6
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Demonstracao:

Tendo em conta a equacdo polar da espiral, p= a—b6”, obtém-se 3—2:—2b9,

donde resulta que S, = 3—2 =-2b6 .

[11.2] <Comp> A subtangente desta espiral é dada pela equac&o:

2

oo 2
2,jb(a-p)

Demonstracao:

Da equacdo polar da espiral, facilmente se obtém que 6= /a_T’O (considerando a

_ N\
parte positiva da curva), donde 4o _ i(a_pj i _ 1 Desa forma,

dp 2\ b 2b(a-p)

s _ 00 p(;J A
dp 2\/b(a-p) 2\b(a-p)

Se considerarmos a parte negativa a subtangente sera simétrica a anterior.

[11.3] (Comp) A equacao que permite determinar o comprimento da normal é:

N =\/p2+4b(a—p).

Demonstracao:

Através da expressdao geral que permite determinar o comprimento da normal

apresentada em 2.1 obtem-se:

2
N = p2+(j—§J =\/p2+4b292 =\/p2+4b(a—p).

[11.4] <Comp> A equacéo que permite determinar o comprimento da tangente €:

ZE\/4b(a—p)+p2
2 b(a-p) .
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Demonstracio:

O comprimento da tangente também pode ser determinado a partir da subtangente da
espiral, pela formula T =/ p? +S,” . Daqui resulta que,

_ |, P _p |%(a-p)+p’
T‘\/” w(a_p) 2\/ ba—p)

[11.5] A amplitude do angulo formado pela recta tangente e pelo vector associado ao

ponto de tangéncia, é dada pela expressdo:

tangV = SN (—
2 b(a—p)
Demonstracgéo:
A amplitude do angulo obtém-se a partir da relacdo tangV :i, donde resulta:
Yo,
pz
_2 b(a—
tangV = ( '0) =— P :
p 2,b(a-p)

[11.6] O raio de curvatura da espiral no ponto de coordenadas (p,é?) é dado pela equacéo:

3
(,o2 —4bp+4ab)2
p° —6bp+8ab

Demonstracao:

Sabe-se que o raio de curvatura de uma curva, definida em coordenadas polares, é

calculado através da expressao:
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Neste caso, através da equacgéo polar da espiral o =a— b6® , obtém-se: 3—’; =-2b6

2
e 3 P 2b . Assim,

0

3
2

[pz +(—2b<9)12 ~ (pz +4b2492)

R= = :
p*+2(-200)" - p(-2b)  |p*+80°0"+20p)

Atendendo a que a e b séo constantes positivas, por definicdo da espiral, e como

6% = a—Tp' tem-se que:

3
2

2 2a—p )2
(’0 +4b b ) (p2—4bp+4ab)

- p° +8ab—6bp

(p2 +4b2<92)z ~
‘p2+8b202+2bp‘ - 07 +80° a-p

+2bp

[11.7] As coordenadas dos pontos duplos da espiral, situados sobre a parte positiva da

curva, sdo determinadas pelas equacoes,

5 —(2n +1)7zb4_r\/425t1)b—b27r2 (2n +1)2 e p—a—be?,

quando n é um nimero inteiro, positivo e que satisfaz a condigdo 2a > bz? (2n +1)2. Esta

condicdo é exigida para que os valores obtidos para 0 angulo & sejam reais e positivos.

Demonstracao:

Sabe-se que, numa curva definida em coordenadas polares, os pontos de coordenadas

(p.6) e (—p,6+(2n+1)7z) representam 0 mesmo ponto. De acordo com isto, as
coordenadas dos pontos duplos devem verificar as equaces:

(1) p=a-bo’

(2) -p=a-b[o+(2n+1)z]

Destas duas condi¢des pode-se, entdo, deduzir uma expressdo para o angulo &,
eliminando o valor de p naequagéo (2):

~p=a-b[g+(2n+1)x]
& —(a-bg?)=a-b[o+(2n+1)z]
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& —2a+b6? = -bo? —2b0(2n +1) 7 —b(2n +1)’ *
& 2b0 + 2bz(2n+1)6+bz? (2n+1)’ ~2a=0

bz (2n+1)+,/ab%z (2n+1)’ ~80°7° (2n+1)° +16ab

0

= 4b

. 2m(an +1)+2,/-b%7% (2n+1)° + 4ab
ab

. br(en +1)J_r\/42abb—b27z2 (2n+1)

Como este estudo apenas incide nos pontos duplos situados na parte positiva da

espiral, é necessario que os valores de @ obtidos sejam positivos. Para tal, na expresséo

obtida anteriormente, € necessario garantir que, \/4ab—b27z2 (2n +1)2 >bz(2n+1), donde
resulta:
4ab—b*z*(2n +1)2 >b?z?(2n +1)2
& 4ab > 2%z (2n +1)°
o 2a>bz?(2n+1)° (i)
Ainda relativamente aos valores de @, para que estes sejam numeros reais, é
necessario que 4ab >b*z*(2n +1)2 logo 4a>bz*(2n +1)2 (ii).

Conclui-se, através de (i) e (ii) que, para que os valores de & obtidos pela expressao

acima sejam valores reais positivos, é necessario que n verifigue a condigdo
2
2a>br’(2n+1)".

Tal como foi referido em 3.1, a expressdo que encontramos para determinar o angulo

_ _ —(2n+1)7b+,/4ab—b’z? (2n+1)
polar dos pontos duplos difere da expressdo 6 = . , que

Gomes Teixeira apresentou, no denominador que € 2b e ndo somente b .

[11.8] A éarea definida pelo vector associado ao ponto de coordenadas (p,e), quando &4

varia, é determinada pela expressao:

A=1( 29—£ab03+1b295].
2 3 5
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Demonstracao:

9
Neste caso sabemos que A:%Ipzde onde p=a-hbo*. Assim,

A:ijq(a—bez)zde :lf(az—zabeubze“)de
2 2

0

3 5 ¢
_1 a’o - 2ab9—+b29—
2 3 5

0

= 1(azé'—gabé?3 +1b205j
2 3 5

[11.9] A espiral de Galileu é rectificavel algebricamente apenas quando a=0. E, neste

caso, o comprimento da espiral é dado por:
s=1p (6° +4)2 -8
3 :

Demonstracgéo:
Atendendo a equacdo polar da espiral de Galileu, quando a=0, a equacdo toma a

forma p =-b&”, donde se obtém d—’o =-2b6 . Assim o comprimento do arco da espiral:

s_I /p ; de de _j\/ ~b0?) +(~2b6)°do _j b’ 6" +4b6%d6

¢ \/2— b 2/, %6 b 2 % 2
=b.([0 6% +4d0 =Ex§(<9 +4) =3 (0°+4)2 -4

=%b[(92 +4)z —8]

[11.10] O comprimento do arco da espiral, quando a = 0, é dado pela seguinte formula:

0

ds=,/a® +2b(2b—a)&* +b6*dg,
que, depois das mudancas de variavel, 8> =z e z=v+h, obtemos a seguinte expressao
que depende de integrais elipticos de 12 e de 22 espécies:

1| b 2(2b-a)vdv  2(2b-a)hdo L 2ady

ds==| =d./40°-guv—g, + +
32 S wi-gu-g, Jai-gw-g, bfaw-go-g,

-120 -



CAPITULO 3 — As ESPIRAIS NA OBRA DE FRANCISCO GOMES TEIXEIRA

2 2 2(2b-a)
sendo, g, =4 322 . g,=4 -2 hen=_2279)
9 ( bZJ 9 ( sz 3

Demonstracao:

Tal como vimos em casos anteriores o comprimento do arco da espiral é obtido a

0 2
partir da seguinte expressao s :j /pz +(3—’2) d@ onde, para esta espiral, p=a—bé#* e
0

OI—’0=—2b9. Assim,

do

5= ji\/(a—bez)2 +(-2b6)’do = T\/a2 +2b(2b-a)6* +b’0*de,
0

0

gue podemos escrever na forma:

ds=,/a’+2b(2b-a)6* +b*6*dg.

1
2z
a’+2b(2b-a)z+b*z?
«/E\/az +2b(2b-a)z+b*z’

Fazendo a mudanca de variavel 6° =z obtemos dé = dz, donde:

1 1
ds=./a’+2b(2b—-a)z+b’z* —dz ==
Ja® +2b(2b-a) N

a’+2b(2b-a)z+b*z?

dz
\/z(az +2b(2b—a)z+b222)

_1
2

Considerando F(z)= z(bzz2 +2b(2b-a)z+ az), tem-se que
F'(z)=3b%2*+4b(2b—a)z+a® donde resulta,
a’+2b(2b-a)z+b*z? , _13a"+6b(2b—a)z+3b7’

) 5 F0)
F'(z)+2b(2b-a)z+2a i

JF(2)

ds=1
2
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2(2b—
Atendendo, agora a mudanca de variavel z=wv+h, sendo h=——( m a),

2

2
provemos, em primeiro que, F(Z):b—(4t)3—glu—g2), com g1=4(3h2_a_j,

4 b?
2
9, =4(2h2—%jh.

F(z)=2(b"2" +2b(20~2a)z+a")
:(U+h)[b2(0+h)2 +2b(2b—a)(u+h)+az}

2v(2b-a) 2h(2b- 2
:(u+h)b{uz+2hu+h2+ o( , a)+ (b a)+z_2}
I 2 - - 2 _ 2 2
_ 02| 0+ 3ot +3uh? 4 pe s OV (2D73) 120N(20-a) BNT(26-a)  aw  ath
I 3b 3b 3b b2 ' b?
i 2 2
—b? u3+3huz+3uh2+h3—3huz—3hzu—3hzu—3h3+%+ab—:'}
i 2 2
— b? 03—2h3—3h20+%+ab_2h}
_ , ,
_p? US—(3h2+%JU—[2h2—%jh}

b2
27[403 — G- gz:l

Substituindo na expresséo (1), obtém-se:

b(2b—a)(v+h)+a’
2

\/4[403_91‘)_92]
i B 2

:l Ed\/m+2b(2b a)(u+h)+2a do
3|2

b 403_910_92

do

2
ds:% d\/b?[mf ~gv-g, |+

I — 2
_1ib, 4Us_glu_gz+2(2b3 a)(u+h)+ 323 du]
2 \/40 —0w-0; b\/41) —0v—0,
I — — 2
:% gd oo g+ 2(23b a)udv 2(23b a)hdo fa do ]
\/4U - 90-0; \/40 -0, v—-0, b\/4u -gv—0,
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Esta expressdo difere da expressdo apresentada por Gomes Teixeira, na medida em
2(2b—a)hdv
8 40° - gv—0,

também apresentada por Gomes Teixeira, falta b em denominador. No entanto, este

que lhe falta o termo

, dado que z=v+h. No ultimo termo da expressdo

ultimo erro ndo é cometido na expressao apresentada na obra anterior, Tratado de las

Curvas.

3.2.3. A espiral de Fermat:

[111.1] A subnormal da espiral de Fermat é dada por:

2

s =2
2p
Demonstracgéo:
. . ) . dp a’°
Tendo em conta a equagdo polar da espiral, p°=a“@, obtém-se 99" 25" donde
Yo
2
resultaque S, = dp_3° .
do 2p
[111.2] A subtangente desta espiral € dada pela expresséo:
2p°
Si=—".
a
Demonstragéo:
2
Da equacdo polar da espiral, facilmente se obtém que 49:'0—2 donde, 3_0:2_,?
a p a

22p _2/03
az  ar

Desta forma, S, = p
[111.3] <comp> A equacdo que permite determinar o comprimento da normal é:

N =i«/4p4 +at.

2p

-123 -



CAPITULO 3 — As ESPIRAIS NA OBRA DE FRANCISCO GOMES TEIXEIRA

Demonstracao:

A expressao que permite determinar o comprimento da normal pode-se obter a partir

da subnormal da espiral considerada:

=P’ +S

\/4,0 +a*

[111.4] <comp> A equacdo que permite determinar o comprimento da tangente é:
o
T =— a4 +4p4 .
a

Demonstracao:

O comprimento da tangente é obtido através da expressdo T =./p° +St2 . Daqui

resulta que,

T= 4p° =L Jat+ap*.

a’ a

[111.5] A amplitude do angulo formado pela recta tangente e pelo vector associado ao

ponto de contacto da tangente com a curva, é dada pela expresséo:

2
tangV = 2’02 .
a

Demonstracao:

A amplitude do angulo obtém-se da relacdo ja referida anteriormente:

2p°
— 2
tangV :i —_a ZZLZ.
P P a

[111.6] O valor do raio da curvatura da espiral no ponto (p,e) é determinado pela
equacao:

~ (4,04+a4)2
- 2p(4p4+3a4)'
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Demonstracao:

Para obter a expressdo anterior vamos novamente utilizar a expressao geral do raio

de curvatura de uma curva definida em coordenadas polares. De acordo com a equagéo

2

polar p°> =a’@ e de dp_a vem,
do 2p
2 3 _ 4 4
dfzii(—ljezzi asz_ a 3:_aa
do* 2( 2 N TE N

Assim, obtemos para o raio de curvatura:

3
2\? |2 3
2 a a* |2 1 3
P+ — 2 o 4 4
_ [ (2"” [p +4p2} _ 8p3[4p ok
B 2\? 4 - at  at| 1 4 44at
2 a | _j_a Z4 +— 4p" +2a" +a
‘p +2[2pJ p[ 403] 2p° 40" 4p2( )
3
(4p4+a4)2
_2p(4p4+3a4)

[111.7] A area definida pelo vector p, quando @ varia entre 6, e 6,, é determinada pela

expressao:

Demonstracao:

b
Sabemos que Azgjpzde onde p® =a’@. Assim,

b
14 1,6 a’
A=Z["a%0d0 =a*~| ==-(6/-6).
270 2 2|, 4
A partir da area definida anteriormente, Gomes Teixeira apresenta a area definida por
cada uma das espiras da espiral assim como duas propriedades relacionadas com essas
areas:

12 Propriedade - A area definida pela primeira espira é igual a metade da area de um

circulo centrado na origem e de raio igual ao raio vector quando & =2x, ou seja, OD.
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2% Propriedade - A éarea da espira de ordem n+1 obtém-se da area da espira de
ordem n somando-lhe uma quantidade igual a area do mesmo circulo.

Demonstracao:

Comecemos por encontrar a expressdo geral da area de uma espira de ordem n:
Consideremos 6, , =2(n-1)z e 6,=6,,+2z7 =2nz, com nelIN, entdo pela
expressao da area definida anteriormente obtém-se:
A :%2(9,12 —anlz) 2%2[(2n”)2 —(2(n —1)7[)2} = a72[4n27z2 —4n*z? +8nr? —47[2]
=a’z’(2n-1).
Para demonstrar a primeira propriedade vamos calcular a area do circulo de centro na
origem e raio OD . Sabemos que OD =a+/27z donde A = z(ax/ﬂ)z =2a%x2.

Como a area da espira de ordem 1 é determinada pela expressdo

A

A =a’z?(2-1) =a’z’, obtém-se facilmente que A = -

Para demonstrar a segunda propriedade basta determinar a diferenca entre as areas de
duas espiras consecutivas obtendo-se assim a area do circulo considerado anteriormente:
A - A =a’z’(2n-1)-a’z*(2(n-1)-1)
=a’zr’2n-a*z’ —-a*z*2n+3a’x’
=—-a’zr’ +3a’z’
=2a’z?, Vnel

E assim conclui-se que: A, =A ,+A .

[111.8] O comprimento do arco da curva compreendido entre o ponto O e o0 ponto de

coordenadas (p,8) é dado pela equagéo:

S:% 4/9(46?2+1)+J‘0 ﬁ .

Demonstracao:

2
:a—. Assim o
2p

Atendendo a equacdo polar da espiral, p>=a’@, obtém-se dp

comprimento do arco da espiral:
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0 2 0 4
s:j /p2+(d—pj do =J a a2
0 do 0 4p
'[ /4HZ+1

4 2
:3_[ Ja0+2 do
2Jo a“g

IQ

0%do
\/9(492 +1)

4@2+1 r do
+
/ (40 +1) 0\/0(492+1)

Desta expressao vemos que o valor de s depende de dois integrais diferentes. Gomes

Teixeira reduziu o primeiro integral ao segundo integral. Para tal, iremos integrar por
partes, obtendo-se:

92
j,/9(492 +1) ¢
'mm_

ooll—\

|+~

0|

0|+

0|+

86
——Jode
VAG? +1

j %Mde}

R

o) o

1292 +3
492 +1

2 49(492+1)—% J'

120 +1
\/6?(46?2 +1)

+-[\/9(422+1)d9

2\/9(4492 +1) —3\/9(492 +1

_1-[1/9(4%0%1) ’

1 1 do
==1./6(46% +1 ——j—
6 ( ) 2J Jo(40? +1)
2
Voltando & expressdo de s e substituindo o integral 94d9 pela

‘/9(492 +1)

expressao anterior obtém-se:

a
S=—
2

4d¢9+
492+1

j\/m
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2_% ,/9(49%1)—%]‘:\/% +J‘:\/e(j+2+1)
_%1/0(402+1)+§J.:ﬁ

3.2.4. A espiral parabolica:

[IV.1] (comp) A subnormal da espiral de parabdlica é dada por:

Demonstracao:

Tendo em conta a equagéo polar da espiral, (,o—a)2 =2pad, e resolvendo-a em
dp

, pa pa .
ordem a , =at.2pad obttm-se L=+ = . Assim,
£ P P dg  |/2pad p-a
sn=_dp= pa
dé p-a

[IV.2] A subtangente desta espiral é dada pela expressao:

s _P(p-3)
t pa -
Demonstracgéo:
2
—-a
Da equacdo polar da espiral, facilmente se obtém que Hz(pz ) donde,
pa
-a “(p-a
d—eziz(p—a) _p ).Destaforma, Stzpzﬁ =M.
dp 2pa pa dp pa
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[1V.3] <comp> A equacdo que permite determinar o comprimento da normal é:

N=[p?2+ P2
Py

Demonstracio:

A expressao que permite determinar o comprimento da normal pode-se obter a partir

da subnormal da espiral considerada:

2 2
Nedp?es? = [p2 (pa) _ |42 (pa) _ |2 P
Pt \/’0 i r +2pa6? r +29

(p-a)

[1V.4] <comp> A equacdo que permite determinar o comprimento da tangente é:
T=p [1+p° 20 .
\/ pa

Utilizando a expressao geral para o célculo do comprimento da tangente resulta para

Demonstracao:

esta espiral que,

2
T=«/p2+st2 =\/p2+p4u =p 1+p22p—a62’ =p l+p22—9.
(pa) V7 (pa) V' pa

[IV.5] A amplitude do angulo formado pela recta tangente e pelo vector associado ao

ponto de contacto da tangente com a curva, é dada pela expresséo:

-a
tangV = Lwr—e) (p )
pa
E de notar que Gomes Teixeira, para esta espiral designou o angulo pela letra o),
_ rlp-a) i
escrevendo tang w= ———=, no entanto, aqui vamos manter a letra V por uma
pa

questdo de continuidade do trabalho anterior.

Demonstracao:

. A . « S
A amplitude do angulo obtém-se da relacdo tangV =— que, tendo em conta a
Yo,

equacao polar da espiral:
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p’(p-a)
tangV = pa :p(p—a).
P pa

[1V.6] O valor que & toma nos pontos duplos é determinado pela seguinte expressao:

5 [2a—p(2n +1)7z]2 |
8ap

sendo n um ndmero inteiro e positivo.

Demonstracao:

Sabe-se que, numa curva definida em coordenadas polares, os pontos de coordenadas
(p, 0) e (—p, 0+(2n+1)7)
representam o mesmo ponto no plano. A partir destes pontos podemos entdo determinar 0s

pontos duplos da espiral considerando as seguintes relacdes resultantes da equacdo polar

nestes pontos:

(1) p=a++2pad e —p:a+\/2pa[¢9+(2n+1)7r] (parte positiva)

(2) p=a—/2pad e —p:a—\/Zpa[9+(2n+1)7z] (parte negativa)

Atendendo a relacdo (1) resulta que:

—(a+m):a+\/2pa[0+(2n+l)ﬂ]
& (-2a) =(W+\/2 pa[6+(2n +1)7r])2

<4a’=2 pat9+2\/4 p’a’d[ 0+ (2n+1)x |+2pal O+(2n+1) 7]

& 4a® -2pa[ 20+(2n+1) 7 | = 4pa (6] 0+ (2n+1) 7]

e[2a-p[20+(2n+1)7]] =[2 p0[0-+(2n +1)”ﬂ2

& 4’ ~4pa[20+(2n+1)7 ]+ p?| 40" +40(2n+1) 7 +(2n+1)" 7° |

=4p°0[0+(2n+1) 7]

< 4a’-8pad-4pa(2n+1)z+4p°0° +4p°0(2n+1) 7+ p2(2n+1)2 7’
=4p’0* +4p*0(2n+1)x

& 4a® -8pad-4pa(2n+1)z+ p*(2n+1)° 7% =0

Resolvendo em ordem a @ vem:
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< 8apf =4a’—4ap(2n+1) 7+ p*(2n +1)2 7’

[2a—p(2n +1)7z}2
8ap

= 0=

Considerando a relacéo (2), obtemos, da mesma forma, a expressao anterior para 6.

[IV.7] <c0mp> O raio de curvatura, nesta espiral, ¢ dado pela expressao:

(pZ(p_a)2+ pzaz)g

p*(p-a)’ +p*a®(3p- 2a)‘ '

Demonstracao:
Considerando a equagéo polar da espiral, (,o—a)2 =2pad,e 3—’; :p;aa obtém-se:
p—
1
dp_ -Pa(2paf)ixpa __ pa  ___ pa
d*¢ 2pad 20(+\2pag)  20(p-a)
~ pa ~ pzaz
- 2 - 3"
—a —-a
2(:02 ) (p— ) (p-a)
pa

De acordo com estas derivadas, o raio de curvatura é dado pela expressao:

3

Pl e

””Z[pma)z‘p(xﬁifﬁ =

[pz (p—a)2+ pzaz}z

P (p- a)3 +p*a’(3p- 2a)‘ '

,02(,o—a)3+2p2a2(p—a)+pp2a2

[IV.8] A é&rea definida pelo vector associado ao ponto de coordenadas (p,e), quando &

varia, € determinada pela expressao:

A=%{aze+ pad’ i%a@ 2pa€} .
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Demonstracao:

b
Neste caso sabemos que A:%J'pzde onde (p—a)Z:ZpaH:p:aiJZpae.

Assim,

A:%J:pzdg :%J':(ai\/Zape)zde :%j:(azirZa 2ap¢9+2ap¢9)d6?

3 27’
_ L a29+2a2 2ap6?2+2pa0— Ly pa@ziiae 2paéd |.
2 3 2 . 2 3

[IV.9] Para rectificar a espiral compreendida entre o ponto A e o ponto (p,@) Gomes

Teixeira apresenta a seguinte expressao:

1 P 2 2 2.2
= - do.
pa L \/0 (0 a) +paadp

Demonstragéo:
: (p-a)
Neste caso, como (p—a) =2pald <0= 2pa obtemos
4 __1 2(p-a) :p; donde,
dp 2pa
p—a) +p’a’
oo [ 8 [ 2 - J GRSy
=_I \/pz(p—a)2+ p’a’dp
paJda
3.2.5. A espiral hiperbolica
[V.1] A subnormal da espiral considerada obtém-se a partir da expressao:
2
s, =-2.
m
Demonstracgéo:
Pela equacdo polar da espiral p@=m temos que p:% e 3—(9:—%, donde
concluimos:
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[V.2] A subtangente da espiral hiperbolica é dada por:

S,=-m.

Demonstracio:

: x m : . m
Considerando a equacao polar da curva, p=5, facilmente se obtém que 6=—
o

donde, ﬁ=—ﬂz. Atendendo a expresséo geral da subtangente, S, = pzj—g, obtém-se
Yo

dp p
m
St :pz [—?j =-m.
[V.3] O comprimento da normal, para esta espiral € determinado pela relacéo:

N =%\/p2+m2 .

Demonstracio:

Sabemos que o comprimento da normal é determinado pela expressdo

N =p>+ Sn2 . E, atendendo ao ponto V.1 obtemos:

22 4
N - pz+(_P_j SN ey
m

m

[V.4] O comprimento da tangente é determinado pela expressdo:

T=\/p2+m2.

Demonstracao:
Atendendo também a expressao que permite determinar o0 comprimento da tangente a

curva, obtemos:

T=\/,02+St2 = ,02+(—m)2 =\/p2+m2.

- 133 -



CAPITULO 3 — As ESPIRAIS NA OBRA DE FRANCISCO GOMES TEIXEIRA

[V.5] A amplitude do angulo formado pela recta tangente e pelo vector associado ao

ponto de tangéncia é dada pela equag&o:

tangV = _m
P

Demonstragéo:
A partir da relacdo ja referida anteriormente a amplitude do angulo V é determinada

da seguinte forma:

tangV L
PP

[V.6] O raio de curvatura da espiral hiperbolica é dado pela equacao:

p(m p?)

Mas, atendendo a expressao do comprimento da normal, podemos escrever uma nova

equacdo para o raio de curvatura da espiral:

Demonstracao:

dp m ed2,0_2m

Para a espiral definida pela equacdo pf@ =m tem-se que .
p pela equacao p qu 7 e " o

E, de acordo com a expressao que nos permite determinar o raio de curvatura de uma

2

curva e atendendo a que p° = % obtemos:
2 mY | 2 g 2
_ 2 M
P +( 02) (,0 +94 ) (p2+p292j
2 2 a
m 2m ;LM 2m 2, 22 52
p2+2(_92j ¢ [P Py TP e
3 3 3 3
(p2492+p2)2 (m2+p2)2 (m2+p2)2 p(m2+p2)2
&[] e o
3 P -
P P
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Tendo em conta que para a espiral hiperbdlica N :3\/,02 +m?, S =-— e
m

S, =—m, obtemos:

3

p(m2+p2)5 _p[ ,7m2+p2]3xp_2 _(,0 /m2+p2J3Xi _Ng ~ NE

R =

[V.7] A érea definida pelo vector associado a um ponto de coordenadas ( P, 49) , quando 4

varia entre ¢, e 6,, pode ser determinada pela formula:

m

A=E(/Oo _Pl)-

Demonstracao:

Na espiral hiperbolica sabemos que p = % , pelo que:

1 & 2 2 6 2
A:ljpzde :H(EJ do :m—jizde :m_x[_lj
2; 2,10 219 2 o),

_mm_m :m(p_p)
216, 6 2\l

[V.8] O comprimento de um arco da espiral compreendido entre 0s pontos de

coordenadas (0,,6,) € (. 6,) é determinado pela express&o:
\/ _ \/ m_— (w/m2+p12—m)(w/m2+p02+m)
s=yMm’+p° —\/m*+ p," +—log

2 («/m2 +p’ + m)(\/m2 + Py —m)

E, atendendo a férmula do comprimento da tangente a espiral num dado ponto,

apresentada anteriormente, obtemos uma nova expressdo mais simplificada para o
comprimento de um arco da curva:

(T,—m)(T, +m)

(T,+m)(T,—m)

s:Tl—To+%log
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Demonstracao:

Sabemos que o comprimento do arco de uma curva é dado pela expressdo geral

2
s='[ p° (g—ij +1dp. Atendendo a equacdo polar desta curva, pd=m, obtém-se

3—0 = —ﬂz. Assim, o comprimento de um arco da espiral compreendido entre os pontos de
p P
coordenadas (,.,6,) € (. 6,) é dado por:

s—J./ _m +ld,0 j\/:dp Irdp j mi+ pPdp

Para determinar o valor deste integral vamos considerar a seguinte primitiva:

2 2
[Eh b ¥R )

Donde,

J-p‘ﬂ/m2+p2dp =w/m2+p2+mlog—“mz+p2_m
P
2
[m +,0 4+ — |0g(—“‘m2+p2_mj

P
2
m (\/m2+p2—m)
=Jym*+p’ +—log—————
2 P +m —m

N T i
e ol )

_ (2, 2 M Jm®+p* —m
=Jm*+p +2|0g—\/m+m

Assim, o comprimento do arco da espiral € dado por:

Pr
S=J.p_1«/m2 +p’dp
Po

Jm2+p°—m w/m Jm*+p,° —m
= — 1
= 4 i Og\/m +p+m \/m + 0, +M
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(o e )
(e en) o

De modo a simplificar a expressdo, vamos atender a que o comprimento da tangente

:\/mz +p —\/m2 +py +%Iog

desta espiral é dado por T =+/m*+ p* e designar por T, o comprimento da tangente no
ponto de coordenadas ( pO,HO) e T, o comprimento da tangente no ponto de coordenadas

(pl’gl):

(T,—m)(T, +m) |
(T, +m)(T, —m)

s=T,-T, +%Iog

3.2.6. A lituo

[VI.1] (Comp) A subnormal da espiral lituo é dada por:
3
0
s, =-+_.
" 2a?

Demonstracao:

« . 2 2
Tendo em conta a equacéo polar da espiral, ©“@ =2a" e resolvendo-a em ordem a

- 3
! ) dp ,-a0?  -a 1 a P
o, p—iﬁ, obtém-se @_i >5 _izﬁ ‘_2a2(i@j =-——, donde

resulta que S, = dp__»r

do  2a?’
[VI1.2] A subtangente desta espiral é dada pela expressao:
2a’

5, =—2.
P

Demonstracao:

2
Da equacéo polar da espiral, facilmente se obtém que 6 = [ij donde,
o
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2 2 2
d—ez—zizi =—2a—3.Destaforma, Stzpzd—e =p2( 2a ] 2a
dp p P p dp

[VI1.3] (Comp) A equacao que permite determinar o comprimento da normal é:

N =§«/4a4+p4 .

Demonstracao:

A expressdo que permite determinar o comprimento da normal pode-se obter

facilmente a partir da subnormal da espiral considerada:
6
N=yp’+(s,)" =, 2y P P ag 4 p*
P (s) Pt T od P

[VI1.4] <Comp> A equacao que permite determinar o comprimento da tangente é:

T :3\/4a4 +p°.
P

Demonstracio:

O comprimento da tangente também pode ser determinado através da subtangente da

espiral, através da igualdade T =4/ p* + St2 . Daqui resulta que,

4
T= ,02+412 :1\/4a4+p4.
Pt p

[V1.5] <Comp> A amplitude do &ngulo formado pela recta tangente e pelo vector

associado ao ponto de contacto da tangente com a curva, é dada pela expressao:

2a’

tangV =——-.

Demonstracao:

. A , . : « S
A amplitude do angulo obtém-se, facilmente, a partir da relacdo tangV =— e tendo

em conta a equacao polar da espiral:
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[V1.6] O valor do raio de curvatura é determinado pela equacéo:
3
,o(4a4 +p4)2
- 2a° ‘4a4 —p4‘

Demonstracao:

Atendendo a expressdo geral do raio de curvatura apresentada anteriormente, e a

3
equacdo polar da espiral, p*6 =a*, donde se obtém p = +— temos que d_,o:_p_2
0 dé 2a
2
d '12)=+ 3 3’04 Assim,
do 4\/E 4a
3
Y[
2 3 3
P +(_j P (144, 4)2 3
R_ 2a2 _ 8a6 (4a +p ) :p(4a4+p4)2
2 2 2 4 4
o2 +2 _LB _pﬁ p—4‘4a4+2p4—3p4‘ 2a ‘4& —p‘
2a’ 4a* 4a

Atendendo a que nem sempre 4a’ > p* ndo é possivel garantir que o denominador

seja sempre positivo, pelo que ndo é possivel retirar o simbolo médulo da expressdo. Desta
forma, a expressao aqui obtida difere da expressdo apresentada por Gomes Teixeira na

permanéncia do simbolo modulo nesta formula.

[VI.7] A area definida pelo vector associado ao ponto de coordenadas (p,e), quando &

varia entre ¢, e 6,, e determinada pela expresséo:

A=l Iogﬂ —a?log 2.
2 6, P

Demonstracao:

2
Neste caso, sabemos que A== jpzde onde p’ _E Assim,
25,

1%a? a’ P a’>, 6 a’ P ’
=—J'— =—1Iog @ =—(Iogt91—log6’0) =—Ilog—=+ =—log| =~
2,0 2 0 2 2 6, 2 o)
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[V1.8] A espiral considerada é rectificavel sendo o comprimento de um arco dado por:

\/90 (1+46,) \/9 1+467)

+4J
6, N 1+4¢92

S=a

Demonstracao:

Atendendo & equagdo polar da espiral, p°d=a’, donde se obtém
dp 1 _a .
& _ 43| - =F , obtém-se,
40 [ 29§J 2
) 2 )
V7 (g) o= 57 J it Lt
S= Pl =L | do=|,|—+|TF —t— —+—d49
.[p (dej \/9 (2\/67] 0 493 2o e

IW I o
2 0,/0(40 +1)

Donde,

_a j‘ déo N 431‘ 0do
2|9 0,Jo(a0% +1) ] Jo(467+1) |
concluindo-se que o comprimento da espiral depende de dois integrais distintos.
Mas atendendo a que:

2,/0(40” +1) +4_[
0

.[ do _ 0do M
0. /9(402 +1) ,/9(4.92 +1)

obtém-se,
6 0
S_EJ' dé +4J' 6d6
2|5 0,)0 492+1 0 \[0(40° +1)
21/9 4492+1
N +4j +4j
5 A0 402+1 ([0 402+1

\/90 46, +1) \/91 (467 +1) 4
a

- +4I& .
& 6 S J0(46% +1)

a
2
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Para terminar, vamos demonstrar a igualdade (1). Para tal vamos recorrer a seguinte
primitiva:
1 ax* +b (n—2)aP 1

P —_ _
x'Vaxt+b  b(n=1)x"" (n-1)b  x"2ax?+b

) 492+1_‘2X4J‘ do
x1

.[ do I do
- 3 - 1 1
0J0(40°+1) 7 g2 f4g7 11 ;92 0 2\467 +1

2\/402+1+4I Jodo \/ 0(40° +1) J‘
Jo Jag 1 Jo( 492+1

Salientamos que a expressdo (1), aqui apresentada, ndo coincide com a de Gomes

Teixeira. As duas diferem no numerador da expressdo gque se situa no interior do integral,

faltando-lhe o angulo &, como podemos ver:

J 4o __21/49(49%1)

0Jo(467 +1) 0 +4j Jo(aer +1)

3.2.7. A espiral logaritmica:

Fig. 123

Figura 3.16 - Espiral logaritmica - fig.123 da obra de Gomes Teixeira
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[VI1.1]A subnormal da espiral logaritmica é dada por:

3

__P
" 2a’

Demonstracao:

Esta espiral € definida pela equacio polar p=Ce®, donde resulta que

d . : . .
d—?zCec"c = pc. Concluimos assim que a subnormal desta espiral é determinada por

dp
S. =—— =pcC.
"= 40 P

[VI1.2] A subtangente desta espiral é dada por:
s, =~
C

Demonstracao:

Resolvendo em ordem a & a equacdo polar que define esta espiral obtemos:

p=Ce” =P-e? omnP-ch =06-=
C C c
1
6 1c
Daqui resulta que — ==-= =-— Assim, a subtangente desta espiral é dada por
p CP Cp
C
S . do :pZL _P
t dp cp c

[VI11.3] O comprimento da normal na espiral logaritmica é dado pela expressao:

N = pc?+1.

Demonstracao:

De acordo com o que obtivemos anteriormente, o comprimento da normal obtém-se

da seguinte forma:

N=y(pef +p° =pc+p" =
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[VIL4] <Comp> O comprimento da tangente é dado pela expressao:

T=Lc?+1

C

Demonstracao:

A semelhanca do que se obteve anteriormente, o comprimento da tangente é dada

por:
2 2
T= p2+(£j :,fp2+£2 =P Jc?+1.
c c c

[VII1.5] <Comp> A amplitude do angulo formado pela tangente TM e o vector do ponto M

é dado pela expresséo:
tangV = l
C

Demonstracao:

Pelo que vimos anteriormente e pela figura 3.16 a tangente do angulo V obtém-se

da seguinte forma:

tangV = =

P
St _c
PP

[VI1.6]A amplitude do angulo « formado pela normal NM e o vector do ponto M é dada
pela expresséo:
tga =cC.

Demonstracao:

Pela figura 3.16, sabemos que o angulo « corresponde ao angulo OMN donde pelas

razdes trigonométricas obtemos:

NO S, _pC

tgag=— =—"1 =C
MO  p p
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Esta expressdo também poderia ser obtida atendendo a que os angulos « e V sdo

A n

. _— 1 .
complementares, V+a =90°, resultando a seguinte condigdo th:t—. Assim,
ga

gao L1
tgv 1
c

[VI1.7]0 raio de curvatura da espiral logaritmica obtém-se atraves da expressdo:

R=pvl+c®.

Demonstracao:

Para determinar o raio de curvatura precisamos das derivadas de 12 e 22 ordem, pelo
. x . dp co dzp 2,0
que, através da equacdo polar da espiral obtemos @=Cce e E:Cc e” . Desta

forma,

) 3
d 2 3
[p2+((:i§j j| |:p2+(Ccec9)2j|2 (p2+C2p2)2
dp 2_ d’p ) p?+2(Cce® z—pCCzew )
p2+2(d0] P 462 (coe”)
3 3
,03(1+cz)2 p(1+02)2 :p(l+C2)\2/l+CZ vl

:p2‘1+2c2—02‘ B ‘1+cz‘ 1+c

R =

_‘p2+2C2,02—CZ,02‘

[VIL.8]A area definida pelo raio vector de um ponto de coordenadas (p,H), quando &

varia, € determinada pela equacéo:

1

A=—
4c

(,012 —,05)-

Demonstracao:

Atendendo a equacdo polar da espiral logaritmica, p=Ce®, obtém-se a seguinte
expressao para a area definida pela espiral, quando & varia entre dois valores, 6, e 6, :

a

14 1 0 \2 C? 14, C? .
A:Ejgip2d6 :EJ‘::(CQQ) de :7J:)e”d0 :Iezg

2
=& (o) = L (cen) (cenf | =X (at-p)

6
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Salientamos aqui que, Gomes Teixeira na sua obra apresenta a expressdo

1 , . R i
A:4_( P - poz), que se obtém se considerarmos os pardmetros para os quais o valor &
c

varia, entre ¢, e @ . NOs escolhemos a variagdo de ¢, a 6, para seguir o raciocinio ja aqui

utilizado.

[VI1.9]0 comprimento do arco da espiral compreendido entre o pdélo e o ponto de

coordenadas (p,8) é dado pela equagéo:

P

S= )
cosV

Demonstracao:

Sabemos que o comprimento do arco de uma curva definida em coordenadas polares

2
P
¢ dado pela expressao S=J‘ P’ (g—ej +1dp. E, pelo que j& vimos anteriormente
0 \/ p

podemos escrever:

S—I f +1dp \/:dp = \/H—CI 1dp

|_1+c
c

1+¢ p

Pela figura 3.16 obtemos que:

P P c
cosV === = .
1 VEi+l
C

Donde, a expressdo do comprimento do arco pode tomar a seguinte forma:

V1+c? 1 P

S = = = .
C r C p cosV
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3.2.8. A espiral de Poinsot

[VI11.1] (Comp) A subnormal da espiral de Poinsot é dada pela equagao:

m(eme _e—mé))
S, =—p* ——-——7
n % o3
Demonstracgéo:
dp . « . 2a
Sabe-se que S, =d_9 pelo que, através da equacéo polar da espiral p=—7+——-,
e™ +e

vamos calcular a derivada de p:

dp B _Zam(eme_e—me) ) (2&)2 m(eme_e—ma) B ) m(eme_e—mﬁ)
@ B (eme +e M )2 T (eme +em )2 . 2a P 2a .
Assim’ Sn [ M

2a

[VII1.2] <Comp> A subtangente da espiral de Poinsot é dada por:

2a

Demonstracao:

Sabemos que a subtangente de uma dada curva se obtém através da equacédo

S, = p° j—i A partir da equacéo polar da espiral p :emgiﬁ obtemos a equacéo de ¢

em funcdo de p:

2 arch(]
P=mg—afme<:>p=L<:>m9=arch a @9=—p
e™ +e cosh(m@) P m

a
de 1 p? a
Obtendo-se, - .
dp m a 1 pm /aZ_pZ
p2
Assim, S, = p*— dH

ap
pm«/a —~ m«/a2 —pt
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mé

. . x - 2a
Mas, atendendo ainda & equagdo polar tem-se que e™ +e ™ ="

o,

ata’-p°
mo _ —p, donde se pode escrever:

e
P
ema_emezeme_(é_eméj :2em'9_§ :ZM—Q
p p p p
2 2 2 2
_2a ya-p' 2a _ yai-p
p p p p

Assim, a expresséo obtida para S, pode escrever-se da seguinte forma:

_ ap _ 2a _ 2a
m\/a2 - p? . 2\/a2 —p° m(em‘g —e"”g) '
o

St

[VII1.3] O comprimento N da normal desta curva € dado pela relag&o:

N =§\/(1+ m?)a’ —m?p? .

Demonstracao:

Sabe-se que o comprimento da normal é dado pela equagdo geral N =/p” + Sn2 e,

m (em9 _ e—mg)

a

atendendo a que S, =—p° , obtém-se:

2

\ :\/p2+p4m2(em6_e—m9) :ﬁ\/a2+ﬁ(emg—e_m€)2-

4a* a 4
Mas considerando

2 2
(eme_e—mﬁ) :e2m0+e—2m€_2:e2m€+e—2m6_4+2:(emz9+e—m0) _4

obtém-se,
2n2 2 a2 2
N zﬁ\/az+ﬂ(eme+e—m9)2_pzmz P gz oM
a 4 a 4 Yo,

_ f\/a2 +m?a® - p’m? = g\/a2 (1+m?)— p’m?.
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[VII1.4] <Comp> O comprimento T da tangente para a espiral de Poinsot é dado pela

equacao:

T_p mz(az_p2)+a2
_E az_pz :

Demonstracao:

Como o comprimento da tangente pode ser determinado pela expressio 4/ p° + St2 :

temos:

[VIIL5] A amplitude do angulo formado pela tangente a curva no ponto (,0,9) e pelo

raio vector desse ponto, é determinada pela equacéo:

2a

tangV =— mp(emg - e’”‘g) :

Demonstracao:

Sabe-se que a tangente do angulo V pode ser determinada recorrendo a formula

S N « .
tangV =—. Donde, atendendo a expressao obtida para a subtangente vem,

P
2a
B m(eme _e—me) ) 22
tangv - P __mp(eme_e—mﬂ) '

[VII1.6] O raio da curvatura da espiral de Poinsot € determinado pela equacao:
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R=
a’ (1+ m? )
Demonstracgéo:
mé —-mé
¢ ; dp 2 m(e € ) 5
Dos numeros anteriores sabe-se que i 0 — oa Vamos entéo calcular
a

a derivada de 22 ordem:

d%p _ o m(e™ +e™ )3 —2m(e™ —e‘m9)2 (e"+e™)
do* (" +e™ )4
- (" + e"“‘g)2 ~2(e™ J;e"“‘g)2 +8 o 8—(e"+ e"‘"i’)2
(6" +e™) (" +e™)
_ 2am’*  2m*x2’a _ ,  2m’p’
e™ +e ™ (e™ +e™ )3 a®>

Assim, substituindo as derivadas de 12 e de 22 ordens na expressédo geral do raio de

curvatura obtém-se,

ip , % 2 p4m2(em9_e—ma)2 2

2 +

{P J{d&j } r 4a’

R= 5 2 dzp - 4m2(em9 e—mé))z 2 3
2 B B P 2m
P +2(da] Page| |PP+2 —p(mzp— afj
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3
2,022 3

p(a2+,0 mza _pzmzj
P

a az +2,0;I'T2128‘2_2p2m2 _m2a2+2m2p2
p[az(ljtmz)—mzpz]2 P[az(1+m2)—m2p2f
= a‘az_i_mzaz‘ = 2 (1+m2) .

[VIIL7] A érea definida pelo raio vector associado ao ponto de coordenadas (p,e),

quando & variaentre 0 e &, é dada pela expressao:
2
A:a_ 1_ ng- )
mi2 e"™+1

Atendendo a equacao polar da espiral obtemos:

[
J pido == I B 4o =2azj SR Y
2 e +e_m€ 0 (em6+e—m6)

6 2mo _ 2mo 2 0
:2a2J‘ e—zdg - 2 j 2me zde :a_ ng-
0 (€2 +1) —2mJo (g2 +1) -m e~ +1j

L& 1 1y a1 1
mi e™4+1 2 mil2 e™41)

Ao observarmos a expressdo dada por Gomes Teixeira, A=_— 1 G 1 J,
e’ +

Demonstracao:

vemos que esta difere da expressdo aqui obtida, pois falta-lhe multiplicar pelo termo 2a’.

Parece-nos que esta falha pode ser justificada pelo facto de Gomes Teixeira ter escrito na
4
obra que a area era dada pela férmula A:Zazf0 p°d@, 0 que ndo estd correcto.

Observando a obra anterior a expressdo inicial da 4&rea estd correcta

0 1 o .
A=2a’ J' ——————d@. Desta forma, o erro observado na expressdo final da area, na
e

0 ( m9+e—m6’)
obra de Gomes Teixeira, devera surgir devido ao facto de o autor ter calculado apenas o

valor do integral esquecendo-se de no final multiplica-lo por 2a°.
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[VII1.8] O comprimento do arco da espiral, compreendido entre o ponto A e o ponto de

coordenadas (p,8), é dado pela express&o:

avl+m?| 5+m?® (’do (Y v Av 1
— 3 j —)—ZAUO.

(1+ m2) o AU

—do+
m v AL 2(v+h+1

Demonstracao:

Pela equacao polar da espiral obtém-se:

mo _ o-mo\?
S—J- /p - dH = ;22+4a2m2(e—e)4d6
d0 e +e‘m‘9) (em9+e—m9)

- OJm[(e +e ) +m?(e" —e™) }d@

:::—(emg f:_me)“/ e’ 42+ +m? (¥ —2+¢7")do
X4 2a

=], W\/(H m)’ (ezm‘g +e‘2m‘9)+ 2(1— mz)de

Considerando €™ =z obtemos dé :%, donde substituindo:

s:f% (1+m2)(z+%j+2(1_m2)%
)

ﬁ+ﬁ
2 LZZ(ZZ - \/(1+m2)(222+1]+z(1_m2)dz

mJdi z (z+1 \/_\/1+m
a1 (1+m?) 22 +2(1-m?)z+1+m’
“mJ; (Z+1)2«E\/(1+m2)22+2(1—m2)z+1+m2

z +2(1—m2)z+1+ m?dz

dz

a .z(1+m2)zz+2(21—m2)z+1+m2d2,
mJi (z+1) \/F(z)

sendo F(z)= z[(l+m2)zz+2(1—m2)z+1+m2]

Tendo em conta que:
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F(z) z[(l+m2)zz+2(1—m2)z+1+m2}

z(z+1)2 z(z+1)2
(l+m2)22+2(1—m ) (1+m2)+2(1+m )z 2(1+m )
- (z+1)°
(1+m2)(22+1+22) ( 2)z 2(1+m2)z
= +
(z+1)2 (z+1)2
, 27-2m°z-2z-2m’z
=1+m°+ 5
(z+1)
2
_14m2 4 —2m 22
z+1)
—1+m?—4m?—2 -
z+1)
=1+m’ —4m? Z+12— L -
(z+1)" (z+1)
—lam?—am?| 11 =1,
z+1 (z+1)
podemos escrever:
2| (1+m?) 2% +2(1-m?)z+1+m? 2
-y [(2+m?) (2 ) l, _a F2)
mJi (z+1) \/F(z) mJdi z(z+1) \/F(z)

_ijz{l+m2—4m2[ t 1 zﬂx ! dz
mJ. z+1 (z+1) F(z)

[“ j -[z+1)ZF(z)+4mzjlz(z+1)?ZF(z)}

dz

a Ir fl—F()
“‘ +4m2[4mi§?1)+1 ] 5|

[ J‘ Z 1+m (z+1) ]
1+m j
1 Z+1

1+m
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al|F(z dz l+m zdz
_a|JF(@), (Len) I f f
m| z+1

_i Z 1+mJ‘ dz 1+mJ‘
_m z+1 \/ \/F

Considerando agora, a mudanca de varidvel z=v+h, onde h=-

2(1-m?)
3(1+ mz)
obtemos:

F(z)= z[(l+ m?)z* +2(1-m*)z+1+ mﬂ

v+ h):(l+ mz)(u+h)2 +2(1—m2)(u+ h)+1+ mz}

:(1+ mz)(u2 +20h+ h2)+ 20-2m? +2h—2m? +1+ mz}

(
(v+h)
:(U+h)[z)2+21)h+h2+m202+2m21)h+m2h2+20—2m20+2h—2m2h+1+m2]
( ):uz(1+m2)+u(2h+2m2h+2—2m2)+(1+m2)(h2+l)+2h(l—m2)}
:03(1+m2)+02[2h(1+mz)—h3(1+m2)]+u(l+m2)(h2+1)+20h(1—m2)+z)2h(1+ m2)
+uh[2h 1+m2)+2(1—m2)}+h(1+m2)(h2+1)+2h2(1—m2)
:03(1+m2)+uz[2h(1+mz)—h3(1+m2)]+u(l+m2)(h2+1)—h203(1+m2)+z)2h(1+ m2)
+0h| 2h(1+m*)=3h(1+m*) |+ h(1+m?)(h? +1)-30° (1+-m?)
=v (1+m ) 2h(1+m2)+u(1+m2)(h2+1)—3h21)(1+m2)+u2h(1+m2)—uh2(1+m2)+
h(1+m?)(h*+1)—3h° (1+m?)
=0*(1+m?)+0’h(1+m? )+ v (1+m?) - 4h*0(1+m? )+ h* (1+m* )+ h(1+m*) = 3n° (1+m?)
(l+m )(03—3h21)+u—2h3+h)

- 1+m2)[03—u(3h2—1)—h(2h2—1)}
2
_ 1+;n )[403—4(3h2—1)0-—4h(2h2—1)]
2
:l+4m (403_910_92)
:1+m2 AL?
4

sendo Av =./40°-gv—-g, com g, =4(3h*-1) e g, =4h(2h*-1).
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Assim, voltando a expressao do comprimento do arco,

Jm? +1Av m +1J‘ 2dov l+m J‘ 2(v+h)
2(U+h+1 o AM? +1AD 0 A/M? +1Au

m[mm] o [ [ 2 o [ o,

2(v+h+1)

_a\/1+m2_ Av Av,  ["dv J‘” du:l

m

m | 2(v+h+1) 2(v,+h+1) J, Av

—dv-h
v AU v AU

1-h _
=M a0 ) 20 200 hen) 20-h e

Cavlem? | 2 (1—m2) vdo " v Av 1 ]
- 0
m

Calem?| "do "o Av Av, :I
m

1+= ——| —do+———-=A
+3(1+m2) wAv iy Av U+2(u+h+l) Vi

:a\/1+m2 3+3m?+2-2m? vdo Uidu+ Av 1
3(1+m2) wAL Jy AL 2(v+h+1) 4

UOA_U 2(v+h+1 -

_avl+m’| 5+m’ (vdo J‘“U Av 1
m ) 4

do+
3(1+m?) o AU
Observando a expressdo final apresentada por Gomes  Teixeira,

_a\/1+m2{ 5+m? ”d_u_J‘“ Av

- Audu+——1Auo , Vverificamos que esta
m 3(1+m) o AU ) 4

o 2(v+h+1

. . . 1y
tem uma falha no segundo integral, pois onde aparece Av deveria aparecer s Pela
1y

observacdo da obra Tratado de las Curvas, a expressdo apresentada esta de acordo com

aquilo que obtivemos anteriormente, confirmando a falha existente nesta Gltima verséo.

3.2.9. A cochléoide

[1X.1] <Comp> A subnormal desta espiral € dada pela relacao:

_p(acosd-p)
~ asing
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Demonstracao:

Sabe-se que S, =3—§ pelo que, através da equacdo polar da espiral, p:a¥
vamos determinar a primeira derivada:

dp _ aecose—sine

do 0’
2ain2
Atendendo a que 6% =2 SI? 9 vem,
Yo,
dp __Ocosf-sing _ ,@cosf-sind _ pasinfcosfd-p’sing _ p(acosd-p)
do a’sin’0 P asin?o asin’@ asing
p2
acosd -
Assim, S, :d—p=u.
do asing

[1X.2] <Comp> A subtangente desta espiral é dada por:

s _ apsing
' acosf-p

Demonstracao:

Sabe-se que a subtangente ¢ determinada pela equagdo S, = p? S—H Mas, como nédo
o

conseguimos deduzir a expressao que relaciona 8 em funcdo de p, a partir da equagéo

< « . d X <
polar, ndo obtemos a expressdo da derivada de &4, d—g No entanto, atendendo a relacéo
o

existente entre a subnormal, a subtangente, o0 comprimento da normal e o comprimento da

tangente podemos obter entdo a subtangente:
T?+N2=(S, +St)2

p(acosd—p)
asind

Sabemos, do ponto anterior, que S, = e Ccomo veremos

posteriormente N = _L\/a2 +p(p—2acosd), donde:
asiné
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T>+N*=(S,+S,)
2

& (pt )+ ~ gnz e(az +p(p-2ac0s0)) =5 +255 +S/

- p’a’sin® @+ p’a’ + p*(p—2acosd) - p*(acosd - p)’ ~ 2p(acos@—p)S

t

a’sin’ @ asing
,ozazsin20+,oza2+p“—2,03:;10056?—/32(a2 cosZH—Zpacoseerz)
=N _ =2p(acosd-p)S,
asinéd
2.2 5.2 2.2 2.2 2
a“sin“d+p°a"—p-a“cos 4
P p_ P =2p(acosf-p)S,
asiné
2 =12 2 =12 =12
pa“ |sin“@+1-cos” O palsin® @ +sin” 6 apsin @
=% ( ) , = ( ) o8 =—PT7

2asin@(acosd - p) ~ 2sind(acosd-p) ' acosf-p

[1X.3] (Comp) O comprimento N da normal a curva é dado pela equacéo:

__ P 2 _
N_asine\/a +p(p—2acosd).

Demonstracao:

O comprimento da normal é dado pela expressdo / p* + Sn2 donde, neste caso:

2(acos@-p)’ .
N=\/p2+p( ——— ) S \/azsmz6+a200329—2pac050+p2
a“sin“é asiné

P 2
= -2 0).
asine\/a +p(p—2acosb)

[1X.4] (Comp) O comprimento da tangente da espiral é dado pela equacéo:

yo, 2
T="— -2 0 .
acosH—p\/a(a pCosh)+p

Demonstracao:

Como o comprimento da tangente é dado pela expressdo geral w/p2+8t2 e,

atendendo a que S, = w, obtém-se,
acoséd-p
2 2ain2
T= [p24 2P %0 92 S \/(acose—p)2+azsin26’
(acosg—p)° acosfd-p
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——\/a cos® @ —2pacosf+ p° +a’sin®f=—""—— \/a —2pacoséd+ p°
acosé—p ac0319 o,

_m\/a (a—2pcosB)+ p°.

[1X.5] <Comp> A amplitude do angulo formado pela tangente a curva e o vector associado

ao ponto de tangéncia é dada pela equacdo:

Demonstracao:

Como a tangente do angulo V pode ser determinada através da expressdo i

Yo,
obtém-se, neste caso:
apsind
angy - % 2008057 2900

[IX.6] O raio de curvatura desta espiral é dado pela equacao:

p(a%+p’ —2apcos <9)g

2a’sind|a— pcosd)|

Demonstracao:

Para determinar o raio de curvatura é necessario determinar as derivadas de 12 e 22

dp _p(acesd)-p

= . , donde falta
do asinég

ordens. Atendendo ao numero I1X.1, sabe-se que

2

d°p .

determinar

d’p a(cos@—@siné’—cos@)é’2 —(@cosd—-sind)26
do* 0
—6°sin @ —26° cos @ + 20sin & Al 0—06%sind—20cosd

B 0* B 0°
2’0 gsin@—2cosd .
_2p—adsinfd—2acosd

-8 0 B 0
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asing .
2p—a sind—2acosd )
2 P P _ 2p?—a’sin®0-2apcosd
P a’sin’ @ P a’sin’o
Com isto,
3 3
D 2
., (dp ik p2+p2(acose—p) 2
r dée a’sin?é
R: =
p2+2(dp)2_ d’p P (acosH p) _ 5, 2p*-a’sin’6-2apcosd
do do? P a’sin’ @ » a’sin? o
3 —
P 2 i 2 275
a“sin“@+(acosd—
_ a’sin®glL ( p) J
-—

a’sin’ 9+2(acos¢9—p)2 —2p*+a’sin® 6+ 2apc050‘

a’sin?@
3

p(a*sin’ 0 +a” cos’ 0 —2acos6p + p* )?

" asin 49‘2a2 sin® @+ 2a’ cos® @ —4apcosé + 2a,p Cos 49‘

p(a%+p° —2a,ocos(9)z p(a® +,02—2z;1,ocos(9)2

2asin 6"&2 —apcos 6‘ ~ 2a’sind|a- pcosd)|

[IX.7] A area definida pelo vector do ponto de coordenadas (p,&), quando & varia, €

dada pela formula:

a (cos (20)- "sm
e

Demonstracao:

A expressdo que nos permite determinar a area definida por uma curva em

coordenadas polares é %jpzde pelo que, tendo em conta a equagdo polar da espiral,
obtém-se:
A:ij prdo == J asin' 0y, 2 J‘&de.

Atendendo a que 2sin” @ =1-cos(26) vem,

91 cOS 26’ a?(’1
I =TL ?(1—c05(29))d6?
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Integrando por partes obtém-se,

A= %2{(—%(1403(29))): +f§sin (249)d6?]

B az(cos(ZH)—l)+ a’ rsin(26’)
- 40 2o 0

0

dé

Se  observarmos a  expressdéo  apresentada por Gomes  Teixeira,

A COS(ZQ)_1+£a2j€ sin(26)

7 5 dé vemos que existe uma falha resultante de ndo ter

0

2
efectuado a multiplicacao de % pelo primeiro termo resultante do integral.
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Capitulo 4 - Anotacbes Biograficas de Francisco Gomes

Teixeira

Francisco Gomes Teixeira, nome bastante referenciado tanto no nosso pais como no
estrangeiro, foi um dos matematicos mais proeminentes em Portugal. Autor de uma
vastissima obra, este matematico portugués do final do século XIX e das primeiras décadas
do século XX deu grandes, valiosos e inovadores contributos em diversas areas da
matematica, nomeadamente analise, geometria e histéria da matematica.

Mas, apesar de Gomes Teixeira ser uma das figuras mais dominante nesta época, e
com um contributo inquestiondvel para a evolugdo matematica, pensamos que, actualmente
e para o publico em geral, 0 seu nome ndo tem o devido reconhecimento, ao contrario do
que acontece com José Anastacio da Cunha e Pedro Nunes, matematicos portugueses mais
conhecidos em Portugal. No entanto, esse reconhecimento é bem visivel no seio

matematico, como se pode verificar nas palavras de J. Silva Oliveira:

Na sua Histéria das Matematicas em Portugal, editada em 1934,
Gomes Teixeira considera Pedro Nunes, Anastécio da Cunha, Monteiro da
Rocha e Daniel da Silva como os grandes nomes da matematica no nosso
pais.

A generalidade dos autores que nos primeiros decénios do século se
debrugaram sobre 0 mesmo tema emite opinido idéntica apenas
acrescentando, aos quatro nomes citados, mais um, o do proprio Gomes
Teixeira. (2000, p.301)

Por esta e outras razbes evidentes, quando 0 nosso objectivo é pesquisar sobre
Gomes Teixeira, € vasta a informacdo que temos a nossa disposi¢do, tanto através dos
livros, como da Internet. Da informacdo disponivel, salientamos as trés biografias de
Gomes Teixeira, da autoria, por ordem cronoldgica, de Rodolfo Guimaraes, de Henrique
Vilhena e de Sarmento Beires. Para além destes trabalhos, surgiram também diversos

artigos, publicados em revistas, tanto portuguesas como estrangeiras. E, para terminar,
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destacamos ainda a obra de Maria Graca Alves, intitulada Francisco Gomes Teixeira o
homem, o cientista, o pedagogo, onde, na primeira parte, apresenta um estudo exaustivo da
vida e obra deste matemaético.

E com base, principalmente, nas trés biografias de Gomes Teixeira e na tese de
doutoramento de Maria Graca Alves que, neste capitulo, tentaremos apresentar numa
primeira parte a biografia de Gomes Teixeira e, numa segunda parte a actividade cientifica
de Gomes Teixeira, realcando o seu excelente percurso como matematico e como docente
e analisando sumariamente a sua obra.

Nesta analise, ndo iremos apresentar uma exposicdo exaustiva da vida e obra de
Gomes Teixeira. Tentaremos apenas mostrar alguns dos momentos mais marcantes da sua
existéncia, pois consideramos que este trabalho, sem uma breve resenha da vida deste

matematico, ficava incompleto.
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4.1. A Biografia de Gomes Teixeira

Figura 4.1 - Francisco Gomes Teixeira

Francisco Gomes Teixeira nasceu na aldeia de S. Cosmado, pertencente a freguesia
de Armamar, no distrito de Viseu, a 28 de Janeiro de 1851. Da sua familia, sabe-se que o
seu pai, de nome Manuel Gomes Teixeira Pinto, era comerciante e sua mée, Maria
Magdalena Machado, dedicava-se a familia. Os seus trés irmdos Pedro, Sebastido e
Victoria Carolina seguiram rumos distintos: Pedro optou pela carreira de engenharia
militar, Sebastido, seguindo os passos do pai, dedicou-se ao comércio em S. Cosmado e,
por ultimo, Victoria, como era normal da época, dedicou-se a familia, tal como sua mée.

Gomes Teixeira passou a infancia na sua terra natal, onde frequentou a escola
priméria, com o professor oficial Gabriel Mendes Mourdo. Mais tarde, depois de concluir a
instrucdo priméria, foi estudar para o Colégio do Padre Roseira em Lamego, devido ao
desejo de seu pai de vir a ser padre, ficando hospedado em casa de seu primo medico, Dr.

Francisco Maria de Carvalho.
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Para além do desejo de, vir a ser padre, seu pai queria também que ele seguisse a
carreira de Teologia e/ou Direito, pelo que Gomes Teixeira ia anualmente a Coimbra, ao
Colégio de Sdo Bento, preparar-se para 0S exames necessarios ao ingresso na
Universidade, dado o Liceu de Lamego ser de 22 classe e os exames ai efectuados nao
servirem para a matricula na Universidade.

Gomes Teixeira acabou por se matricular, em Outubro de 1869, na Faculdade de
Mathematica da Universidade de Coimbra, a Unica em Portugal até entdo.

Esta mudanca de carreira da Teologia para a Matematica deveu-se, segundo as
referéncias de Rodolfo Guimaré&es, ao seu primo, Dr. Francisco Maria de Carvalho, que o

ajudou a se preparar para o exame de Geometria', ao qual obteve aprovagéo:

O primo, ndo vendo talvez com satisfacdo que o jovem Gomes
Teixeira seguisse a carreira eclesiastica, tratou de aconselhar o pai do
futuro sabio a que o mandasse formar antes em matematica. Manuel Gomes
Teixeira — assim se chamava o pai — ndo se op6s, e preguntando ao filho
por qual das carreiras optava, respondeu este ser-lhe indiferente uma ou
outra, e portanto seguiria aquela que seu pai quisesse.

«Nesse caso tire-se a sorte», disse Gomes Teixeira pai. E a Sorte

destinou Gomes Teixeira para matematica! (Guimarées, 2000, p.322)

Através desta atitude, o futuro matematico deixa transparecer a ideia de ser uma
pessoa pouco determinada e com pouco interesse pela matematica. Estas ideias foram mais
tarde esclarecidas pelo proprio Gomes Teixeira que, huma entrevista com o jornalista
Tomaz Pessoa, a 17 de Marco de 1925, para o Diario de Noticias, fala um pouco dos seus

estudos secundarios:

Fiz um curso liceal completo (ciéncias e letras) em que néo faltou o
estudo desenvolvido das humanidades. Atraiu-me nessa distante mocidade a
literatura latina, (...) a literatura portuguesa (...). Tinha um especial
interésse pela histéria, sobretudo pela historia de Portugal. (...)
(Vilhena, 1936, p.113)

Relativamente as ciéncias, afirma ainda que:

1 Um dos exames necessérios para a matricula na Universidade.
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A que mais chamou a minha atencdo foi a Fisica, por explicar
fenémenos que via diariamente. As matematicas ndo tinha afecto nem
aversdo. Estudei-as e bem, apenas para cumprir 0 meu dever escolar.
(Vilhena, 1936, p.113)

A confirmar de certo modo estas suas recordacdes de infancia pode ainda referir-se o
facto de, aos 16 anos de idade, com o primeiro dinheiro que ganhou a leccionar, ter
adquirido trés obras tdo dispares na sua esséncia: a Geometria de Euclides, as oracdes
finebres de Bossuet e a Quimica de Regnault.?

Apesar da aparente indiferenca revelada por Gomes Teixeira na escolha da carreira a
seguir no final dos estudos secundarios, como acabamos de ver, este, depois de ingressar
no curso de Matematica por obra do acaso, sempre obteve as mais altas classificagdes,
demonstrando grande facilidade, rapidez e profundidade na assimilacdo das diferentes
matérias. A salientar isso, logo no final do 1° ano de estudo, foi-lhe atribuido um partido®,
prémio este que raramente, e ha quem diga mesmo nunca, era atribuido a estudantes do 1°
ano. E, segundo Rodolfo Guimardes, foi o professor Dr. Térres Coelho?, considerado o
mais severo professor da Faculdade, que propds Gomes Teixeira para partido, ao qual se
opuseram os professores Dr. Floréncio Barreto Feio e Dr. Gongalves Mamede, devido ao
facto de ndo ser comum a atribuigdo deste prémio no 1° ano. Durante o curso, continuou a
receber prémios semelhantes, nomeadamente no final do 2° ano, proposto pelo professor
Dr. Raimundo Venancio Rodrigues e, no final do 3° ano, curiosamente proposto pelos
professores ja citados que no 1° ano se opuseram a sua candidatura.

Para além dos prémios atribuidos, este matematico destaca-se ainda como aluno, na
escrita de trabalhos na area de matematica. Quanto a primeira dissertacdo elaborada por
Gomes Teixeira, hd algumas incertezas, visto que nos deparamos com duas informacdes
distintas provenientes da bibliografia que consultamos. Segundo Rodolfo Guimaraes e
Henrique de Vilhena, Gomes Teixeira escreveu 0 seu primeiro trabalho, intitulado
Desenvolvimento das fungdes em frac¢do continua, durante o 3° ano do curso, em 1871.
No entanto, segundo Maria da Graga Alves, este matematico escreveu a primeira

dissertacdo, intitulada Célculo das Variacdes, ainda enquanto aluno do 2° ano, também em

2 Vilhena, 1936, pp.113-114.
% Equivalente a um prémio de mérito. )
* Professor de Gomes Teixeira nas cadeiras de Algebra e Geometria Analitica.
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1871, considerando o trabalho citado anteriormente a segunda dissertacdo apresentada pelo
autor. Apesar desta discrepancia de informacéo, interessa referir que o trabalho elaborado
ao longo do 3° ano, Desenvolvimento das fun¢des em fraccao continua, foi publicado pela
imprensa da Universidade, no final do ano de 1871, por incentivo do Dr. Rodrigo Ribeiro
de Sousa Pinto®, que o tinha examinado a pedido de Gomes Teixeira e reconheceu que este
trabalho era de grande valor. Este foi talvez um dos momentos mais marcantes para Gomes
Teixeira e um dos mais importantes para 0 prosseguimento do seu estudo das ciéncias

matematicas, como podemos ver nas palavras de Henrique Vilhena:

(...) ja pelo comeco do 3° ano do curso (1871), Gomes Teixeira
publica o seu primeiro trabalho, o que revela ndo somente sua vocacao
propria mas o incentivo do ambiente, ao qual ndo foi extranho o voto do
professor Sousa Pinto, que consultara. Oferece exemplar désse estudo a
Daniel Augusto da Silva, (...), e recebe déle carta amistosa e animadora,
outro grande impulso que foi — disse-0 ja — na vida de Gomes Teixeira.
(1936, p.13-14)

No ano seguinte, matriculado no 4° ano do curso, Gomes Teixeira publica novo
trabalho, agora no Jornal de Sciencias Mathematicas Physicas e Naturaes, intitulado
Aplicacdo das fracgBes continuas a determinacdo das raizes das equagdes, que foi
apresentado por Daniel da Silva, em 1 de Maio de 1972, na Academia das Sciéncias de
Lisboa. Salientamos ainda que o autor ndo se descuidou dos seus deveres escolares e
termina o ano lectivo com a mais elevada classificacéo.’

No ultimo ano do curso e sendo um aluno exemplar, Gomes Teixeira voltou a obter a
mais elevada classificagdo, ou como Rodolfo Guimaraes afirma, voltou a obter novamente
prémio.

Em 1874, com 23 anos de idade, foi-lhe conferido o grau de Bacharel, com a
informac&o Muito Bom, por unanimidade, com 20 valores’.

A 8 de Janeiro de 1875, Gomes Teixeira fez 0 exame de licenciado e, a 30 de Junho,

0 acto de conclusGes magnas, onde defendeu a dissertacdo intitulada Integracdo das

> Neste momento, professor da Faculdade de Mathematica.

® Nos 4° e 5° anos ndo eram atribuidos partidos pelo que o prémio era a mais elevada classificacao.

” Segundo Henrique de Vilhena, esta classificagio apenas tinha sido atribuida, anteriormente a Gomes
Teixeira, a trés alunos, Manuel Gongalves de Miranda (1804), José Ferreira Pestana (1819) e José Maria
Baldy (1839).
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equacdes as derivadas parciaes de segunda ordem e, ainda, Theses de Mathematicas puras
e applicadas. E, ainda no mesmo ano, a 18 de Julho, realizou o seu doutoramento, onde
obteve novamente a classificacdo de Muito Bom, por unanimidade, com 20 valores. De
acordo com as palavras de Rodolfo Guimarées, o doutoramento de Gomes Teixeira foi um
sensacional acontecimento, pois jamais havia sido conferida esta mais alta classificacéo
simultaneamente no bacharelato e no doutoramento.

Tendo em conta a rapidez com que Gomes Teixeira efectuou o exame de licenciado e
se doutorou, este ndo foi classificado como licenciado, passando logo a ser classificado de
doutor.

Cerca de um ano depois do seu doutoramento, a 30 de Junho, Gomes Teixeira foi
eleito sécio correspondente da Academia das Sciéncias de Lisboa e, a 20 de Dezembro,
ingressou no quadro da Faculdade de Mathematica como lente substituto®, apés ter
apresentado em concurso a dissertacdo intitulada Sobre o emprégo dos eixos coordenados
obliquos na mecanica analitica. Tinha entdo 25 anos de idade, sendo-lhe atribuidas a 12, a
2% e a 42 cadeiras de Mathematica.

Em 1877, Gomes Teixeira fundou o Jornal de Sciencias Mathematicas e
Astronomicas, primeiro jornal publicado em Portugal, dedicado exclusivamente a
matematica e a astronomia e que tinha como objectivo projectar o trabalho produzido por
matematicos portugueses no estrangeiro. Este jornal foi publicado pela ultima vez em
1905, tendo sido publicados 15 volumes durante os 28 anos de existéncia. Nele
colaboraram varios matematicos portugueses, nomeadamente Francisco Horta, Mota
Pegado, Schiappa Monteiro, bem como matematicos estrangeiros, tais como Bellavitis,
Ernesto Césaro, Jalio Tannery, Gino Loria, e tantos outros. De forma a enaltecer a atitude
de Gomes Teixeira ao criar este jornal e a realcar a importancia que teve a sua publicacdo
no desenvolvimento das ciéncias matematicas, Rodolfo Guimaraes profere as seguintes

palavras:

O jornal de sciéncias matematicas e astronomicas, que adquiriu
notoriedade durante os vinte e oito anos da sua existéncia, contribuiu
poderosamente para reanimar em Portugal, o go0sto pelas sciéncias
matematicas, e, gracas a €le, 0 nosso pais tomou sempre parte nos

trabalhos internacionais, tendo por objecto o progresso da Matematica.

8 A vaga aberta no quadro da Faculdade, para este cargo, deveu-se a jubilagdo do Dr. Gongalves Mamede.
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Inutil sera dizer que o mais assiduo colaborador do jornal féra o seu
ilustre director. (2000, p.330)

Em Julho de 1878, foi nomeado terceiro astronomo do novo Observatorio
Astronomico de Lisboa (Tapada), cargo que aceitou devido a insisténcia de Daniel da
Silva, pelo que deixou temporariamente o seu cargo de lente substituto da Faculdade de
Mathematica.

Regressando a faculdade nos finais desse mesmo ano, 1878, Gomes Teixeira retoma
0 seu lugar de lente substituto, que mantém até 1880. Neste ano, é promovido a lente
catedratico, devido a jubilacdo do Dr. Floréncio Barreto Feio, ficando a regéncia da cadeira
de Analise® & sua responsabilidade.

Ainda em 1879, fazendo parte do Partido Regenerador, foi eleito deputado as Cortes,
pelo que passou a frequentar a Camara dos Deputados. Tal voltou a acontecer em 1883 e
em 1884.

Por razdes familiares, em 1883, pediu transferéncia da Faculdade de Mathematica
da Universidade de Coimbra para a Academia Polytechnica do Porto, instituicdo com
caracteristicas de ensino técnico e sem o prestigio daquela Universidade®. Ali, passou a
reger a 26 de Maio, tal como tinha solicitado, a cadeira de Célculo Diferencial e Integral
que se encontrava vaga.

Segundo os netos, Gomes Teixeira tera casado por volta dos 32 ou 33 anos de idade,
ou seja, nos anos de 1882 - 1883, com uma jovem portuense de nome Ana Arminda
Cardoso, de 17 anos de idade.*? Este facto justifica as razdes familiares indicadas
anteriormente acerca do pedido de transferéncia de Gomes Teixeira para o Porto.

Em 1905, ano da ultima publicacdo do Jornal de Sciencias Mathematicas e
Astronomicas, Gomes Teixeira fundou uma nova publicagdo Annaes da Academia
Polytechnica do Porto. Esta publicacdo ndo era restrita a area de matematica. Também

publicava artigos relativos a outras areas ensinadas na Academia Polytechnica do Porto.

% Gomes Teixeira ja leccionava esta cadeira desde Novembro de 1879, altura em que faleceu o professor Dr.
Raimundo Venancio.

19 Na biografia de Rodolfo Guimarées o ano indicado para o pedido de transferéncia de Gomes Teixeira é 0
de 1884.

11 Alves, 2004, p.51.

2 |bidem, p.8.
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Ao fim de trés anos como lente na Academia Politécnica do Porto, Gomes Teixeira
foi nomeado director desta Academia, cargo que desempenhou até 1911. Neste ano, foi
eleito reitor da nova Universidade do Porto®, por decreto de 23 de Agosto.

Apesar da Academia Politécnica ter sido transformada em Universidade do Porto,
Gomes Teixeira continuou a reger a cadeira de Calculo Diferencial e Integral agora na
faculdade de Ciéncias até 1929, ano em que saiu uma nova lei de limite de idade no
exercicio de cargos publicos. Desta forma, o governo nomeou-o director honorario do
Instituto de Investigacdo de Historia das matematicas, de que era até entéo director.

Ao longo destes anos como docente, Gomes Teixeira, na tentativa de interessar e
cativar a atencdo dos seus alunos pelo prazer de fazer matematica, dava-lhes questdes para

resolver. E segundo Rodolfo Guimaréaes:

“...0s que chegavam a resultados satisfatérios, iam contribuir,
embora em modestas proporcfes, para 0 progresso da sciéncia.”
(2000, p.327)

Esta atitude revela que Gomes Teixeira apesar de investigador e cientista, nunca
deixou de valorizar a profissao de docente, demonstrando grande empenho e dedicacao aos
seus alunos.

Gomes Teixeira faleceu a 8 de Fevereiro de 1933, no Porto, com 82 anos de idade, e
foi sepultado, como era seu desejo, na Igreja de S. Cosmado, sua terra natal, onde existe
uma inscricdo com as seguintes palavras, que ele proprio escreveu:

SERAPHICO FRANCISCO ASSISIENSI
Atque
DIVO ANTONIO OLYSIPPONENSI
Hoc monumentum erexit
FRANCISCUS GOMES TEIXEIRA

Qui hic jacet™

3 A implantagio da Republica em 5 de Outubro de 1910 provocou modificagdes no campo do ensino,
nomeadamente a criagdo de duas Universidades, a de Lisboa e a do Porto.

1 Francisco Gomes Teixeira, que jaz aqui, erigiu este monumento ao Seréfico Francisco de Assis e ao Divino
Antdnio de Lisboa.
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Durante a sua vida, Gomes Teixeira teve contacto com varios matematicos de
renome, deslocou-se varias vezes a outros paises onde contactava com outros matematicos,
participava em congressos e era membro de varias sociedades cientificas nacionais e
estrangeiras. Tudo isto teve grande influéncia na sua vida e obra, tendo publicado inimeros

trabalhos, tanto em Portugal como em revistas de varios paises.
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4.2. A actividade cientifica de Gomes Teixeira

Francisco Gomes Teixeira foi uma das mais insignes figuras cientificas de Portugal e
a sua obra, bastante extensa, é conhecida e admirada universalmente.

Com a Reforma Pombalina da Universidade, de 1772, foram abertos novos caminhos
no sentido de valorizar a actividade cientifica. A criacdo da Faculdade de Mathematica
instituiu a disciplina de Matematica como uma ciéncia auténoma, sendo José Monteiro da
Rocha® e José Anastacio da Cunha®®, duas importantes figuras desta Universidade, nesta
época. Ap0s esta reforma instaurou-se um periodo de decadéncia cientifica em Portugal.
Esta decadéncia deu-se por causa da situacdo de grande agitacdo vivida no nosso pais,
primeiro devido as guerras napolednicas e mais tarde as campanhas para a conquista da
liberdade. SO na segunda metade do século XIX, é que a situacdo politica melhorou,
surgindo assim uma nova era na matematica e com ela um dos seus nomes marcantes,
Daniel Augusto da Silva. Mas, € mais no final deste século que a Universidade Portuguesa
comeca a surgir como o centro, por exceléncia, de cultivo das ciéncias exactas, sendo a
figura dominante deste fim de século e inicio do seguinte o ilustre matematico Gomes
Teixeira.

Desta forma, foi num periodo de efervescéncia no estudo das matematicas puras que
Gomes Teixeira comegou a sua actividade cientifica, tendo como antecessores os ilustres
matematicos Monteiro da Rocha e José Anasticio da Cunha e como grande mentor Daniel

Augusto da Silva.

Depois de ingressar na Universidade ndo tardou para que Gomes Teixeira, em 1871,
ainda estudante, a frequentar o segundo ano do curso, comecgasse a sua actividade como
investigador, escrevendo o seu primeiro trabalho. A partir deste momento, o autor ndo mais
parou pelo que, como aluno do terceiro ano, no final de 1871, publica o seu primeiro
trabalho Desenvolvimento das fungdes em frac¢do continua.

Apesar das palavras de incentivo e de apreco recebidas gracas a este primeiro
trabalho publicado, foram as palavras de Daniel da Silva, proferidas numa carta datada de

1> José Monteiro da Rocha nasceu em 1734, faleceu em 1819 e distinguiu-se ao apresentar o primeiro método
regular para determinar as Orbitas dos cometas.

16 José Anastacio da Cunha nasceu em 1744, faleceu em 1787 e distinguiu-se através de trabalhos originais
sobre séries, ndmeros irracionais e mecanica racional.
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6 de Janeiro de 1872, onde este matematico agradece o exemplar que o autor lhe enviara e
o elogia, que mais significado tiveram para Gomes Teixeira. A esta carta seguiram muitas
outras, revelando-se Daniel da Silva como uma pessoa de grande influéncia na vida e obra
de Gomes Teixeira.

As dificuldades vividas por Daniel da Silva, devido ao isolamento cientifico que se
vivia em Portugal e devido tanto ao limitado alcance da lingua como a falta da publicacéo
de trabalhos em revistas conceituadas, levaram Gomes Teixeira a agir. E, logo em 1877,
funda o Jornal de Sciencias Mathematicas e Astronomicas e bem como, em 1878, publica
0 seu primeiro trabalho escrito em francés, numa revista internacional, Mémoires de la
Société des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux. Estes dois momentos
proporcionaram uma nova fase, onde as investigacGes cientificas desenvolvidas em
Portugal comegaram a ter repercussdes no estrangeiro.

Nesta nova perspectiva de abertura, Gomes Teixeira continua a sua longa e rigorosa
investigacdo. Ao longo da sua vida, publicou numerosos trabalhos, tanto em revistas
estrangeiras como nacionais, escritos tanto em portugués como em francés, castelhano,
italiano, inglés ou mesmo em alemdo, como ja tivemos oportunidade de observar nos

capitulos anteriores. Este facto também é bem visivel nas palavras de Maria Graga Alves:

Gomes Teixeira publicou 83 trabalhos, em revistas nacionais, e 149,
em revistas estrangeiras, o que traduz bem a sua projeccéo internacional.
(2004, p.215)

Ao longo da sua vida, Gomes Teixeira ocupou-se de questdes muito diversificadas e
de diferentes areas da matematica, apresentando inimeros trabalhos em anélise, em
geometria e em historia da matematica.

N&o se pode falar em fases distintas da vida de Gomes Teixeira, nas quais se tenha
ocupado de cada uma das &reas, porque existiram momentos em que apresentou,
simultaneamente, trabalhos de diferentes areas, como veremos mais a frente. No entanto,
pode-se afirmar que, nos primeiros anos, Gomes Teixeira apenas se dedicou a temas que
incidiam sobre conteudos de andlise, mais tarde, comecou a desenvolver trabalhos de

geometria e, numa terceira fase, trabalhos de histéria da matematica.
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Na area de analise, 0s seus primeiros trabalhos surgiram ainda durante a sua vida de
estudante como ja foi referido. Gomes Teixeira publicou Desenvolvimento das fungdes em
fraccéo continua, onde apresenta, segundo Rodolfo Guimaraes, formulas para desenvolver
funcdes em fracgOes continuas e aplica as fraccBes continuas ao célculo integral e a
determinacdo de raizes das equacgdes, observando que este método obtém resultados mais
convergentes do que os métodos de Newton e de Lagrange.

A este trabalho, seguiu-se um novo estudo intitulado por Applicacdo das fraccbes

continuas a determinacéo das raizes das equagdes, que segundo Rodolfo Guimaraes:

(...) foi apresentado por Daniel da Silva, em 1 de Maio de 1872, a
esta Academia — onde pela primeira vez foi pronunciado o nome do
estudante Gomes Teixeira, que mais tarde tanto a havia de honrar — a qual
deliberou que o trabalho fosse publicado no Jornal da 1% classe.
(2000, p.324)

Em 1875, seguiu-se a apresentacdo da dissertacdo para aquisicdo do grau de
doutoramento na Universidade de Coimbra, intitulada Integracdo das equacles as
derivadas parciaes de segunda ordem, constituida por 4 volumes. O primeiro volume
refere-se a teoria de Ampere, o segundo trata das transformacdes de Euler e de
Imschenetsky, no terceiro sdo expostos os métodos de Monge, de Ampére e de
Imschenetsky e, por Gltimo, o quarto volume apresenta a integracdo de algumas equacoes.

Depois de terminados os seus estudos, Gomes Teixeira procedeu a elaboragdo de
uma dissertacdo, que abrange trés capitulos, intitulada Sobre o emprego dos eixos
coordenados obliquos na mecanica analytica, para 0 concurso de ingresso no quadro da
Faculdade de Mathematica da Universidade de Coimbra.

Depois de iniciar a sua vida activa, como lente da Faculdade de Mathematica da
Universidade de Coimbra, Gomes Teixeira publica, em 1877, na revista fundada por si
neste mesmo ano, Jornal de Sciencias Mathematicas e Astronomicas, um artigo com o
titulo Sur la décomposition des fractions rationnelles. No ano seguinte, internacionaliza-se,
tal como ja referimos, publicando o seu primeiro trabalho numa revista estrangeira,
intitulado Sur le nombre des fonctions arbitraires des intégrales des équations aux
dérivées partielles, que consistia na generalizacdo do teorema de Ampére a uma equagédo

com qualquer nimero de varidveis independentes.
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Nos anos seguintes, Gomes Teixeira prosseguiu a sua actividade cientifica,
publicando inumeros trabalhos, na area de analise, em revistas tanto nacionais como
estrangeiras, salientando-se 0s seguintes anos: 1881, ano em que publicou cinco artigos dos
quais quatro apareceram em revistas estrangeiras; 1884, ano em que ndo publicou nenhum
artigo; 1887, ano da publicagdo da 12 edicdo de um trabalho intitulado Curso de Analise
Infinitesimal — Calculo Differencial, de grande valor para a comunidade matematica
portuguesa, como serd referido posteriormente; 1889, ano em que publicou o maior
numero de trabalhos nesta area, 10 artigos; 1897, ano em que, apesar de ndo publicar
nenhum trabalho, foi premiado, pela Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y
Naturales de Madrid, o artigo intitulado Sobre o desenvolvimento das func¢bes em fraccéo
continua..

A partir de 1898, a sua actividade cientifica, na &area de andlise, diminui
consideravelmente, ndo ultrapassando 4 artigos publicados por ano, excepto no ano de
1904 em que voltou a publicar 8 artigos (nimero consideravel de artigos). O ultimo
trabalho publicado foi no ano de 1926, cujo o titulo era Manual de Calculo Differencial:
extracto do curso de andlise infinitesimal. Esta decadéncia acentua-se ainda mais a partir

de 1906 como podemos ver no quadro seguinte, elaborado por Maria da Graga Alves:

Numero total | Namero total Nimero total | Namero total
Anos | de trabalhos | de trabalhos | Anos | de trabalhos de trabalhos
publicados sobre analise publicados | sobre anilise
1876 1 1 1905 | 7 | +
1877 3 1 1906 | 6 2]
1878 3 2 1907 3 0
1879 1 1 1908 1 0
1880 2 2 1909 6 2,
1881 7 5 1910 4 2
1882 1 1 1911 2 0
1883 2 2 1912 8 7
1885 10 8 1913 10 |
1886 6 6 1914 8 i1
1887 il i | 1915 5 0
1888 6 6 | 1916 6 0
1889 11 10 1917 7 0
1890 5 4 1919 1 0
1891 6 6 1920 2 0
1892 7 ] 1921 2 1
1893 2 2 1922 1 0
1896 4 4 1923 4 0
1897 1l 0 1924 1 0
1898 3 0 1925 2 0
1899 1 0 1926 2 1
1500 10 1 1928 1 0
1901 2 0 1930 2 0
1902 4 0 1931 1 0
1903 4 4 1934 e 0
1904 2 8

Comparagio do nimero total de trabalhos publicados com os de temas versando a andlise

Figura 4.2 - Quadro de comparacdo do ndmero de trabalhos publicados com os de temas versando a analise
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Como ja foi referido, uma das obras mais importantes de Gomes Teixeira surgiu em
1887, intitulada por Curso de Analise Infinitesimal — Céalculo Differencial, sendo esta a
primeira de quatro edigdes (a segunda edigdo saiu em 1890, a terceira em 1896 e a quarta
em 1906). Gomes Teixeira foi actualizando esta obra de edicéo para edi¢do. O volume 1V
das Obras sobre Mathematica, de 1906 corresponde a 42 edicdo do Curso de Anélise
Infinitesimal — Calculo Differencial.

No entanto, apesar da obra ter sido editada pela primeira vez em 1887, Gomes
Teixeira comegou a publicar internamente, na Academia Polytechnica do Porto, no ano
lectivo de 1884-1885, uma série de textos que designava por Fragmentos de um Curso
d’Analyse Infinitesimal — Calculo Differencial. Esta publicacdo interna foi feita
anualmente e até 1887-1888, onde eram inseridos novos contedos e novos capitulos a
cada nova publicagéo.

Esta obra evidencia a enorme preocupacdo de Gomes Teixeira no ensino da
Matematica em Portugal, na medida em que esta serviria de manual para a cadeira de
Célculo Differencial e Integral, como veio a acontecer no ano lectivo de 1884-188 (ainda
apenas em forma de textos visto a obra ndo estar completa).

Esta ideia é reforcada pelas proprias palavras de Gomes Teixeira:

Entendo porém, que, para honra do professor e do Pais, deve aquele,
logo que possa, substituir livro de texto, quando ndo é seu, por licdes
litografadas, que aperfeicoe em anos sucessivos e que depois de bem
pensadas imprima, afim de termos compéndios portugueses e se

nacionalizar assim o ensino. (Amorim, 1951, p.11)

Esta preocupacdo de Gomes Teixeira tem sentido se tivermos em conta que, naquela
época, 0s manuais adoptados, tanto na Universidade de Coimbra como na Academia
Polytechnica do Porto, eram na sua maioria livros estrangeiros ou tradugdes destes, como

salienta Diogo Amorim:

Assim no tempo de Gomes Teixeira, como estudante da Universidade
de Coimbra, os livros sobre analise, adoptados nesta Universidade, eram
traducdes de livros estrangeiros, nomeadamente franceses. (1951, p.11)
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No ano lectivo de 1888-1889, Gomes Teixeira comecou a publicar, da mesma forma
que anteriormente, textos sobre Calculo Integral intitulados Fragmentos de um Curso de
Analyse Infinitesimal — Calculo Integral. Mais tarde, em 1889, surge entdo a primeira
edicdo da obra intitulada Curso de Analyse Infinitesimal, dividida em duas partes, a qual se
seguiram outras ediges.

Uma das edi¢Oes desta obra pode ser consultada no Volume VI das Obras Sobre
Mathematica, de 1912.

E de salientar que, também na Universidade de Coimbra no ano lectivo de 1889-
1890, foi adoptado o Curso de Analyse Infinitesimal.

Em 1888, foi concedido a obra Curso de Analyse Infinitesimal — Calculo
Differencial, pela Academia Real das Sciencias de Lisboa, o prémio D. Luis I,
correspondente ao ano de 1887, depois de alguma polémica levantada por Alfredo
Schiappa Monteiro*’, que apresentou uma reclamacdo a apreciacdo feita as obras
apresentadas em concurso, em particular, a de Gomes Teixeira.

Estas duas obras, que tém vindo a ser referidas, foram consideradas de grande valor e
prestigio, tendo Gomes Teixeira recebido varios elogios de diferentes matematicos
estrangeiros que focavam, nomeadamente, a sua originalidade, rigor e clareza na

abordagem cientifica dos contetdos.

Como ja foi referido anteriormente, Gomes Teixeira dedicou-se mais tarde a
geometria. Iniciou a sua pesquisa nesta area devido a abertura de um concurso pela Real
Academia de Ciencias de Madrid. Em 1897, Gomes Teixeira faz chegar a Academia o
trabalho intitulado Tratado de las Curvas Especiales Notables e, em 1898, é publicado o
seu primeiro trabalho nesta area.

Assim, deu-se o inicio de uma nova fase da vida de Gomes Teixeira, em que este
deixou de se dedicar unica e exclusivamente a investigacao na area de anélise, passando a
dedicar-se também a geometria. Este foi o inicio de um intenso trabalho, nesta area, donde
surgiu ainda um consideravel numero de artigos, publicados tanto em revistas nacionais

como estrangeiras, num total de setenta e dois trabalhos, segundo Maria da Graca Alves:

17 Alfredo Monteiro apresentou também a concurso um trabalho intitulado Estudo synthetico das secgdes
conicas sob o ponto de vista da sua geragéo cyclica.
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Numero total Nimero total Numero total Numero total
Anos de trabalhos de trabalhos Anos de trabalhos de trabalhos
publicados sobre geometria publicados sobre geometria

1876 1 0 1905 7 2

1877 3 0 1906 6 3

1878 3 0 1907 3 3

1879 1 0 1908 1 1

1880 2 0 1909 6 4

1881 T 0 1910 4 2

1882 1 0 1911 2 2

1883 2 0 1912 3 6

1885 10 0 1913 10 -8

1886 6 0 1914 8 7

1887 d 0 1915 5 5

1888 6 0 1916 6 >

1889 11 0 1917 7 5]

1890 5 0 1919 1 0

1891 6 0 1920 2 0

1892 7 0 1921 2 0

1893 7 0 1922 1 0

1896 4 0 1923 4 0

1897 1 0 1924 1 0

1898 3 2 1925 2 0

1899 1 1 1926 2 0

1900 10 6 1928 1 0

1901 2 2 1930 2 1

1902 4 2 1931 1 0

1903 4 0 1934 I 0

1904 12 4

Lista anual do n.° total de trabalhos publicados ¢ o n.° total de trabalhos sobre geometria publicados por Gomes Teixeira

Figura 4.3 - Quadro de comparagdo do nimero total de trabalhos publicados e 0 nimero de trabalhos sobre
geometria

Como se pode observar, foi no ano de 1913 que Gomes Teixeira publicou um maior
numero de trabalhos nesta area, num total de oito. Outro ano a salientar € o de 1903 em
que, ao contrario do anterior, Gomes Teixeira ndo publicou qualquer artigo. Em
comparagao com aquilo que se fez aquando da abordagem da actividade cientifica na area
de analise, em geometria, ndo se verifica uma diminuicdo no que diz respeito a publicacéo
de artigos ao longo da sua vida. Pelo contrario, atendendo que Gomes Teixeira publicou
artigos nesta area apenas entre os anos de 1898 e 1917, (excepto o caso de um artigo que
foi publicado em 1930, apds 13 anos sem qualquer publicacdo, intitulado Sobre as
quarticas com pontos duplos coincidentes), foi nos Gltimos seis anos que a sua actividade
parece mais intensa, visto que neste periodo publica em média seis artigos por ano.

Alguns destes trabalhos foram também compilados e inseridos na coleccdo Obras
sobre Mathematica, compondo os volumes | e 11.

Apesar desta vasta panoplia de trabalhos na area de geometria, foi com o trabalho

Tratado de las curvas especiales notables que Gomes Teixeira se imortalizou.
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Tal como foi abordado no capitulo 1, em resposta ao concurso anunciado pela Real
Academia de Ciencias de Madrid em 1895, fizeram-se chegar a esta Academia dois
trabalhos, um de Gino Loria e outro de D. Joaquin de Vargas y Aguirre, para além do
trabalho de Gomes Teixeira.

Ap0s ser tornado publico o resultado da apreciagdo das trés memorias apresentadas a
concurso, onde ditava que Gomes Teixeira a par de Gino Loria tinha sido premiado, foram
varias as congratulacdes que se fizeram chegar, mais uma vez, a Gomes Teixeira,
elogiando-o0 agora numa area diferente — a geometria.

Com este favoravel resultado, Gomes Teixeira passou a dedicar-se mais

intensamente a esta area como o sublinha Rodolfo Guimarées no seguinte comentario:

Apos o estudo que tam bom resultado tivera, Gomes Teixeira, 0 antigo
analista, comecou a ocupar-se, de preferéncia e com entusiasmo, de
questdes de geometria, que achou muito mais interessantes que as de
andlise, evidentemente muito aridas, chegando um dia, em conversa, a
manifestar-me pesar em ndo se ter ha mais tempo dedicado a geometria,
mais facil que a andlise, e onde se encontram a cada passo horizontes
novos. (2000, p.341)

Ainda referente a este trabalho, é de salientar o facto de Gomes Teixeira ter
publicado mais tarde um outro trabalho, onde completou o estudo de algumas curvas e
inseriu o estudo de novas curvas, na medida em que, ainda durante o concurso, Gomes

Teixeira salientou que a obra apresentada ndo estava completa pela falta de tempo.

Para alem da analise e da geometria, Gomes Teixeira também se dedicou a area da
historia da matematica. A dedicacdo demonstrada por esta area também ja foi evidenciada
anteriormente, aquando da referéncia da obra Tratado de las Curvas, onde Gomes
Teixeira, para alem de fazer um estudo das curvas notéaveis, enriquece a obra com um
pouco da histéria de cada uma (comentérios bibliograficos). Gomes Teixeira refere mesmo

que:

Tive sempre grande predileccdo pelos estudos historicos. Nos meus
trabalhos matematicos, procurei ligar todos os assuntos geométricos e

analiticos de que me ocupei, com informacdes relativas a sua invencao e,
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no meu “Traité des courbes spéciales”, dei mesmo um desenvolvimento a
historia das curvas. Por isso este tratado, depois de ter sido premiado pela
Academia das Sciéncias de Madrid pelo seu conteudo geral, foi ainda
coroado pelo Instituto de Franca com o prémio de Filosofia e Histéria das
Sciéncias. (Alves, 2004, p.266)

Esta preocupagdo em evidenciar marcos historicos, relativos aos diferentes estudos
feitos, € uma constante nas suas obras, ndo sendo exclusivo ao Tratado de las Curvas. Até
mesmo na elaboracdo de textos de apoio aos seus alunos havia a preocupacdo de inserir
notas historicas. Neste sentido, o seu primeiro trabalho, em 1881, que tinha como objectivo
servir de manual para os alunos, intitulado Preleccao sobre a origem e sobre os principios
do calculo infinitesimal, apresenta uma pequena introducdo relatando a origem do célculo

infinitesimal.

Apesar de Gomes Teixeira ter elaborado alguns escritos de caracter bibliografico
sobre matematicos, inseridos no Jornal de Sciencias Mathematicas e Astronomicas™, e
mais tarde nos Annaes, foi em 1902 que o autor publica o seu primeiro artigo, dedicado
exclusivamente a historia da matematica, no Boletim da Direccdo Geral de Instruccéo
Publica, intitulado Apontamentos biographicos sobre Daniel Augusto da Silva, onde
apresenta uma biografia de Daniel Augusto da Silva. Este trabalho, dedicado a Daniel da
Silva, surge da “necessidade” de Gomes Teixeira demonstrar a sua admiracdo e 0 seu
agradecimento pelo apoio e incentivo dado por este a Gomes Teixeira no inicio da sua
carreira, sendo estas as primeiras de muitas outras palavras dedicadas a este matematico
portugués. Este trabalho foi inserido no primeiro volume da coleccdo Obras sobre
Mathematica, publicada pelo Governo Portugués em 1904.

A este, seguiram-se outros elogios a matematicos portugueses, como Anastacio da
Cunha, Monteiro da Rocha e Pedro Nunes, tanto através da publicacdo de artigos, como
proferindo conferéncias (em Portugal e no estrangeiro). Um exemplo é a conferéncia
proferida por Gomes Teixeira, em 1923, na Academia de Ciéncias de Lisboa, intitulada
Elogio histdrico do Doutor José Monteiro da Rocha, seu antigo professor na Faculdade de

Mathematica da Universidade de Coimbra, onde demonstra a grandiosidade da sua obra e

8 O primeiro trabalho deste género publicado nesta revista remonta a 1878, onde o autor escreve sobre
Bellavitis.
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também o carinho e admiragdo que tem pela sua pessoa. Henrique de Vilhena salienta

mesmo as palavras proferidas por Gomes Teixeira durante a conferéncia:

Evocar a sua memoria nesta sala em sessdo solene, ndo foi para mim
somente uma grande honra, foi também um motivo de intensa satisfagdo. A
Universidade de Coimbra e com efeito semelhante a um pomar, em que por
ordem do Marqués de Pombal foi plantada uma nova &rvore, a sua
Faculdade de Matematica. Monteiro da Rocha foi o horteldo encarregado
de tratar dela nos primeiros anos. Cultivou-a com amor, enquanto poude, e
a arvore cresceu, floresceu e frutificou. Os seus frutos excelentes foram
colhidos por numerosos estudantes de sucessivas geracdes académicas. Eu
fui um déles, e por isso adoro a arvore, como se fosse sagrada, e venero a

memoria do varao insigne que primeiro cuidou dela. (1936, p.53)

Outro matematico portugués a quem Gomes Teixeira se dedicou, evidenciando a sua
grandiosa obra, foi Pedro Nunes. Em 1921, fez um discurso dedicado a colaboracédo dos
espanhdis e portugueses nas grandes navegacfes do século XV e XVI. Mais tarde, em
1925, numa obra intitulada Panegiricos e conferéncias, inclui um artigo onde analisa e
comenta trabalhos de Pedro Nunes, como De Crepusculis, Livro de Algebra e De erratis
Orontii Finel, indicando o que este fez de mais relevante, bem como 0s seus erros, 0s seus
métodos, 0s seus instrumentos (salientando a invencdo do Nonius), ndo deixando de faltar
uma breve referéncia ao meio social em que viveu este matematico ilustre.

Uma outra conferéncia de Gomes Teixeira, dedicada a esta area, intitula-se
Biographias de quatro mulheres celebres na Philosophia e nas Mathematicas, onde, como
0 préprio nome evidencia, Gomes Teixeira fez uma breve resenha da biografia de quatro
matematicas, sendo elas: Hipatia de Alexandria, Sofia Kovalevsky, Maria Agnesi e Sofia
Germain. Em 1930, Gomes Teixeira publica um livro, intitulado Uma santa e uma sabia e
dedicado, neste caso, apenas a duas mulheres: a Sofia Kovalevsky (considerando-a sabia)
e, pela primeira vez, a Santa Clara de Assis.

Na obra Panegiricos e Conferéncias, ja citada anteriormente, de 1925, Gomes
Teixeira reine alguns dos artigos e conferéncias num conjunto de 8 capitulos. Os primeiros

quatro capitulos sdo constituidos por elogios a matematicos portugueses e os Ultimos
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quatro compreendem conferéncias proferidas por ele, sendo exemplo disso Biographias de
quatro mulheres celebres na Philosophia e nas Mathematicas.

Por Gltimo, salienta-se a obra intitulada A Historia das Matematicas em Portugal,
publicada ja depois da sua morte, em 1934, onde Gomes Teixeira tenta relatar um pouco da
historia da cultura das Matematicas em Portugal até ao século XIX.

Para terminar esta breve referéncia a actividade cientifica de Gomes Teixeira, ndo
queriamos deixar de referir que, na Gltima década da sua vida, para além de trabalhos
cientificos, este também se dedicou a escrita de livros sobre temas religiosos.

Um dos livros publicado neste ambito foi j& aqui mencionado, Uma santa e uma
sabia, onde Gomes Teixeira faz um paralelismo entre a vida de uma matematica e a de
uma santa. Sdo também exemplos desta dedicacdo por temas religiosos os livros intitulados
Santuarios de Montanha, publicado em 1926, Apoteose de S. Francisco de Assis, de 1928,
e Santo Antonio de Lisboa, de 1931.

Gomes Teixeira justifica esta mudanca das matematicas para a religido da seguinte

forma:

Estou com 76 anos. Fatigado. Resolvi de hd muito abandonar as
sciencias matematicas para as quais vivi grande parte da minha vida. Ja me
ndo sentia com boa cabeca para calculos e locubracées. Mas, assim, como
0 exercicio da marcha e do movimento sdo precisos para que se nhao
emperrem 0s membros cansados, tambem o trabalho é indispensavel ao
N0SsO espirito curioso, para que se ndo apague e ndo deixe de nos alumiar
na vida. E porque estava acostumado a ndo passar um dia sem trabalhar,
devotei-me ao estudo das grandes figuras do cristianismo. (...) E, como V&,
uma doce maneira de ocupar agradavelmente a minha velhice.
(Alves, 2004, p.71)
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Notacao

coordenadas polares

(P 0) f (p,@) =0 representa uma equacao polar arbitraria
v amplitude do angulo formado entre a tangente e o vector do ponto de
tangéncia
amplitude do angulo formado entre a normal e o vector do ponto de
“ tangéncia
S comprimento do arco de uma curva
R raio de curvatura

(s, R) coordenadas intrinsecas (Ceséro)*

A area
c curvatura
sin seno

Cos CO-Seno

tang | tangente

sinh | seno hiperbdlico

cosh | co-seno hiperbdlico

0] origem; pdlo

T comprimento da tangente

N comprimento da normal

Sa subnormal

St subtangente

OA semi-recta com origem no ponto O e que passa por A

[MON] triangulo de vértices M,0 e N

[MN] | segmento de recta

! Lawrence, 1972, p.x.
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lAg | arco de uma curva

V Amplitude do angulo V

arch CO-seno-area
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Apéndice |

Artigos que compdem o volume Il de Obras sobre Mathematica de acordo com a revista

onde foram publicados

) ] Ano de
Revista Titulo do artigo . Cap.
Publicacéo

. Notes sur deux travaux d’Abel relatifs a
Acta matemaética - Stockholm o . o 1904 I
I’intégration des différences finies

Jornal de Sciencias

) ) Sur la décomposition des fractions 1877 e
mathematicas e astronomicas - ] I
) rationnelles 1878
Coimbra
Extrait d’une lettre addressée a M.
. 1893 -1
Hermite
Sur la fonction p(u) 1892 " -v
Bulletin des Sciences
s . Extrait d’une lettre addressee a M. X1 -
Mathématiques - Paris 1888
Hermite VI

Extrait d’une lettre de F. Gomes
o 1887 XII-1X
Teixeira a M. Jules Tannery

Mémoires de la Société Royale

. . . Sur une formule d’interpolation 1883 -1l
des Sciences de Liége - Liege
Sur la formule de Stirling 1891 =1l
Sur I’interpolation au moyen des
. ] . 1885 I - XI
fonctions circulaires
Sur une formule pour le calcul
Nouvelles Annales de . . 1905 X -1
o ) numérique des logarithmes
Mathématiques - Paris
Sur une formule d’Analyse 1886 X -1V
Su rune propriété de la strophoide et sur
les cubiques qui coincident avec leurs 1906 XIV -1l
cissoidales
Gaceta de Matematicas i )
Sobre la teoria de logaritmos 1903 -1

elementales — Vitoria
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Bulletin de la Société phisico- ) .
. Remarques sur un travail publié par N.
mathématique de Kasan - 1903 - Vi
Bougaiev
Kasan
Sur le développement des fonctions
L satisfafaisant a une équation 1885 - Vil
Annales scientifiques de L
. . différentielle
I’Ecole Normale Supérieure de i
) . Deuxiéme Note sur le déyeloppement
Paris — Paris ) o ] ]
des functions satisfaisant a une équation 1886 - Vil
differéntielle
Sur un théoréme de M. Hermite relatif a
o . ] 1887 - 1X
Journal fiir die reine und I"interpolation
angewandte Mathematik, Sur quelques aplications des séries
gegrundet von Crelle - Berlin ordonnées suivant les puissancges du 1906 Xl
sinus
Bulletin de la Société Royale o o
. . Sur la réduction des intégrales
des Sciences de Bohéme - o 1888 I -X
hyperelliptiques
Prague
Sur une formule trigonométrique
d’interpolation 1904 1 - X1l
L’Enseignement mathématique | Sur le nombre des tangentes qu’on Peut
- Genéve mener a une courbe par un point situé 1905 XI -1V
sur la courbe
Sur les démonstrations de deux formules
] 1905 X1 -1
pour le calcul des nombres de Bernoulli
Integracéo das equagdes as derivadas
o ) ares ) e 1875 v
Universidade de Coimbra - parciaes de segunda ordem
Coimbra Sobre 0 emprego dos eixos coordenados
i ) ) 1876 VI
obliquos na Mecanica Analytica
Mémoires de la Société des ] o
) ) Sur le nombre des fonctions arbitraires
Sciences physiques et o ] )
des intégrales des équations aux 1878 V-1
naturelles de Bordeaux — . )
dérivées partielles
Bordeaux
Comptes rendus de I’ Académie Sur I"intégration d’une équation aux 1881 N
des Sciences de Paris — Paris dérivées partielles du deuxiéme ordre
Bulletins de I’ Académie Sur I’intégration d’une classe
Royale des Sciences de d"équations aux dérivées partielles du 1882 V-1l
Belgique - Bruxelles deuxiéme ordre
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American Journal of )
] ] Sur les nombres de Bernoulli 1885 VII
Mathematics - Baltimore
Mémoires de I’ Academie .
] Sur la série de Lagrange et ses
Royale des Sciences de o 1904 VIII
] aplications
Belgique - Bruxelles
Annali di Matematica — Sur la théorie des cubiques circulaires et 1904 X
Milano des quartiques bicirculaires
Giornale di Matematiche — Sur un probléme de Gauss et une classe 1904 %
Napoli particuliére de fonctions symétriques
The Quarterly Journal of puré On the rectification of Booth’s
and applied Mathematics - logarithmic ellipse and logarithmic 1904 XII -1
London hyperbola
Revista trimestral de Sobre una propriedad de las cubicas
. ] 1904 XI-1
Mathematicas - Zaragoza circulares
o i Nota sull“applicazione del theorema di
Periodico di Matematica — . . .
] Fagnano agli archi della lumaca di 1904 X1 - 11
Livorno ) )
Pascal e della sinussoide
Mathesis - Gand Sur les transformations linéaires 1906 X1l -V
Niew Archief loor Wiskunde, )
Sur quelques proprétés des cubiques 1906 X1l - VI
tweede reeks - Amsterdam
) ) Sur qulques integrals définies 1905 XIHI-11
Archiv der Mathematik und _ _
] o Sur deux maniéres de construire les
Physik - Leipzig . 1906 XIV -1
spiriques de Perseus
Sobre una equacion lineal
] ] ] 1904 X1 -V
Gaceta de Mateméticas indeterminada
elementales - Madrid De algunas series que puedem sumarse
] 1904 XI-VI
por los métodos elementales
Remarques sur I’emploi de la function
Comptes rendus des séances de p(u) dans la théorie des fonctions 1892 XI -V
la Sociéte Royale des Sciences elliptiques
de Bohéme - Prague _ T
sur Pintegrale je dx 1889 X1l - X
0
Intermédiaire des ] .
. . Sur une fonction humérique 1905 X=Xl
Mathématiciens — Paris
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Apéndice 11

Comparacdo da notacdo utilizada por Gomes Teixeira e da notacdo utilizada actualmente.

Notacéo utilizada na obra . . .
o Notacéo actual Designacéo
de Gomes Teixeira
tang tg ou tan Tangente
_ Distancia entre os
OA OA :
dois pontos
Logaritmo de base
log log ou In
e
cot cot ou cotg Co-tangente
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Apéndice 111

Esta tabela inclui as propriedades principais apresentadas por Gomes Teixeira na

obra Traité des Courbes.

i} Subnormal
Equagcéo Polar Equacdo Intrinseca S
n
Espiral
i . P = ad —— a
Arquimedes
Espiral Galileu p=a-— bo?
a2
Espiral Fermat p?=a’0 Rl
2p
Espiral 2
- (p—a) =2pad -
parabdlica
Espiral 2
e pO=m P
hiperbolica m
Lituo p°l=a’ —
Espiral
. p=Ce” cp
logaritmica
Espiral Poinsot Yo 2a
spi ins = - _—
em& +e mé
2s
2 2 2 2 e -1
a — R°=a
Espiral tractriz 0=+ NE TP arccos 2
0 a

25 2

Tractriz b \/432,02 - (pz +a’-p? )2
circular 0= iJ. ? 2 .2 dp
a % (p —-a + b )
. sin@
Cochleoide —a—— —
0

Clothoide R, = a’
Pseudo- 52

L R=k%a-"
catenaria a
Pseudo- \/ﬁ
tractriz R=kayl-e 2
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Subtangente Comprimento da normal

S, N

Espiral
2] aZ+ p?
Arguimedes P P
Espiral Galileu
3

Espiral Fermat ZL; _—

a
Espiral P’ (p - a)
parabdlica ap
Espiral P > >

—Mm =\p +m
hiperbolica m r

) 2a’
Lituo _ —
2

Espiral Yo,

r / 2
logaritmica c pNLl+c

Espiral Poinsot

B\/(l+ m?)a’ —m’p?

Espiral tractriz

Tractriz

circular

Cochleoide

Clothoide

Pseudo-
catenaria

Pseudo-

tractriz
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Comprimento da tangente

Angulo formado pela tangente com

T 0 vector associado ao ponto de
tangéncia V
Esplrél — P
Arguimedes a
Espiral Galileu SR
2,b(a-p)
—_— 2
Espiral Fermat 2p
2
a
Espiral _—
parabélica T
Espiral ,02 m? .
hiperbdlica
Lituo T ——
Espiral —
logaritmica o
Espiral de _—
Poinsot o

Espiral tractriz

Tractriz

circular

Cochleoide

Clothoide

Pseudo-

catenéaria

Pseudo-
tractriz
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Raio de curvatura

Area definida pelo vector (p, 6?)

R quando & varia
. 3
Espiral (p2+a2)2 i( 3 3)
Arquimedes a5 6a PL = Po
p°+2a

Espiral Galileu

(pz —4b,0+4ab)2

1( Ze_éabeulbz@sj
2 3 5

p° —6bp+8ab
(4p" +at)? :

Espiral Fermat P a_(ng _ 902)

2p(4p* +3a%) 4
Espiral

o - Laegs pa@ziﬂae 2pad
parabolica 2 3
Espiral p(m2 +p2 )2 m
hiperbélica ; 3(/’0 -p1)
m
4 4\2

Lituo p(4a tp )2 a2 IOQ&

2a%(p* —4a') Py
Espiral 1, 2
logaritmica pNL+c? 4_C( —po)

3
2 2 2 212 2
Espiral Poinsot p[(1+m )a —mp ] a_(l_ . 3 j
a3 (1+ mz) m{2 e"™+1
Espiral tractriz R= apya’-p’ laz[ﬁ_za_sin 2a]
a’-2p° 8
Tractriz ] p\/4a2p2—(p2+a2—b2)2
circular _[ a1 dp
3
Cochleoide ,o(a2 + p’ —2pacos 9)2 a’(cos(20)-1) +izja sin(26) ”
2a’send(a— pcos o) 49 ° 0

Clothoide - -
Pseudo-
catenaria - -
Pseudo-
tractriz N N
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Comprimento do arco da espiral
S

Espiral

Arquimedes

£ g £

Espiral Galileu

2a
1y (92+4)§—8 a=0
3

Espiral Fermat

:[./9(402 +1) +Jj%}

Espiral

parabélica

1 P 2 2 2.2
- — d
pja\/p(p a) +p’a‘dp

Espiral

hiperbolica

(T.=m)(To +m)

(T, +m)(T,—m)

T.-T, +—Iog

Lituo

6,

{\/90 (1+46,7)

\/9 1+467) 4
+4J.
G

4 ,/9 1+402

Espiral

logaritmica

P

cosV

Espiral Poinsot

5+m?
1+m

f o 0 4, A0
v A w AD 2(v+h+1)

a\/1+m {

1
—4A%}

Espiral tractriz

Tractriz

circular

p?—a? +b?

blo
gozz—:;12+b2

Cochleoide

Clothoide

Pseudo-

catenaria

Pseudo-

tractriz
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Apéndice IV

Esta tabela inclui as propriedades obtidas por Gomes Teixeira mas com as correcgdes

devidas, bem como as propriedades obtidas na sec¢édo 3.2.

. . . Subnormal
Equagcéo Polar Equacéo Intrinseca S
n
Espiral
i . P = ad —— a
Arquimedes
Espiral Galileu p=a—h&’ —2bo
a2
Espiral Fermat p’=aé il
2p
Espiral 2 pa
. (p—a)” =2pad
Parabolica p—a
2
Espiral hiperbélica pO=m _P
m
ps
Lituo p°O=a’ - £
2a
Espiral logaritmica p= Ce% cp
- . 2a. m em9 efme
Espiral Poinsot p= T g _p? ( - )
2s
2 2 , o, ea-1
Espiral Tractriz 9=2[ Y2 7P _arccos? 25 2
P a ed -2
Tractriz , \/4azp2 _ (p2 +a’-p’ )2
ircular } p(p _a +b)
sind _
Cochleoide —a>——~ m
2] asing
Clothoide R, = a’
SZ
Pseudo-catenaria R=k’a->
a

Pseudo-tractriz
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Subtangente S,

Comprimento da normal

N
Espiral
0 a2 + 2
Arguimedes p P
,02
Espiral Galileu - 2+4b(a-
p 2J(azp) Jp*+4b(a-p)
3 1
Espiral Fermat ZL; —J4p*+a’
a 2p
Espiral pi(p-a) 2, Ppa
parabolica ap P 20
Espiral 1% 2 2
—m Zp*+m
hiperbdlica m r
2a’
Lituo -— Lz 4a‘ + p*
o, 2a
Espiral o, —
logaritmica C pyl+c
2a
. . _ P 2\ A2 2 2
Espiral Poinsot m(emg e_mg) E\/(:H m )a -m“p
Espiral
Tractriz
Tractriz
Circular
apsing D >
Cochleoide S — ——ja + —2acoséd
acoséd—p asine‘/ plp )
Clothoide
Pseudo-
catenaria
Pseudo-
tractriz
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Comprimento da tangente

Angulo formado pela tangente e pelo
vector associado ao ponto de tangéncia

\
Espiral 0 [ >
—ya’+ P
Arquimedes a P a
4b(a—p)+ p°
Espiral Galileu P ( p) P — P
2 b(a—P) 2 b(a—p)
2
Espiral Fermat ﬁz‘ Ja* +4p* 2p
a 2
a
Espiral » 1+p2£ p(p—a)
parabdlica pa pa
Espiral o+’ m
hiperbolica P
1 2
Lituo =\4a*+p* L2
Espiral P 21 1
logaritmica C c
mz(az_p2)+a2 2a
Espiral Poinsot P — —
m a’— p? mp(e e ™)
Espiral
Tractriz
Tractriz
Circular
P B 2 .
Cochleoide acos@_p\/a(a 2pcosd)+p a;zlzg
w4
Clothoide
Pseudo-
catenaria
Pseudo-
tractriz
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Raio de curvatura

Area definida pelo vector (p,6)

R quando @ varia
3
Espiral 2, a2)2 1
p +a - 33
Arquimedes (pzTaZ 6a (/31 Po)
3
Espiral Galileu (,02 —4bp+4ab)2 l( 20—£ab93+1b205j
% —6hp+8ab 2 3 °
3
4 4\y
Espiral Fermat (4'0 +a )2 a_2(912_902)
2p(4p4+3a4) 4
3
. 2
Espiral [,02(,0—61) + pzaﬂ2 1 a20 + pa6’2+ia0 2pad
parabdlica 5 3 5 2 2 -3
p’(p—a) +pa (3p—2a)‘
Espiral 3
m? + p? )2 m
hiperbélica p(—3p) 3(’3" ~#1)
m
3
4 4
L ituo p(4a’+p')? a?log 22
2a°|4a* - p’| A
Espiral 1,, 2
logaritmica pL+c? 4_C( —/00)

Espiral Poinsot

3

p[(1+ mz)a2 —mz,oz}E

al(1 1
ml2 e’ +1

a®(1+m?)
Espiral a 2 2 1
pN& —p 2 .
Tractriz T2 5.2 ga [7—2a —sin2a]
a —-2p
Tractriz 2 2 2 .2 |2
L p\/4ap ~(p*+a*-b?)
circular _[ a1 p
3
Cochleoide P(az + p’ —2pacos '9)2 M a:r sin(26) 40
2a’send(a— pcosd) 49 20 0
Clothoide e —_—
Pseudo-
catenaria o -

Pseudo-tractriz
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Comprimento do arco da espiral
S

Espiral

Arquimedes

2a

£ e 22

Espiral Galileu

1 3
Zb|(6#*+4)2-8]| quandoa=0
Lo/ (¢4 -5

Espiral Fermat

Espiral

parabélica

1 P 2 2 2.2
i — d
pja\/p(p a) +p’a’dp

Espiral

hiperbolica

(T,—m)(T, +m)

Lot 5 O —m)

lo
29

Lituo

\/490 (1+407) \/.91 (1+407) 4

+4.[ 6dg
& o, ) \[0(1+46%)

Espiral

logaritmica

P

cosV

Espiral Poinsot

avl+m?| 5+m?

Av 1

j 2 gpe—22
m 1+m v A v Av 2(u+h+1) 4

—A%]

Espiral

Tractriz

Tractriz

circular

p?—a? +b?

blo
gozz—a2+b2

Cochleoide

Clothoide

Pseudo-

catenaria

Pseudo-tractriz
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