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resumo

Neste trabalho o objectivo principal é fazer um estudo das
estruturas de incidéncia mais tradicionais na geometria
finita: o plano afim, o plano projectivo e ainda uma
abordagem ao espaco afim e ao espaco projectivo.

Os conceitos introdutorios serdo apresentados no primeiro
capitulo.

No segundo capitulo exibimos alguns resultados que
caracterizam o plano afim e projectivo. Mostramos que todo
o plano afim se pode obter de um plano projectivo e
reciprocamente. Mostramos também que a existéncia de
um plano afim (projectivo) de ordem n equivale a existéncia
de um conjunto completo de quadrados latinos de ordem n.
Estudamos alguns tipos de colineacbes do plano afim e
projectivo, dando no plano projectivo uma maior
importancia as (C,l)-colineacdes, visto que a partir destas
podemos construir algumas configuracdes, nomeadamente
a configuracdo de Desargues. Mostramos que todo o plano
projectivo finito admite varias configuracdes de Desargues
mas, no entanto, nem todo o plano projectivo finito € um
plano de Desargues. Finalmente fazemos uma abordagem
ao plano de Mdbius, no sentido de dar mais um exemplo de
uma estrutura de incidéncia.

No terceiro capitulo abordamos o plano projectivo e afim
em termos algébricos. Introduzimos coordenadas nestas
estruturas de incidéncia por dois processos diferentes.
Mostramos que a partir de um corpo finito podemos obter
um plano projectivo (afim) finito de Desargues e
reciprocamente. Mostramos ainda que todo o plano
projectivo de Pappus é um plano de Desargues, sendo o
reciproco verdadeiro s6 no caso finito.

No quarto capitulo fazemos um pequeno estudo do espaco
projectivo e afim, que sera visto como um espaco projectivo
sem um hiperplano. Mostramos que, sendo S um espago
projectivo de dimensédo d ? 3, S é um espaco projectivo de
Desargues e todo o plano do espacgo afim S\H, onde H é
um hiperplano de S, é um plano de Desargues.



abstract

The main aim of this work is to study more traditional inci-
dence structures in finite geometry: the affine plane, the pro-
jective plane, and the affine and projective spaces.

The introductory concepts will be presented in the first chap-
ter.

In the second chapter, some results that characterize the
affine plane and the projective plane will be shown. It will be
demonstrated that every affine plane can be obtained from
a projective plane and vice-versa. It will also be demon-
strated that the existence of an affine (projective) plane of
order n is equivalent to the existence of a complete set of
latin squares of order n. Several types of collineations of
affine and projective planes will be studied, with a higher
importance given in the projective plane to (C, I)-collineati-
ons, since they generate some configurations, for instance
Desargues configuration. It will also be demonstrated that
every finite projective plane allows several Desargues con-
figurations, but not all finite projective planes are Desargue-
sian planes. Finally, the Mébius plane is analysed, to show
yet another example of an incidence structure.

In the third chapter, the projective and affine plane is ana-
lysed in algebraic terms. Coordinates are introduced in
these incidences structure through two different processes.
It will be shown that starting from a finite field it is possible
to obtain a finite Desarguesian projective (affine) plane and
vice-versa, and that every Pappian projective plane is a De-
sarguesian plane, while the opposite is true only in the finite
case.

In the fourth chapter, we will give a small study of the pro-
jective and affine space that will be considered as a projec-
tive space less a hyperplane. It will be demonstrated that
being S a projective space with dimension d ? 3, S is a De-
sarguesian projective space and that every plane of an af-
fine space S\H, where H is a hyperplane of S, is a Desar-
guesian plane.
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Introducao

No século XIX os matematicos confrontaram-se com a questdo dos fundamentos da Matemé-
tica. Tentaram ajustar algumas disciplinas para examinar e fortalecer a base axiomatica da
Matematica. Uma dessas disciplinas era a geometria, que tinha alcangado o seu topo no inicio
deste século e tinha sido considerada como um modelo para a axiomatica. Apds Euclides, um
dos primeiros mateméaticos a axiomatizar a geometria foi Hilbert. Convém notar que alguns
matematicos nao consideram a geometria como uma area da Matematica, mas mais como
um modo de ver a Matematica. Efectivamente, a definicdo de geometria actual afasta-se
muito do conceito tradicional. A definicdo actual generaliza os significados de termos como
ponto, recta, plano, etc., que aparecem na geometria tradicional, a geometria euclidiana, de
modo a poderem ser adaptados a estruturas abstractas que podem ser consideradas como
geométricas. Passaremos entdo a apresentar a definicdo actual de geometria.

Uma pré-geometria é um conjunto X com um par (P,Z), onde P é uma particao de X e
7 é uma relagdo simétrica em X tal que, para todoo A € P, (Ax A)nZ =0.

Se P = {X,} e z € X, dizemos que z é um elemento de X do tipo a.. Assim, por defini¢éo
de pré-geometria, dois elementos do mesmo tipo nao estao em relagdo. Se dois elementos (de
tipo diferentes) estao em relagao dizemos que sao incidentes.

Uma geometria é uma pré-geometria onde todo o elemento é incidente com pelo menos
um elemento de cada tipo (diferente do tipo desse elemento). Notemos que na geometria
tradicional os tipos de elementos que temos sdo pontos, rectas, planos, etc., e a incidéncia
é dada pela relacdo de pertenca. No caso em que X é um conjunto finito dizemos que a
geometria ¢ finita.

A geometria finita pode ser incluida em diversas édreas, entre as quais temos a Combi-
natéria. Apéds 1935, as necessidades estatisticas conduziram a um desenvolvimento combi-
natorial e geométrico dos chamados block designs que generalizam principalmente o plano
projectivo, mas também o espaco projectivo finito e o espaco afim finito.

Em 1968, Peter Dembowski [5] no seu livro intitulado Finite Geometries retine resultados
sobre geometrias finitas, o que veio estimular os matematicos interessados nesta area. Alguns
dos novos resultados encontram-se no livro Handbook of Incidence Geometry [4].

O tema desta dissertacao, Geometrias Finitas, é muito vasto e, claro, impossivel de ser
tratado na sua totalidade. Assim, o que nos propomos fazer é estudar as geometrias finitas
mais cldssicas. Estudaremos entdo o plano afim finito, o plano projectivo finito, o espago
projectivo finito e o espago afim finito (visto como um espago projectivo sem um hiperplano),
que sdo geometrias finitas com apenas dois tipos de elementos e a relagdo de incidéncia é
a relacao de pertenca usual. Estas geometrias também sao designadas por estruturas de
incidéncia.
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Capitulo 1

Estruturas de incidéncia

Uma estrutura de incidéncia é um terno S = (P, £,7) de conjuntos tais que
PNL=0 e ITCPxL.

Aos elementos de P chamamos pontos de S e aos elementos de £ chamamos blocos de
S. Pontos e blocos sao objectos distintos. Z é uma relacao entre os elementos de P e os
elementos de £, chamada relagao de incidéncia entre pontos e blocos.

De um modo geral, usaremos a notagao A, B, C, - -+ (possivelmente com indices) para pon-
tos e [,m,r,s,---(possivelmente com indices) para blocos. Se (P,l) € Z, dizemos que P e
[ sao incidentes, ou que P pertence a [, ou que [ passa por P, ou que | contém P e
escrevemos P T [.

Exemplos.

1.

4 0 5
FIGURA 1

Consideremos os conjuntos

P ={0,1,2,3,4,5,6}



L£={{1,2,4}.{0,1,3},{1,5,6},{0,4,5},{3,4,6},{2,3,5},{0,2,6} }.

Definimos uma relagao 7 entre os elementos de P e os elementos de £ do seguinte modo:
I={(Pl)ePxL:Pel}.

E claro que o terno S = (P,L,Z) é uma estrutura de incidéncia. A figura 1 é uma
representacao grafica da estrutura de incidéncia S.

2. Facilmente verificamos que S = (P, £,7) onde
P = {Aa 37 C7D}; L= {T, 37t} e 1= {(A,T’), (B,T), (A7 3)7 (B7 3)7 (07 t)}
¢ uma estrutura de incidéncia.

3. Seja rope = {(z,y) € R?: az + by +c =0}, com a,b,c € R e (a,b) # (0,0), isto é, a e
b ndo ambos nulos. Consideremos os conjuntos

P=R? e L={roap.: a,b,ceR e (a,b) # (0,0)}.

Definimos uma relagao de incidéncia 7 entre os elementos de P e os elementos de £ do
seguinte modo:
(,y) T rope e ax +by+c=0.

Entdo S = (P, £,7) é uma estrutura de incidéncia, chamada plano afim (euclidiano)
(notemos que a relagao de incidéncia Z é a relagdo de pertenga usual).

Numa estrutura de incidéncia blocos distintos podem conter os mesmos pontos, como
ilustra o exemplo 2. Uma estrutura de incidéncia S = (P, £,7) é finita se os conjuntos
P e L sdo finitos. As estruturas de incidéncia dos exemplos 1 e 2 séo finitas.

1.1 Principio de dualidade

A estrutura dual S* = (P*,L£*,7*) da estrutura de incidéncia S = (P, L,Z) ¢ definida do
seguinte modo:
P =L, L'=P e (I,P)eT* se (Pl)eT.

E facil verificar que S8* é uma estrutura de incidéncia e que (S*)* = S.

Seja F uma afirmagao sobre pontos e blocos de uma estrutura de incidéncia S. Designemos
por F* a afirmac@o que se obtém de F trocando as palavras “ponto” e “bloco”. Dizemos que
F* é a afirmagao dual da afirmacao F. E imediato que F é uma afirmagao verdadeira em
S se e s6 se F* é uma afirmagao verdadeira em S*. Também ¢é facil observar que (F*)* = F.
A proposicao seguinte é conhecida como Principio de Dualidade.

Proposigao 1.1.1 Seja C uma classe de estruturas de incidéncia tal que se S € C entdo
S* € C. Se a afirmacao F € verdadeira para toda a estrutura de incidéncia S € C entdo a
afirmacdo F* também € verdadeira para toda o estrutura de incidéncia S € C.



Demonstragao. Seja F uma afirmacao tal que F é verdadeira para toda a estrutura de
incidéncia S € C. Entao, por hipétese, F é verdadeira em S*, para toda a estrutura de
incidéncia S € C. Assim, F* é verdadeira em (S*)* = S, para toda a estrutura de incidéncia

Sel. ]

Uma aplicacdo desta proposicdo é a seguinte: se F é uma afirmacao verdadeira em S e
em S* (C = {S,S*}) entdo podemos imediatamente concluir que a afirmagdo F* também é
verdadeira em S. Notemos que pode acontecer F = F*, isto é, a afirmacao F é a afirmagao
dual de si propria. Neste caso, podemos dizer que se F é verdadeira em S, entdao F é
verdadeira em S*.

1.2 Isomorfismos entre estruturas de incidéncia

Sejam S = (P,L,T) e S = (P, L, T) duas estruturas de incidéncia. Um isomorfismo entre
S e S é uma aplicacdo f: PUL — P UL tal que

I1) f é uma bijecgao;

I

f aplica pontos em pontos;

I3

(I1)
(12)
(I3) f aplica blocos em blocos;
(1)

Para qualquer ponto P e para qualquer bloco [,

(PyeT < (f(P),f(l))eT.

Dizemos que duas estruturas de incidéncia S e S sao isomorfas e escrevemos S = S
se existir um isomorfismo entre S e S. Um automorfismo de S é um isomorfismo entre S
e S. Em geometria a um automorfismo de S é usual chamar colineagao de S.

Proposicao 1.2.1 O conjunto de todas as colineacdes de uma estrutura de incidéncia S com
a composicao de funcdes € um grupo.

Demonstragao. Vejamos que se f e g sdo colineacdes de S = (P, L,Z) entdo foge f!
também sdo colineagoes de S. E imediato que foge f~! sdo bijectivas, aplicam pontos em
pontos e blocos em blocos. Sejam P um ponto de S e [ um bloco de S. De f e g serem
colineacoes resulta que

(Pl)yeT < (g(P),g(l)) €T

(9(P),g9(1)) € T = (f(g(p)), fFlg(1))) € T.

Logo f o g é uma colineacdo. Como f é uma colineagdo temos

(FUTP) LN e (P ) e
donde



(PHET e (fTU(P) ) eT

ja que fF(F~1(P)=P e f(f~'(1)) =1. Logo f~' é uma colineagdo.

E evidente que a composicao de colineagoes é associativa. Assim, o conjunto de todas as
colineagbes com a operacdo composicao de fungées constitui um grupo em que o elemento
neutro é a aplicacio identidade e o elemento inverso de f é a aplicacdo f. [ |

1.3 Espacos lineares

Uma configuragao é uma estrutura de incidéncia S que satisfaz a condigdo:
Dois pontos distintos pertencem, no méaximo, a um bloco.

Resulta imediatamente da definicdo de configuracao que a interseccao de dois blocos distin-
tos contém, no méximo, um ponto '. Observemos que, numa configuracio dados dois pontos
distintos pode nao existir nenhum bloco que contenha esses pontos. Os espagos lineares séo
exemplos de configuracoes.

Dizemos que uma estrutura de incidéncia S é um espacgo linear se satisfaz as condi¢ses:

(EL1) Qualquer bloco contém pelo menos dois pontos;

(EL2) Dois pontos distintos pertencem a um tnico bloco.

Num espaco linear, atendendo a (EL3), escrevemos [ = AB se o bloco [ contém os pontos
AeB. E consequéncia da condi¢do (ELy) que um espago linear é uma configuragao. Assim,
em espacos lineares se dois blocos distintos [ e r se intersectam escrevemos P = [N r, onde
P ¢é o ponto incidente a ambos os blocos e dizemos que [ e r intersectam-se no ponto P.

1.3.1 Dimensao de um espacgo linear
Seja 8 = (P, L,T) um espaco linear e seja P um subconjunto de P que verifica a condigio:
(S) Dados dois pontos distintos P e Q de P, todos os pontos do bloco PQ pertencem a P.
Consideremos os conjuntos
L={l€L:] contém pelo menos dois pontos de P} e I =IN(P xL).

A estrutura de incidéncia S = (P, £,7) é ainda um espaco linear e dizemos que S é um
subespacgo de S.

Observemos que, para obter um subespago de um espago linear S = (P, L,7) basta en-
contrar um subconjunto P de P que satisfaz (S). Assim, por abuso de linguagem, é usual
definir subespago de um espaco linear S = (P, £,7) como sendo um subconjunto P de P que
satisfaz (S).

Facilmente verificamos que o conjunto vazio, qualquer ponto, qualquer bloco e P sdo
subespacgos de S, chamados subespagos triviais de S.

TA interseccdo de dois blocos é o conjunto dos pontos que sio incidentes aos dois blocos. Dizemos que dois
blocos se intersectam se a intersecgdo desses blocos é diferente do conjunto vazio.



Exemplos.

1. A estrutura de incidéncia S do exemplo 1 da pégina 1 é um espaco linear. Os subespacos
de S sao: o conjunto vazio, qualquer ponto, qualquer bloco e P.

2. Consideremos o espaco linear representado na figura 2.

FIGURA 2

Além dos subespagos triviais temos os seguintes subespacos de S: {1,2,3}, {2,3,4},
{1,3,4} e {1,2,4} .

Seja © um conjunto e (S;),cq uma familia de subespagos de um espago linear S. Seja

1= m S,;. E claro que I é um subespago de S. De facto, sendo P,Q € I temos P,Q € S;,
paraﬁgdo o1 € ). Entdo todos os pontos do bloco P@Q) pertencem a S;, para todo o i € Q)
e, consequentemente, todos os pontos do bloco PQ pertencem a I. Assim, sendo X um
conjunto de pontos de S, a interseccao de todos os subespacgos de S que contém X é ainda
um subespaco de S.

Chamamos fecho de X e denotamos por (X), & interseccao de todos os subespagos de S
que contém X. O fecho de X é, portanto, o menor 2 subespaco de S que contém X. Resulta

imediatamente da defini¢ao que (§) = 0, X C (X)), ((X)) = (X) e se X C Y entao (X) C (Y).

Lema 1.3.1 Seja S um espago linear. Entao (XU{P}) = ((X)U{P}), para todo o conjunto
X de pontos de S e para todo o ponto P de S.

Demonstragdo. Uma vez que X U {P} C (X) U {P} temos (X U{P}) C ((X)U{P}).
Seja Q € (X U{P}). Entdo existe um subespaco S de S tal que S D X U{P}le @ & S.
Temos S O X e S D {P}. Entdo S = (S) D (X) e, consequentemente, S D (X) U {P} e
Q ¢8S. Logo Q ¢ ((X)U{P}). Concluimos entdo que ((X) U {P}) C (X U{P}).
Portanto ((X) U{P}) = (X U{P}). ]

2Menor relativamente & inclusdo entre conjuntos.



Se (X) = R dizemos que X gera R ou que R é gerado por X. Dizemos que um conjunto
X é independente se, para todo o P € X, P & (X \ {P}).

Chamamos base de um espago linear S a um conjunto independente que gera S.
Através dos exemplos que a seguir vamos apresentar é possivel ver que pode existir mais
do que uma base de um espaco linear e que duas bases podem nfo ter o mesmo nimero de
elementos.

Consideremos o conjunto B ={B: B ¢é uma base de S ¢ B ¢ finito }. No caso em que
B # 0, definimos dimensao do espago linear S , e denotamos por dim(S), do seguinte
modo:

dim(S) = (min|B|> -1,
BeB

onde |B| designa o niimero de elementos da base B 3. Neste caso (B # ), dizemos que S
tem dimensao finita. Resulta da definigdo que qualquer ponto é um subespago de dimensao
0 e qualquer bloco é um subespaco de dimensao 1. Convencionamos que o conjunto vazio €
um subespaco de dimensao —1.

Exemplos.

1. Consideremos o espaco linear do exemplo 1 da pdgina 1. Temos ({0,4,5}) = {0,4,5}
e ({0,5}) = {0,4,5} pelo que {0,4,5} ndo é um conjunto independente. De facto,
4 € ({0,5}) = ({0,4,5} \ {4}). Uma vez que ({0,1,5}) = S 47 ({0,1}) = {0,1,3},
({0,5}) = {0,4,5} e ({1,5}) ={1,5,6} o conjunto {0,1,5} é uma base de S.

2. Consideremos o espaco linear E representado na figura 3 (espago linear com 9 pontos e
22 blocos).

FIGURA 3

{1,2,3} é uma base de E pois ({1,2,3}) = E, ({1,2}) = {1,2,8}, ({1,3}) = {1,3,9}
e ({2,3}) = {2,3}. Atendendo a que ({4,5,6,7}) = E, ({5,6,7}) = {3,5,6,7,8},

3Em geral, para um conjunto finito X denotamos por |X| o niimero de elementos de X.
4Se X é um conjunto de pontos de uma estrutura de incidéncia S = (P, L,T) tal que (X) = P escrevemos
(X)=-S.



({4,6,7}) = {2,4,6,7,9}, ({4,5,7}) = {3,4,5,7,8} e ({4,5,6}) = {2,4,5,6,9} resulta
que {4,5,6,7} é também uma base de E.

Dizemos que o espago linear S tem a propriedade de intercambio ° se, para todos
os pontos P e @ e para todos os conjuntos de pontos X, se P ¢ (X) e P € (XU {Q}) entao

Q€ (XU{P}).

Proposicao 1.3.2 Seja S um espaco linear com a propriedade de intercambio.  Se

Pe(Xu{Q}) e P ¢ (X) entio (XU{Q}) = (XU{P}).
Demonstragao. E claro que (X U {P}) C (X U{Q}), j& que
Xu{P}C (Xu{Qp)u{P}C (XU{Q})U{P}=(XU{Q}).

Pela propriedade de intercambio temos @ € (X U {P}) e, portanto, (X U{Q}) C (X U{P}).
Concluimos entao que (X U {Q}) = (X U{P}). ]

De seguida, iremos mostrar que a propriedade de intercambio é uma condicdo suficiente
para que qualquer base de um espaco linear tenha o mesmo nimero de elementos.

Teorema 1.3.3 Seja S um espaco linear de dimensdao finita com a propriedade de intercambio.
Entao duas quaisquer bases de S tém o mesmo niumero de elementos.

Demonstragao. Sejam X = {Py,---,P,} e Y duas bases de S tais que [Y| > n.
SeY C (X\{P})entao S = (Y) C (X\ {P1}) e, portanto, (X \ {P1}) =S, o que é falso
pois X é uma base de S. Assim, existe Q1 € Y tal que Q1 € (X \ {P1}). Seja

Y =X\ {PHu{Qi} ={Q1, P2+, P}

Atendendo a que Q1 € (X) e @1 ¢ (X \ {Pi}), pela propriedade de intercdmbio, temos
que P € (X\ {P})u{Qi}) = (Y1) e, portanto, X C (Y;) donde concluimos que
Y gera S. Vamos agora mostrar que Y é um conjunto independente. Sabemos que
Q1 & (X\ {P1}) = (Y1 \ {Q1}). Seja i € {2,++,n}. Como (X \ {P,P}) C (X \ {P:})
e B ¢ (X\{P}) temos P; & (X\ {P1,Fi}). Se P; € (Y1 \{P}) = (X\ {P, Pi}) U{Q:1})
entao, pela propriedade de intercambio, @1 € (X\ {P1}), o que é falso. Logo P; & (Y \{F;}),
para todo o i € {2,---,n}.

Concluimos entao que Y7 é uma base de S.

Suponhamos agora que, se 1 < k < n,

Yk::{le"'7Qk7Pk+17"'7Pn}

é uma base de S tal que {Q1,---,Qr} CY. SeY C (Yi \ {Prt+1}) entdo (Y \ {Pit1}) =S,
o que ¢ falso. Assim, existe Qr+1 € Y tal que Qr1 & (Y \ {Pet1}). Notemos que
Qk‘-‘rl g <{Q17 T 9Q/€}> Seja

Y1 = (Ye\{Per1}) U{Qk11}-

SEm Inglés “exchange property’.




Como Qi1 & (Yi \ {Pry1}) e Qpa € (Yi) entdo Pryy € (Y \ {Pet1}) U{Qrs1}) =
= (Y1) e, portanto, Y C (Y1), donde concluimos que Y1 gera S.

Sabemos que Qk+1 € (Yi \ {Pit+1}) = (Y1 \ {Qr+1})- Sejai e {1,---,k}. Suponhamos
que Qi € (Yip \ {@}) = (Y \ {QisPrep1}) U {Qr41}).  Atendendo a que
Qi & ({Yir\ {Qi, Pry1}), pela propriedade de intercambio, Qr+1 € (Yi \ {Prt1}), 0 que
é falso. Entao Q; & (Yi11 \ {Qi}). Observemos que, se k = n— 1 entdo Yiyr1 C Y. Se
k < n — 2 suponhamos que P; € (Yi41 \ {Pi}) = (Yi \ {Pi+1, Pi}) U {Qkyt1}), para algum
i€{k+2,---,n}. Atendendo a que P; & (Y \{Px+1, Pi}), pela propriedade de intercambio,
Qi1 € (Y \{Prt1,. P })U{P;}) = (Yr\{Pr+1}), o que é falso. Portanto P; & (Yi11\{P:}).
Assim, Y11 é um conjunto independente.

Concluimos entao que Y11 é uma base de S.

Temos assim uma sequéncia

Y17Y27"'7Yn

de bases de S e sendo Y,, CY uma base de S concluimos que |Y| = n. [

Frequentemente usamos estruturas de incidéncia em que os blocos sdo conjuntos de pontos
e a relacdo de incidéncia é a relacdo de pertenca usual. A estas estruturas de incidéncia
também é usual chamar hipergrafo. Assim, quando escrevemos S = (P, L) estamos a
considerar uma estrutura de incidéncia que é um hipergrafo. De seguida, iremos mostrar que
todo o espago linear é isomorfo a um hipergrafo.

Seja S = (P, L,7) um espago linear. Dado [ € L, definimos o conjunto

|={PecP: PTI}.
Consideremos agora os conjuntos
P=P, L={l:1€L} e I={(Pl)ePxL: Pel}.
F evidente que S = (P,L£,7) é uma estrutura de incidéncia. Notemos que a relagao
de incidéncia I é a relagao de pertenca. Vejamos que S e S sao estruturas de incidéncia

isomorfas. -
Consideremos a aplicagao f: P UL—P U L definida do seguinte modo:

f(P) = P, para todo o ponto P € P

f() =1, para todo o bloco I € L.

E claro que f aplica pontos em pontos e blocos em blocos. Vejamos agora que f é uma
bijeccdo. Para isso, basta mostrar que f|p e f|z sdo bijectivas 5. E evidente que f|p é bijectiva,
pois é a aplicacdo identidade. Por definigdo de f|, resulta que esta aplicagdo é sobrejectiva.
Sejam [1,lo € L tais que f|z (I1) = f|z (l2). Sabemos que f|z (1) ={P € P:PIlL}e
fle (o) ={P € P: PTls}. Atendendo a (ELy), existem P,Q € P tais que PZ 1, Q T 1,
PTlyeQTly. Por (ELy) concluimos que Iy = [y e, portanto, f|z é uma aplicacdo injectiva.

Além disso, para todo o ponto P € P e para todo o bloco l € L

(PHET & f(P)="Pefl)
& (J(P),f0) €.

Concluimos assim que as estruturas de incidéncia S e S sé@o isomorfas, pois f é um iso-
morfismo entre essas duas estruturas de incidéncia.

5Denotemos por flx a restrigdo de f a X.



Capitulo 2

Plano afim, plano projectivo e
plano de Mobius

2.1 Plano afim

Um plano afim A = (P, L) é uma estrutura de incidéncia, onde os elementos de £ sao
designados por rectas, que satisfaz as seguintes condicoes:

(A1) Dados dois pontos distintos existe uma tnica recta que contém ambos os pontos;

(A2) Dada uma recta [ e um ponto P que néo pertence a [, existe uma tnica recta m que
contém P e tal que m e | nao contém pontos comuns;

(As) Existem trés pontos que nao pertencem & mesma recta.

Dado um conjunto de pontos dizemos que estes sao colineares se pertencem a uma mesma
recta. Assim, a condigao (As3) pode ser enunciada do seguinte modo: existem trés pontos nao
colineares.

Se I e r sdo rectas de A que se intersectam em dois pontos distintos A e B entéo, por
(A1), l = AB = r. Assim, duas rectas distintas de A cuja intersec¢ao é nao vazia contém um
unico ponto comum.

Exemplo.
Consideremos os conjuntos

P = {17 2,3, 4} e L= {{17 2}7 {27 3}7 {37 4}7 {17 4}7 {17 3}7 {27 4}}

E claro que a estrutura de incidéncia (P, L) é um plano afim.

Da. definicao de plano afim resultam os dois lemas seguintes:

Lema 2.1.1 Qualquer recta de um plano afim A contém pelo menos dois pontos.



Demonstracao. Seja [ uma recta de A. Por (A3), existem trés pontos A4, B ¢ C nao
colineares. Temos trés casos a considerar:

1. A recta [ contém dois desses pontos e, portanto, contém pelo menos dois pontos.

2. A recta [ contém um desses pontos, digamos A.
Se BC intersecta [ entdo o ponto de intersecgao é distinto de A (pois A, B e C nao sao
colineares) e, portanto, [ contém pelo menos dois pontos.
Suponhamos que BC nao intersecta . Por (A2), pelo ponto C' passa uma tnica recta
m que ndo contém pontos da recta AB (ver figura 1).

7 / c
FIGURA 1

A recta m intersecta | pois, por (As2), a recta BC é a tunica recta que passa por C e
nao contém pontos de [. E claro que o ponto de interseccao das rectas m e [ é distinto
de A e, portanto, [ contém pelo menos dois pontos.

3. Suponhamos que [ ndo contém nenhum dos pontos A, B e C.
Atendendo a (A2), pelo menos duas das rectas AB, AC e BC intersectam a recta [.
Sem perda de generalidade, podemos supor que as rectas AB e AC' intersectam a recta
[. Sejam P = ABNle @ = ACNIL. Como os pontos A, B e C néo sao colineares entao
P # Q e, portanto, [ contém pelo menos dois pontos. [ |

Atendendo a (A;) e ao lema anterior concluimos que todo o plano afim é um espaco linear.

Lema 2.1.2 Num plano afim, qualquer ponto ou qualquer par de pontos pertence a wm terno
de pontos nao colineares.

Demonstragao. Por (A43), existem pontos A, B e C' nao colineares.

1. Suponhamos que P é um ponto distinto de 4, B e C. E claro que, pelo menos um dos
pontos B ou C nao pertence a recta AP. Suponhamos que B ¢ AP. Assim, A, P e B
sdo trés pontos nao colineares.

2. Suponhamos que P e @) sao pontos distintos de A, B e C e tais que P # Q. E claro
que, pelo menos um dos pontos A, B ou C nao pertence a recta PQ. Suponhamos que
A ¢ PQ. Entao A, P e () sao trés pontos nao colineares. [ |
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2.1.1 Paralelismo

Comecemos por definir uma relacao || no conjunto das rectas de um plano afim A, a qual é
denominada relagao de paralelismo:

lr se I=7r ou INr=0>0.

Facilmente verificamos que || é uma relacao de equivaléncia. Se [ e r sdo rectas de um
plano afim A tais que [||r dizemos que [ e r sdo rectas paralelas.

Para cada recta | de um plano afim A, consideremos o conjunto [I] = {r : r||l}, isto é, o
conjunto de todas as rectas paralelas a [. Ao conjunto [[] chamamos classe de rectas paralelas
e dizemos que a recta [ é um representante dessa classe. De (A2), resulta imediatamente que
cada ponto de um plano afim A pertence exactamente a uma recta de cada uma das classes
de rectas paralelas.

Assim, sendo [,r e m trés rectas distintas tais que [||r, se m intersecta a recta [ entdao m
também intersecta a recta r.

Proposicao 2.1.3 Num plano afim A existem pelo menos trés classes de rectas paralelas.

Demonstracgao. Por (A43), existem trés pontos A, B e C nao colineares. Consideremos as
classes de rectas paralelas [AB], [BC] e [AC]. Sem perda de generalidade, suponhamos que
[AB] = [BC]. Temos entao que AB|BC donde AB = BC. Resulta entdo que A, B e C sao
trés pontos colineares, o que é falso. Assim, [AB],[BC] e [AC] sé@o trés classes distintas de
rectas paralelas. [ |

2.1.2 Dimensao de um plano afim

O plano afim apresentado no exemplo da pégina 9 tem dimensao 3, ja que {1,2,3,4} é a
Unica base desse plano afim.

Proposicao 2.1.4 Seja A um plano afim em que qualquer recta contém pelo menos trés
pontos. Entao A tem dimensao 2.

Demonstragdo. Sejam A, B e C trés pontos nao colineares de A. E claro que {4, B,C}
¢ um conjunto independente e que ({4, B,C}) C A. Vejamos que A C ({4, B,C}). Seja
P e A Se P=C entao P € ({4, B,C}). Suponhamos que P # C. Se PC' N AB # ) entao
P e ({A, B,C}). Suponhamos agora que PC N AB ={. Seja D € AC tal que D # A,C. E
claro que PD # PC e D € ({A, B,C}). Atendendo a (As2), temos que PD N AB # () donde
resulta que P € ({A, B,C}). Logo A C ({A, B,C}) e, portanto, {4, B,C} é uma base de A.
Atendendo a (A3), nao existe nenhuma base de A com menos de trés elementos pelo que A
tem dimensao 2. [ |

2.1.3 Ordem de um plano afim finito

Num plano afim todas as rectas contém o mesmo numero de pontos.

Proposicao 2.1.5 Dadas duas rectas | e r de um plano afim A, existe uma bijecciao entre
os pontos de l e os pontos de r.

Demonstracao. Sejam [ e r duas rectas distintas de um plano afim A. Temos dois casos a
considerar:
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1. As rectas [ e r intersectam-se num ponto que vamos designar por P.
Consideremos os pontos L1 e Ry de [ e r, respectivamente, ambos distintos de P. Para
cada ponto L da recta [, distinto de L, e P, designemos por m a recta que passa por L
e é paralela a recta L1 R;. Seja @ o ponto de intersecgao da recta m com a recta r (ver
figura 2).

FIGURA 2

Consideremos a aplicacdo f entre os pontos de [ e os pontos de r definida por:

f(P)="P; f(L1)=Rie f(L) = Q,

onde P, L1, Ry, L e @) sdo definidos como anteriormente.

Vejamos que f é uma aplicacao bijectiva.

Injectividade: Sejam M e L pontos distintos de [. E evidente que, se um dos pontos
é o ponto L; ou P entao f(M) # f(L).

Suponhamos que os pontos M e L sao ambos distintos de Ly e P. Temos f(L) = @1,
onde @ é o ponto de interseccéo da recta r com a recta que passa por L e é paralela a
LiR; e f(M) = Q2, onde @2 é o ponto de interseccao da recta r com a recta que passa
por M e é paralela a L1 R;. E claro que Q1 e 2 sdo pontos distintos, caso contrario,
por um ponto passavam duas rectas distintas e paralelas a recta L1 R1, o que contraria
(As). Logo f é injectiva.

Sobrejectividade:  Seja ¢ um ponto da recta r. Pretendemos mostrar que existe um
ponto L da recta { tal que f(L) = Q.

Se @ = P tomamos L = P. Se Q = Ry tomamos L = I,;. Suponhamos que @ ¢é distinto
dos pontos P e Rj. Por (Az), sabemos que existe uma sé recta que passa por @ e é
paralela & recta LiR;. Designemos por mq essa recta. A recta mj intersecta a recta
[, caso contrario, L1 pertencia a duas rectas distintas e paralelas a m;. Basta entao
tomarmos L como sendo o ponto de interseccao da recta m; com a recta . Logo f é
sobrejectiva.

2. As rectas [ e r sdo paralelas.
Como [ e r sdo rectas distintas temos [ Nr = (). Seja L1 um ponto da recta [ e Ry um
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ponto da recta r. As rectas [ e LiR; intersectam-se no ponto Li. Por 1., existe uma
aplicacao bijectiva entre os pontos de [ e os pontos de L1 R;. Designemos essa aplicacao
por f. De novo por 1., existe uma aplicagdo bijectiva, que vamos designar por g, entre
os pontos de L1 R e os pontos de r. Assim, g o f é uma aplicagdo bijectiva entre os
pontos de [ e os pontos de r. [ |

Um plano afim finito é uma estrutura de incidéncia finita que é um plano afim. Dizemos
que um plano afim finito tem ordem n se cada recta desse plano contém exactamente n
pontos.

Proposigao 2.1.6 Seja A um plano afim de ordem n. Entdao em A
1. o nimero de pontos é n?;

cada ponto pertence a n+ 1 rectas;

cada recta € paralela a n rectas;

2.

3.

4. o nidmero de rectas é n® + n;

5. existem n+ 1 classes de rectas paralelas;
6.

cada recta intersecta n? rectas.

Demonstracgao.

1. Seja l = {Ay,---, A} uma recta ! de A. Seja B um ponto de A que ndo pertence &
recta | (tal ponto existe atendendo ao lema 2.1.2). Consideremos a recta r; = A1 B e,
para cada i € {2,---,n}, definimos a recta r; paralela a recta r1 e que contém A; (ver
figura 3).

5}

FIGURA 3

'Num plano afim de ordem n cada recta contém exactamente n pontos. Designando por ! a recta que
contém os pontos A1, -+, A, podemos escrever [ = { A1, -+, Ap}.
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Cada uma destas rectas contém n pontos e, para cada 4,5 € {l,---,n} com i # j, as
rectas r; e r; nao contém nenhum ponto comum. Temos assim que o nimero total de
pontos que pertencem a estas n rectas é n.n = n?. Seja P um ponto de A. Entdo P
pertence a exactamente uma recta s da classe de rectas paralelas [rq]. E claro que s
intersecta [ num dos pontos Ay, - -, A, (caso contrario, r1]|l, o que contraria a definicao
de r1). Assim, s = r; para algum ¢ € {1,---,n}, donde resulta que em A existem
exactamente n? pontos.

. Sejam P um ponto e | = {A;,---, A,} uma recta de A que nao contém P (tal recta
existe atendendo ao lema 2.1.2). Para cada ¢ € {1,---,n}, definimos a recta r; = A;P
e consideremos a recta s paralela & recta [ e que contém P (ver figura 4).

FIGURA 4

E claro que as rectas 7, com i € {1,---,n}, e arecta s sao todas distintas. Cada recta
que contém P ou intersecta a recta [ e, portanto, é uma das rectas r;, ou é paralela a
recta [ e, portanto, é a recta s. Assim, podemos concluir que em A existem n+ 1 rectas
que passam por P.

. Seja l; uma recta de A e suponhamos que P; e P» sdo pontos de A tais que P pertence
a l; e Py ndo pertence a [y (tais pontos existem atendendo ao lema 2.1.2). Sabemos que
a recta v = P; P contém n pontos. Podemos entao escrever r = {Pj,---, P,}. Para
cada i € {2,---,n}, definimos a recta [; que contém P; e é paralela a recta l; (ver figura
5). Como os pontos Pi,---, P, séo distintos, as rectas li,---,l, sdo todas distintas.
Seja s uma recta paralela a [;. Entao s intersecta a recta r num dos pontos F;, com
i€{l,---,n}. Assim, s =; para algum ¢ € {1,---,n}, o que permite-nos concluir que
cada recta é paralela a n rectas (notemos que l; é paralela a n — 1 rectas distintas de
l1, ja que L ||{1).

. Seja. P um ponto de A. Atendendo a 2., P pertence a n + 1 rectas, a saber, rq, - -,
rni1. Cada uma destas rectas é paralela a n rectas. Temos assim (n + 1)n = n? +n
rectas distintas. Seja r uma recta de A. Temos dois casos a considerar: P é um ponto
da recta r ou P ndo é um ponto da recta r. Se P é um ponto da recta r entdo r é
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uma das rectas r;, com i € {1,---,n+ 1}. Se P nao pertence & recta r entdo existe
uma recta s (distinta da recta r) paralela a recta r e que contém P. Entao, s = r; e
r € [s] = [ri], para algum i € {1,---,n + 1}. Portanto em A existem n? + n rectas.

FIGURA 5

5. Por 3., cada recta é paralela a n rectas e, por 4., existem n(n + 1) rectas. Podemos
entao concluir que existem n + 1 classes de rectas paralelas.

6. Seja [ uma recta de A. Por 3., [ é paralela a n rectas. Entao, por 4., a recta [ intersecta
n? 4+ n —n = n? rectas (distintas de [). ]

2.1.4 Colineagoes em planos afins

Seja A um plano afim. Uma colineagao de A é um automorfismo de A.

Exemplo.
Designemos por A o plano afim considerado no exemplo da pagina 9. Consideremos a a-
plicacéo f definida por f(1) =3, f(2) =4, f(3) =1e f(4) = 2. Facilmente verificamos
que f é uma colineacdo 2 de A .

Qualquer colineacdo de um plano afim aplica rectas paralelas em rectas paralelas.

Proposicao 2.1.7 Seja f uma colineacao de um plano afim A e sejam | e m rectas de A.
Entao l||m se e sé se f(I)||f(m).

Demonstragao. Se [l e m sao rectas distintas entdo f(l) e f(m) também sdo rectas distintas.
Suponhamos que l|jm e que P € f(I) N f(m). Entao, existem pontos distintos @ e Q2 tais
que f(Q1) = P e f(Q2) = P, o que contraria o facto de f ser uma colineacao (f é injectiva).

Logo f(DIIf(m).

2 Observemos que ao conhecer as imagens, por f, dos pontos do plano ficamos a conhecer também a
imagem, por f, de qualquer recta desse plano, ji que as rectas sdo subconjuntos de pontos do plano.
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Reciprocamente, suponhamos que [ e m sdo rectas distintas tais que f(I)||f(m) (notemos
que f(I)N f(m)=10)e P €lnm. Temos entao que f(P) € f(I)N f(m), o que é falso. Logo
I||m. ]

Corolario 2.1.8 Seja A um plano afim e l uma recta de A. Para qualquer colineacdo f de

A, FD) = F D)

Demonstracao. Seja m € f([l]). Entéo existe r € [[] tal que f(r) = m. Como r||l, pela
proposigao 2.1.7, f(r)| (1), ou seja, m| f(I). Portanto m € [f(1)].

Reciprocamente, suponhamos que m € [f(1)]. Como f~' é uma colineacdo e m||f(1), pela
proposicao 2.1.7, temos f~'(m)||f~'(f(1)) = I. Entdo f~'(m) € [I] e como m = f(f~'(m))
resulta que m € f([{]). ]

O corolédrio anterior mostra que, a imagem de uma classe de rectas paralelas, em que [ é
um representante dessa classe, por uma colineacdo f de um plano afim A, é ainda uma classe
de rectas paralelas em que um representante é f(1).

Uma dilatagao de um plano afim A é uma colineacao f tal que, para cada recta l, f(1)]|l.
Atendendo ao corolédrio 2.1.8 temos que, para qualquer dilatagao f, f([/]) = [{]. Chamamos
homotetia a uma dilatacao que fixa um ponto. Temos as duas seguintes proposigoes:

Proposicao 2.1.9 Se f € wma homotetia e [ € uma recta que contém wm ponto fizo de f

entao f(l) =1.

Demonstragao. Seja C' um ponto fixo de f e [ uma recta que contém C. Como f(I)||l e
f(C) = C temos f(l) =1. ]

Proposigao 2.1.10 Toda a homotetia com mais de um ponto fixo € a identidade.

Demonstragao. Suponhamos que f é uma homotetia que fixa dois pontos, a saber C; e Cs.
Entédo a homotetia f

1. fixa todos os pontos que nao pertencem a C7Cs.
Se X ¢ C1Cy entao f(XCp) = XC)e f(XCq) = XCy. Como f(X) e f(XC)NF(XCy)
temos f(X) = X.

2. fixa os pontos da recta C1Cs.
Seja X € C1C5 tal que X # C e seja Y ¢ C1C5. Pela primeira parte da demonstragao
sabemos que f(Y) =Y. Como f(XCi) = XCj e f(XY)= XY temos f(X)=X.

Logo f é a identidade. [ |
O tnico ponto fixo por uma homotetia, diferente da identidade, é chamado centro. Uma
translagao ou ¢ a identidade ou é uma dilatagdo que nao fixa pontos.

Proposicao 2.1.11 Seja f uma translacao diferente da identidade. Entdo, dados dois pontos

P e @ temos PP'||QQ’, onde P' = f(P) e Q' = f(Q).
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Demonstragao. Suponhamos que as rectas PP’ e QQ' intersectam-se num ponto R. Co-
mo f é uma dilatagio temos f(PP') = P f(P")||PP e f(QQ') = Q' f(Q")||QQ" e, conse-
quentemente, f(PP') = PP’ e f(QQ') = QQ'. Atendendo a que R € PP' N QQ’ temos
f(R) € PP' N QQ donde resulta que f(R) = R, o que é falso pois f é uma transla¢ao
diferente da identidade. Logo PP'||QQ’. [

Designemos por D o conjunto de todas as dilatacoes, por H o conjunto de todas as ho-
motetias e por 7 o conjunto de todas as translacées de um plano afim A. Temos D =HUT
e HNT = {id}, onde id designa a aplicacao identidade.

Proposicao 2.1.12 O conjunto de todas as dilata¢des de um plano afim A com a operacdo
composicao de fungoes € um subgrupo do grupo das colineacées de A.

Demonstracao. Basta mostrar que, se f,g € D entdo go f € D e f~' € D. Seja | uma
(

recta. Temos f(1)||l e g(1)||l. Entdo, pela proposicio 2.1.7, g(f(1)|lg(l) e fF~(FUN|F (D).
Assim, (g0 H)Le F DL .

Proposicao 2.1.13 O conjunto de todas as translagoes de um plano afim A com a operagao
composicao de funcées é um subgrupo do grupo das dilatacoes de A. Além disso, para todo o
f €T e paratodo o g €D temos go fog ' eT.

Demonstracao. Sejam f,g € 7. As aplicacdes g o f e f~! sdo dilatacdes. E claro que
f~' € T. Suponhamos que g o f fixa um ponto P. Se f(P) = P’ entdo g(P') = P.
Seja @ ¢ PP'. Entdao f(PQ) = f(P)f(Q) = P'f(Q)||PQ. Pela proposi¢io 2.1.11, temos
PP'||Qf(Q). Designemos por [ a recta que contém P’ e é paralela & recta PQ e por r a recta
que contém @ e é paralela a recta PP'. Entdao f(Q) =1Nr. Seja Q' = f(Q). Raciocinando
de modo andlogo temos g(Q') = Q. Assim, (go f)(Q) = g(f(Q)) = 9(Q") = Q. Logo, pela
proposicao 2.1.10, g o f = id e, portanto, g o f é uma translacao.

Vamos agora mostrar que, sendo f € 7 e g € D temos go fog™' € T. E claro que
gofog leD. Segofog ! nio tem pontos fixos entdo go fog~! € 7. Suponhamos que
go fog~! tem um ponto fixo P. Entdo (fog~")(P) = g~'(P), isto é, g~'(P) é um ponto
fixo por f e, por conseguinte, f = id. Resulta assim que go fog¢g~! = id. Em qualquer dos
casos go fog leT. [ |

Uma colineagao de A que fixa ponto por ponto uma recta de A é chamada perspectiva
afim e toda a recta fixa ponto por ponto é chamada eixo.

Proposicao 2.1.14 Seja | um eizo de uma perspectiva afim f e P ¢ 1. Se f(P) = P entdo
f=1d.

Demonstragao. Sejam f uma perspectiva afim, [ um eixo de f e P ¢ [ tal que f(P) = P.
E claro que, se @ € [ entdo f(Q) = Q. Suponhamos agora que Q ¢l e Q # P. Qualquer
recta que passa por P e intersecta [ é fixa por f, pois contém dois pontos fixos. A recta que
passa por P e é paralela a [ também é fixa por f pois, caso contrario, f nao seria injectiva
(o que ndo acontece ja que f é uma colineacédo) ou P nao seria um ponto fixo. Temos entao
que f(PQ) = PQ e, portanto, f(Q) € PQ. Pode acontecer que a recta PQ seja paralela &
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recta [ ou que intersecte a recta [. Em ambos os casos é possivel escolher um ponto R tal que
R ele R ¢ PQ. Designemos por r a recta paralela a recta RQ e que passa por P. Entao
f(r) =r. Atendendo a que uma colineacéo aplica rectas paralelas em rectas paralelas temos
FMIf(RQ), isto é, r||Rf(Q). Por (Az), resulta que Rf(Q) = RQ e, portanto, f(Q) € RQ.
Temos assim que f(Q) € PQ N RQ donde resulta que f(Q) = Q. Como f(P) = P podemos
concluir que f é a aplicacdo identidade. [ |

Corolario 2.1.15 Toda a perspectiva afim diferente da identidade tem wm tinico eixo.

Demonstracao. Resulta imediatamente da definicdo de eixo e da proposicao anterior. H

Dada uma perspectiva afim f de um plano afim A, se P # f(P), arecta Pf(P) chamamos
trago de f. Designemos por I' o conjunto dos tracos de f.

Proposigao 2.1.16 Qualquer perspectiva afim fiza tracos.

Demonstragao. Seja f uma perspectiva afim e seja P um ponto tal que f(P) # P. De-
signemos por [ o eixo de f. Temos duas possibilidades:

1. As rectas Pf(P) el intersectam-se num ponto que vamos designar por Q.

E claro que Q # P e Q # f(P). Entdo f(Pf(P)) = f(PQ) = f(P)Q = Pf(P).

2. As rectas Pf(P) e [ sdo paralelas.
Entao f(Pf(P))||f(l) = . Atendendo a que f(P) € f(Pf(P)) e f(Pf(P))|! temos
f(Pf(P)) = Pf(P), uma vez que Pf(P) é a tinica recta que contém f(P) e é paralela
al. [

Proposigao 2.1.17 As tnicas rectas fivas por uma perspectiva afim diferente da identidade
sao o0s tracos e o eizo.

Demonstracao. Seja f uma perspectiva afim diferente da identidade e de eixo [. E claro
que o eixo é uma recta fixa por f.

Seja r uma recta distinta de [ e tal que f(r) =r. Seja P € r tal que P ¢ [. Observemos
que f(P) # P, visto que f s6 fixa os pontos da recta [. Como f(r) = r temos f(P) € r donde
r = Pf(P) e, portanto, r é um trago. [

Proposicao 2.1.18 Seja f uma perspectiva afim, diferente da identidade, de eizo [.
1. Se existe um traco de f que intersecta | entdo I' € uma classe de rectas paralelas.

2. Se nenhum trago de f intersecta | entao I' U {l} € uma classe de rectas paralelas.

Demonstragao. Seja f uma perspectiva afim, diferente da identidade, de eixo .

1. Seja ¢t um trago de f tal que ¢ intersecta [. Pretendemos mostrar que [t] =T
Vejamos que [t] C . Seja r uma recta tal que r||t. Se r = ¢ entdo r é um trago de f.
Suponhamos que r # t. Seja P = rN{. Como t||r, pela proposicao 2.1.7, f(t)|f(r).
Atendendo a que f fixa tragos e a que t é um trago temos t|| f(r). Como P é um ponto
do eixo, é um ponto fixo por f. Assim, P € f(r). Entdo, por (A2), f(r) = r e pela
proposicao anterior, r é um traco, o que prova que r € I'.
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Vejamos que I' C [t]. Seja r um trago de f. Entdo r = @Qf(Q). Designemos por s a
recta que contém @ e é paralela a t. Pelo que ja vimos, s é um trago. Atendendo a que
Q € se f(s) =stemos f(Q) € s pelo que s = Qf(Q) =r. Assim, r||t, o que prova que
r e t].

2. Suponhamos que nenhum traco de f intersecta [. Seja t um trago de f. Pretendemos
mostrar que ['U {{} = [¢].
Vejamos que DU {I} C [t]. E claro que I||t. Seja r um traco de f. Se r =t entdo r||t.
Suponhamos que r # t. Com vista a uma contradi¢do, suponhamos que r Nt = P.
Como f(P) € f(r)N f(t) =rNt temos que f(P)= P. Assim, P é um ponto fixo por
f que nao pertence a [, o que contraria a proposicdo 2.1.14. Concluimos entao que r||¢,
o que prova que r € [t].
Vejamos agora que [t] C ['U{l}. Observemos que [ € [t|. Seja r uma recta distinta de {
tal que 7||t. Seja P um ponto da recta r. B evidente que P # f(P). A recta Pf(P) ¢
paralela a [. Como P € r e P € Pf(P), por (42), resulta que r = Pf(P), o que prova
que 7 é um trago. [ |

Resulta da proposicdo anterior que, ou todos os tracos de uma perspectiva afim f diferente
da identidade intersectam [ ou nenhum traco de f intersecta .

Corolario 2.1.19 Uma perspectiva afim [ diferente da identidade ¢ univocamente determi-
nada pelo seu eixo I, por um ponto P que nao pertence ao eixo e pela sua tmagem.

Demonstragao. Seja f uma perspectiva afim diferente da identidade de eixo [ e seja P um
ponto tal que P ¢ [. Seja @ um ponto tal que Q) # P e Q ¢ [. Pela proposicao anterior,
Pf(P)||Qf(Q). Designemos por r a recta que contém @ e é paralela a Pf(P). Observemos

que f(Q) € r. Suponhamos que Q & Pf(P).

P
e
r
(a) Pf(P)N1 =¢
. |
Q / ~_f©Q .
VAR
P f(P)
(b) PEP) I 1
FIGURA 6
Temos duas possibilidades:
1. PQNI#0.
Seja L = PQ N{. Como f(Q) € f(PL) = f(P)L resulta que f(Q) =rnN f(P)L (ver
figura 6).
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2. PQNI=0.
Como f é uma colineacao de um plano afim e PQ||l entao f(PQ)| f(l) = [. Designemos
por s a recta paralela a [ e que contém f(P). Temos f(Q) =rNs (ver figura 7).

f(P f
s / / ©)
p/ %
r
FIGURA 7

Suponhamos agora que @ € Pf(P). Seja R um ponto tal que R ¢ Pf(P)e R ¢ L.
Pela construgéo dada no caso anterior determinamos f(R). E claro que @ ¢ Rf(R). Volta-
mos agora a usar o caso anterior para encontrar f(@) (utilizando R e f(R) em vez de P e

f(P)). m

FEstas colineacoes sdo fundamentais no estudo de determinadas configuragoes, como iremos
ver no plano projectivo.

2.1.5 Quadrados latinos

Um quadrado latino de ordem n é uma matriz L = [a;;] de dimensdo n x n cujos coefi-
cientes pertencem a um conjunto S de n elementos e tal que:

(i) cada elemento de S ocorre exactamente uma vez em cada linha;

(11) cada elemento de S ocorre exactamente uma vez em cada coluna.

Exemplo.
Consideremos o conjunto Z4 = {0,1,2,3} e a matriz

01 2 3
12 3 0
L_2301
3 01 2

A matriz L é um quadrado latino de ordem 4.
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Dois quadrados latinos L = [a;;] e M = [b;;] de ordem n dizem-se ortogonais se, para
cada par (k,l) € S x S existe um tnico par (7, 7) tal que (a;j,b;;) = (k,1). A um conjunto
de quadrados latinos dois a dois ortogonais chamamos conjunto de quadrados latinos
mutuamente ortogonais.

Exemplos.

1. Os quadrados latinos

120 10 2
L=]101 2 e M=|0 2 1
2 01 2 10

sao ortogonais.

2. Os quadrados latinos
0 1 1 0
t=[3 o] em=[5 1]

nao sao ortogonais. De facto, considerando L = [a;j] e M = [b;;] temos (0, 1) = (a11,b11)
e (0,1) = (a22,b22). S6 existem dois quadrados latinos de ordem 2 (com os mesmos
simbolos) e, como vimos, nao sao ortogonais.

Seja L = [a;;] um quadrado latino de ordem n. Consideremos as seguintes permutacoes:
Permutacgao do tipo P; : Permutacao das linhas de L;
Permutacgao do tipo P> : Permutacao das colunas de L;

Permutacao do tipo P; : Permutacao dos elementos de S.

Seja ¢ uma permutacao do tipo P; (i € {1,2,3}). Designemos por L, a matriz que se
obtém de L por aplicacdo da permutacao o. E claro que L, é ainda um quadrado latino e
dizemos que L, é equivalente a L. De um modo geral, dizemos que o quadrado latino L
é equivalente ao quadrado latino M se L se obtém de M por aplicacdo de uma permutacao
de um dos trés tipos anteriores. Sejam C; e Cs dois conjuntos de quadrados latinos de ordem
n. Dizemos que C; e Cy sao equivalentes se existe uma aplicacao bijectiva f entre Cy e
Co tal que, para todo o L € Cy, L e f(L) sdo equivalentes relativamente ao mesmo tipo de
permutacao, isto é, existe uma permutacdo o tal que f(L) = L, e o tipo da permutagio o
nao depende de L.

A seguir, vamos considerar S como sendo o conjunto Z,, = {0,---,n — 1} e, por uma
questdo de conveniéncia, sempre que considerarmos o quadrado latino L = [a;;] estamos a
considerar i,j € Zn,.

Lema 2.1.20 Qualquer conjunto de quadrados latinos de ordem n mutuamente ortogonais €
equivalente a uwm conjunto de quadrados latinos de ordem n mutuamente ortogonais em que
a primeira linha de cada uma destas matrizes € (0,1,---,n —1).
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Demonstragao. Seja C = {L(l), e ,L(m)} um conjunto de quadrados latinos de ordem n
mutuamente ortogonais. Suponhamos que a primeira linha de L) é (ap,ai, -+ ,a,—1) onde,
para cada ¢ € Zy, a; € Z,. Consideremos a permutacao o1 do tipo Ps

o1 = ( ag ar - ap- )
o 1 - n—1

A matriz Lﬁ,ll) = [o1(ai;j)] é um quadrado latino de ordem n. Vejamos que o conjun-
to {Lg),L(Q), e ,L(m)} ¢ ainda um conjunto de quadrados latinos mutuamente ortogonais.
Para tal, basta mostrar que para qualquer s € {2,---,m}, L,(,11) e L) sio ortogonais. Seja
s € {2,---,m} e suponhamos que L®) = [b;;]. Seja (k,l) € Zy, X Zy,. Como L) e L) sio
ortogonais, existe um unico par (4,7) tal que (a;;,bi;) = (o1 '(k),l) e, portanto, (4,5) é o
unico par tal que (o1(aij),bi;) = (k,l), o que prova que LE}J e L) sdo ortogonais. Entdo,
designando por o; (i € {1,---,m}) a permutagdo dos elementos de Z, tal que a primeira
linha da matriz L((T? é (0,1,---,n—1), o conjunto {/Lg), e ,L((,Tl)} ¢ um conjunto de quadra-
dos latinos de ordem n mutuamente ortogonais. E imediato que o conjunto C e o conjunto
{LE}}, e ,LE,’Z)} sdo equivalentes 2. [

O lema anterior mostra que, se existe um conjunto de quadrados latinos de ordem n
mutuamente ortogonais entao existe mais do que um conjunto de quadrados latinos de ordem
n mutuamente ortogonais.

Proposicao 2.1.21 Qualquer conjunto de quadrados latinos de ordem m mutuamente orto-
gonais tem, no mdximo, n — 1 elementos.

Demonstragao. Seja C um conjunto de quadrados latinos de ordem n mutuamente orto-
gonais. Atendendo ao lema anterior, C é equivalente a um conjunto C; de quadrados latinos
mutuamente ortogonais em que a primeira linha destas matrizes é (0,1,---,n —1). Observe-
mos que:

1. nao ha dois quadrados latinos de C; em que o primeiro elemento das segundas linhas
sejam iguais (caso contrario, se L = [a;;| e M = [b;;] sdo dois elementos de C; tais que
ajgp = bjg = s € Z,, entédo (s, s) = (a10,b10) = (ags, bos), 0 que contraria o facto de L e
M serem ortogonais);

2. o primeiro elemento da segunda linha de qualquer quadrado latino de C; nao pode ser
zero, pois num quadrado latino os elementos de cada coluna sdo todos diferentes.

Entao, como existem n—1 possibilidades para o primeiro elemento da segunda linha, tendo
em conta a observacao 1., concluimos que C; tem, no maximo, n — 1 elementos. [ |

A um conjunto de quadrados latinos de ordem n mutuamente ortogonais com n — 1 ele-
mentos chamamos conjunto completo de quadrados latinos de ordem n.

3A aplicacao f : C — {Lc(rll)7 e ,Lg’:})} definida por f(L(j)) = L((,‘?, para cada j € {1,---,m}, é bijectiva e
LW e ngf sdo equivalentes. A permutagio o; é do tipo Ps, para todo o j € {1,---,m}. Notemos ainda que,
o conjunto C é equivalente a um conjunto de quadrados latinos de ordem n mutuamente ortogonais em que a
linha 7 é igual em todos esses quadrados latinos.
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Proposicao 2.1.22 Seja ¢ = {LO),..., L1 (L(O‘) = [af], o EZjﬁL) 4 wum conjunto
completo de quadrados latinos de ordem n e sejam h,h',k, k' € Z,, tais que h # h' e k # k.
Entdo existe ag € Zy," tal que ayy) = apry.

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, podemos supor que, para todo o a € Z,* a
linha h de L(® ¢ (0,1,---,n —1). Entao, para todo o a € Zy,", af,, = k. Suponhamos, com
vista a uma contradi¢ao, que para todo o a € Z,", af,;, # k. Sabemos que, para todo o
a € Zyp", afy, # afy, = k'. Temos assim que, para todo o a € Zy,", a?,, € Zy \ {k,k'}.

Podemos entdo concluir que existem oy e ag € Z," tais que apy, = ap?,. Seja | = ajr,.
Entao (a}},ap7) = (ap),aph,) = (1,1), 0 que estd em contradigdo com a ortogonalidade de
L) ¢ [(@2)  Portanto existe ag € Z,* tal que apn =k =ap). [ ]

O nosso objectivo agora é mostrar que, a existéncia de um conjunto completo de quadrados
latinos de ordem n equivale a existéncia de um plano afim de ordem n.

Teorema 2.1.23 Existe um plano afim de ordem n se e s6 se existe um conjunto completo
de quadrados latinos de ordem n.

Demonstracao. Seja A um plano afim de ordem n. Em A existem n + 1 classes de rectas
paralelas e cada uma destas classes contém n rectas. Designemos por I'y e I'y duas dessas
classes de rectas paralelas. Denotemos as rectas de 'y por mg,---,m,_1 € as rectas de I'y
por rg,---,rn—1. Cada ponto de A pertence a uma tnica recta de cada uma das classes de
rectas paralelas. Assim, cada ponto P de A pode ser etiquetado por um tnico par (i, j), onde
P =m; Nr; (ver figura 8).

N
[/ ] ]

I~
~
~
~

3

;T

~
]
\

~
\

FIGURA 8

0 ={1,2,---,n—1}
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Agora vamos numerar as n—1 restantes classes de rectas paralelas por 1, --,n—1 e numerar
as rectas de cada uma destas classes por 0,1,---,n — 1. A classe de rectas numeradas pelo
niimero a, com o € Z,*, vamos associar uma matriz L(*) = [ag;] de dimensdo n x n onde af; é
o nimero da recta dessa classe a que pertence o ponto etiquetado pelo par (7, ). Facilmente
observamos que cada elemento da matriz L(®) pertence ao conjunto Z,. Suponhamos que
existem 4,7, j' € Zy, com j # j', tal que af; = af;. Os pontos etiquetados por (4, ) e (3,7’
pertencem ambos a mesma recta [ da classe de rectas paralelas a e pertencem, por definigao,
a recta m;. Concluimos entdo que m; = [, o que contraria a hipétese. Logo cada simbolo
de Z,, ocorre exactamente uma vez em cada linha de L(®. De modo anslogo mostramos
que cada elemento de Z, ocorre exactamente uma vez em cada coluna de L(®. A matriz
L@ &, portanto, um quadrado latino de ordem n. Assim, um plano afim d4 origem a n — 1
quadrados latinos ¢ de ordem n.

Vejamos agora que estes n — 1 quadrados latinos sao ortogonais dois a dois. Sejam
L) = af;] e L) = [a%l] dois desses quadrados latinos e seja (k,[) € Zy, X Z,,. Na classe de
rectas paralelas a existe uma sé recta numerada por k e na classe de rectas paralelas o’ existe
uma sé recta numerada por [. Estas duas rectas intersectam-se num tnico ponto P que, como
sabemos, pode ser etiquetado por um tnico par (4, ), onde P = m;Nr;. Temos entdo ai; =k

e a%/ =1, donde se pode concluir que L(® ¢ L) s30 quadrados latinos ortogonais.

Reciprocamente, suponhamos que {L(l), L@ ... ,L(”_l)} é um conjunto com n—1 quadra-
dos latinos de ordem n mutuamente ortogonais. Cada um dos quadrados latinos L(®)
(o € Z,,*) tem n? elementos e cada um destes elementos d4 origem a um par (4,7), onde
1 designa a linha e j a coluna a que esse elemento pertence. Vamos designar cada um dos
pares (4,7) por ponto. Temos assim n? pontos. Designemos por rectas os seguintes subcon-

juntos:

1. Fixemos i € Z,, e consideremos m; = {(i,7) : j € Z,}
(temos n conjuntos deste tipo).

2. Fixemos j € Zj, e consideremos r; = {(4,7) : 1 € Zp}
(temos n conjuntos deste tipo).

3. Fixemos a € Z,,* e designemos por a;; (i,j € Zy,) o elemento que pertence & linha i e

A coluna j do quadrado latino L(®).
Para cada k € Zy, consideremos o conjunto I = {(4,7) : af; = k}
(para cada a € Z,*, temos n conjuntos deste tipo).

O niimero total de rectas é n(n — 1) +n +n = n? + n e cada recta contém n pontos.
Fixemos a € Z,,*. Para cada par (i,j) temos um tnico valor para ag; Assim, para cada
a € Zy," asrectas Iff el (k,k' € Z, e k # k') ndo se intersectam. Asrectas m; (i € Zy) e
as rectas r; (j € Z,) formam duas classes de rectas paralelas 7 e as rectas [¢ formam n — 1
classes de rectas paralelas. Ao todo temos n + 1 classes de rectas paralelas e cada uma destas
classes contém n rectas. Vamos agora mostrar que duas rectas de classes distintas de rectas

5Daqui para a frente, em vez de dizermos classe de rectas paralelas numerada pelo nimero o vamos dizer
classe de rectas paralelas a.

6Reparemos que, dados a, o’ € {1,2,---,n — 1} temos L #+ L. Se tal nio acontece, isto é, se
L = L(O‘/), entdo as rectas da classe de rectas paralelas o sdo as mesmas que as da classe de rectas paralelas
o’ e, portanto, nao se tem n + 1 classes de rectas paralelas.

"Dada uma recta r, a classe de rectas paralelas que contém r é o conjunto que contém r e todas as rectas
que nao intersectam r.
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paralelas intersectam-se num tnico ponto. Sejam [ e r duas rectas de classes distintas. Temos
quatro casos a considerar:

1. m =m; e r = rj, para algum 1, j € Z,,.
Facilmente verificamos que o ponto (7, j) pertence a ambas as rectas e é o tinico ponto
nestas condicoes. De facto, se (a,b) € m Nr entdo (a,b) € m; e (a,b) € rj donde a =1
eb=7j.

2. m=m; er=1I§, para algum i,k € Z,,, o € Zy,".
No quadrado latino L(®) = [af%] existe um tinico j' € Zj, tal que ay = k. Logo (i,7) é
o Unico ponto de interseccao das rectas m e r.

3. m=r;er =1, para algum j, k € Zp,a € Zy,".
Anélogo ao caso anterior.

4. m=Ier= l,g‘,/, para algum a, o’ € Z,* com a # o' e k, k' € Z,.
Como L(®) = ags] e L) = [a%/] sao ortogonais entao existe um tnico par (i, j) tal que
(afs,af;) = (k,k'). Logo as rectas | e r intersectam-se num tnico ponto que é o ponto
(4, 5)-

Designemos por P o conjunto dos pontos e por £ o conjunto das rectas. Vejamos que a

estrutura de incidéncia A = (P, L) é um plano afim.
Verificagio de (Ay). Sejam P e @ dois pontos distintos.

(i) SeP=(i,7)eQ=(i,5'), com j # 7', os pontos pertencem a recta m; e sé a esta recta,
pois duas rectas distintas intersectam-se, no maximo, num sé ponto.

(i) Se P = (i,7) e Q@ = (7,7), com i’ # i, é claro que a tinica recta que contém ambos os
pontos ¢é a recta ;.

(#11) Suponhamos agora que P = (i,5)e Q = (7', 5'),comi # i’ e j # j'. Duas rectas distintas
intersectam-se, no maximo, num ponto. Assim, os pontos P e () pertencem, no maximo,

a uma mesma recta. Atendendo & proposicao 2.1.22, existe a € Z,,* tal que a; = affj/,

onde L(®) = [af;/]. Logo os pontos pertencem a recta [ sendo k = aj; = affj/.

Verificagio de (A2). Sejam [ uma recta e P um ponto tal que P & (.

(i) Sel=m;, para algum i € Z,, entdo P = (i, j) com i’ # i. A tnica recta que contém o
ponto P e é paralela a m; é a recta m;.

(i) Sel =rj, para algum j € Zy, entdo P = (4,j') com j' # j. A tnica recta que contém
P e é paralela a r; é a recta rj.

(i) Se I = If, para algum a € Z," e k € Zy, temos P = (i, j), onde af; = s # k com
L = [ag;/]. A recta [ é a tnica recta que contém o ponto P e é paralela a recta (.

Verificagio de (As). Nenhuma recta contém os pontos (0,0), (0,1) e (1,0). Logo existem
trés pontos ndo colineares.

Mostramos assim que A = (P, L) é um plano afim. Observemos que A tem ordem n pois
cada recta contém exactamente n pontos. [ ]
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2.2 Plano projectivo

Um plano projectivo 7 = (P, L) é uma estrutura de incidéncia, onde os elementos de £
sao designados por rectas, que satisfaz as seguintes condicoes:

(P1) Dados dois pontos distintos existe uma tnica recta que contém ambos os pontos;

(P») Dadas duas rectas distintas existe um tdnico ponto que pertence a ambas as rectas;

(P3) Existe um conjunto de quatro pontos tais que nao h4 trés colineares ®.

Resulta imediatamente de (Py), (P2) e (P3) que existem pelo menos seis rectas.

Exemplos.

1. A estrutura de incidéncia dada no exemplo 1 da pdgina 1 é um plano projectivo, chama-
do Plano de Fano.

2. Fixemos um referencial cartesiano em R? e designemos por O a origem desse referencial.
Seja P o conjunto das rectas de R que passam por O e £ o conjunto dos planos de R3
que contém O. Consideremos a relagao de incidéncia 7 C P x L definida por:

(lLa)eZ & [ Ca.

Facilmente verificamos que a estrutura de incidéncia S = (P, £,Z) é um espago linear.
Para cada a € £, definimos o conjunto & = {l € P : [Za}. Consideremos os conjuntos

P=P e L={a: aeL}

E evidente que a estrutura de incidéncia S = (P, £) é um plano projectivo. Com efeito,
a condicdo (Py) é verificada, visto que duas rectas de R?® que passam pela origem definem
um tnico plano de R? que contém a origem. Dois planos distintos de R que contém
a origem intersectam-se numa recta de R? que passa pela origem, pelo que a condicio
(Py) é verificada. A condigdo (P3) também é verificada, pois existem quatro rectas
de R3 que passam pela origem tais que ndo h§ trés rectas complanares. Por exemplo,
as rectas r, s, t e u que passam pela origem e tém a direccao do vector ¥ = (1,0,0),
§=(0,1,0), = (0,0,1) e @ = (1,1, 1), respectivamente.

Como S e S sdo estruturas de incidéncia isomorfas, dizemos que S é um plano projectivo.

Resulta da definicdo o lema seguinte:
Lema 2.2.1 Qualquer recta de um plano projectivo contém pelo menos trés pontos.

Demonstragao. Por (P3), existe um conjunto {Q1,Q2,Qs,Q4} de quatro pontos tais que
nao hé trés pontos colineares. Seja [ uma recta. Suponhamos, sem perda de generalidade
que @ ¢ [. Consideremos os pontos P, ) e R tais que

QQ2Nl=P, QQ3NI=Q e QQsNI=R,

8 A definicio de pontos colineares em planos projectivos é a mesma definicdo dada na péagina 9 para planos
afins.

26



cuja unicidade é garantida por (P»). Entédo P, @ e R séo pontos distintos de [, caso contrério,
por (Py), em {Q1,Q2,Q3,Q4} existiam trés pontos colineares. [

A definicdo de plano projectivo permite-nos afirmar que dois pontos distintos definem
uma unica recta e duas rectas distintas definem um tnico ponto. Iremos ver que, num plano
projectivo, se uma afirmacgao F é verdadeira entdao também é verdadeira a afirmacao dual de
F.

Para cada i € {1,2,3}, designemos por (P}) a afirmacao dual de (FP;). E imediato que,
num plano projectivo m, as afirmacoes (P}) e (Py) sao verdadeiras em w ((P}) é (P) e (Py)
é (P1)). Vejamos agora que a afirmagéao

(Py) Existe um conjunto de quatro rectas tal que nao hé trés com um ponto comum,

também é uma afirmacao verdadeira em 7. Atendendo a (Ps), existem quatro pontos A, B, C
e D tais que nao h4 trés colineares. Consideremos as rectas AB, BC, CD e AD. Suponhamos
que as rectas AB, BC e CD intersectam-se num ponto P. Por (P), B é o tnico ponto
comum as rectas AB e BC e C é o unico ponto comum as rectas BC e C'D. Temos entao que
B =P = . Tal é falso, pois A, B, C e D sao quatro pontos distintos. Aplicando o mesmo
raciocinio a quaisquer trés das quatro rectas dadas, concluimos que {AB, BC,CD, AD} é um
conjunto de quatro rectas tais que nao ha trés com um ponto comum.

Seja m = (P, L) um plano projectivo e 7 = (P*, L*) a estrutura dual da estrutura de
incidéncia 7. Facilmente observamos que 7* é também um plano projectivo *.
Proposicao 2.2.2 Seja m um plano projectivo e seja F uma afirmacdo verdadeira em .
Entao a afirmacgao dual de F, F*, também € verdadeira em .

Demonstragao. Designemos por C a classe de todos os planos projectivos. F claro que 7
e ™ pertencem a C. Entao, pelo Principio de Dualidade, podemos concluir que se F é uma
afirmagao verdadeira em 7 entao F* também é verdadeira em 7. [ |

Lema 2.2.3 Num plano projectivo w, qualquer ponto, qualquer par de pontos ou qualquer
terno de pontos nao colineares pertencem a um conjunto de quatro pontos tais que nao hd
trés colineares.

Demonstracao. Atendendo ao lema 2.2.1 e & proposicao 2.2.2, qualquer ponto P pertence
a pelo menos trés rectas [y, lo e l3. Sejam P;, P> e P3 pontos de [y, [3 e I3, respectivamente,
distintos de P e nao colineares (notemos que tais pontos existem). Entdo {P, P, Py, P3} é
um conjunto de quatro pontos tais que nao ha trés colineares. Notemos que podemos aplicar
este raciocinio também ao caso em que sao dados dois ou trés pontos. [ |

2.2.1 Dimensao de um plano projectivo

Seja m = (P, L) um plano projectivo. Seja P um subconjunto de P. Vejamos que possibili-
dades temos para o fecho de P.

1. Se P =0 ou P = {P} entdo (P) = P.
2. Se P = {P,Q} entao (P) = PQ.

9Basta observar que (Py) = (P2), (P5) = (P1) e (P§) implica (Ps).
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3. Suponhamos que P tem pelo menos trés pontos.

(i) Se os pontos de P sdo colineares entdao (P) é a recta que contém esses pontos.

(i1) Suponhamos agora que existem em P trés pontos A, B e C nio colineares. Seja
P um ponto de P. Por definicao de fecho, todos os pontos das rectas AB, BC' e
AC pertencem ao fecho de P. Suponhamos que P nao pertence a nenhuma destas
rectas. Por (P,), a recta AP intersecta a recta BC' num ponto que designamos
por @ (ver figura 9).

Oe

FIGURA 9

Ent&o, todos os pontos da recta AQ pertencem ao fecho de P e, consequentemente,

P € (P). Assim, neste caso temos (P) = 7.

Concluimos assim que o fecho de P pode ser o conjunto vazio, um ponto, uma recta ou 7.

Proposicao 2.2.4 Todas as bases de um plano projectivo w tém o mesmo niumero de ele-

mentos.

Demonstragao. Atendendo ao teorema 1.3.3 basta mostrar que 7 tem a propriedade de
intercambio. Sejam X e Y pontos de 7 e P um subconjunto de pontos de 7 tais que X ¢ (P)
e X € (PU{Y}). Vejamos que Y € (PU{X}).

Temos trés casos a considerar:

1. (P)=0.
Neste caso temos P = . Como X € (PU{Y}) = {Y'} resulta que X =Y e, portanto,
Y e (PU{X}).

2. (P) ={P}. ) )
Neste caso temos P = {P}. Atendendo a que X ¢ (P) = {P} temos P # X e
atendendo a que X € (PU{Y}) temos P # Y (caso contrario, X € (PU{Y}) = {P}).
Entao, como X € (PU{Y}) = PY temos Y € PX e, portanto, Y € (PU{X}).

3. (P) =1, onde [ é uma recta de .
Atendendo a que P C PU{X} vem (P) C (PU{X}). Temos assim que (PU{X}) =1
ou (PU{X}) =n. Como X € (PU{X}) resulta que (PU{X}) # 1, jaque X ¢ (P) = L.
Assim, (PU{X}) = 7 e, portanto, Y € (P U {X}). [
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Corolario 2.2.5 Qualquer plano projectivo tem dimensdo 2.

Demonstragao. Sejam P,Q e R trés pontos nao colineares de um plano projectivo m (tais
pontos existem sempre atendendo a (P3)). Entdao ({P,Q, R}) = m, isto é {P,Q, R} gera .
Facilmente verificamos que {P,Q, R} é um conjunto independente. lLogo {P,Q, R} é uma
base de m. Podemos entao concluir que m tem dimensao 2, ja que todas as bases de m tém o
mesmo numero de elementos. [ |

2.2.2 Ordem de um plano projectivo finito

Um plano projectivo finito é uma estrutura de incidéncia finita que é um plano projectivo.
Iremos mostrar que, num plano projectivo finito, cada recta contém o mesmo nimero de
pontos, cada ponto pertence ao mesmo ntimero de rectas e o niimero de pontos de cada recta
é igual ao nimero de rectas a que cada ponto pertence. Além disso, também iremos mostrar
que, num plano projectivo finito, o ndmero de pontos é igual ao niimero de rectas. Para isso,
necessitamos dos seguintes resultados:

Lema 2.2.6 Sejam [ e r duas rectas distintas de um plano projectivo w. Entdo existe um
ponto P de w tal que P nao pertence a l nem ar.

Demonstragao. Seja X =[Nr e sejam A, B,C e D pontos distintos de X tais que A, B € [
e C,D € r (observemos que tais pontos existem, pois qualquer recta de m contém pelo
menos trés pontos). Entéao {4, B,C, D} é um conjunto de quatro pontos tais que nao hé trés
colineares. Designemos por P o ponto de interseccdo das rectas AC e BD. Suponhamos,
com vista a uma contradicao, que P pertence a pelo menos uma das rectas [ ou r. Sem perda
de generalidade, podemos supor que P pertence a recta | = AB. Como A, B e C sao pontos
nao colineares temos que as rectas AB e AC sédo distintas. Atendendo a que P € ABN AC
e Ae ABN AC, por (P,), resulta que P = A. Tal é falso, pois P é um ponto da recta BD e
A, B e D nao sio colineares. Concluimos assim que existe um ponto P de 7 tal que P nao
pertence a [ nem a r. [

Proposicao 2.2.7 Sejam m um plano projectivo, | e r rectas de w e P um ponto de w. Entdo:
1. Existe uma bijeccdo entre os pontos de l e os pontos de r;

2. Existe uma bijeccdo entre os pontos de | e as rectas que contém P.

Demonstragao.

1. Sejam [ e r duas rectas distintas de w. Pelo lema anterior, existe um ponto P de 7
que nao pertence a [ nem a r. Cada ponto X pertencente a [ define um ponto X’
pertencente a r do modo seguinte: X’ = PX Nr.

Como, para cada X € [, a recta PX é tinica e duas rectas intersectam-se num unico
ponto, temos que o ponto X’ determinado por X é tinico. Consideremos a aplicacao f
entre os pontos de [ e os pontos de r definida por f(X)=X'=PX Nr.

A aplicac@o f é injectiva. De facto, se X1 e X5 sao dois pontos distintos da recta [ entao
PX; e PXs sdo rectas distintas e, portanto, os pontos X{ = PX;Nre X, =PXoNr
sdo distintos, j& que P & r.

Vejamos agora que f é sobrejectiva. Seja Y um ponto qualquer de r. Pretendemos
encontrar um ponto X de [ tal que f(X) =Y. Basta considerar X = PY N/{.
Concluimos assim que f é uma bijeccdo entre os pontos de [ e os pontos de r.
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2. Temos dois casos a considerar:

(a) A recta ! ndo contém P.
Designemos por £’ o conjunto das rectas que contém P. Cada ponto X de [ define
uma recta I’ pertencente a £’ do seguinte modo : ' = PX.
Como dois pontos distintos definem uma 1inica recta temos que a recta I’ determi-
nada por X é unica. Consideremos a aplicacdo f entre os pontos de [ e as rectas
que contém P definida por f(X) =1 = PX.
Sejam X1 e X dois pontos distintos da recta . As rectas PX; e PX, pertencem
a L' e sao distintas. Temos assim que f é uma aplicacio injectiva.
Seja I’ uma recta que contém P. Como 7 é um plano projectivo, [ e I’ intersectam-
-se num tinico ponto X;. Como X e P sao pontos de ' temos que I’ = PX;. Temos
assim que existe X1 € [ tal que PX; =1, o que mostra que f é sobrejectiva.

(b) A recta [ contém P.
A afirmacdo dual do lema 2.2.3 permite-nos concluir que existe uma recta r que
nao contém P. J4 vimos que existe uma bijeccao, que vamos designar por f, entre
os pontos da recta r e as rectas que passam por P. Também vimos que existe uma
bijeccao, que vamos designar por g, entre os pontos da recta [ e os pontos da recta
r. Temos entdo que fog é uma bijeccao entre os pontos da recta [ e as rectas que
passam por P, [ |

Corolario 2.2.8 Seja m um plano projectivo finito. Entao, existe um inteiro positivo n > 2
tal que:

1. cada recta contém exactamente n + 1 pontos;
2. cada ponto pertence exactamente a n + 1 rectas;

3. m contém exactamente n® +n —+ 1 pontos e n? +n + 1 rectas.

Demonstragao. Se m é um plano projectivo finito entdo m contém um nimero finito de
pontos e um numero finito de rectas. Assim, 1. e 2. resultam da proposicdo anterior.
Observemos que n > 2, pois qualquer recta de um plano projectivo contém pelo menos trés
pontos.

Vamos agora demonstrar 3.. Seja @@ um ponto qualquer de w. Atendendo a 1., cada recta
que passa por ) contém n pontos distintos de ). Como todo o ponto de m pertence a uma
destas rectas, o niimero total de pontos é (n 4+ 1)n + 1, ou seja, n? + n + 1. Argumentando
de modo andlogo para as afirmactes duais provamos que em 7 existem n? +n + 1 rectas. W

Definimos ordem de um plano projectivo finito como sendo o nimero inteiro n a que
se refere o corolario anterior. Como n > 2 o nimero de pontos e o nimero de rectas de um
plano projectivo finito é pelo menos 22 + 2+ 1 = 7. O Plano de Fano é um plano projectivo
de ordem 2.

2.2.3 Subplanos

Seja ™ = (P, £) um plano projectivo. Seja P um subconjunto de P. Consideremos o conjunto
Ly ={lnP: le€L}. Seja L um subconjunto de L. Dizemos que a estrutura de incidéncia
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7 = (P,L) é um subplano de 7 se © é um plano projectivo. Resulta da definicio que m é
um subplano de 7. Dizemos que T é um subplano préprio de 7 se 7 é diferente de 7.

Teorema 2.2.9 (Teorema de Bruck,1963) Seja m = (P, L) um plano projectivo de ordem n
e seja ™ = (P, L) um subplano proprio de © de ordem m. Entio n = m? oun > m? +m.

Demonstragao. Como 7 é um subplano préprio de ™ temos que T # 7 e, portanto, m < n.
Seja I = I NP uma recta de #. Como [ contém m + 1 pontos de T temos que [ contém
n+1—(m+1) =n—m pontos de 7 \ 7. Duas quaisquer rectas de 7 intersectam-se num
ponto de 7 e em 7 existem m? + m + 1 rectas. Designemos por M o conjunto das rectas
de m que contém pelo menos dois pontos de @. Notemos que toda a recta de 7 esta contida
numa recta de M e toda a recta de M contém uma recta de 7. O nimero de pontos de
7\ T que pertencem as rectas de M é (m? + m + 1)(n — m). Assim, em 7 hd pelo menos
m? +m 41+ (m? +m + 1)(n —m) pontos.
Temos assim que

nP4n+1 > mP4m4+1+m2+m+1)(n—m)
n? > an—m?’—f—mn
0 > m2(n—m)+n(m-—n)
0 > (m?—n)(n—m). (2.1)

Como n > m para que se verifique a desigualdade (2.1) resulta que m? —n < 0, ou seja,

m? < n. Se m? = n qualquer ponto de 7 pertence a uma recta de M, ji que

n® de pontos de T

—_—tN—
m?+m+1 + (m? + m+1)(n —m) = mtym?+1

n° de pontos de m\T que pertencem as rectas de M
= n?+n+1
~—_——

n° de pontos de w

Suponhamos agora que m? # n. Entéo existe um ponto A de 7 que ndo pertence a nenhu-
ma recta de M. Temos assim que qualquer recta de m que passa por A contém, no maximo,
um ponto de 7. Assim, como qualquer ponto de & pertence a uma recta de m que contém
A, o nimero total de rectas de ™ que contém A é maior ou igual ao nimero de pontos de 7.
Temos assim que n+ 1 > m2 +m + 1, ou seja, n > m? +m. ]

Na bibliografia usada neste trabalho nao temos conhecimento de nenhum subplano préprio
de ordem m de um plano projectivo de ordem n tal que n = m? +m. A demonstracio do
teorema anterior permite-nos constatar que, no caso em que n = m? qualquer ponto de 7w
pertence a uma recta que contém pelo menos dois pontos de 7.

Chamamos subplano de Baer de um plano projectivo 7 a um subplano © de m em que
qualquer ponto de 7 pertence a uma recta que contém pelo menos dois pontos de 7 e qualquer
recta de m contém pelo menos um ponto de 7.

Corolario 2.2.10 Sejam m um plano projectivo de ordem n e ©™ um subplano proprio de m

de ordem m. Entdo 7 é um subplano de Baer se e s6 se n = m?.
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Demonstragao. Suponhamos que 7 é um subplano de Baer. Como o niimero de pontos de
7\ T que pertencem as rectas de ™ que contém pontos de & é (m?+m+1)(n—m) e qualquer
ponto de 7 pertence a uma recta de @ temos que

nP4n+l=m?4+m+14+m*+m+1)(n—m),

ou seja, (m? —n)(n —m) = 0. Como n # m, pois ™ é um subplano préprio de 7, resulta que
n=m2.

Reciprocamente, suponhamos que n = m?2. J4 vimos (na demonstracio do teorema 2.2.9)
que, neste caso, qualquer ponto de m pertence a uma recta de m que contém pelo menos dois
pontos de 7. E claro que qualquer recta de m contém pelo menos um ponto de 7. Caso
contrario, terfamos que

n® de pontos de 7

——
nint+l > mPim+l + (m* +m+ 1)(n —m) ,
N——
n°® de pontos de m n° de pontos de T\T que pertencem ds rectas de M

onde M designa o conjunto das rectas de m que contém pelo menos dois pontos de 7. Uma
vez que n = m? terfamos
m*+m?+1 >m4+m2—|—1,

o que ¢ falso. Concluimos entdo que @ é um subplano de Baer. [ |

2.2.4 Colineacoes em planos projectivos

Seja m um plano projectivo. Uma colineagao de 7 é um automorfismo de 7.

Exemplo.
Consideremos o Plano de Fano cuja representagéo grafica é a figura 10.

FIGURA 10

A aplicacao f definida por f(0) =3, f(1) =1, f(2) =2, f(3) =0, f(4) =4, f(5) =6e

f(6) = 5 é uma colineacdo desse plano '°.

10Ver nota de rodapé da pégina 15.
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Dizemos que f é uma colineagao central (também chamada perspectiva) se f é uma
colineagao tal que existe um ponto C, chamado centro, com a seguinte propriedade:

f(C)=Ce f(X) € XC, para todo o ponto X # C.

Resulta imediatamente da definicao de colineagao central que qualquer colineagao central
fixa as rectas que contém o centro. De facto, sendo m uma recta que contém C e X # C um
ponto qualquer de m temos f(C) = C € XC e f(X) € XC, donde resulta que f(XC) = XC.
E claro que a aplicagédo identidade é uma colineacao central. Na proposi¢do seguinte vamos
ver que uma colineacao f diferente da identidade tem, no maximo, um centro.

Proposicao 2.2.11 Uma colineacao f ndao pode ter mais do que um centro, a menos que
seja a aplicacdao tdentidade.

Demonstragao. Suponhamos que f é uma colineacao com dois centros que vamos designar
por C1 e C5. Seja X um ponto que nao pertence a recta C1Cs. Como C] e C sdo centros,
entdo f(XC1) = XC e f(XC2) = XCy. Como X = XC1NXCye f(X) € XC; NXCq, por
(Py), resulta que f(X) = X.

Suponhamos agora que X € C1Cs. Pelo lema 2.2.3, existe um ponto Y que nao pertence a
recta C1Cy. Temos entao X = XY NC1C5. Num plano projectivo qualquer recta contém pelo
menos trés pontos. Assim, é possivel encontrar um ponto Z pertencente a recta XY distinto
de X e de Y. Pela primeira parte da demonstragao sabemos que f(Y) =Y e f(Z) = Z pelo
que f(YZ) =YZ. Como f é uma colineagdo, X € YZ e X € C1C5 temos f(X) € YZ e
f(X) € C1C5 donde resulta que f(X) = X.

Portanto, se f é uma colineagdo com mais do que um centro, f é a aplicagéo identidade.m

Dizemos que f é uma colineagao axial se f é uma colineacao que fixa uma recta, chamada
eixo, ponto por ponto. De seguida, vamos mostrar que uma colineagao diferente da identidade
tem, no maximo, um eixo.

Proposicao 2.2.12 Uma colineacdo f nao pode ter mais do que um eizo, a menos que seja
a aplicacdao identidade.

Demonstragao. Suponhamos que f é uma colineagao com dois eixos que vamos designar
por [ e m. Seja P o ponto de interseccio das rectas [ e m. Qualquer recta que nao contém
o ponto P intersecta { e m em pontos distintos A e B, respectivamente. Como f(A4) = A e
f(B) = B temos f(AB) = AB.

Seja X um ponto que nao pertence a nenhuma das rectas [ e m. Num plano projectivo
qualquer ponto pertence a pelo menos trés rectas. Assim, X pertence a duas rectas r| e 19
tais que f(r1) =ri e f(r2) =r2. Logo f(X) = X.

E claro que se X é um ponto da recta [ ou da recta m, f(X) = X. Portanto, f é a aplicagéo
identidade. [ |

A questdo que colocamos agora é a seguinte:
Serd que o centro de uma colineacao central diferente da identidade é o tinico ponto fixo?

A resposta a esta questao é dada pela proposicao seguinte:
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Proposicao 2.2.13 Qualquer colineagao central € uma colineacao azial.

Demonstragao. A identidade é uma colineacdo axial. Seja, portanto, f uma colineagao
central diferente da identidade. Seja C o centro de f (proposicao 2.2.11). Podemos ter duas
situagoes:

1. Existem rectas que nao contém o centro e sao fixas.
Designemos por [ uma dessas rectas. Seja X um ponto de . Entao f(X) € XCnNl,
donde se conclui que f(X) = X e, portanto, [ é o eixo (proposicao 2.2.12).

2. Sé sao fixas as rectas que contém o centro.
Seja [ uma recta que nao contém o centro e seja A = 1N f(l). Notemos que C & f(l),
pois C g le f(C)=C. Como A € ACN f(l) e f(A) € ACN f(I) temos f(A) = A.
Vamos agora mostrar que a recta AC é o eixo.
Sejam B € AC tal que B # A,C, m uma recta distinta de AC' que contém B e
X =mnN f(m). Como X € XCN f(m) e f(X) e XCN f(m) temos f(X) = X. Entao
f(AX) = AX. Portanto, AX = AC e, consequentemente, X =m N AC = B. [

Reciprocamente temos a seguinte proposicao:
Proposicao 2.2.14 Qualquer colineagao axial ¢ uma colineacdo central.

Demonstragao. A identidade é uma colineacéo central. Seja, portanto, f uma colineacao
axial diferente da identidade. Seja [ o eixo de f (proposigao 2.2.12). Temos dois casos a
considerar.

1. Existem pontos que ndo pertencem & recta [ e que sao fixos por f.
Designemos por C' um desses pontos. Seja X um ponto distinto de C. Se X € [ entao
f(X) =X € XC. Suponhamos agora que X ¢ [. Seja A = XCnNl. Entao f(4) = A,
pois [ é o eixo. Como f é uma colineacdo e X € CA temos f(X) € CA = XC.
Portanto, C' é o centro (proposigao 2.2.11).

2. S6 sdo fixos os pontos da recta [.

Seja B € | e seja m = Bf(B). Notemos que f(B) # B, pois B ¢ [. Seja C = mnNI.
Como m = f(B)C e f(m) = f(BC) = f(B)C temos f(m) =m. Vamos agora mostrar
que C é o centro.

Sejam X um ponto distinto de C tal que X ¢ le A = X f(X)Nl (f(X) # X pois X ¢
e A# X poisAel). Como Xf(X)=XAe f(XA) =XAtemos f(Xf(X))=Xf(X).
Entao X f(X) e Bf(B) sao rectas fixas e, portanto, X f(X) N Bf(B) é um ponto fixo.
Concluimos entao que X f(X)N Bf(B) = C = A. Assim, X f(X) = XC e, portanto,
f(X) e XC. [

Visto que a estrutura de incidéncia dual de um plano projectivo é um plano projectivo,
a proposicao 2.2.14 é consequéncia da proposicao 2.2.13 e do Principio de Dualidade (a
proposigao 2.2.14 é a proposigdo dual da proposigdo 2.2.13). Por isso, ndo era necessario
fazer a demonstracdo da proposicao 2.2.14. Assim, dada uma proposicao relativa a um plano
projectivo, no seguimento deste trabalho ndo vamos fazer a demonstracao da proposicao dual.

Chamamos (C,[)-colineagao a uma colineagao com centro C e eixo [. Podemos distinguir
dois casos:
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1. C €1 e, neste caso, a colineacao é chamada elagao;
2. C' ¢ 1 e, neste caso a colineagdo é chamada homologia.

Proposicao 2.2.15 Sejam C um ponto e l uma recta de um plano projectivo w. O conjunto
de todas as (C,l)-colineacoes de m com a composicao de fungoes é um subgrupo do grupo das
colineacoes de .

Demonstragao. Sejam f e g duas (C,[)-colineagoes de . E claro que f~' e fog sio
colineagoes. Sendo X # C, temos:

g(X) € XC donde (fog)(X) = f(g(X)) € f(XC) = XC

X € f(XC)=XC donde f~1(X)e f~Y(f(XC)) = XC.
Além disso, (f o g)(C) = f(g(C)) = f(C) = C e f7YC) = C. Logo C é o cen-

trode fogede fL E evidente que f~! fixa [ ponto por ponto. Seja P € [. Temos
(fog)(P)= f(g(P))=f(P)=P. logol éoeixode fogede f~'.

Concluimos entdo que foge f~! sio (C,l)-colineacoes. [

Consideremos a colineacao f do Plano de Fano definida no exemplo da pagina 32. Fazendo
C=1el=1{1,2,4} temos que f é uma (C,)-colineacio. E claro que a aplicacdo identi-
dade também é uma (C,[)-colineacdo. Podemos entao dizer que existe mais do que uma
(C,1)-colineagao de m. Por este motivo, é claro que, ndo é suficiente conhecer o centro e o
eixo para definir uma (C,[)-colineacéo.

Proposicao 2.2.16 Uma (C,l)-colineagio € univocamente determinada pelo seu centro C,
pelo seu eizo [, por um ponto X ¢ LU{C} e a sua imagem.

Demonstragao. Seja f uma (C,[)-colineagao e seja X um ponto tal que X # C e X & 1. E
claro que f(X) €1, f(X)# C e f(X) € XC. Seja’Y um ponto. Se Y €l entdo f(Y) =Y.
Se Y & [ temos duas situagoes a considerar:

c X £(X) f(X)
v £Y)
f(Y)
| X
7, y
I C z
@Cel b Cel
FIGURA 11

35



1. Y ¢&XC.
Seja Z = XY Nl. Observemos que ¥ € XZ e Z é um ponto fixo por f. Entao
f(Y)eYCn f(X)Z. Por (P,), resulta que f(Y') é o ponto de interseccdo das rectas
YC e f(X)Z (ver figura 11).

2. Y e XC.
Seja X1 um ponto tal que X1 € XC e X1 € 1. Seja Z = X X1 NI. Por 1., sabemos que
f(X1) =Xi1CNn f(X)Z. Seja Z1 = X1Y Nl. Observemos que Y ¢ X1C eY ¢ [. Entéo,
por 1., resulta que f(Y') é o ponto de interseccao das rectas YC e f(X1)Z; (ver figura
12 (a) e (b)).

(8 Cel

c z, z '
®Cel
FIGURA 12
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Numa (C,[)-colineagao f diferente da identidade existe um tinico centro e um tnico eixo.
Serd que existem pontos fixos por f distintos do centro e que nao pertencam ao eixo?

Proposicao 2.2.17 Qualquer (C,l)-colineagao, diferente da identidade, sé fiza C e todos os
pontos da recta l (nao fiza outros pontos além destes).

Demontragao. Suponhamos que X €1, X #C e f(X)=X. SejaY € XC e Y ¢&1. Seja
Z = XY nl. Pela proposigao 2.2.16, f(Y) =YCNXZ. Como Y € XZ resultaque f(Y) =Y.
Seja Y € XC e Y ¢ 1. Usando um raciocinio andlogo ao do caso 2. da demonstracao da
proposigao 2.2.16 concluimos que f(Y) =Y (ver figura 13).

Y=1(Y)

X =1(Xy)

FIGURA 13

Logo f é a identidade. [ |

Proposicao 2.2.18 A composta de duas elagoes (diferentes da identidade) com o mesmo
eixo e diferentes centros € ainda uma elacdo com o mesmo eixo e centro diferente dos ante-
T10TES.

Demonstragao. Sejam f # id uma elacao de centro C e eixo [ e g # id uma elacao de centro
Cs e eixo [, com Cy # Cy. Sejam h = foge P €l. Temos h(P) = f(g(P)) = f(P) = P,
ou seja, h é uma colineacao que fixa a recta [ ponto por ponto. Observemos que h # id. De
facto, se h = id entdo f = g~! e, portanto, f seria uma elacio de centro Cs e eixo [, o que
nao acontece. Pelas proposigoes 2.2.14 e 2.2.11, h tem um tnico centro que vamos designar
por C.

Vamos agora mostrar que h s6 fixa os pontos da recta [. Suponhamos, com vista a uma
contradicio, que existe P ¢ [ tal que h(P) = P. Entdo g(P) = f~'(P). Os pontos P, C; e
f~Y(P) sdo colineares, assim como os pontos P, Cy e g(P). Designemos por li a recta que
contém os pontos P, Cy e f~1(P) e por I3 a recta que contém os pontos P, Cy e g(P). Se
g(P) = f~Y(P) entdo Iy = l3. Logo Iy Nl =l3N1 pelo que C; = Cy, o que é falso. Assim, h
s6 fixa os pontos da recta [ e, portanto, C € [. Entao h é uma elacao de centro C' e eixo [.

Se C; = C entdao g = f~' o h é uma elagio de centro Cy e eixo [ ( é a composicio de duas
elagoes de centro C e eixo [), o que nao acontece. Logo C # C. De modo anédlogo provamos
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que Cy # C. [

E imediato que o conjunto de todas as ela¢bes com o mesmo eixo com a composicao de
fungdes é um grupo, chamado grupo de translagao com eixo [, que denotamos por G(I).
Denotemos por G(C,1) o grupo das elagdes de centro C e eixo [. A proposi¢ao que a seguir
vamos mostrar da-nos uma condicao suficiente para que o grupo de translagéo com eixo [ seja
abeliano.

Proposicao 2.2.19 Se existem dois grupos nao triviais'' de elacoes de centros distintos e
eizo 1, entao G(1) € um grupo abeliano.

Demonstragao. Sejam fi, fo € G(I). Se fi = id ou fo = id entdo fi o fo = foo fi.
Suponhamos que fi, fo # id. Temos dois casos a considerar:

1. f1 € G(Cl,l) € f2 € G(Cg,l), com C 7£ Oy,
Seja P um ponto que nao pertence a [. Consideremos as rectas m; = Pfi(P) e

my = Pfa(P). Temos fa(mi) = f2(P)fa(fi(P)) e fi(mz) = fL(P)fi(f ( ). Além
disso, C1 = f2(C1) € fa(mi) e Cy = f1(C2) € fi(m2) e, portanto, (fiof2)(P) € Cafi(P)
e (fao fi)(P) € C1 fa(P). Por definicao, os pontos C1, fo(P) e fi(f2(P)) sdo colineares

assim como os pontos Ca, fi(P) e fo(f1(P)). Entéo, (fi o f2)(P) € C1f2(P) N C2f1(P)
e (fao f1)(P) € Cifo(P)NCafi(P) donde se conclui que (fa o f1)(P) = (fi o f2)(P).

Como P é um ponto arbitrario que nado pertence a l e fi e fo fixam todos os pontos da
recta [, concluimos que foo fi = f1 o fo.

2. fi,fo € G(Cl,l).
Por hipétese, existe g € G(Ca,1) tal que g # id e C; # Cy. Entao faog € G(Cs,l),
com C5 # C7,Cy. Como

(fiocfa)og = fio(f2og)
= (faog)ofi
= (gofa)ofi
= go(f20f1)
= (faofi)og.

Concluimos assim que fi o foa = fa o fi, para todos os fi, fa € G(I). [

Um plano projectivo é (C,l)-transitivo para algum ponto C e alguma recta [ se,
para qualquer par de pontos distintos X e Y tais que nenhum pertence a lU{C} e C, X e
Y séo colineares, existe uma (C,!)-colineagao f tal que f(X) =Y.

Lema 2.2.20 Se w é (C,l)-transitivo e f € uma colineagao de 7w, entdo ™ € também

(F(C), f(1))-transitivo.

"Um grupo diz-se trivial se contém apenas o elemento neutro.
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Demonstracao. Sejam f(X) e f(Y) pontos que ndo pertencem a f(I) U {f(C)} e tais que
f(X), f(Y) e f(C) séo colineares. Pretendemos encontrar uma (f(C), f(l))-colineacao h tal
que h(F(X)) = F(V).

Como f é uma colineacdo, f~' também é uma colineacdo e como f(X), f(Y) e f(C)
sdo colineares, resulta que f~'(f(X)) = X, f~(f(Y)) =Y e f~1(f(C) = C também sdo
colineares. Atendendo a que w é (C,l)-transitivo, existe uma (C,[)-colineagao g tal que
g(X)=Y. Sejah=fogof~l F imediato que h é uma colineagio.

Vejamos que f(C) é o centro. Temos

h(f(C) = (fogof NSO
= (fo)(f N (f(C))
= (fog)(O)
= f(g(C))
= f(0),

isto é, f(C) é fixo por h. Seja Z um ponto tal que f(Z) # f(C). Entao Z # C e g(Z) € ZC
donde h(f(Z2)) = f(9(2)) € f(ZC) = f(Z)f(C). Logo f(C) é o centro.
Para todo o P €,

h(f(P)) = (fogo f ) (f(P))

(fog)(P)

isto é, f(!) é fixa ponto por ponto.
Temos também

(X)) = (fogof Nf(X))

como pretendiamos. [ |

E claro que, num plano projectivo finito o nimero de pontos fixos por uma colineacao f
é finito, assim como o numero de rectas fixas por f. Dizemos que o ponto P e a recta [
formam um par com respeito a f, e escrevemos (P,l)y, se P €l e P € f(l) e dizemos
que o ponto P e a recta [ formam um duplo '? com respeito a f, e escrevemos [P, U,
se Pele f(P)el

Proposicao 2.2.21 Seja f uma colineacdo de um plano projectivo de ordem m. Entdo o
numero de pontos fizos por f € igual ao niimero de rectas fixas por f.

Demonstragao. Denotemos por Fiz(f|p) o conjunto dos pontos fixos por f e por Fiz(f|r)
o conjunto das rectas fixas por f. Se [ é uma recta fixa por f entédo

(Pl); < Pel

2Em Inglés “couple”.
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Atendendo a que cada recta de m contém n + 1 pontos, o niimero de pares (P,[)f onde [ é
uma recta fixa por f, é igual a (n+ 1)|Fiz(f|z)|- Se [ ndo é uma recta fixa por f entdo [ e
f(l) intersectam-se num tinico ponto. Assim, (1N f(1),1); é o tinico par que contém a recta [.

Denotemos por P(f) o conjunto dos pares distintos com respeito a f. Como em 7 hé
n? +n + 1 rectas temos

PNl = (n+DIFia(flo)l + (0 +n+ 1~ |Fiz(fle))
= n|Fiz(flc)| +n®+n+ 1.

Denotemos por D(f) o conjunto dos duplos distintos com respeito a f. Reparemos que o
dual de um par é um duplo. Fazendo agora um raciocinio andlogo ao anterior em termos das
afirmacoes duais temos |D(f)| = n|Fiz(f|p)| +n? +n + 1.

Observemos que:

(Pl)y & PelePef(l)
& PelefT{(P)efTH(f(D) =1
- [P, l]f—l.
Resulta entdo que [P(f)| = [D(f~!)|. Sendo |P(f)| = n|Fiz(f|)] +n®>+n+1e

ID(f=Y| = n|Fiz(f~' |p)| + n? + n + 1 resulta que |Fiz(f|z)| = |Fiz(f~'|p)]. Dado
que o nimero de pontos fixos por f é igual ao nimero de pontos fixos por f~! temos

P = nlFia(fle)l +n*+n+1
= n|Fiz(f lp)|+n’+n+1
= n|Fiz(flp)| +n® +n+1.

Concluimos entao que |Fiz(f|z)| = |Fiz(f|p)|. ]

Dizemos que uma colineacdo f é uma involugdo se f #id e f2 = id, onde f2 = fo f.

Proposicao 2.2.22 Seja f uma involucao de um plano projectivo w. Entdo qualquer ponto
de ™ pertence a uma recta fixa.

Demonstracao. Seja P um ponto de 7. Temos duas possibilidades:

(a) P nao é um ponto fixo. Entdo f(P) # P e, portanto, a recta Pf(P) é fixa ji que
f?(P) = P. Logo P pertence a uma recta fixa.

(b) P é um ponto fixo. Seja @ um ponto distinto de P. Se PQ é uma recta fixa entéo
P pertence a uma recta fixa. Se PQ nao é uma recta fixa entdo f(Q) ¢ PQ. Seja R
um ponto da recta PQ distinto dos pontos P e Q. Entao f(R) € f(PQ) = Pf(Q).

Seja M = QF(R) N RF(Q). Como f(Qf(R) = (@R e f(RF(Q)) = F(R)Q temos
f(M) e Qf(R)NRf(Q) e, por conseguinte, M = f(M). Logo a recta M P é fixa por

I =

Proposigao 2.2.23 Seja f uma involucdo de um plano projectivo w. Entdo qualquer recta
de w contém um ponto fixo.

Demonstracao. Notemos que esta proposicao é a proposicao dual da anterior. [ |
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Teorema 2.2.24 Seja f uma involucao de um plano projectivo m de ordem n. Entdo temos
uma das duas situacoes:

1.

2

Eziste um nidmero natural m tal que n = m* e os pontos fizos e as rectas fivas de f

formam um subplano de m de ordem m.

2. f € uma colineacao central e, neste caso, f € wma homologia se n € impar e € uma

elacdo se n € par.

Demonstragao. Qualquer recta que contém dois pontos fixos é uma recta fixa e a interseccao
de duas rectas fixas é um ponto fixo. Temos duas situagoes a considerar:

1.

Existe um conjunto de quatro pontos fixos tais que nao ha trés colineares.

Entao, os pontos fixos e as rectas fixas formam um subplano préprio de 7 (notemos que
existem pontos em 7 que nao sao fixos, pois f # id). Designemos por 7 tal subplano
e, suponhamos que a sua ordem é m. Entdo, pelo teorema 2.2.9, n > m2. Se n > m?
existe uma recta de m que nao contém nenhum ponto de 7, o que é falso pois qualquer
recta de 7 contém um ponto fixo. Logo n = m?.

Nao existe um conjunto de quatro pontos fixos tais que ndo héa trés colineares.
Vejamos que, neste caso, existe uma recta que contém trés pontos fixos. Seja [ uma
recta e seja P um ponto fixo pertencente a [. FEscolhemos uma recta r que nao passa
por P. A recta r contém um ponto fixo R # P e arectat = PR é fixa. Seja Q € t tal
que Q # Re @Q # P. Se @) é fixo entdo a recta t contém trés pontos fixos. Suponhamos
que @ nao é fixo. Designemos por s uma recta que contém @ e é distinta da recta t. A
recta s contém um ponto fixo S que nao pertence & recta t (ver figura 14).

FIGURA 14

Os pontos P, S e R séo trés pontos fixos néo colineares. Designemos por m uma recta
que contém @ e é distinta de s e de t. E claro que m nao contém os pontos P, S e
R. A recta m contém um ponto fixo M. Como na situacdo que estamos a considerar
nao existe um conjunto de quatro pontos fixos tais que nao ha trés colineares, M terd
que pertencer a uma das rectas PS ou RS. Portanto, existe uma recta com trés pontos
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fixos.

Seja [ uma recta que contém trés pontos fixos P, @ e R. Como nao existe um conjunto
de quatro pontos fixos tais que nao ha trés colineares, ndo podem existir dois ou mais
pontos fixos que nao pertencam a . Assim, ou existe um sé ponto fixo que néo pertence
a [ ou todos os pontos fixos pertencem a [.

Suponhamos agora que todos os pontos fixos pertencem a [. Seja X um ponto de [
e seja r uma recta que contém X e é distinta de [. Atendendo a que qualquer recta
contém um ponto fixo é evidente que X é um ponto fixo. Entao [ é fixa ponto por
ponto. Como f é uma colineagdo axial diferente da identidade, pela proposicao 2.2.14,
f é uma colineacdo central. Atendendo a que f sé6 fixa os pontos do eixo, concluimos
que f é uma elacao.

Suponhamos que existe um ponto fixo que ndo pertence a [. Designemos esse ponto
por C. Seja X um ponto de [. Existe uma recta r que contém X e é distinta de [ e de
XC. Como r tem um ponto fixo e C' ndo pertence a r, resulta que X é um ponto fixo
de r. Logo qualquer ponto da recta [ é fixo. Como f é uma colineacao axial diferente
da identidade, pela proposicao 2.2.14, f é uma colineacdo central. Atendendo a que f
s6 fixa o centro e todos os pontos do eixo, concluimos que f é uma homologia.

Como [ contém n + 1 pontos existem n? pontos que nao pertencem a [. Atendendo a
que f é uma involucdo, para todo o ponto P, f(f(P)) = P. Vamos dispor os pontos de
7T que nao pertencem a [ em pares do tipo (P, f(P)). Entao (f(P),P) também é um
par tal que f(P) € l. Se n é fmpar entdo n? também é fmpar e, neste caso, existe um
par (C, f(C)) com f(C) = C, ou seja, existe um ponto C' que néo pertence a [ e é fixo
por f, donde se conclui que f é uma homologia. Se n é par entdo n? também é par e,
neste caso, nao existem pontos que nao pertencem a [ que sejam fixos por f, pois esse
nimero de pontos teria que ser maior ou igual a 2 e j4 vimos que s6 podera existir um
ponto nestas condigoes. Logo f sé fixa os pontos da recta [ pelo que é uma elacdo. m

2.2.5 Obtencao de um plano afim a partir de um plano projectivo e reci-
procamente

Um plano afim pode ser estendido a um plano projectivo através da construcdo que a seguir
vamos descrever.

Seja A = (P,L) um plano afim. Para cada recta | € L, [l] designa a classe de rectas
paralelas a [. Como a relagéo de paralelismo é uma relagao de equivaléncia, r € [I] se e s6 se
[r] = [l]. Seja loo = {[!] : L € L}. Consideremos os conjuntos

P=PUlw e L={U{[l]}:1€L}U{lo}.

Cada classe de rectas paralelas é chamada ponto no infinito e [, é o conjunto de todos os
pontos no infinito. Designemos [, por recta no infinito.

Proposicao 2.2.25 A estrutura de incidéncia m = (P,L) € um plano projectivo.

Demonstracao.
Verificagio de (Py). Sejam P e @ dois pontos distintos de m. Temos trés situacoes a consi-
derar:

1. Se P,@Q € P entdo existe uma unica recta [ de A que contém os pontos P e . Assim,
LU{[l]} é a tinica recta de m que contém ambos os pontos.
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2. Se P e () sdo pontos no infinito a Unica recta que contém ambos os pontos € a recta ls.

3. Suponhamos que P € P e @ é um ponto no infinito. Entao @ = [l|, para alguma recta [
de A. Sabemos também que P pertence exactamente a uma recta r da classe de rectas
paralelas a [. Assim, r U {[r]} é a dnica recta de m que contém P e Q.

Verificagio de (P). Sejam l; e ri duas rectas distintas de w. Temos duas situagoes a
considerar:

1. It =leo e 1y =7 U{[r]}, onde r é uma recta de A.
E evidente que as rectas 1 e ry intersectam-se num unico ponto, o ponto [r].

2. I =1LU{[l]} ery =rU{[r]}, onde ! e r sao duas rectas distintas de .A.
Se [||r, atendendo ao facto de que as rectas [ e 7 ndo tém nenhum ponto comum e a
que [l] = [r], concluimos que as rectas [; e ry intersectam-se num tnico ponto, o ponto
no infinito [{].
Se | Jlr '3 entdo as rectas [ e r tém um tinico ponto comum que designamos por P.
Como [r] # [I] concluimos que as rectas [ e l2 intersectam-se num tnico ponto, o ponto

P.

Verificagio de (P3). Sejam Py, Py e P3 trés pontos nao colineares de A. Entao as rectas
[ =P P, r=Py,P; e m = P P; nao sao paralelas e, portanto, pertencem a classes distintas
de rectas paralelas [l], [r] e [m]. Assim, por exemplo, Py, Ps, [l] e [r] sdo quatro pontos de 7
tais que nao hé trés colineares (ver figura 15).

Py

FIGURA 15

Denotemos por m = AUl 0 plano projectivo obtido a partir do plano afim A através da
construcdo atras descrita. Se A é um plano afim de ordem n entéo existem n + 1 classes de
rectas paralelas e, portanto, n + 1 pontos no infinito. Como em A existem n? pontos temos
que em 7 existem n? + n + 1 pontos. E claro que, em 7 também existem n? + n 4 1 rectas.
Portanto, © é um plano finito. Como cada recta de A contém exactamente n pontos temos
que cada recta de m contém exactamente n 4+ 1 pontos e, portanto, 7w tem ordem n.

13A expressao [ Al significa que as rectas | e 7 ndo sio paralelas.
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Consideremos agora um plano projectivo m = (P, L) e seja m uma recta de 7. Para cada
recta 7 de 7 distinta de m, definimos uma nova recta r do seguinte modo:

r={Per: P¢&m}.
Consideremos os conjuntos
P={PcP:P¢gm} e L={r:7cL e 7#m}
Proposigao 2.2.26 A estrutura de incidéncia A = (P, L) é um plano afim.

Demonstracao.

Verificacdo de (Ay). Sejam P,Q € P. Como P,Q € P C P existe uma tinica recta 7 de 7
que contém ambos os pontos (é claro que 7 # m). Assim, arectar ={R€r: R¢gm} éa
unica recta de A que contém ambos os pontos.

Verificagio de (Az). Sejam R um ponto e r uma recta de A tal que R ¢ r. Temos
r={Pef: P¢im}, para alguma recta ¥ de 7. Seja Q = m N7. E claro que Q € P\ P.
Seja s = {P € RQ : P ¢ m}. A recta s é uma recta de A que contém R e tal que s e r
nao tém nenhum ponto comum. Atendendo a (Ps), @ é o tinico ponto de 7 que pertence a
m. Entdo, podemos concluir que s é a unica recta de A tal que R € s e s||r.

Verificagio de (Asz). Seja P € m. Sejam 7 e 5 duas rectas distintas de ™ que contém P e tais
que 7 #m e 3 # m. Sejam 51,59 € § tais que S; # P e So # P e seja R € 7 tal que R # P.
E claro que Si,S52 e R sao trés pontos de A nao colineares. [ |

Denotemos por 4 = 7\ m o plano afim obtido a partir do plano projectivo m através da
construcdo anterior. Se m é um plano projectivo de ordem n entdo A é um plano afim de
ordem n. De facto, como em 7 existem n?+4n+ 1 rectas e nesta construcao removemos uma
destas rectas temos que em A existem n? 4 n rectas. Além disso, como removemos todos os
pontos de uma recta de 7 e como em 7 existem n? 4+ n + 1 pontos e cada recta contém n + 1
pontos resulta que em A4 hé n? pontos.

A existéncia de um plano projectivo de ordem n equivale a existéncia de um conjunto
completo de quadrados latinos.

Teorema 2.2.27 FExiste um plano projectivo de ordem n se e s6 se existe wm conjunto com-
pleto de quadrados latinos de ordem n.

Demonstracao. E uma consequéncia imediata das duas proposigoes anteriores e do teorema
2.1.23. [ |

Daqui em diante, ao escrevermos A U [y, estamos a refirir-nos ao plano projectivo que se
obtém do plano afim A e ao escrevermos 7 \ m estamos a referir-nos ao plano afim que se
obtém do plano projectivo w através das construcoes atras descritas.

Consideremos o plano projectivo 7 = A Ul e seja f uma colinea¢do de A. Designemos
por fr a extensao de f a 7 definida do seguinte modo:

f=(P) = f(P), para todo o ponto P de A e f([l]) = [f(l)], para toda a recta ! de A.
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A extensado de f a m, fr, é uma colineacdo de 7. E claro que se f = id entao f, = id.

(i) Suponhamos que f é uma perspectiva afim de A, diferente da identidade, com eixo [.
Seja t um trago de f. O ponto [t] pertence & recta ls € é fixo por fr (notemos que f
fixa tracos). Como os tinicos pontos fixos por f sao os pontos da recta ! e [I] ¢ um ponto
fixo por fr (visto que [ é uma recta fixa por f) concluimos que, em 7, a recta { U {[{]}
¢é a unica recta fixa, por fr, ponto por ponto. Entao f; é uma colineacdo axial com
eixo a recta [ U {[{]}. Consequentemente f. é uma colineagao central de centro [t]. Se
algum trago de f intersecta [ entao I' = [t] e [¢] # [[] (I" é o conjunto dos tragos de f).
Neste caso fr é uma homologia. Se nenhum traco de f intersecta [ entao [t] =T U {l}
e, portanto, [t] = [I]. Neste caso fr é uma elacao.

(ii) Suponhamos que f é uma dilatacao diferente da identidade. Entao, para toda a recta
[ de A, fr fixa todos os pontos da recta . Logo fr é uma colineagao axial e, conse-
quentemente, uma colineacao central. Se f é uma homotetia de centro C' entdo f, é

uma homologia de centro C e eixo lo. Se f é uma translacao entdo f; é uma elacao de
eixo I e centro [Pf(P)] com P € A 4.

Consideremos agora o plano afim A = 7\ m e seja f uma colineagao de .

(a) Suponhamos que f é uma (C,m)-colineagao de 7.
Qualquer recta r de 7, distinta de m, intersecta a recta m num ponto que vamos designar
por P. E claro que, em 7, as rectas 7 e f(7) intersectam-se no ponto P. Atendendo a
que fla (r)={f(P): Per e P ¢m} concluimos que, em A, r e f|4 (r) sdo rectas
paralelas.

(i) Se f é uma elagao entdo f| 4 néo fixa pontos e, portanto, f|4 é uma translacéo.

(i1) Se f é uma homologia entao f| 4 s6 fixa o ponto C e, portanto, f| 4 é uma homotetia.

(b) Suponhamos que f é uma (C,[)-colineacio de m, com C € m e | # m.
Entao a recta Il = {P € [ : P ¢ m} é uma recta fixa, por f|4, ponto por ponto.
Observemos que f| 4 nao fixa outros pontos. Logo f|4 é uma perspectiva afim.

1) Se f é uma elagdo entdo f|4 é uma perspectiva afim cujos tragos sdo paralelos a
) S 6 laca ta 6 ti fi jos t a lel l
ja que, em 7w, C' =[N Pf(P), para todo o ponto P de m que nao pertence a [.

(i) Se f é uma homologia entao f|4 é uma perspectiva afim cujos tragos intersectam
l.

2.2.6 Configuracao de Desargues

Da existéncia de certos tipos de colineacbes de um plano projectivo podem surgir algumas
configuragdes especiais. Seja f uma (C,!)-colineagdo de um plano projectivo 7 tal que exis-
tem trés pontos X, Y e Z que nao séo fixos por f e {X,Y,Z,C} é um conjunto de quatro
pontos onde néo hé trés colineares. Sejam X; = f(X), Y1 = f(Y) e Z; = f(Z). Vejamos
que os pontos U = XY N X1V, V=XZNX1Z1e W =YZNY1Z; pertencem a recta [ (ver
figura 16 (a) e (b)).

4 Observemos que, se P e Q sio pontos de A entdo [Pf(P)] = [Qf(Q)], caso contrario, f teria um ponto
fixo que seria o ponto Pf(P)NQf(Q).
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Observemos que U # C, V # C e W # C, poisU € XY,V € XZ, W € YZ e
{X,Y,Z,C} é um conjunto de quatro pontos onde néo hé trés colineares. Como U € XY
entdo f(U) € f(XY) = X1Y1. Atendendo ao facto que C' é o centroe U # C vem f(U) € CU.
Por conseguinte f(U) € X1Y1NCU. Como U € XY NCU concluimos que U = f(U).
Raciocinando de modo andlogo temos V = f(V) e W = f(WW). Como f fixa apenas o centro
e todos os pontos de [ concluimos que U, V e W pertencem a L.

A configuracao constituida pelos dez pontos C, X, Y, Z, X4, Y1, Z1, U, V e W e pelas
dezrectas CX,CY,CZ, XY, XZ,YZ, X1Y1, X121, Y1Z1 el chamamos configuracao de
Desargues. Uma configuracdo de Desargues pode surgir ou nado de uma (C,!)-colineagao.
Dizemos que sete pontos distintos C', X, Y, Z, X1, Y1 e Z; estdo nas condigdes da configuracao
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de Desarguesse C, X, X1 e C,Y, Y1 e C, Z, Z; sdo ternos de pontos colineares, {C, X,Y, 7}
é um conjunto de quatro pontos tais que nao ha trés colineares e X1, Y7, Z; nao sao colineares.
Assim, dados sete pontos C, X, Y, Z, X1, Y] e Z1 nas condigoes da configuracdo de Desargues
temos uma configuracdo de Desargues se os pontos U = XY N X Y1,V = XZNX1Z e
W =Y Z NY;Z; sdo colineares.

Se X, Y e Z séo trés pontos nao colineares dizemos que formam um tridngulo de vértices
X, Y e Z eescrevemos AXY Z. Sejam AX Y171 e AX2Y575 dois tridngulos. Se existe um
ponto C tal que C X1 = CXy, CY) = CYs e CZy = CZ;y dizemos que os triangulos AX1Y1 7
e AXoY>Z5 encontram-se em perspectiva a partir de C. Se existe uma recta [ tal que
os pontos X1Y1 N XoYs, X171 N XoZs e Y1721 NY5Z5 pertencem a recta [ dizemos que os
triangulos AX1Y17Z; e AX2Y2Z5 encontram-se em perspectiva a partir de [ (ver figura
17).

FIGURA 17

Seja AXY Z um triangulo e f uma (C,[)-colineagao que nao fixa os vértices desse triangulo
nem as rectas XY, XZ e YZ. Atendendo ao inicio desta secgdo podemos concluir que os
triangulos AXY Z e Af(X)f(Y)f(Z) encontram-se em perspectiva a partir de C e de [.

A existéncia de uma configuracdo de Desargues é equivalente a existéncia de um par de
tridngulos em perspectiva a partir de um ponto e de uma recta.

Dizemos que um plano projectivo 7 é um plano de Desargues se, para qualquer escolha
de sete pontos C, X, Y, Z, X1, Yi e Z1 nas condigoes da configuracao de Desargues os pontos
U=XYNX ", V=XZNnX1ZieW =YZNY,Z; sdo colineares.

No Plano de Fano nao é possivel encontrar um conjunto de sete pontos nas condicoes da
configuracdo de Desargues. Assim, toda a afirmacao relativa a qualquer conjunto de sete
pontos do Plano de Fano nas condicoes da configuracao de Desargues é sempre verdadeira. O
Plano de Fano é, portanto, um plano de Desargues. Excepto o Plano de Fano, um plano pro-
jectivo m que admita uma (C, l)-colineagao, diferente da identidade, admite uma configuracéo
de Desargues induzida pela colineagdo. O teorema seguinte déd-nos uma condicdo necesséaria
e suficiente para que um plano projectivo m seja um plano de Desargues. Dizemos que um
plano projectivo tem um conjunto completo de colineagoes centrais se é (C, [)-transitivo
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para qualquer ponto C e para qualquer recta (.

Teorema 2.2.28 O plano projectivo m tem um conjunto completo de colineacoes centrais se
e s0 se w € um plano de Desargues.

Demonstragao. Qualquer (C,l)-colineagao, diferente da identidade, do Plano de Fano é
uma elagao. Assim, é facil ver que o Plano de Fano tem um conjunto completo de colineagoes
centrais. Suponhamos que 7 tem um conjunto completo de colineacGes centrais. Sejam
C, X,Y, Z, X1, Y1 e Z; pontos nas condicoes da configuracdo de Desargues. Como 7
tem um conjunto completo de colineacoes centrais existe uma (C, UV )-colineacdo f, onde
U=XYNX1YireV =XZnNXZ tal que f(X) = X;. Notemos que X, X & UV (caso
contrario, terfamos X = U = Xj). Vamos mostrar que o ponto W =Y Z N Y1 Z; pertence
a recta UV. Como U € UV e UV é o eixo temos f(U) = U e, portanto, resulta que
f(XU) = XjU. Atendendo a que U € XY temos Y € XU donde f(Y) € X U. Por outro
lado sabemos que f(Y') € CY (porque C é o centro). Assim, f(Y) € CY N X U e, portanto,
fY)Y=Y1jaque Y1 € CYNX U (C, Y e Y sdo colineares e U € X1Y7). De modo anédlogo
podemos provar que f(Z) = Zi.

Temos assim que f(W) € f(YZ) = Y1Z;. Além disso, f(W) € CW. Uma vez que
W e CW NYi1Z; temos f(W) =W. Como f é uma (C,UV)-colineacao diferente da iden-
tidade, f fixa somente C' e todos os pontos da recta UV. Atendendo a que W é um ponto
fixo temos W € UV ou W = C. Suponhamos que W =C. Entao C € YZNYY; =Y. Logo
C =Y, o que é falso. Resulta assim que W € UV e, portanto, U, V e W sao colineares
donde concluimos que 7w é um plano de Desargues.

Reciprocamente, suponhamos que 7 é um plano de Desargues. Pretendemos mostrar que,
para qualquer ponto C' e para qualquer recta [, m é (C,[)-transitivo. Sejam [ uma recta e
X, X1 e C trés pontos distintos colineares tais que X, X1 € [. Vamos mostrar que existe uma
(C,1)-colineacao f tal que f(X) = X;. Designemos por P o conjunto de pontos do plano .
Definimos em (P \ {X X;}) U {C} a aplicacdo fi por

A(P) = P se Pelu{C}
! 1 CPNXU onde U=XPnNl se P¢gleP¢gXXj.

Fixemos Y € XX, eY € 1. Seja Yy = f1(Y). Definimos em (P \ {YY1}) U {C} a aplicagio
f2 por

Fo(P) = P se Pelu{C}
2 | CPNYU onde U=YPNIl se PglePgYY].

Temos fi(P) = fo(P) = P, para todo o P € [ U {C}. Vejamos agora que, para todo o
Z e P\{XX1,YY1,l}, fi(Z) = f2(Z). Temos dois casos a considerar:

1. Ze XY.
Como XZNl=YZNl=U temos fi(Z)=CZnNnX\WU e fo(Z)=CZNYU.
Notemos que X ;U = Y1U pois fi(Y) = Y1 (ver figura 18). Concluimos entao que
1(Z) = f2(2).

2. Z ¢ XY.
Sejam U =XYNL,V=XZNleW =YZnI. Seja Z = fi(Z) (ver figura 19).
Os pontos C, X, Y, Z, X1, Y1 e Z; sdo distintos e estdo nas condicées da con-
figuracdo de Desargues. Como 7w é um plano de Desargues os pontos XY N X;Y7,

XZNX1Z1 e YZNY1Z sao colineares. Por definicao de fi, temos XY NX Y, =U €1,
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XZnX1Zy =V €1l. Resulta entao que YZ NY,Z; é um ponto da recta [. Como
YZNl =W vem que YZNY Z; =W, donde concluimos que os pontos Y7, Z; e W
sao colineares. Logo fo(Z) =YiWNCZ =7, = fi(Z).

FIGURA 18

FIGURA 19

Definimos em P a aplicacao f por

P se Pelu{C}
FPY={ R(P) se PeP\(XX Ul
fQ(P) se Pe XXl\{C}

Vamos agora mostrar que f aplica rectas em rectas. Seja m uma recta qualquer. Temos
dois casos:
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1. Se m = [ resulta imediatamente da definigdo de f que f(m)=m.

2. Suponhamos que m # . E claro que, se m = X X; entdo f(m) = m. Suponhamos
agora que m # X X1. Seja M = mnNl e sejam M’ e M" dois pontos da recta m distintos
de M. Sejam M| = f(M') e M{' = f(M").

(i) Se X € m, por definicao de f, temos M| € X1 M e M| € X1 M e, portanto Mj,
M{" e M sao colineares pelo que concluimos que f(m) é uma recta.

(i) Suponhamos que C' € m. Se M = C entao f(m) = m, umavez que f(C)=C € m,
J(M) =M € CM' =me f(M") = M’ € CM" = m. Se M # C entéo
pelo menos um dos pontos M’ ou M"” é distinto de C. Sem perda de genera-
lidade, podemos supor M’ # C. Temos f(C) = C € m, f(M) = M € m e
f(M')y=M] € CM' =m pelo que f(m)=m.

(#1i) Suponhamos agora que m nao passa por C' nem por X. Sejam U = XM' Nl e

V =XM"nNl (ver figura 20).

FIGURA 20

Os pontos C, X, M', M" X1, M{ e M{ estéo nas condi¢oes da configuragao de De-
sargues. Como 7 é um plano de Desargues temos que os pontos X M"NX; M{ =V,
XM N XiM{ =U e M'M" N M{M{ séo colineares. Atendendo a que os pontos
U e V pertencem a recta [ e a que m = M'M" resulta que M = M'M" n M{M{
donde concluimos que M, M{ e M{ séo colineares e, portanto, f(m) é uma recta.

A aplicagao f é bijectiva (resulta da definicdo de f, do facto que f aplica rectas em rectas
e de que m é um plano projectivo), aplica pontos em pontos, aplica rectas em rectas, fixa a
recta | ponto por ponto, f(C) = C e, para todo o X # C, f(X) € XC. Portanto f é uma
(C, 1)-colineagdo. I imediato que f(X) = X;. ]
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Em geral, existem configuragoes de Desargues que nao provém de uma (C,!)-colineagao.
Mas, se um plano projectivo é um plano de Desargues entao todas as configuragoes de De-
sargues provem de uma (C,[)-colineacdo. No apéndice B, em particular sec¢do B.3, iremos
ver que se ™ € um plano projectivo de ordem 2, 3 ou 4 entdo m é um plano de Desargues. Em
qualquer plano projectivo de ordem n > 2 existem sete pontos nas condic¢oes da configuracao
de Desargues. De seguida, vamos mostrar que em qualquer plano projectivo de ordem n > 2
existe pelo menos uma configuracao de Desargues.

Proposicao 2.2.29 Todo o plano projectivo de ordem n > 2 admite uma configuracdo de
Desargues.

Demonstragao. Seja m um plano projectivo de ordem n. E claro que, no caso em que n = 3
ou n = 4 existem vérias configuragoes de Desargues. Suponhamos que n > 5. Seja [ uma
recta qualquer e C' um ponto qualquer que nao pertence a recta . Sejam [, s e I3 trés rectas
que passam por C e sejam A e B pontos de [ tais que nenhum deles pertence a qualquer uma
das rectas ly,ly e I3 (observemos que é possivel fazer tal escolha ji que, como n > 5, cada
recta contém pelo menos seis pontos e cada ponto pertence a pelo menos seis rectas). Sejam
Li=ULnNl Ly=1IyNnle Ly =13nNl. Para cada ponto X € 3 \ {C, L1}, construimos pontos
X2 e X3 do seguinte modo (ver figura 21): Xo = XANly e X3=XoBNl3

C

FIGURA 21

Consideremos a aplicagao f definida em Iy \ {C, L1} por f(X) = X' = XX3nNl. Como
duas rectas intersectam-se num unico ponto temos que, dado X € I3 \ {C, L}, X’ é tnico
e X' € I\{A,B,L1, Ly, Lg}. Sabemos também que I; \ {C,L1} contém n — 1 pontos e
IN{A, B, Ly, Lo, Lg} contém n — 4 pontos. Assim, existem pontos Y, Z € [\ {C, L1} tais que
f(Y)=f(Z). Sejam P,Q € I, \{C, L}.

Sejam P e P construidos a partir de P e Q)2 e Q3 construidos a partir de ¢ do mesmo
modo que X5 e X3 foram construidos a partir de X. Temos que C, P, P, P3, @, Q2 e (J3 sao
sete pontos nas condices da configuracéo de Desargues. Além disso, PPoNQQo = A€l e
PoPs N Q@3 = B € [. Temos uma configuragdo de Desargues se o ponto PP3 N QQ3 € [,
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o que acontece quando f(P) = f(Q). Assim, a configuracdo constituida pelos dez pontos
C,Y,Y5,Y3,7,75,73,A,B,e Z' e pelas dez rectas |,CZ,CZy,CZ3, Z Z5,Y Yo, Z573,Y2Y3, YY3

e Z 73 é uma configuragao de Desargues. [ |

Observemos que todo o plano projectivo de ordem n > 2 admite varias configuracoes
de Desargues, uma vez que na demonstracdo da proposicao anterior a escolha de [ e de C' é
arbitraria. Dizemos que um plano afim .4 é um plano de Desargues se o plano projectivo
7= AUlsx é um plano de Desargues.

Proposigao 2.2.30 Seja A um plano afim de Desargues e AA', BB’ ¢ CC’ trés rectas
distintas tais que AA'||BB'||CC" ou AA'NBB'NCC" = P, onde P ¢ {A,A",B,B,C,C"}.
Se AB||A'B’ ¢ AC||A'C’" entao BC||B'C".

Demonstracao.

FIGURA 22

/
/
’

C FIGURA 23

Suponhamos que AA'|BB/||CC’" e que AB|A’B" e AC|A'C'". Em AU ly temos
AANBB' NCC' = X €loo, ABNAB =Y €l e ACNAC =Z €lo. SeY =27
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entdo AC = BC e A'C' = B'C’' donde, em A, BC||B'C’. Se Y # Z, entdo X, A, B e C séo
quatro pontos distintos de AUl tais que nao h4 trés colineares, X, A, A’e X,B,B' e X,C,C’
sdo ternos de pontos colineares e A, B,C e A’, B',C’ sdo ternos de pontos néo colineares (ver
figura 22). Como AUl é um plano de Desargues, em AUly, BCNB'C' € YZ = l. Logo,
em A, BC||B'C’.

Suponhamos agora que AA'N BB’ NCC" = P e que AB||A'B’ e AC||A'C'. Se C € AB
entao C' € A'B’, pois AC||A'C’. Logo BC|B'C’'. Suponhamos que C' ¢ AB (ver figura 23).
Em AUlsw, ABNA'B'=X €looe ACNA'C' =Y € ly. Notemos que X #Y. P,A,BeC
sao quatro pontos de AUl tais que nao h4 trés colineares, P, A, A’ e P,B,B’ e P,C,C’ sao
ternos de pontos colineares e A, B,C e A’, B’,C’ sao ternos de pontos nao colineares. Entao,
em AUly, BCNB'C' € XY =ly. Logo, em A, BC||B'C".

|

Dizemos que um plano afim A tem um conjunto completo de dilatagoes se, dados trés
pontos colineares e distintos C, X e X7 existe uma homotetia f de A com centro C e tal que
f(X) = Xi e dados pontos P e @ de A existe uma translagdo g tal que g(P) = @ (notemos
que no caso de P = @, g é a identidade).

Dizemos que um plano afim A tem um conjunto completo de perspectivas afins, se
dada uma recta qualquer [ e dois pontos P,Q ¢ [, existe uma perspectiva afim f de A com
eixo [ tal que f(P) = Q.

Proposicao 2.2.31 O plano projectivo w € um plano de Desargues se e so se para toda a
recta m de w, o plano afim 7w\ m tem um conjunto completo de dilatagcdes e um conjunto
completo de perspectivas afins.

Demonstragao. Suponhamos que 7 é um plano de Desargues. Entao m tem um conjunto
completo de colineagoes centrais. Seja m uma recta de w. Vejamos que:

1. O plano afim m \ m tem um conjunto completo de dilatagoes.

Sejam C, X e X trés pontos distintos e colineares de m \ m. Atendendo a que 7 tem
um conjunto completo de colineagbes centrais, existe uma (C,m)-colineacdo f de m que
aplica X em X7. Como f é uma homologia de 7 resulta que f ’71’\777, é uma homotetia de
centro C' que aplica X em Xj.

Sejam P e @ pontos distintos de 7 \ m. Seja C1 = PQ Nm. Existe uma (Cy,m)-coli-
neacao g de m que aplica P em (). Como g é uma elagdo de m temos que g|ﬂ\m é uma
translacao.

2. O plano afim 7\ m tem um conjunto completo de perspectivas afins.
Sejam [; uma recta de m\ m e P e @ dois pontos distintos de 7 \ m tais que P,Q & ;.
Seja C = PQ Nm. Existe uma (C,l)-colineacao f de m tal que f(P) = Q. Como
f é uma homologia de 7© temos que f ‘71’\77_7, é uma perspectiva afim de eixo [ tal que

fP)=Q.

Reciprocamente, suponhamos que para toda a recta m de 7, o plano afim 7\ m tem um
conjunto completo de dilatagbes e um conjunto completo de perspectivas afins. Seja C' um
ponto de 7 e [ uma recta de 7. Sejam X e X; pontos de 7 tais que X, X7 ¢ {C}Ule C,X e
X1 sao colineares. Temos duas situagoes a considerar:
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1.Cél
Como 7\ [ tem um conjunto completo de dilatacdes, existe uma homotetia, f de \

com centro C' e tal que f(X) = X;. Entdo, f|x ( extensdo de f a m) é uma (C,!)-coli-
neagao tal que f|r (X) = Xj.

2. Cel
Designemos por 7 uma recta de 7 que contém C e tal que 7 # [ e X, X1 & 7 (notemos
que tal recta existe). Como m \ 7 tem um conjunto completo de perspectivas afins,
existe uma perspectiva afim f de eixo [ =1\ {C} tal que f(X) = X;. A recta de 7\ 7
que contém os pontos X e X7 é um trago de f. Designemos por t essa recta. Como
t é paralela a | temos que nenhum traco de f intersecta a recta [. Entao, sendo I' o
conjunto dos tragos de f temos I'U {l} = [t] e, portanto, [t| = [[] = C. Logo f|z é uma

(C,)-colineagao. ]

2.3 Plano de Mobius

Um plano de Mébius '® é uma estrutura de incidéncia M = (P, £), em que os elementos de
L sao designados por circulos, que satisfaz as seguintes condigoes:

(M7) Dados trés pontos existe um tnico circulo que os contém;

(M3) Dado um circulo « e dois pontos P e @ tais que P pertence a a e @ nao pertence a
«, existe um unico circulo 8 que contém os pontos P e ¢ e tal que P é o Ginico ponto
comum aos circulos a e G;

(M3) Existem quatro pontos que nao pertencem ao mesmo circulo. Existem pelo menos cinco
pontos. Qualquer circulo contém pontos.

Designemos por PQR o circulo que contém os pontos P,Q e R. Dado um conjunto de
pontos dizemos que estes sdo conciclicos se pertencem a um mesmo circulo. Assim, num
plano de Mé6bius exitem quatro pontos nao conciclicos.

Exemplo.
Consideremos os conjuntos

P:{P17P27P37P47P5}

L={{P, P, P3},{P1, Py, Ps},{P1, P>, Ps},{P1, P3, P, },{P1, P3, P5},
{P1, Py, Ps},{P, P3, Py}, { P, P3, Ps},{ P2, Py, Ps},{P3, P4, P5}}.
A estrutura de incidéncia M = (P, L) satisfaz (M;), (M) e (Ms).

Como o exemplo anterior mostra, a interseccao de dois circulos pode ser um conjunto de
dois pontos. Em geral, temos a seguinte proposicao:

15 Também designado por plano inversivo.
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Lema 2.3.1 A interseccio de dois circulos distintos de um plano de Mébius contém, no
mdximo, dots pontos.

Demonstragao. Sejam o e 3 dois circulos e suponhamos que « e 8 intersectam-se em trés
pontos. Por (M), resulta que o = . Portanto dois circulos distintos intersectam-se, no
méximo, em dois pontos. [ |

Ao escrevermos aN g = { P} pretendemos dizer que P é o tinico ponto comum aos circulos
a e (3 e dizemos que os circulos a e 3 sao tangentes em P e P é o ponto de tangéncia.
Ao escrevermos aN B = {P,Q} pretendemos dizer que « e B intersectam-se nos pontos P e
Q@ e dizemos que os circulos a e 3 sao secantes. Se os circulos a e 8 ndo tém nenhum ponto
comum dizemos que a e § sao disjuntos.

Lema 2.3.2 Num plano de Mobius , um ponto, dois pontos ou trés pontos pertencem a um
conjunto de quatro pontos ndo conciclicos.

Demonstracao. Basta ter em atencdo que existe um conjunto de quatro pontos nao
conciclicos e que trés pontos distintos definem um tnico circulo. [ |

Lema 2.3.3 Num plano de Mdbius qualquer circulo contém pelo menos trés pontos.

Demonstragao. Seja o um circulo de M. Seja P; um ponto de « (tal ponto existe atendendo
a (M3)). Pelo lema anterior, existem pontos Pa, P3 e Py tais que P, Py, P3 e Py sdo quatro
pontos nao conciclicos. Consideremos os circulos as = Pi.P3Py, a3 = PLPoPy e ay = PIPoPs
(notemos que estes circulos sao distintos).

Se existe 1 € {2,3,4} tal que a = a; entdao a contém pelo menos trés pontos. Suponhamos
agora que a1 = @, a9, a3 € a4 sao circulos distintos. Observemos que P; € «;, para todo
i € {1,2,3,4}. Como, para todos os i,7 € {2,3,4} com i # j, existe k € {2,3,4} tal que
a; Na; = {P;, Py}, no maximo, um dos trés circulos é tangente a a no ponto P; (notemos
que dois circulos distintos ambos tangentes a « em P; ndo tém pontos comuns além de Py).
Concluimos assim que, no minimo, dois dos trés circulos a9, as e a4 sdo secantes a « e,
portanto, o contém pelo menos trés pontos. [ |

Seja N um ponto de um plano de Mobius M = (P, L). Designemos por Ly o conjunto
dos circulos de £ que contém N. Em Ly definimos uma relagdo 1, chamada relacao de
tangéncia relativamente a N, do seguinte modo:

aTly B se a=pF ou anf={N}.

E evidente que Ty é uma relacao reflexiva e simétrica. Sejam a, 3,v € Ly tais que a Ty 3
e BTN ~v. Se a = ou =+ oua = resulta imediatamente que a Ty . Suponhamos que
a, B e~y séo distintos. Temos aNB={N}e BN~y ={N}. Entdo N € aN+. Suponhamos,
com vista a uma contradi¢ao, que existe @@ # N tal que Q € aN~. E imediato que Q g 5.
Por (M), existe um tnico circulo § que contém os pontos N e @ e tal que 6NG = {N}. Logo
0 = = a, o que é falso. Concluimos assim que a Ty v e, portanto, T é transitiva. lLogo
Tn é uma relacao de equivaléncia em L.
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2.3.1 Obtencgao de um plano afim a partir de um plano de Mobius

Vamos agora mostrar que a partir de um plano de Mobius M = (P, L) podemos construir
um plano afim. Fixemos N € P. Consideremos os conjuntos

P=P\{N}eL={a\{N}: a€ Ly}
Proposicao 2.3.4 A estrutura de incidéncia A = (P, L) é um plano afim.

Demonstracao.

Verificacdo de (A1). Sejam P,Q € P tais que P # Q. Por (M), existe um tinico circulo
a € L que contém os pontos P, @ e N. Entdo o\ {N} é o tinico elemento de £ que contém
Pe@.

Verificagao de (A3). Sejam o\ {N} € Le P € P tais que P & a\ {N}. Por (M3), existe
um unico circulo G de £ que contém o ponto P e é tangente a a no ponto N. Entao 5\ {V}
é o linico elemento de £ que contém P e tal que (a\ {N})N(8\ {N}) = 0.

Verificagio de (As). Por (M3), existem quatro pontos de P nao conciclicos, a saber P,Q, R
e S. Temos duas hipdteses:

1. Um desses pontos é o ponto N, digamos P = N.
Entao QRS € L\ Ly, caso contririo, os pontos P, @, R e S seriam conciclicos. Assim,
@, R e S sao trés pontos de P tais que nao ha nenhum elemento de £ que os contenha.

2. Nenhum desses pontos é o ponto N.
Atendendo a (M;), PQN é o tnico circulo de Ly que contém os pontos P e Q. Pelo
menos um dos pontos R ou S nao pertence ao circulo PQN, caso contrario, os pontos
P,Q, R e S seriam conciclicos. Suponhamos entdo que R ¢ PQN. Assim, P,Q,R € P
e néo ha nenhum elemento de £ que os contenha. [ |

Daqui para a frente, M \ N designa o plano afim que se obtém do plano de M&bius M
através do processo atras descrito.

2.3.2 Ordem de um plano de Mobius finito

Um plano de Mdébius finito é uma estrutura de incidéncia finita que é um plano de Mobius.
Todos os circulos de um plano de Mobius contém o mesmo ntmero de pontos.

Lema 2.3.5 Sejam a e G dois circulos de um plano de Mobius M que se intersectam em
dois pontos. Entao existe um ponto C de M que ndao pertence a nenhum dos circulos a e (.

Demonstragao. Seja {P,Q} = a N B. Designemos por R um ponto do circulo « tal que
R # P e R # Q (tal ponto existe atendendo ao lema 2.3.3). Atendendo a (M3), existe um
tnico circulo v que contém R e é tangente a 3 em P. Como vNa = {P, R} e, atendendo ao

lema 2.3.3, existe um ponto C que pertence a y e tal que C € a e C & 5. [ |

Proposigao 2.3.6 Seja M um plano de Mébius e o e B dois circulos de M. FEntao existe
uma bijeccao entre os pontos de o e 0s pontos de (.

Demonstracao. Temos trés casos a considerar:
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1. Os circulos a e § intersectam-se em dois pontos.
Seja {P,Q} = an 3. Atendendo ao lema anterior, existe um ponto C tal que C € a e
C ¢ 3. Vamos agora definir uma aplicacdo f entre os pontos de a e 0s pontos de 5.
Seja X um ponto de a tal que X # P. Consideremos o circulo vx = CPX.
Suponhamos que o circulo vx nao é tangente a 3 (ver figura 24).

FIGURA 24

Entao temos vx N B = {P,R}, onde R é um ponto de 3 distinto de P. Neste caso,
fazemos f(X) = R. Observemos que f(Q) = Q.

Suponhamos agora que o circulo vx é tangente a 8 (ver figura 25).

X e. |
o
FIGURA 25

Neste caso, fazemos f(X) = P.

Existe um 1nico circulo v que contém P e C e é tangente a o em P. Se ~ fosse tangente
a (3, o ponto de tangéncia seria P. Terfamos entao que vI'pa e ¥I'p(, donde resultava
que oTpB, o que é falso. Assim, v intersecta 8 num ponto que vamos designar por S.
Fazemos f(P)=S.

Vejamos agora que a aplicacao f é bijectiva.

Ingectividade: Sejam X e Y dois pontos de o tais que X #Y. Se X = PouY =P
entao é evidente que f(X) # f(Y). Suponhamos agora que X e Y sdo ambos distintos
de P. Consideremos os circulos vy = CPX e vy = CPY. E claro que vx 7# vy. Temos
dois casos a considerar:

(a) ambos os circulos vy e vy sdo secantes a 3;

(b) um dos circulos yx ou 7y é secante a 5 e o outro é tangente a (.

Atendendo ao modo como definimos a aplicagdo f é facil ver que, em ambos os casos,

fFX) # F(Y).
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Sobrejectividade: Seja Y um ponto qualquer de 8. Suponhamos que Y = P. O circulo
que contém P e C e é tangente a (3 intersecta o num ponto X. Temos f(X) =Y.
Suponhamos agora que Y # P. Sejayy = CPY. Se vy é tangente a a entéao f(P) =Y.
Se vy é secante a o temos vy Na = {P, X }. Temos f(X) =Y.

2. Os circulos « e @ intersectam-se num sé ponto que vamos designar por P.
Sejam @} e R dois pontos distintos de P tais que @ € a e R € 3. O circulo PQR é
distinto de a e § e intersecta cada um destes circulos em dois pontos. Por 1., existe
uma bijeccao fi entre os pontos de a e os pontos de PQR e existe uma bijeccdo fo
entre os pontos de PQR e os pontos de 8. Entdo f = fo o fi é uma bijeccdo entre os
pontos de « e os pontos de .

3. Os circulos a e G nao tém nenhum ponto comum.
Sejam P e @ dois pontos tais que P € a e Q € 8. Designemos por v o circulo que
contém os pontos P e @Q e tal que yNa = {P}. O circulo v intersecta 8 num sé ponto
ou em dois pontos. Em qualquer dos casos, atendendo a 1. e a 2., é possivel encontrar
uma bijeccdo fi entre os pontos de a e os pontos de v e uma bijecgao fa entre os pontos
de v e os pontos de 5. Fntao f = fz o fi é uma bijeccdo entre os pontos de a e os
pontos de 5. [ |

Corolario 2.3.7 Seja M um plano de Mébius finito. Entdo existe um nimero inteiro n > 2
tal que:

1. Qualquer circulo contém n + 1 pontos;
2. Qualquer ponto pertence a n® + n circulos;

3. O nimero de pontos € igual a n® 4+ 1 e o nimero de circulos € igual a n® + n.

Demonstracao. Seja N um ponto de M. Consideremos o plano afim finito A = M\ N.
Designemos por n (n > 2) a ordem de A. Assim, cada circulo que passa pelo ponto N contém
exactamente n + 1 pontos. Entéo, pela proposicao anterior, qualquer circulo contém n + 1
pontos. Além disso, a proposicao 2.1.6 permite afirmar que em M existem n? + 1 pontos e

que existem n? 4+ n circulos que contém N. Logo, qualquer ponto pertence a n? + n circulos.
(n?4+1)(n%+n)

- | g
T =n° + n circulos. [ ]

Temos também que existem

Ao ndmero inteiro n referido no corolédrio 2.3.7 chamamos ordem do plano de Mdbius
finito M. E claro que, M tem ordem n se e s6 se o plano afim A = M \ N tem ordem n.

Designemos por B(P, Q) o conjunto de todos os circulos de um plano de Mdbius que contém
dois pontos distintos P e Q.

Proposigao 2.3.8 Sejam M um plano de Mébius de ordem n e P e Q) pontos distintos de
M. Entao B(P,Q) contém n+ 1 circulos.

Demonstragao. Consideremos o plano afim A = M\ Q. Resulta da segunda afirmagao da

proposicao 2.1.6 que P pertence a n+ 1 circulos que contém Q. Assim, existem n+ 1 circulos
que contém P e Q. [ |
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A proposicio seguinte mostra que, sendo N um ponto de um plano de Mdbius finito, todas
as classes de circulos tangentes em N contém o mesmo nimero de elementos.

Proposicao 2.3.9 Sejam M um plano de Mébius de ordem n e N um ponto de M. Entao
cada classe de circulos tangentes em N contém n circulos.

Demonstragao. Atendendo a que o plano afim A = M\ N tem ordem n, resulta imediata-
mente da terceira afirmacao da proposicao 2.1.6 que cada classe de circulos tangentes em N
contém n circulos. ]

Proposicao 2.3.10 Seja M um plano de Mobius de ordem n e seja o um circulo de M.
Entao existem:

2(n+1 p
1. % circulos secantes a o

2. n? — 1 circulos tangentes a a;

3. ﬂ”—fgxn—ﬁz circulos disjuntos a «.

Demonstragao. Sejam P e N dois pontos distintos de a. Pela proposicao 2.3.8, existem

n circulos secantes a « que contém os pontos P e N. Como « contém n + 1 pontos, entao
2

existem n(”;l) = ﬂg_ﬂl circulos secantes a a.

Pela proposicdo anterior, existem n — 1 circulos tangentes a @ em N. Entao existem
(n+1)(n — 1) = n® — 1 circulos tangentes a a.
n?(n+1)

2

Resulta entdo que existem n3 4+ n — (n?—-1)—1= w circulos disjuntos

a . |
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Capitulo 3

Introducao de coordenadas

A introducdo de coordenadas num plano projectivo 7 (respectivamente, plano afim A) é
equivalente & construgao de um plano projectivo 7 (respectivamente, plano afim A) que
é isomorfo a 7 (respectivamente, 4). Assim, a cada ponto P de 7 (respectivamente, A)
fazemos corresponder (pelo isomorfismo) as suas coordenadas, identificando o ponto P com
essas coordenadas.

3.1 Introducgao de coordenadas num plano projectivo

Um dos nossos objectivos é mostrar que a existéncia de um corpo finito da origem & existéncia
de um plano projectivo finito que, como iremos mostrar, trata-se de um plano de Desargues
e, reciprocamente, qualquer plano projectivo finito de Desargues pode ser obtido a partir de
um corpo finito.

Nao existe um tinico método de introduzir coordenadas num plano projectivo finito. Vamos
descrever dois desses métodos, o primeiro, denominado por método de Marshall Hall, é usado
para qualquer plano projectivo, enquanto o segundo método sé é usado em planos projectivos
de Desargues.

3.1.1 Método de Marshall Hall

Seja m um plano projectivo de ordem n e seja S um conjunto com n simbolos distintos, entre
0s quais temos os simbolos 0 e 1. Sejam X, Y, I e O quatro pontos de 7 tais que nao hé
trés colineares. Vamos designar por recta no infinito a recta XY e denotar por l,,. Por uma
questao de conveniéncia, vamos designar os pontos de m que pertencem a l, por pontos no
infinito e os restantes pontos de m por pontos finitos.

Aos pontos Y, X, O e I atribuimos coordenadas (oc)!, (0), (0,0) e (1, 1), respectivamente.
Seja E'=0OINXY. A este ponto atribuimos coordenada (1). Consideremos uma aplicacéo
bijectiva ¢ : OI \ {E} — S tal que ¢(O) = 0 e ¢(I) = 1. A cada ponto finito A de OI
atribuimos coordenadas (¢(A), p(A)). Assim, ao escrevermos (a,a) estamos a considerar o
ponto finito A de OI tal que ¢(A) = a. Portanto, podemos escrever (a,a) em vez de A (ver
figura 1).

Se B é um ponto finito tal que B € OY e XB N OI = (b,b) entao a B atribuimos
coordenadas (0,b). Se C' é um ponto finito tal que C € OX ¢ YCNOI = (c,c) entéo a C
atribuimos coordenadas (c,0). Se D é um ponto finito tal que D ndo pertence a nenhuma

10O sfmbolo oo néo pertence a S.
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das rectas OX, OY e OI e tal que DY N OX = (d1,0) e DX NOY = (0,d2) entdo a D
atribuimos coordenadas (dy,ds) (ver figura 2).

0=(0,0) X=(0)

FIGURA 1

0=(00) (d,0 C=(c0) X=(0)
FIGURA 2
A recta que passa por O e por (1,m) intersecta a recta no infinito num ponto que vamos

designar por F'. A esse ponto atribuimos coordenada (m) (ver figura 3).
Temos assim uma. bijeccao entre o conjunto dos pontos de 7 e o conjunto

{(a,b): a,beS}U{(m): meS}U{(c0)}.

Todos os pontos finitos tém coordenadas (z,y) e dizemos que z é a abcissa e y é a ordenada
do ponto 2.

20Observemos que existe uma certa analogia com a introduciio de coordenadas no plano euclidiano.
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l1=(1,1)

0= (5,0) (1,0) >Z: (0)

FIGURA 3

Todos os pontos finitos que pertencem a recta O tém abcissa e ordenada iguais, isto é,
se (z,y) é um ponto da recta OI entdo z = y e dizemos que a recta OI tem equagio y = z.
Facilmente observarmos que, se [ é uma recta tal que | # [, e Y € [ entdo todos os pontos
de [ tém a mesma abcissa, digamos ¢, e dizemos que a recta [ tem equacao x = ¢. De modo
andlogo, se r é uma recta tal que r # [ € X € 7 entdo a recta r tem equacdo y = d (todos
os pontos da recta r tém a mesma ordenada). Em particular, a equacdo da recta OX é y =0
e a equagao da recta OY é z = 0.

Em S podemos definir duas operagoes bindarias designadas por adigao e multiplicagao e
que vamos denotar por “4+” e “x”, respectivamente. Passaremos a definir a adicao.

Ya(=)

(0b)

E=(D

0=(0,0 (a,0) X=(0)

FIGURA 4

Definimos a 4+ b como sendo a ordenada do ponto de abcissa a que pertence a recta r que
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contém os pontos (0,b) e (1) (ver figura 4).
Observemos que, se (x,y) pertence a r entdo y = z + b. Assim, dizemos que y =x+bé a
equacao da recta r. Temos:

1. 04+ b =10, para todo o b € S.
Resulta imediatamente da definicao.

2. a+0=a, paratodooa €S.
Seja a € S. Os pontos (0,0), (a,a) e (1) sdo colineares pelo que temos a + 0 = a.

Definamos agora a multiplicacdo. Definimos a x b como sendo a ordenada do ponto de
abcissa b que pertence a recta s que contém os pontos (0,0) e (a) (ver figura 5).

(baxb)

0=(0,0) (b,0) X=(0)
FIGURA 5

Para simplificar a escrita escrevemos ab em vez de a xb. Observemos que, se (x, y) pertence
a s entao y = ax. Assim, dizemos que y = az é a equacao da recta s. Temos:

1. al = a, para todo o a € S.
Seja a € S. Os pontos (0,0), (1,a) e (a) sdo colineares pelo que temos al = a.

2. la = a, para todo o a € S.
Seja a € S. O ponto (a,a) pertence & recta que contém os pontos (0,0) e (1). Entéo
la = a.

3. a0 =0, para todo o a € S.
Resulta imediatamente da definicao.

4. 0a = 0, para todo o a € S.
Sejaa € S. O ponto (a, 0) pertence & recta que contém os pontos (0,0) e (0) e, portanto,
temos Oa = 0.
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Vamos agora definir em S uma operacdo ternaria® 7' . Definimos T'(m,a,b) como sendo

a ordenada do ponto de abcissa a que pertence a recta t que contém os pontos (0,b) e (m)
(ver figura 6).

0=(0,0 (a,0) X=(0)

FIGURA 6

Observemos que, se (z,y) é um ponto da recta t entdo y = T'(m, x,b). Assim, dizemos que
y = T(m,z,b) é a equacao da recta t. Em particular, temos T'(1,a,b) = a+be T(a,b,0) = ab.
Assim, a adicdo e multiplicacao definidas antes sdo casos particulares desta operagéao terndria
T.

A um conjunto S nio vazio com uma operacao ternaria T chamamos anel ternirio * e
denotamos por (S,T'). Pretendemos agora mostrar que qualquer plano projectivo finito pode
ser representado por um anel ternario satisfazendo certas propriedades e, reciprocamente, um
anel ternario satisfazendo certas propriedades determina um plano projectivo finito.

Proposicao 3.1.1 Seja T a operacao terndria definida anteriormente. Entao:

T1) T(0,a,b) = T(m,0,b) = b, para todos os m,a,b € S.

T3) T(1,a,0) = a =T(a,1,0), para todo o a € S.

T3) Dados m,a,c € S, existe um unico b € S tal que T'(m,a,b) = c.

(T1)
(T2)
(73)
(T4) Dados a,a’,c,d € S, com a # d, existe um inico par de elementos m,b € S tal que

T(m,a,b)=c e T(m,d,b)="¢.

(Ts) Dados m, m/, b, b € S, com m # m/, existe um unico a € S tal que T(m,a,b) =
=T(m,a,b').

Demonstragao.

(T1) Sejam m,a,b € S e c=T(m,0,b). Entao (0,c) pertence a recta que contém os pontos
(m) e (0,b) e também pertence a recta OY. Como duas rectas intersectam-se num tnico

T:SxSxS-—S.
“Esta definigio encontra-se em [12].
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ponto e (0,b) é um ponto da recta OY concluimos que ¢ = b.
Seja d = T(0,a,b). O ponto (a,d) pertence & recta que contém (0,b) e (0). Temos
entao que d = b.

(T3) Seja a € S. Entao T'(1,a,0) = la = a =al = T(a,1,0).

(T5) Sejam a,c,m € S. A recta r que contém os pontos (a,c) e (m) intersecta a recta OY
num unico ponto. Assim, existe um tnico b € S tal que (0,b) é o ponto da recta OY
que pertence a recta r e, portanto, temos T'(m,a,b) = c.

(T4) Sejam a,d’,c,d € S tais que a # a/. Existe uma unica recta r que contém os pontos
(a,c) e (a',c). Como a # a a recta r intersecta a recta OY mno ponto (0,b), para
algum b € S, e intersecta a recta XY no ponto (m), para algum m € S. Atendendo
a que os pontos (a,c), (a’,c'), (0,b) e (m) pertencem & recta r temos ¢ = T(m,a,b) e
d =T(m,d,b).

(Ts) Sejam m,m/,b,b' € S tais que m # m/. Existe uma tnica recta r que contém os pontos
(0,b) e (m) e existe uma tinica recta s que contém os pontos (0,') e (m’). Como m # m/
temos que r e s sdo rectas distintas. Assim, r e s intersectam-se num tinico ponto que
é um ponto finito. Entéo existe um tnico a € S tal que T(m,a,b) = T(m’,a,t). [

Seja m um plano projectivo de ordem n. Vimos que, para qualquer escolha de quatro
pontos X, Y, O e I de « tais que néo hé trés colineares é possivel construir um anel ternério
(S,T), onde 0 e 1 pertencem a S e T satisfaz as propriedades (T1), (T2), (T3), (Tx) e (T5) da
proposicao anterior.

Seja S um conjunto néo vazio com n simbolos, entre os quais temos os simbolos O e 1 e o
simbolo co nao pertence a S. Seja T uma operacao ternaria definida em S que satisfaz as pro-
priedades (T1), (T2), (T3), (T4) e (T5). Consideremos a estrutura de incidéncia 7 (S) = (P, L)
definida do seguinte modo:

P=(SxS)U{(m):meS}tuU{(o)};
L={lmp:m,beS}U{l.:ceS}U{lo}
onde, para cada m,b,c € S,
bnp = {(xvy) eP:y= T(m7x7b)} U {(m)}v
le ={(z,y) € P:a =c}U{(c0)}

loo = {(m) € P} U {(c0)}.
Designemos por pontos os elementos de P e por rectas os elementos de £. A proposicao
seguinte mostra que 7(S) é uma estrutura de incidéncia que satisfaz (Py), (P2) e (P3).

Proposicao 3.1.2 A estrutura de incidéncia w(S) € um plano projectivo de ordem n.

Demonstracao.

Verificagao de (P;). Sejam P,Q € P tais que P # Q. Se P =(m) e Q = (00) ou P = (m) e
Q = (m') entdo P,Q € l. Se P = (a,c) e Q = (m) entdo, por (T3), sabemos que existe um
tinico b € S tal que ¢ = T(m,a,b) e, portanto, P,Q € I, . Se P = (a,c) e Q = (00) entdo
P,Q €l,. Se P=(a,c) e Q = (d',c) entao:
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(i) se a =a' temos P,Q € l, ;

(ii) se o caso anterior nao se verificar , por (T}), sabemos que existe um tnico par de elementos
m,b € S tal que T'(m,a,b) =ce T(m,a,b) =c'. Logo P,Q € L.

E evidente que em todos os casos a recta é Unica.

Verificagao de (P2). Sejam I,r € Ltaisquel #r. Sel=Il.er=1_oul=1,er =l entdo
INnr =(c0). Sel=1.er =lnypentdolNr = (c,T(m,cb)). Sel =lx er =l entdo
[Nr = (m). Suponhamos agora que | =lpp e v =lp y, com m#m' oub#V.

(i) Se m # m’ entao, por (T5), existe um udnico a € S tal que T'(m,a,b) = T(m',a,b’). Logo
as duas rectas intersectam-se num unico ponto.

(ii) Se b # b interessa estudar apenas o caso em que m = m’. E claro que (m) € Iy, p Nlppy
e, por (T3), concluimos que (m) é o inico ponto comum a ambas as rectas.

Verificag¢io de (Ps). Os pontos (0), (0,0), (<) e (1, 1) sdo quatro pontos tais que nao hé trés
colineares, pois facilmente verificamos que:

(i)  nao ha trés desses pontos que pertencam & recta loo;
(ii) nao existe ¢ € S tal que trés desses pontos pertencam & recta l.;

(iii) nao existem m,b € S tais que trés desses pontos pertencam a recta I, p, caso contrario,
os pontos colineares seriam X = (0), O = (0,0) e I = (1,1), o que claramente é falso.

Provdmos assim que 7(S) é um plano projectivo. E evidente que m(S) tem ordem n, j& que
cada recta contém exactamente n + 1 pontos. [ ]

No que se segue, m = (P, L) é um plano projectivo de ordem n e X,Y,0 e I sdo quatro
pontos de 7 tais que nao ha trés colineares. Introduzimos coordenadas em m do modo descrito
atrés. Seja (S,T) um anel terndrio onde T é a operacao terndria definida na pagina 65.
Dizemos que (S,T) é um anel terndrio linear se T(m,a,b) = ma + b, para todos os
a,b,m € S.

Teorema 3.1.3 Se m € um plano de Desargues entdo (S,T) é um anel terndrio linear e
5

(S,4, x) € um anel de divisao °.
Demonstragao. Se w é um plano de Desargues entao « tem um conjunto completo de
colineagoes centrais, isto é, m é (P, [)-transitivo, para qualquer ponto P e para qualquer recta
l.

1. (S,T) é um anel ternério linear:
E claro que se m = 1 ou b = 0 temos T(m,a,b) = ma + b. Também é claro que
T(m,0,b) =m0 + b.
Fixemos b € S* = S\ {0}. Os pontos ¥ = (o0), O = (0,0) e B = (0,b) séo colinear-
es. Seja F' = (m), com m € S\ {1}. Se P € BF é tal que P # F e P # B entao
P = (a,T(m,a,b)), para algum a € S*. Seja F = (1).
Observemos que as equagoes das rectas OF, BE e Y P sao, respectivamente, y = mzx,

5Ver apéndice A.
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y=xz+bezx=a. Sejam U=YPNOF eW = XUNOE (ver figura 7).

B=(0,b)

FIGURA 7

Temos U = (a,ma) e W = (ma, ma) (notemos que as equagdes das rectas XU e OF
sao, respectivamente, y = ma e y = x). Seja V = BENYW. Entao V = (ma,ma + ).
Vejamos que P,V e X sao colineares.

Como 7 é (Y, I« )-transitivo, existe uma (Yl )-colineacao fi tal que fi1(O) = B. Aten-
dendo a que as rectas PU e VW contém o centro vem f1(PU) = PU e fi(VWW)=VW.
Temos também fi(OF) = f1(O)fi(F) = BF e f1(OF) = f1(O)fi(F) = BE. Como
U € PUNOF temos f1(U) € PUN BF pelo que fi(U) =P ecomo W € YVNOE
temos f1 (W) = V. Assim, fi(UW) = PV. Como X € UW e fi(X) = X resulta que
X € PV e, portanto, P,V e X sio colineares. Uma vez que todos os pontos finitos
da recta XV tém a mesma ordenada vem T'(m,a,b) = ma + b. Atendendo a que P é
um ponto finito arbitrario da recta BF podemos concluir que (S,7T) é um anel ternario
linear.

. (S,4, %) é um anel de divisao:

(a) (S,+) é um grupo comutativo.

(i) Sejam fi e fa duas (Yl )-colineacoes tais que f1(O) = B e fo(O) = D, onde
B = (0,b) e D = (0,d) com b,d € S*. A aplicagdo f = fa o fi é ainda
uma (Y, lso)-colineagdo. Sejam a,c € S. Consideremos os pontos A = (a,a) e
C = (c,a) (ver figura 8).

Como A € OENY A temos f1(A) € BENYAe f,(A) e DENYA. Entao
fi(A) = (a,a+b) e f2(4) = (a,a +d). Como C € XANYC temos
fi(C) € XfL1(A)NYC e fo(C) € Xfr(A)NYC. Entéo fi1(C) = (c,a + b)
e fo(C) = (c,a +d). Uma vez que f(O) = f2(0,b) = (0,b + d) temos
f(C) = (c,a+ (b+d)).

Por outro lado, temos f(C) = fa(c,a +b) = (¢, (a + b) + d). Podemos entao
concluir que , para todos os a,b,d € S, (a +b) +d =a + (b+ d), o que prova
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que a adigdo é associativa.

(a0) (c,0)
FIGURA 8

(i) Atendendo & proposigao 2.2.19 e a que 7 é um plano de Desargues, temos que
G(lx) é um grupo abeliano. Sejam fi e fo definidas como em (i). Temos
entao (f1 o f2)(0) = (f20 f1)(O), ou seja, (0,d + b) = (0,b+ d). Concluimos
entdo que d + b = b+ d, para todos os b,d € S, o que prova que a adigao é
comutativa.

(i1i) 0 é o elemento neutro de (S,+), pois 0+ a =a = a + 0, para todo o a € S.

(iv) Seja a € S. Por (T3), existe um tnico b € S tal que T(1,a,b) = 0, ou seja,
a+b=0. Atendendo a (7), temos b+ a = 0. Provamos assim que todos os
elementos de S admitem simétrico. Designemos o elemento simétrico de a por
—a.

(b) Distributividade da multiplicagdo em relagao a adigao.

(i) Dado a € S, existe uma (X[ )-colineagdo h tal que h(0,0) = A onde

A = (a,0) (ver figura 9).
Sendo F = (1), temos h(OE) = AE. Como A é um ponto finito da recta
AE, existe b € S tal que T(1,a,b) = 0. Facilmente verificamos que b = —a.
Observemos que y = = — a é a equagao da recta AF. Seja C = (c,c), para
algum ¢ € S. Temos h(XC) = XC. Entao h(C) € XC N AFE e, conse-
quentemente, h(C) = (a + ¢,¢). Sejam D = (¢,mc) e F' = (m), para al-
gum m € S. Como A € FA, existe ¥ € S tal que T(m,a,b) = 0. E
claro que ¥ = —ma. A equacao da recta FA é y = mx — ma. Como
h(D) € XDNYh(C) temos h(D) = (a+ ¢, mc) e atendendo a que h(D) € FA
resulta que m(a 4+ ¢) — ma = mc e, portanto, m(a + ¢) = mec + ma, ou seja,
para todos os m,a,c € S, m(a + ¢) = ma + mec.

69



0=(00)

FIGURA 9

(ii) Dado m € S, existe uma (Y,0OY)-colineagdo f tal que f(X) = F onde
F = (m). Seja A = (a,b), com a,b € S. Designemos por B e C os pon-
tos de coordenadas, respectivamente, (0,b) e (1,b) (ver figura 10). Temos
f(XB)=FBe f(YA) = YA,

(11)
0 (a,0) X

FIGURA 10

Entao f(A) = (a,ma + b) e, em particular, f(C) = (1,m + b). Consideremos
o ponto (a,ba) € OC. Como f(OC) = Of(C) resulta que o ponto f(a,ba)
pertence & recta de equacado y = (m + b)x. Mas, f(a,ba) = (a,ma + ba).
Provdmos assim que (m + b)a = ma + ba, para todos os m,a,b € S.

(c) (S*, %) é um grupo.
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(i) Se S* = {1} é claro que (S*,x) é um grupo. Suponhamos agora que S*
contém pelo menos dois elementos. Existe uma (X, OY )-colineagao g; tal que
gi(F)=FEonde E=(1)e FF=(m), com m € S*\ {1} (ver figura 11). Sejam
G =(a,1),comaeS* e H=YGNOF. Entao H = (a,ma).

0 (a,0) X

FIGURA 11

Atendendo a que g1(H) € XH e g1(H) € OF vem gy (H) = (ma,ma). Assim,
como g1(G) € XG e g1(G) € Ygi1(H) temos g1(G) = (ma,1). Em particular,
temos g1(1,1) = (m, 1). Sabemos também que existe uma (X, OY)-colineacéo
g2 tal que ga(n) = E, para algum n € S*\ {1}. Seja g = g2 0 g1. A aplicagao
g é ainda uma (X,0Y)-colineagdo. Temos ¢g(1,1) = ga(m,1) = (nm,1) e
g(a,1) = ga(ma,1) = (n(ma),1). Como ¢g(1,1) = (nm,1) temos que g é
a (X, 0Y )-colineacao tal que g(nm) = (1). Assim, g(a,1) = ((nm)a, 1) e,
portanto, n{ma) = (nm)a para todos os a,m,n € S* o que prova que a
multiplicacdo é associativa.

(i1) 1 é o elemento neutro de (S*, x), pois 1m = m = ml, para todo o m € S*.

(i1i) Vejamos agora que, dado a € S*, existe u € S* tal que au = 1 = ua, isto é,
todos os elementos de S* admitem inverso.
Consideremos a (O, OY )-colineagao g tal que g(X) = P onde P = (—1—a,0),
para algum a € S. Observemos que a # —1, caso contrério, g nao seria injecti-
va. Seja R = (0,b+ ba), para algum b € S*. Temos entao que g(XR) = PR.

Se y = mz + b é a equacao da recta PR temos
btba=be 0=m(—1—a)+b+ba,
donde
0=-m(+a)+b(1+a)
e, portanto, m = b j& que —pq = (—p)g, para todos os p,qg € S 5. Assim,

y = bx + b+ ba é a equacao da recta PR. A recta de equagdo y = (b+ ba)x é
fixa por g, pois é uma recta que contém o centro. Seja A = (1,b+ ba). Como

A propriedade —pg = (—p)q, para todos os p,q € S resulta do facto de (S,4) ser um grupo e de que a
operagao multiplicagao é distributiva em relagao a adigao.
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o ponto A pertence a recta de equagdo y = (b + ba)z, existe d € S* tal que
g(A) = (d, (b+ ba)d) e como A pertence a recta X R temos g(A) € PR donde
(b+ ba)d = bd + b+ ba. Considerando d = u + 1 e usando (b) concluimos que

(ba)u = b.

Em particular, se b = 1 temos au = 1. Observemos que a igualdade (ba)u = b
verifica-se para a = —1 (basta tomar v = —1). Argumentando de for-
ma andloga para u # 0 e b = 1, existe v € S tal que wv = 1. Entéo
(au)v = a(uv) = a donde resulta que v = a, ji que au = 1. Portanto
au = 1 = ua, para todos os a € S*. Designemos o elemento inverso de a por
a b |

3.1.2 Configuragao de Pappus

Sejam A, B,C, A1, By e C; seis pontos de um plano projectivo «w tais que A, B,C e Ay, B1,C}
sdo ternos de pontos colineares, nenhum destes pontos pertence a interseccao das rectas AB
e A1Bi. Se os pontos U = ABiNA1B,V =AC;NACeW = BC; N B;C sao colineares a
configuracao constituida pelos nove pontos A, B,C, A1, B1,C1,U,V e W e pelas nove rectas
AB,A1B1,AB;, A1 B, ACy, A1C,CB1,C1B e UV chamamos configuragao de Pappus (ver
figura 12).

FIGURA 12

Dizemos que seis pontos distintos A, B,C, A1, B; e C estdo nas condicoes da configu-
racao de Pappus se A, B,C e Ay, B1,C; sdo ternos de pontos colineares e nenhum destes
pontos pertence & interseccdo das rectas AB e A1By. Um plano de Pappus é um plano
projectivo tal que, para qualquer escolha de seis pontos A, B,C, A1, B; e C} nas condicoes
da configuragdo de Pappus os pontos U = AB1NA1B,V=AC1NACeW = BC,NBC

sdo colineares.
Teorema 3.1.4 Todo o plano de Pappus é um plano de Desarques.

Demonstragao. Seja m um plano de Pappus. Sejam C, X,Y, Z, X1,Y] e Z; sete pontos nas
condigoes da configuragéo de Desargues. Pretendemos mostrar que os pontos XY N XY,
XZNX1Z e YZNY1Z sao colineares. Temos duas situagoes a considerar:
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1. Uma das trés afirmagoes seguintes é verdadeira.

(i) X,Y,Z; ndo sao colineares e X, Y], Z; ndo sao colineares;
(i) Y, Z, X1 ndo sao colineares e Y, Z1, X1 nao sdo colineares;

(i1i) Z,X,Y1 ndo sao colineares e Z, X1, Y1 néo sao colineares.

Sem perda de generalidade podemos assumir que se verifica (¢). Seja A = XY NY;Z;.
Facilmente verificamos que o ponto A é distinto dos sete pontos atrés considerados.
Os pontos A,Y, X, Z, 7y e C estdo nas condicoes da configuragdo de Pappus. Sejam
W =AZ1NZY, D=ACNnZX e B=YCnNZX. Como m é um plano de Pappus
os pontos W, D e B sao colineares.

Os pontos C,X1,X,Z1,A e Y] estao nas condicdes da configuracdo de Pappus.
Observemos que CY1 NZ1X = B. Sejam U =X1YINAX e E=CANZ1 X{. Comon
é um plano de Pappus os pontos F, B e U sao colineares.

Os pontos X,7Z;,B,E,D e A estdao nas condicbes da configuracido de Pappus.
Seja V.=XDnNEZ. Observemos que Z1IANDB=YZNY1Z1 =W e XANEB =
= XY NX;Y; =U. Como 7 é um plano de Pappus os pontos V,U e W sdo colineares.
Atendendo a que V = XZ N X1 Z; concluimos que 7 é um plano de Desargues.

2. Nenhuma das trés afirmagoes (7), (i) e (i47) é verdadeira.
Vejamos que esta situagao implica apenas uma das seguintes condicoes:

(i) X,Y1,7Z; sdo colineares e Y, Z;, X1 so colineares e Z, X1, Y] séo colineares;

(i) X,Y,Z; sédo colineares e Y, Z, X sao colineares e Z, X,Y] sao colineares.

Comecemos por assumir que X,Y71,Z; sdo colineares. Se Z, X,Y; fossem colineares
teriamos que C, X, Z seriam colineares, o que ¢ falso. Entao Z, X1, Y7 sao colineares. Se
Y, Z, X1 fossem colineares terfamos que C,Y, Z seriam colineares, o que é falso. Entao
Y, Z1, X1 sdo colineares. Assumindo agora que X,Y,Z; s@o colineares conseguimos
provar que Y, Z, X1 sao colineares e Z, X, Y] sdo colineares.

Assim, sem perda de generalidade, para demonstrar o caso 2. podemos assumir que
X,Y1, 71 sdo colineares e Y, Z1, X1 sdo colineares e Z, X1,Y] sdo colineares. Sejam
U=XYNXY,V=XZNnX1ZieW =YZNY Z;. Observemos que U,V e W
sdo pontos distintos dos sete pontos dados. Sejam A = XCNZUe B=YCnNZU.
Notemos que 21U # X 14, Y171,Z7Z; e os pontos U, A, B, X,Y,Z, X1,Y1,Z1 ¢ C sao
todos distintos.

Os pontos X,Y,U, Z1,Z e C estao nas condicoes da configuracdo de Pappus. Como ©
é um plano de Pappus os pontos XZNZ1Y = XZnNnX1Z; =V, A=XCnZUe
Y1 = YC N ZU séo colineares assim como os pontos W =YZNZ1 X =YZNY1Zy,
B=YCNZU e X; = XCN ZU séo colineares.

Os pontos A, X, X1,Y, B e Y] estdo nas condicbes da configuracdo de Pappus. Entéao,
como 7 é um plano de Pappus os pontos ABNYX = XY NX Y1 =U, AY1NYX, =
=XZNX1Z1=VeXYINBX1=YZNY,Z; =W sdo colineares. Concluimos assim
que 7 é um plano de Desargues. [ |

O teorema 3.1.3 garante que a partir de um plano projectivo de Desargues de ordem n
podemos construir um anel de divisdo com n elementos. Vejamos agora que, em termos
geométricos, dizer que o anel de divisao é um corpo é equivalente a dizer que o plano é um
plano de Pappus.
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Proposicao 3.1.5 Seja (S,+, x) definido como no teorema 3.1.3. Entdo (S,+,x) € um
corpo se e so se ™ € um plano de Pappus.

Demonstragao. Sejam A, B,C, Ay, By e C| seis pontos estdo nas condigoes da configuracao
de Pappus. Sem perda de generalidade, podemos supor A = (1,0), B = (m~',0), C = (0),
A1 =1(0,1), By = (00) e C1 = (0,n), com m,n € S*\ {1}(ver figura 13).

B =(e)

C,=(0,n)

B=(m?!,0)
A=(1,0)

FIGURA 13

Observemos que as equagoes das rectas ABy, A1 B, ACt, A1C e BC sao, respectivamente,
r=1,y=—-mz+1,y=—-nx+n,y=1ey=—nmx+n. Assim, sendo U = AB; N A B,
V=ACINACeW =BCNBCtemos U = (1,-m+1),V=>01-n""1)e W = (—nm).
A equagao da recta UV é y = —mnz +m(n—1) + 1. Entéo, U,V e W s&o colineares se e s
se W € UV o que equivale a nm = mn. [ |

Uma vez que todo o anel de divisdo finito é um corpo, podemos entao afirmar que, se 7 é
um plano projectivo finito, m é um plano de Desargues se e s6 se # é um plano de Pappus.

A seguir, vamos construir a partir de um espaco vectorial V' de dimensao 3 uma estrutura
de incidéncia, que iremos denotar por 7(V'), que é um plano projectivo de Desargues.

3.1.3 Introdugao de coordenadas a partir de um espacgo vectorial sobre um
anel de divisao K

Sejam K um anel de divisao e V um espaco vectorial de dimensédo 3 sobre K. Convencionamos
que a multiplicagao por escalares é uma aplicagdo V x K — V' (multiplicacéo por escalares a
direita). Designemos por pontos as rectas que passam pela origem, isto é, os subespacos de V'
de dimensao 1 e designemos por rectas os planos que contém a origem, isto é, os subespacos
de V' de dimensao 2. Denotemos por P o conjunto de todas as rectas que passam pela origem
e por L o conjunto de todos os planos que passam pela origem, encarados como conjuntos de
rectas que passam pela origem. Denotemos por 7(V') a estrutura de incidéncia (P, L).

Proposicao 3.1.6 A estrutura de incidéncia w(V') é um plano projectivo.
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Demonstragao.

Verificagio de (Py). Dados dois subespagos distintos de dimenséo 1, Uy e Us, existe um
unico subespaco de dimensao 2, W, tal que U; C W e Uy C W. Entao, dois pontos distintos
definem uma tnica recta.

Verificagio de (P2). Dados dois subespacos distintos de dimensao 2, Wi e Wa, existe um
Unico subespago de dimensao 1, U, tal que U C Wy e U C Ws. Entao, duas rectas distintas
intersectam-se num 1nico ponto.

Verificagio de (Py). Seja {e1,e2,es} uma base de V. Consideremos os subespacos
Uy ={ae; :a €K} Uy ={aes:a € K}, Us = {aes: a € K} e Uy = {afe1+eates) : a € K}
Nao existe nenhum subespaco de dimensao 2 que contenha trés dos subespacos anteriores.
Entao, existe um conjunto de quatro pontos tais que nao ha trés colineares.

Podemos assim concluir que 7(V') é um plano projectivo. [ |

Na proposigao seguinte mostraremos que, sendo K um anel de divisdo finito (um corpo
finito), 7(V') é um plano projectivo finito.

Proposicao 3.1.7 Se K é um corpo finito com n elementos entao w(V') é um plano projectivo
de ordem n.

Demonstracao. Todo o subespaco de V' de dimenséo 2 contém n? — 1 vectores diferentes
do vector nulo. Cada subespaco de V' de dimensdo 1 contém n — 1 vectores diferentes do
vector nulo. Como a intersecgao de dois subespacos distintos de V' de dimenséo 1 é o vector

nulo, entao todo o subespacgo de V de dimensao 2 contém ’}12:11 =n + 1 subespacos de V' de
dimensao 1, isto é, toda a recta de w(V') contém n + 1 pontos. [ |

Seja {e1,e2,e3} uma base de V. A cada ponto P de w(V) vamos atribuir coordenadas
[a,b,c]|, com a,b,c € K e ndo simultaneamente nulos, onde (a, b, c) sdo as coordenadas rela-
tivamente & base {ej, e2,e3} de um vector da recta de V' que representa o ponto P. Sendo
assim, se k € K\ {0} entdo [a,b,c] e [ak, bk, ck] representam o mesmo ponto em 7(V') e es-
crevemos P = [a, b, c]. Temos duas possibilidades: a # 0 e, portanto, [a,b,c| = [1,ba~", ca™']
ou a = 0 e, neste caso, [a,b,c] = [0,1,cb~"] se b # 0 ou [a,b,c] =[0,0,1] se b = 0.

Em V', qualquer plano que passe pela origem tem equagao ax+by+cz =0, com a,b,c € K
e ndo simultaneamente nulos. Designemos por < a,b, ¢ > as coordenadas da recta [ em 7(V)
a que corresponde em V o plano de equacao ax + by + cz = 0. Observemos que, se a’ = ka,
b = kbe d = ke, para algum k € K\ {0}, entdo < a,b,c >=< a',b/,c > e escrevemos
[l =< a,b,c >. O ponto [z,y, z] pertence a recta < a,b,c > se e s6 se ax + by + cz = 0.
Os pontos [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1] e [1,1,1] sdo quatro pontos de 7(V') tais que nao ha trés
colineares. Entao, sem perda de generalidade, podemos assumir que quaisquer quatro pontos
naquelas condiges tém coordenadas [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1] e [1,1,1] (escolhendo uma base
adequada para V).

Proposicao 3.1.8 O plano w(V') € um plano de Desargues.

Demonstragao. Sejam C,X,Y,Z, X1,Y7 e Z; sete pontos nas condicdes da configuracao
de Desargues. Pretendemos mostrar que os pontos U = XY N XY, V=XZNnXZ e
W =YZNY1Z sdo colineares. Sem perda de generalidade, podemos supor C' = [1,0,0],
X =10,1,0], Y =10,0,1] e Z = [1,1,1].
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Entdo 7 CX =< 0,0,1 >, CY =< 0,1,0 >, CZ =< 0,—1,1 >, XY =< 1,0,0 >,
X7 =< —-1,0,1 > e YZ =< —1,1,0 >. O ponto X; pertence a recta CX. Sendo
X1 = [z,y, 2] temos 0z + Oy + 1z = 0, isto é, z = 0. Atendendo a que X7 # X e X1 # C
temos z # 0 e y # 0 donde concluimos que X; = [1,7,0], com r # 0. Procedendo de
modo andlogo temos Y7 = [1,0,s], com s # 0 e Z; = [t,1,1], com t # 1. Assim, temos
XY =<r,—1,—rs ' >, X1 7 =<r,—1,—rt+1>e Y17 =< s,—st+1,—1>. Facilmente
verificamos que U = [0,—rs~',1], V = [I,r —rt + 1,1] e W = [1,1,5 — st + 1]. Entdo
UV =< —r+7rt—1—rs~',1,rs7! >. Usando alguns célculos facilmente verificamos que o
ponto W pertence a recta UV e, portanto, U,V e W sao colineares. [ |

Proposicao 3.1.9 O plano n(V) € um plano de Pappus se e sé se K € um corpo.

Demonstracao. Sejam X,Y, 7, X1,Y; e Z; seis pontos nas condicoes da configuracao de
Pappus. Observemos que X,Y, X1 e Y7 sdo quatro pontos tais que nao hé trés colinea-
res. Entdo, sem perda de generalidade, podemos assumir que X = [1,0,0], Y = [0,1,0],
X1 =1[0,0,1] e Y1 = [1,1,1]. Temos XY =< 0,0,1 > e X;Y; =< —1,1,0 > e, portanto,
Z =11,5,0], com s # 0 e Z; = [1,1,t], com t # 1. Resulta entdo que XY} =< 0,—1,1 >,
YXi =< 1,0,0 >, X717 =< 0,—-t,1 >, ZX| =< —s,1,0 >, Y71 =< —t,0,1 > e
ZY] =< —s,1,s — 1 >.

Sejam U = XY1NYX, V=XZiNnX1ZeW =2ZY1NYZ. Temos U = [0,1,1],
V =[1,s,ts], W = [l,s — st + t,t] e UV =< s —ts,—1,1 >. Entdo W € UV se e s6 se
st = ts. [ ]

De seguida, iremos dar um exemplo de um plano projectivo de Desargues que nao é um
plano de Pappus. Designemos por Mayx2(R) o conjunto de todas as matrizes reais de ordem
2. Sejam GLa(R) = {A € Max2(R) : det(A) # 0} e M = {O2} UGL2(R), onde O3 designa a
matriz nula de ordem 2. O conjunto M com as operagoes de adigao e multiplicacao usual de
matrizes é um anel de divisdo. Consideremos o espago vectorial V' de dimenséao 3 sobre M.
A estrutura de incidéncia w(V') é um plano de Desargues mas nao é um plano de Pappus.

O teorema 3.1.3 e a proposicao 3.1.8 permitem-nos concluir que dado um corpo finito é
possivel construir um plano projectivo finito de Desargues e, reciprocamente, dado um plano
projectivo finito de Desargues é possivel construir um corpo finito. Assim, se m é um plano
projectivo de Desargues de ordem n entao n = p", para algum primo p e para algum inteiro
positivo r. Atendendo a que, para toda a poténcia p”, com p primo e r inteiro positivo, existe
um corpo com p” elementos, resulta que para toda a poténcia p” existe um plano projectivo
de Desargues de ordem p". No entanto podem existir planos projectivos de ordem p" que
nao sao planos de Desargues (existem quatro planos projectivos de ordem 9 nao isomorfos e
apenas um desses planos é de Desargues [14]).

No teorema seguinte iremos mostrar que, qualquer plano projectivo de Desargues de ordem
n é isomorfo a m(V'), onde V' é um espago vectorial de dimensao 3 sobre um corpo K com n
elementos.

Teorema 3.1.10 Seja m um plano projectivo de Desargues de ordem n e seja V' um espaco
vectorial de dimensdo 3 sobre um corpo com n elementos. Entao 7 = w(V').

"Designemos por < a,b,c¢ > a recta que contém os pontos C' e X. Os pontos C' e X pertencem & recta
< a,b,c>seeséseal +b604+c0=0e a0+ bl 4+ c0=0. Temos entao a =0e b=0. Logo CX =< 0,0,1 >.
Procedemos de modo andlogo para as outras rectas. Devemos apenas ter em atencao que, uma vez que estamos
a considerar um anel de divisdo, a multiplicagdo nao é comutativa.
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Demonstragao. Seja S um conjunto com n simbolos distintos entre os quais temos os
simbolos 0 e 1. Sejam + e X as operagoes bindrias em S definidas na secgdo 3.1.1. Pelo
teorema 3.1.3, (S,+, x) é um corpo com n elementos. Consideremos o espaco vectorial V'
de dimensao 3 sobre este corpo. A estrutura de incidéncia 7(V') é um plano projectivo de
Desargues. Seja ™ = (P, L) e (V) = (P, L). Observemos que

P ={[0,0,1]}U{[0,1,c]: c € SU{[1,a,b] : a,b € S};

L=1{<0,0,1>}u{<0,1,c>:ceStu{<1,a,b>:a,beS}

P=(SxS)U{(m):m e StU{(0)};
L={lpmp:mbeSU{lc:ceSHU{lo};

onde, para cada m,b,c € S,
Imp =A{(z,y) €P:y =mz + b} U{(m)}

lc - {(:E,y) EP:x= C}U {(OO)}v

loo = {(2) € P} U{(c0)}.

Consideremos a aplicacdo f : P UL — P U L definida por
£(0,0,1]) = (0<), £(10 1,¢]) = (), £([1,a,b]) = (a,b), para todos os a,b,c €S

f()={f(P): Pel}, paratodoole L.

Facilmente verificamos que f|p é uma aplicacao bijectiva, o que basta para mostrar que f
é bijectiva. A aplicacao f aplica pontos em pontos e rectas em rectas. Portanto, f é um
isomorfismo. [ |

3.2 Introdugao de coordenadas num plano afim

3.2.1 Método de Marshall Hall

Sejam A um plano afim de ordem n e O um ponto de A. Por cada ponto de um plano afim
passam pelo menos trés rectas. Sejam X,Y e I trés pontos tais que as rectas OX, OY e Of
sejam distintas. Seja S um conjunto com n simbolos, entre os quais temos os simbolos 0 e 1.
Ao ponto O atribuimos coordenadas (0,0) e ao ponto I atribuimos coordenadas (1,1). A
cada ponto da recta O1, distinto de O e de I, atribuimos coordenadas (a, a) com a € S\{0,1},
tendo em atencdo que a pontos distintos correspondem coordenadas diferentes. Seja P um
ponto que néo pertence a recta OI (ver figura 14). Por P passa uma unica recta paralela a
recta OY, a qual intersecta a recta OI no ponto de coordenadas (a,a), para algum a € S.
Também por P passa uma tnica recta paralela a recta OX, a qual intersecta a recta O no
ponto de coordenadas (b,b), para algum b € S. Ao ponto P atribuimos coordenadas (a,b).
Facilmente observamos que as coordenadas dos pontos da recta OX sao da forma (z,0) e
as coordenadas dos pontos da recta OY sdo da forma (0,y), com z,y € S. As coordenadas
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de um ponto qualquer de A sdo da forma (z,y), com z,y € S. A coordenada z chamamos
abcissa e & coordenada y chamamos ordenada. Como todos os pontos da recta O tém abcissa
e ordenada iguais dizemos que y = x é a equacao da recta OI.

FIGURA 14

Todos os pontos de uma recta qualquer paralela a recta OY tém a mesma abcissa. Assim,
dizemos que a equagao da recta paralela a OY que contém o ponto (a,b) é x = a. A equagdo
da recta paralela a OX que contém o ponto (a,b) é y = b. Em particular, as equagoes das
rectas OY e OX sao, respectivamente, x =0 e y = 0.

Chamamos recta dos declives a recta que contém [ e é paralela a recta OY cuja equacao
é r = 1. Seja | uma recta nao paralela a recta OY. A recta paralela a [ que passa por O
intersecta a recta dos declives no ponto (1,m), para algum m € S. Dizemos que m é o declive
da recta [. E evidente que qualquer recta paralela a [ também tem declive m. Notemos que
qualquer recta paralela a OI tem declive 1.

FIGURA 15
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Vamos agora definir em S duas operacoes: a adicdo e a multiplicacdo que denotamos por
“47 e “x”, respectivamente. Comecemos por definir a adicdo. Definimos a+ b como sendo a
ordenada do ponto de abcissa a que pertence a recta r que contém o ponto (0,b) e é paralela
a recta OI (ver figura 15).

Observemos que, se o ponto (x,y) pertence a recta r entdo y = x +b. Assim, dizemos que
y = x + b é a equacao da recta r.

Definamos agora a multiplicagdo. Definimos a x b como sendo a ordenada do ponto de
abcissa b que pertence & recta s que contém os pontos (0,0) e (1,a) (ver figura 16).

FIGURA 16

Para simplificar a escrita escrevemos ab em vez de a X b. Observemos que, se (z,y) é um
ponto da recta s entdo y = ax. Assim, dizemos que y = ax é a equacao da recta s.

FIGURA 17

Passaremos agora a definir em S uma operagao ternaria T. Definimos T'(m,a,b) como
sendo a ordenada do ponto de abcissa a que pertence a recta t que contém os pontos (0,b) e
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(1,m) (ver figura 17).

Observemos que, se (z,y) é um ponto da recta t entdo y = T(m, x,b). Assim, dizemos que
y = T'(m,x,b) é a equacao da recta t. A operagao T satisfaz as condigoes (T7), (T2), (T3),
(Ty) e (T5) da proposicao 3.1.1.

Observagao. Seja 4 um plano afim de ordem n. Entdao A = 7\ I, para algum plano
projectivo w de ordem m e alguma recta [ de m. Introduzimos coordenadas em 7 pelo
método de Marshall Hall de modo que [y seja a recta no infinito. Os pontos de A sdo os
pontos finitos de w. Notemos que cada ponto de [, determina em A4 uma classe de rectas
paralelas.

3.2.2 Introdugao de coordenadas a partir de um anel de divisao

Sejam K um anel de divisdo, P = K X K e £ um conjunto definido do seguinte modo:
lel se l={(z,y) e KxK:azx+by+c=0}coma,bceKeaebnioambos nulos.

Observemos que, para todo o A # 0,
{(z,y) e KxK: az+by+c=0} ={(z,y) e KxK: lax + Aby + Ac = 0}.

Designemos por pontos os elementos de P e por rectas os elementos de £. Denotemos por
A(K) a estrutura de incidéncia (P, L).

Proposicao 3.2.1 A estrutura de incidéncia A(K) € um plano afim.

Demonstracao.
Verificagio de (A1). Sejam (x1,y1) e (x2,y2) dois pontos distintos de P. Pretendemos
determinar a,b,c € K, com a e b nao simultaneamente nulos, tais que

ar1+byr +c = 0 (%)
arxg+bya+c = 0

Se 1 = z2 entdao ambos os pontos pertencem & recta definida pela equagdo x — x1 = 0.
Suponhamos agora que x1 # x3. Ambos os pontos pertencem a recta definida pela equagao

(y2—y1)(za —21) "'z —y — (y2 —y1)(x2 — 21) " 'z1 + 91 = 0.
Atendendo a que a solugao do sistema (x) é

{ {a(1,0,—2z1) : a € K} se X1 = I
((y2 —y1) (w2 — )™ =1, — (o — 1) (2 —21) " Hy1): bEK} se z1 # a9

e atendendo & observacao anterior a esta proposicao podemos concluir que existe uma tnica
recta que contém os pontos (z1,y1) € (x2,y2).

Verificagio de (As). Notemos que as rectas definidas pelas equagoes ax + by + ¢ = 0 e
ar + by + d =0, com ¢ # d, ndo tém nenhum ponto comum. Assim, dado um ponto (z1,y1)
que nao pertence & recta [ definida pela equacao ax 4+ by + ¢ = 0, a recta s definida pela
equagao az + by — (axi + by ) = 0 contém o ponto dado e é paralela & recta [. Vejamos agora
que esta recta s é a tnica nestas condicoes. Para tal, basta observar que o sistema

z+by+c = 0
z+by+cd = 0
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com ¢ # ¢ é impossivel se e sé se b =1b'.
Verifica¢io de (As). Os pontos (0,0), (1,1) e (0, 1) sdo trés pontos distintos nao colineares.m

Seja | uma recta de A(K). Entéo existem a, b, c € K, com a e b ndo simultaneamente nulos,
tais que [ = {(z,y) e KxK: ax+by+c=0}. Seb=0temos = {(z,y) e KxK: z =k}
com k = —a"'c e, neste caso, dizemos que [ é uma recta vertical. Se b # 0 temos
I ={(z,y) e KxK: y=mz+k}comm = —b"laek = —b"c e, neste caso, dize-
mos que ! é uma recta (ndo vertical) de declive m.

E claro que duas rectas verticais distintas ndo tém pontos comuns. Seja [ uma recta
definida pela equacao z = k e r uma recta definida pela equacao y = mx + k'. E evidente
que estas rectas intersectam-se no ponto (k, mk + K ). Temos entao que o conjunto das rectas
verticais de A(K) forma uma classe de rectas paralelas.

Seja [ uma recta definida pela equacao y = mz+k e seja r uma recta definida pela equacao
y=mx+k. E claro que, se (z1,y1) é um ponto que pertence a ambas as rectas entao k = k’.
Assim, duas rectas com o mesmo declive sao paralelas. Seja s uma recta definida pela equagao
y = m'z + k. Suponhamos que s||r. Como r||l temos s||l. Observemos que o ponto (0, k)
pertence as rectas s e [. Resulta entdao que s = [ pelo que m = m’. Assim, o conjunto de
todas as rectas com o mesmo declive forma uma classe de rectas paralelas.

D consequéncia imediata da proposigao que a seguir iremos mostrar que o plano afim A(K)
é um plano afim de Desargues.

Proposicao 3.2.2 Seja K um anel de divisio e seja 1 = A(K) Ul 0 plano projectivo que
se obtém do plano afim A(K). Entao m = w(V), onde V é um espago vectorial de dimenséao
3 sobre K.

Demonstragao. Seja P = (KxK)U{[r]: r recta de A(K)}. Para cada m,k € K definimos
os conjuntos I = {(z,y) E KxK: z =k} erpr={(z,y) e KxK: y=mz+k}.

As rectas de 7w sdo subconjuntos de P do tipo I U {[lg]} ou rpp U {[rmkl} ou
loo = {[l] : ! recta de A(K)}. Designemos por £ o conjunto de todas as rectas de m. Temos
© = (P,L). Seja n(V) = (P,L). Os pontos de 7(V') podem ser identificados por [1,z,y],
[0,1,m] e [0,0,1], com z,y,m € K e as rectas de 7(V') por < a,b,c >, com a,b,c € K e nao
simultaneamente nulos.

Consideremos a aplicacio f: P UL — P U L definida do seguinte modo:

[L!E,y] se P:(:E,y)

f(P)= [0,1,m] se P =[rmo]
[0,0,1] se P =l]

fO) ={f(P): Pel}

E evidente que f aplica pontos em pontos e rectas em rectas. Para mostrar que f é
bijectiva basta mostrar que f|p é bijectiva, o que é imediato. Concluimos entdo que f é um
isomorfismo de m em 7(V). ]

Corolario 3.2.3 O plano afim A(K) € um plano afim de Desargues.
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Demonstracao. Resulta imediatamente da proposicao anterior e da proposicao 3.1.8. [ |

Dizemos que um plano afim A é um plano afim de Pappus se o plano projectivo m = AUl
é um plano de Pappus.

Proposicao 3.2.4 O plano afim A(K) € um plano de Pappus se e s se K é um corpo.

Demonstracao. A(K) é um plano afim de Pappus se o plano projectivo 7 = A(K) U I
é um plano de Pappus. O resultado que pretendemos mostrar decorre imediatamente das
proposicoes 3.2.2 ¢ 3.1.9. ]

Proposicao 3.2.5 A(K) € um plano afim de Pappus se e s6 se dados seis pontos X, Y, Z, X1,Y1
e Z1 nas condicoes da configuracdo de Pappus verifica-se uma das sequintes condigoes:

(l) Se XY1||X1Y (& XZ1||X1Z entao YZ1||Y1Z.

(it) Se XYinX Y £0, XZ1NX1Z#0eYZiNY1Z # 0 entao os pontos U = XY1NX Y,
V=XZiNnX1ZeW=YZNY1Z sao colineares.

(Hl) Se XY1NnX1Y 7£ @, XZ1NnX1Z 7£ 0e YZ1||Y1Z entao UV||YZ1 sendoU = XY1 N XY
eV =XZ1NnXiZ.

Demonstracao. Suponhamos que A(K) é um plano afim de Pappus. Entdao A(K) Ul ¢é
um plano projectivo de Pappus. Sejam X,Y, Z, X1,Y] e Z; seis pontos distintos de A(K) nas
condigoes da configuracio de Pappus. E evidente que uma das trés condigoes (1), (i) ou (%)
se verifica.

Vamos agora demonstrar a implicagéo reciproca. Sejam X,Y,Z, X1,Y; e Z; seis pontos
distintos de A(K) U [ nas condigoes da configuracao de Pappus. Sejam U = XY N XY,
V=XZinXiZeW =YZ;NY,Z. Temos dois casos a considerar:

1. UV = .
Temos U € [ e V € ly. Facilmente verificamos que, neste caso, X,Y, 7, X1,Y1 e Z;
sao pontos de A(K). Entao, por (i), concluimos que W € lo. Logo U,V e W séo
colineares.

2. UV # .

E claro que pelo menos um dos pontos U ou V nao pertence a ls. Suponhamos que
Udly. SejaC =1cNUV. E claro que C' # U. Por C passam pelo menos trés rectas.
Designemos por [ uma recta que passa por C e é distinta de I e UV. Seja P € I
tal que P # C. Atendendo as proposicoes 3.1.8 e 3.2.2, o plano projectivo A(K) Uy é
um plano de Desargues. Consideremos a (C,!)-colineagao f que aplica U em P. Temos
f(UV) =l e, portanto, f(U), f(V) € lso.

Os pontos f(X), f(Y), f(Z), f(X1), f(Y1) e f(Z1) estao nas condigoes da configuragao
de Pappus. Como f(U)f(V) = ls, pelo caso 1., concluimos que f(W) € o = f(UV).
Entao W e UV.

Atendendo aos dois casos anteriores concluimos que A(K) U ly é um plano de Pappus &.m

80Observemos que as condices (i) e (iii) e todos os outros casos onde nem todos os pontos X, Y, Z, X1,Y;
e Z1 pertencem a A podem ser sempre transformadas na condigdo (i) através de uma colineagéo.
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Capitulo 4

Espaco projectivo e espaco afim

4.1 Espacgo projectivo

Um espago projectivo é uma estrutura de incidéncia S = (P, L) que satisfaz as seguintes
condicoes:

(EPy) Dados dois pontos distintos, existe uma tnica recta que os contém;

2 ados A, 5,C, 1) e Iv pontos distintos tais que = = , existe um
EPy) Dados A,B,C,De E disti i AB = AC # AD = AF i
ponto F' € BDNCE (ver figura 1);

FIGURA 1

(EP3) Cada recta contém pelo menos trés pontos. Existem trés pontos nao colineares.

A condicéo (FP,) é conhecida como axioma de Pasch. Resulta imediatamente da definigao
que um espaco projectivo é um espaco linear. Assim, duas rectas de um espago projectivo
intersectam-se, no maximo, num ponto.

Exemplo.
Todo o plano projectivo é um espaco projectivo.
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4.1.1 Planos num espaco projectivo

Seja S = (P, L) um espago projectivo e sejam M um ponto e [ uma recta de S tais que M & .
Chamamos plano de S determinado por M e [ ao conjunto

{(PeP\{M}: PMNL+0}U{M}.

Denotemos o plano de S determinado por M e [ por S(M,l). Observemos que
LU{M} C S(M,I).

Proposicao 4.1.1 Sejam S um espago projectivo e S(M,1) um plano de S. Se P e Q sdo
pontos do plano S(M,1) entao todos os pontos da recta PQ pertencem ao plano S(M,1).

Demonstragao. Sejam P e @ dois pontos do plano S(M,!) e seja R um ponto da recta
P@Q distinto de P e de . Se um dos pontos P ou @ é o ponto M, digamos P = M, temos
MQNI+#0. Como MQ = MR temos MRN1 # ( e, portanto, R € S(M,[). Suponhamos
agora que P e @) sdo ambos distintos de M. Temos duas possibilidades:

1. Os pontos P, @ e M sao colineares.
Como MPNl#0e MP = MR temos MRNI # 0 e, consequentemente, R € S(M,1).

2. Os pontos P,Q e M nao sao colineares.
Temos trés casos a considerar:

(i) Se P,Q €l é imediato que R € S(M, ).

(1) Suponhamos que apenas um dos pontos P ou @ pertence a recta [, digamos
P e l. Seja B=MQnNI. Temos QM = QB # QR = QP. Entao, por (EP,),
MRN BP # (. Como [ = BP resulta que MR NI # () e, portanto, R € S(M,1).

(111) Suponhamos agora que nenhum dos pontos P e @ pertence a recta [. Sejam
A=MPnle B=MQnIl Temos MP = MA # MQ = MB. Entao, por
(EP,), existe C € PQ N AB. Atendendo a que PR = PC # PM = PA, por
(EP,), resulta que RM NCA # (. Como CA =1 temos RM N1l # {) e, portanto,
R e S(M,1). [

Atendendo & proposicao anterior podemos dizer que o plano de S = (P, £) determinado
por M el é o subespago (P, L) onde

P={PeP: PMNIA0U{M} e L={PQeL: PQcP}

Dizemos que n rectas de um espago projectivo sdo complanares se existe um plano
que contém essas rectas. Na proposicao seguinte apresentamos uma condicdo necessaria e
suficiente para que duas rectas de um espaco projectivo sejam complanares.

Proposicao 4.1.2 Duas rectas de wm espaco projectivo S intersectam-se se e s6 se s$Go
complanares.

Demonstracao. Sejam r e [ duas rectas de um espaco projectivo que se intersectam num
ponto P. Atendendo a (EPs) e a que P é o dnico ponto comum as rectas r e [, existe um
ponto @ tal que @ € r e Q € [. Entao o plano S(Q,!) contém as rectas r e [ pelo que estas
rectas sao complanares.

Reciprocamente, suponhamos que r e s sdo rectas complanares. Designemos por S(M, 1)
um plano que contém ambas as rectas. Temos quatro casos a considerar:
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l.l=reM € s.
Seja P € s tal que P # M. Entao P € S(M,l) e, portanto, MP Nl # 0, ou seja,
sNr # (.

2.l=reM ¢ s.
Sejam S e Sy pontos distintos da recta s, A= MSi Nle B=MS,NIl.Se A=.5; ou
B = S5 entdo sNr # (. Suponhamos agora que A # Sy e B # Sy (ver figura 2).

FIGURA 2

Entao, por (EPy), S1S2 N AB # 0, ou seja, s N1 # (.
3.r,s#l, Mer e M¢s.

Por 2., a recta s intersecta a recta [ num ponto Li. Seja S um ponto da recta s distinto
de L. Por 1., a recta r intersecta a recta [ num ponto Ls e a recta M.S; intersecta a
recta [ num ponto Lz. Se L; = L entdao r N's # (). Suponhamos agora que L; # Lo
(ver figura 3).

FIGURA 3

As rectas MSy e L1 Lo intersectam-se no ponto Ls. Por (EPs), temos LoM N LSy # 0,
isto é, N s #£ 0.
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4. r,s#1, e M & s,r.
Por 2., a recta s intersecta a recta [ num ponto L e a recta r intersecta a recta [ num
ponto Lo. Se L1 = Ly entao rNs # (). Suponhamos agora que L1 # Lo. Sejam Ry e Ro
dois pontos da recta r distintos de La. Por 3., as rectas R{M e s intersectam-se num
ponto S e as rectas M Ry e s intersectam-se num ponto Sz. Entdo, por (EPs), temos

R1Rs N 515y # 0, isto é, 7 Ns # 0. n
Corolario 4.1.3 Qualquer plano de um espacgo projectivo S € um plano projectivo.

Demonstracgio. Seja S(M,[) um plano de S. F imediato que S(M, 1) satisfaz (Py) e (Py).
Sejam P, @) e R trés pontos distintos da recta [. As rectas PM, QM e RM sdo distintas e
M é o tnico ponto comum as trés rectas. Seja T' um ponto da recta QM distinto de @ e M.
Temos assim que 7', P, R e M s&o quatro pontos de S(M,[) tais que ndo ha trés colinea-
res. [

Os subespacos triviais de um espago projectivo S nao sdo espacos projectivos.

Proposicao 4.1.4 Todo o subespaco nao trivial de um espaco projectivo S € ainda um espaco
projectivo.

Demonstracao. Resulta imediatamente da definicdo de subespaco. [ |

Proposicao 4.1.5 Seja V # 0 um subespago de um espago projectivo S e seja P & V.
Entio (VU{P}) = | ] PQ.
QeV

Demonstragao. Comecemos por mostrar que X = U PQ é um subespaco de S. Sejam

Qev
X1, X5 pontos distintos de X. Entao existem @Q1,Qs € V tais que X1 € PQ1 e Xo € PQs.

Se 1 = Qo, entao PQy = X1 X9 e, portanto, todos os pontos da recta X;Xs pertencem a
X. Suponhamos que @1 # Q2. Como P ¢ Q1Q2 (pois P ¢ V e Q1Q2 C V) temos que
S(P,Q1Q2) é um plano de S. Seja S € X1 X5. Atendendo a que X1, Xo € S(P,Q1Q2) resulta
que S € S(P,Q1Q2). Entdo as rectas Q1Q2 e PSS sdo complanares e, portanto, intersectam-se
num ponto R. E claro que R € V. Entao S € X, jaque S € PR. Portanto X é um subespaco
de S.

Atendendo a que VU{P} C X e a que X é um subespago de S temos (VU{P}) C (X) =X
e como, por defini¢do de fecho, X C (V U {P}), concluimos que (VU {P}) = X. ]

B consequéncia da proposicao anterior que o plano de S determinado por M e [ é o fecho
do conjunto [ U {M}. Pretendemos agora mostrar que todo o plano de um espago projectivo
S é um subespaco de S de dimensao 2.

Proposicao 4.1.6 Todo o espaco projectivo satisfaz a propriedade de intercambio.

Demonstragao. Sejam P e @ pontos de S e X um conjunto de pontos de S tais que
P ¢ (X)e P e (XU{Q}). Pretendemos mostrar que @ € (XU {P}). Se X = 0 é evidente
que @ € (X U{P}). Suponhamos agora que X # (. Uma vez que (X) é um subespaco de

86



Se P e (XU{Q}) = ({(X)uU{Q}), pela proposicao 4.1.5, temos que P € QR, para algum
R € (X). Assim, @ € PR e, portanto, novamente pela proposi¢ao 4.1.5, concluimos que
Qe (X)U{P}) = (XU{P}). =

Resulta imediatamente da proposicao 4.1.6 e do teorema 1.3.3 que todas as bases de um
espaco projectivo tém o mesmo numero de elementos.

Proposicao 4.1.7 Sejam S um espaco projectivo, V um subespaco de S de dimensdo d > 1
e P ¢ V. Entao o subespaco (V U{P}) é um espaco projectivo de dimensao d + 1.

Demonstragao. F claro que (V. U{P}) é um espago projectivo, pois é um subespaco nao
trivial de um espaco projectivo. Como V tem dimensao d, entao todas as bases de V tém
d + 1 elementos. Seja B = {Vi,---,V;41} uma base de V. Vejamos que {Vi,---, Vg1, P} é
uma base de (V U{P}). Como

{V1,--+, Vap1, P} = (BU{P}) = (B)U{P}) = (VU{P})

concluimos que {V1,---, V41, P} gera (VU{P}).

Vamos agora mostrar que {Vq,---, V411, P} é um conjunto independente. E claro que
P ¢ (B) = V. Suponhamos que existe ¢ € {1,---,d+ 1} tal que V; € ((B\ {V;}) U {P}).
Como V; ¢ (B\ {V;}), pela propriedade de intercambio, P € ((B\ {V;})U{Vi}) = (B) =V,
o que é falso. lLogo V; ¢ (B\ {Vi}) U{P}) e, portanto, {Vi,---, V441, P} é um conjunto
independente.

Concluimos assim que {Vi,---, Vg1, P} é uma base de (V U {P}). Entdo a dimensao de
(VU{P}) éd+1. |

Proposicao 4.1.8 Seja S um espaco projectivo. S € um plano de S se e s6 se S é um
subespaco de S de dimensao 2.

Demonstracao. Seja S = S(M,[) um plano de S. Atendendo a que S = (I U {M}) resulta
imediatamente das duas proposicoes anteriores que S é um subespaco de S de dimenséo 2.

Reciprocamente, suponhamos que S é um subespaco de S de dimensdo 2. Seja {4, B,C}
uma base de S. Entéo

S =({4,B.C}) = ({4, B}U{C}) = ({4, B}) u{C}) = (Lu{C}) = S(C, 1),

onde [ = AB. Portanto, S é um plano de S (é o plano determinado por [ e C). [ |

Colocamos agora a seguinte questao: serd que existe mais do que um plano que contém
M e [?7 Parece ser intuitivo que a resposta a esta questao é negativa.

Proposicao 4.1.9 O dnico plano de um espaco projectivo S que contém M el € o plano

S(M,1).

Demonstraciao. Seja S um plano de S que contém M e [. Como [ U{M} C S entdo
S(M,l) = {lu{M})CS.

Seja P €S. Se P = M entdao P € S(M,1). Suponhamos que P # M. Todos os pontos da
recta PM pertencem a S. Logo PM e | sdo rectas complanares. Seja L = PM N [. Entdo
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L € S(M,1) e, portanto, todos os pontos da recta LM pertencem a S(M,[). Como P € LM
resulta que P € S(M,1).
Concluimos assim que S(M, 1) = S. ]

Observagao.

Trés pontos nao colineares de um espaco projectivo S pertencem a um tnico plano de S.
Com efeito, se P,} e R sdo trés pontos nao colineares entao esses pontos pertencem ao plano
S = ({P,Q, R}), que é o tinico plano que contém o ponto R e a recta PQ.

4.1.2 Hiperplanos de um espago projectivo

Um hiperplano H de um espago linear S é um subespago préprio maximal, isto é, é um
subespaco de S que satisfaz a condicao: Se H; é um subespaco de S tal que H C H; entao
H, =S.

Lema 4.1.10 Seja H um hiperplano de um espago projectivo S. Entao S = (HU{P}), para
todo o ponto P ¢ H.

Demonstracao. Seja P ¢ H. Atendendo a que (HU {P}) é um subespaco de S tal que
H c (HU{P}) resulta que (HU {P}) =S, pois H é um hiperplano de S. ]

Lema 4.1.11 Seja S um espaco projectivo de dimensao d. H é um hiperplano de S se e so
se H é um subespaco de S de dimensao d — 1.

Demonstracao. Sejam H um hiperplano de S e P ¢ H. Como (HU {P}) = S entao, pela
proposicao 4.1.7, dim((HU {P})) = dim(H) + 1 donde concluimos que dim(H) =d — 1.
Reciprocamente, seja H um subespaco de S de dimensao d — 1. Seja H; um subespago de
S tal que H C H;. Entéo existe P € Hy tal que P ¢ H. O subespago (HU {P}) de S tem
dimensao d. Logo (HU {P}) = S, ji que S é o tnico subespago de S que tem dimensao d.
Como HU {P} C H; entdo S = (HU {P}) CH; C S e, portanto, H; = S. Logo H é um
hiperplano de S. [ |

Proposicao 4.1.12 Sejam S um espaco projectivo e H um subespaco préprio de S. H € um
hiperplano de S se e s6 se qualquer recta de S contém pelo menos um ponto de H.

Demonstragao. Suponhamos que H é um hiperplano. Entéao existe P € S tal que P ¢ H.
Atendendo & proposicao 4.1.5 e ao lema 4.1.10 temos U P@Q = S. Seja [ uma recta de S. B

QeH
evidente que, se P € [ entao a recta [ contém pelo menos um ponto de H. Suponhamos que

P ¢ 1. Sejam Ly e Ly pontos distintos de I. Entao existem @Q1,Q2 € H tais que L1 € PQ1 e
Ly € PQ2 (é claro que Q1 # Q2, visto que P ¢ 1). Se Q1 ou Q2 pertence a [ entdo [ contém
pelo menos um ponto de H. Se nenhum dos pontos Q1 e Q2 pertence a [, por (EP,), as
rectas Q1Q2 e [ intersectam-se e, portanto, [ contém pelo menos um ponto de H.
Reciprocamente, suponhamos que todas as rectas de S contém pelo menos um ponto de
H. Seja Hy um subespago de S tal que H C H;. Seja P € Hy tal que P ¢ H. Observemos
que (HU{P}) C Hy, j& que H; é um subespaco de S que contém HU{P}. Para cada ponto
Q@ € S\ {P} existe pelo menos um ponto @1 da recta PQ que pertence a H. Entao, Q € PQ;
e, pela proposigao 4.1.5, Q € (HU{P}), o que mostra que S C (HU {P}). Temos assim que
S C H; e, portanto, H; = S. Concluimos entao que H é um hiperplano de S. [ |
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Corolario 4.1.13 Seja H um hiperplano de um espaco projectivo S. Entdo qualquer recta
de S que nao esteja contida em H intersecta H num sé ponto.

Demonstracao. Seja [ uma recta de S que nado esteja contida em H. Pela proposicao
anterior, { intersecta H em pelo menos um ponto. Seja P € [N H. Se existe outro ponto @
distinto de P tal que @ € [N H entao todos os pontos da recta PQ = [ pertencem a H, o
que € falso. Logo [ intersecta H num sé ponto. [ |

Proposicao 4.1.14 Sejam H um hiperplano e S um plano de um espaco projectivo S tal
que S € H. Entao S intersecta H numa recta.

Demonstracao. Como S ¢ H, existe P € S tal que P ¢ H. Sejam [ e r duas rectas de S
que contém P. Entéo, pela proposicao 4.1.12, r e [ contém pelo menos um ponto de H. Sejam
R e L pontos de H tais que R €re L €l. E claro que R, L e P sao trés pontos distintos.
Também é claro que todos os pontos da recta RL pertencem a S e a H. Suponhamos, com
vista a uma contradicdo, que existe Q@ € SNH tal que Q ¢ RL. S é um plano que contém Q
e RL. Entdo S = S(Q, RL). Como {Q}URL C H temos S = S(Q,RL) = ({Q}URL) C H,

0 que contraria a hipétese. Concluimos assim que SN H = RL. [ |

Corolario 4.1.15 A interseccdo de dois planos distintos de uwm espaco projectivo S de di-
mensao 3 € uma recta.

Demonstracdo. Sejam S; e Sy dois planos distintos de S. Entdo S Z S,. Como Sy é
um subespaco de S de dimensao 2, pelo lema 4.1.11, S é um hiperplano de S. Entao, pela
proposicao anterior, S; e Sy intersectam-se numa recta. ]

Proposicao 4.1.16 Todo o espaco projectivo S contém um hiperplano.

Demonstracao. Seja B uma base de S. Seja P € B. Vejamos que H = (B \ {P}) é um
hiperplano de S. E claro que H é um subespaco préprio de S, pois P ¢ H. Seja Hy um
subespaco de S tal que H C H;. Entao existe @ € H; tal que @ ¢ H= (B\ {P}). Como
Q € (B\{P}U{P}) e S tem a propriedade de intercambio, atendendo & proposigéo 1.3.2,
resulta que

S = (B\{Pu{P}) = B\{P}U{Q}) C Hi,

donde concluimos que H; = S e, portanto, H é um hiperplano de S. [ |

4.1.3 Espacgo projectivo finito

Tal como nos planos projectivos, todas as rectas de um espaco projectivo contém o mesmo
numero de pontos. Com efeito, suponhamos que [ e r sdo duas rectas de um espacgo projectivo
S. Se l e r sdo rectas complanares existe um plano (que é um plano projectivo) que as contém
pelo que ambas as rectas contém o mesmo ntmero de pontos. Suponhamos agora que as
rectas nao sao complanares. Sejam Li,Ls € l e Ry, Rs € r. Os planos S(R1,[) e S(L1,7) sédo
distintos. As rectas Ry1Lq e [ pertencem ao plano S(R1,[) e as rectas R1Lj e r pertencem ao
plano S(L1,r). Entao r e [ contém o mesmo nimero de pontos.

Um espaco projectivo finito S é uma estrutura de incidéncia finita que é um espaco
projectivo. Seja n+1 o nimero de pontos de cada recta de S. Ao nimero n chamamos ordem
de S. Observemos que n > 2. Se S tem dimensdo 2 entdo é um plano projectivo e, como
j4 sabemos, tem n? 4+ n + 1 pontos. Qual serd o niimero de pontos de um espaco projectivo
finito S de dimensao d e de ordem n? E o nimero de rectas?
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Lema 4.1.17 Qualquer espaco projectivo de dimensao d > 2 e ordem n contém
nd+n? 1 4 ...+ n+1 pontos.

Demonstracao. Vamos demonstrar este lema por indugao sobre d. E evidente que a afir-
macao é verdadeira no caso em que d ¢é igual a 2. Suponhamos que a afirmacgao é verdadeira
para qualquer espaco projectivo finito de dimensao d e ordem n. Seja S um espago pro-
jectivo de dimensdo d + 1 e ordem n. Seja {Ai,---,Agr2} uma base de S. O subespa-
co H = ({A,---,Ag.1}) é um hiperplano de S '. Entdo, por hipétese, em H existem
n? +né! 4 ...+ n+41 pontos. Atendendo a que

S = ({41, , Aaa}) = (HU{Aa2}) = | PAase
PcH

e, para cada ponto P € H, a recta PA;.2 contém n pontos distintos de A4+2 e um sé ponto
de H resulta que em S existem (n? +n% '+ ...t n+)n+1=nM 4 nd ... 4 n+1
pontos. [ ]

Lema 4.1.18 Qualquer espaco projectivo de dimensao d > 2 e ordem n contém
(nd4nd =14 4n+1)(nd14nd =2+ 4n41)

) rectas.

Demonstracio. Pelo lema anterior S contém m = n? +n% ' + ... 4+ n + 1 pontos. Em
S existem (7;) pares de pontos e cada recta de S contém (”;1) pares de pontos. Assim,

> dypd=14.. d—1_ ,d—2 ...
em S existem (7(132) — (n%4nT 4 +n+1zl(:zl +n? 24 tntl)
2

rectas. Observemos que se d €

par n+ 1 é um divisor de n ! +n% 2 ... 4 n+1esed é impar n+ 1 é um divisor de
nd4+nd 4 pn 1. u

4.1.4 Espaco projectivo de Desargues

Sejam C, X,Y, Z, X1,Y] e Z1 sete pontos de um espaco projectivo S nas condigoes da configu-
ragao de Desargues. Observemos que C, X,Y, X1,Y, € S(C,XY),C, X, Z,X1,7Z, € S(C,XZ)
e CY,Z,Y1,7; € S(C,YZ). Entao os pontos U = XY NX 1Y,V =XZNX 17 e
W =YZnNY,Z; existem.

Um espaco projectivo S é um espago de Desargues se, para qualquer escolha de
sete pontos C, X,Y, Z, X1,Y] e Z; nas condicées da configuracdo de Desargues os pontos
U=XYNX"1,V=XZNnX1Z1eW =YZNY17Z; sao colineares.

Observemos que todo o espaco projectivo de dimensao 2 é um plano projectivo. De facto,
sendo S um espaco projectivo de dimensao 2, todas as bases de S tém trés elementos. Seja
{A,B,C} uma base de S. E claro que S = ({4, B,C}) = (ABU{C?}). Como (ABU{C}) é um
plano de S, pelo coroldrio 4.1.3, é um plano projectivo. Assim, existem espagos projectivos
de dimensao 2 que nao sao espacos de Desargues.

Dizemos que X é um conjunto de pontos complanares de um espaco projectivo S se
existe um plano de S que contém todos os pontos de X. Portanto, se S é um espaco projectivo
tal que nem todos os pontos sdo complanares entao a dimensao de S é maior ou igual a 3.

A proposicao 4.1.7 permite-nos afirmar que, se S é um plano de um espaco projectivo S
e P ¢S entdo (SU{P}) é um espaco projectivo de dimenséao 3 (e que contém o plano S e o
ponto P). Denotemos este espaco projectivo por S(P,S).

'E um espago projectivo de dimenséo d e ordem n.
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Decorre da proposicao que a seguir vamos mostrar, que todo o plano projectivo que néo
seja um plano de Desargues nao pode ser um plano de um espaco projectivo de dimensao
d> 3.

Proposicao 4.1.19 Todo o espaco projectivo S de dimensdo d > 3 € um espaco de Desar-
gues.

Demonstragao. Sejam C, X,Y, Z, X1,Y] e Z; sete pontos de S nas condigoes da configuracao
de Desargues. Pretendemos mostrar que os pontos U = XY N XY, V=XZNnXZ e
W =Y ZNY;Z séo colineares.

Consideremos os planos S(Y, XZ) e S(Y1, X121).

1. Suponhamos que S(Y, X Z) # S(Y1, X 17Z1).
Como os dois planos pertencem ao espago projectivo S(C, S(Y, X 7)) que tem dimenséo
3, pelo coroldrio 4.1.15, intersectam-se numa recta. Os pontos U,V e W pertencem aos
dois planos pelo que sdo colineares.

2. Suponhamos que S(Y, X7) =S(Y1,X171) = S.
Escolhemos um ponto P de S tal que P ¢ S ( tal escolha é possivel porque a dimensio de
S é maior ou igual a 3) e seja @ € C'P um ponto distinto de P e de C. Observemos que
Q ¢ S (caso contrério, como P € QC, terfamos P € S). Atendendo a (EP,), os pontos
Xo=QXNPXy, Yo =QYNPY) e Zy=QZNPZ existem. Notemos que X9, Yo e Zo
sao pontos nao colineares que nao pertencem a S. Entdo S = S(Ys, X225) # S. Além
disso, os planos S e S pertencem ao espago projectivo S(Q,S). Logo, pelo coroldrio
4.1.15, estes planos intersectam-se numa recta que vamos designar por [.
Por (EPs), os pontos U; = XY NXoYy, Vi =XZNXoZy e Wy =Y ZNYyZs5 existem
e, pelo caso 1., pertencem & recta [.
De novo por (EP,), os pontos Uy = X1Y1NXoYo, Vo = X1 Z1NXoZs e Wo = Y1 Z1NY2 27,
existem e, pelo caso 1., pertencem a recta [.
Como Ui, Uy € INXoYs, Vi,V € INXsZy e Wi ,Wy € [N YyZy resulta que
Uy =Uy, Vi = Vo e W, = Wy, Concluimos entao que Uy = Us = XY N X Y1 =U,
VMi=W=XZNnX1Z1=VeW =Wy=YZNY1Z, =W pelo que os pontos U,V e

W sao colineares. [ ]

Corolario 4.1.20 Qualquer plano de um espaco projectivo S de Desargues de dimensao
d >3 € um plano de Desargues.

Demonstragao. Resulta de que qualquer plano de S é um plano projectivo e da proposicao
anterior. ]

4.2 Espago afim

Sejam S = (P, L) um espaco projectivo e H um hiperplano de S. Designemos por Li o
conjunto de todas as rectas de £ que intersectam H num sé ponto. Para cada recta [ € Ly,
definimos o conjunto [ =1\ {P}, onde P = [N H. Consideremos os conjuntos

P={PeP: P¢gH} e L={l:1€Lly}.
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A estrutura de incidéncia & = (P, L) chamamos espago afim? e denotamos por £ = S\ H.
Da definigdo de espaco afim resulta imediatamente que, dados dois pontos distintos existe
uma Unica recta que contém ambos os pontos e qualquer recta contém pelo menos dois pon-
tos. Portanto, £ é um espaco linear.

Exemplo.
Todo o plano afim é um espaco afim.

Dizemos que duas rectas [ e r de um espago afim & = S\ H sado paralelas e
escrevemos [||r, se

l=roulnr=0easrectas [ e ¥ sdo complanares.

Sejam [, r e s rectas de £ = S\ H. E claro que ||l e se I||r entdo 7||l. Suponhamos agora
que l||r e r||s. Sel =r our = s entdo l||s. Suponhamos que [, r e s sdo rectas distintas.
Como I||r e r||s temos que INT = Pe7N5=Q,onde HNl = P =HNFe HN7F = Q = HN3
(observemos que rectas complanares de S intersectam-se). Como, por defini¢do, 7 s6 contém
um ponto de H temos P = Q. Entdo [ N3 = P e, portanto, [ e 3 sdo rectas complanares.
Além disso, [ N's = . Concluimos entao que I|s.

A relacdo || é uma relacao de equivaléncia no conjunto das rectas de um espago afim £.
Designemos por [l] a classe de todas as rectas paralelas a [. Na proposicao seguinte iremos
mostrar que, dado um ponto P e uma recta ! de &£ tais que P ¢ [, existe uma tnica recta de
(] que contém P.

Proposicao 4.2.1 Seja € = S\ H um espaco afim. Sejam P um ponto e | uma recta de €
tais que P ¢ 1. Entao existe uma inica recta m de € tal que P € m e m||l.

Demonstraciao. Temos | = [\ {L}, onde L = H NI Seja m a recta de S que contém os
pontos L e P. Sejam =m\ {L}. E claro que mN1 = { e as rectas m e [ sdo complanares.
Temos entao que P € m e [||m.

Vejamos agora que m ¢ a Unica recta de £ nestas condi¢oes. Suponhamos que r é uma
recta de € que contém P e tal que r||l. E evidente que m/||r. Como P € m N7 e m||r resulta
que m =r. [

4.2.1 Espaco afim finito

Seja € = S\ H um espaco afim. Todas as rectas do espago projectivo S contém o mesmo
nimero de pontos e qualquer recta de S que nao esteja contida em H intersecta H num sé
ponto. Assim, ao retirar a S o hiperplano H estamos a retirar um ponto a todas as rectas
de S que nédo estao contidas em H. Entéo todas as rectas de &€ = S\ H contém o mesmo
nimero de pontos.

O espaco afim € = S\ H é um espacgo afim finito se S é um espago projectivo finito.
Seja n o nimero de pontos de cada recta de £. Dizemos que n é a ordem de £. E evidente
que n > 2.

2Sempre que seja necessario denotamos por I(X,Y) a recta de £ que contém os pontos X e Y e denotamos

por [(X,Y) a recta de S que contém os pontos X e Y. Observemos que I(X,Y) = I(X,Y)\ {H:1}, onde

Hy =I(X,Y)NH.
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Lema 4.2.2 Sejam S um espaco projectivo de dimensao d e ordem n e H um hiperplano de
S. Entdo o espaco afim € =S\ H contém n® pontos.

Demonstracao. O hiperplano H é um subespago de S de dimensdo d — 1. Em H existem
nd1 4+ 92 4 ... 4 n+ 1 pontos.
Assim, em & existem n?+nd 4. pn 1 — (0T 402 4. £ n+ 1) = n? pontos. m

Observemos que o nimero de rectas de uma classe de rectas paralelas ndo depende da
classe. Com efeito, como a cada ponto de H corresponde uma classe de rectas paralelas e
/ ’ d _

cada recta de £ contém n pontos resulta que cada classe de rectas paralelas contém = = nd—1

rectas.

Lema 4.2.3 Sejam S um espacgo projectivo de dimensdo d e ordem n e H um hiperplano de
S. Entio o espago afim € =S\ H contém n™ ' (n® ' + n4=2 1 ... £ n 4 1) rectas.

Demonstracdo. Em H existem n% ! 4+ n%=2 4 ... 4 n + 1 pontos. Entdo, em £ existem
nd (! 4+ n?2 4 ... £ n+ 1) rectas. ]

4.2.2 Planos de um espago afim

Chamamos plano de £ = S\ H a todo o subespago de £ de dimensao 2.

Seja S um plano de um espaco projectivo S de ordem n > 2 tal que S € H e sejam = SNH.
Vejamos que S\ m é um subespago de £ = S\ H de dimensdo 2, isto é, S\ m é um plano de
E. Sejam P,Q € S\ m. Entdo P,Q € Se P,Q ¢ H. A recta [(P, Q) intersecta H num tnico
ponto H; € m. Como S é um subespaco de S, todos os pontos da recta [(P,Q) pertencem
a S. Assim, todos os pontos da recta I(P, Q) pertencem a S\ m. A dimensdo de S\ m é 2,
pois S\ m é um plano afim de ordem n > 2.

Proposicao 4.2.4 Sejam S um espaco projectivo de ordem n > 2 e H um hiperplano de S.
E ¢ um plano de € = S\ H se e s6 se £ =S\ m, onde S é um plano de S tal que SZ H e
m =S NH.

Demonstracao. Seja & um plano de £. Seja {4, B,C} uma base de &. E imediato que,
S = ({4,B,C})s ® é um plano de S. Sejam Hy = [(A, B)NH e Hy = [(A,C)NH. Os pontos
Hy e Hy sao distintos. Designemos por m a recta de S que contém os pontos H; e Ho. E
claro que m é uma recta de S, S € H e m = SN H. Vejamos que € = S\ m.

Como S\ m é um subespaco de € e {A, B,C} C S\ m resulta que

£=({A,B,C})e C(8\m)e =8\ m.

Seja P € S\ m. Como SNH = m temos P ¢ H. Se P pertence a uma das rectas AB,
AC ou BC entéo é claro que P € £. Suponhamos agora que P néo pertence a nenhuma das
rectas AB, AC e BC. Como S tem ordem n > 2, por P passam pelo menos quatro rectas.

As rectas (P, A), [(P, B) e I(P,C) sao distintas e contém o ponto P. Seja ¥ uma recta que

contém P e distinta das trés rectas anteriores. Sejam Hs = {(B,C)NH e Hy = 7N H. Os
pontos Hy, Ho e Hs sao distintos. E evidente que pelo menos dois dos pontos Hy, Hy ou Hg

3Denotamos por (X)s o fecho de X em S.
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sao distintos do ponto H4. Sem perda de generalidade, podemos assumir que Hy, Hy e Hy
sdo pontos distintos. Entdo os pontos [(A, B) N7 e [(A,C) N7 pertencem a € e, portanto,
Peé&.
Re(;lprocamente suponhamos que & = S\ 7, onde S é um plano de S tal que S € H e
=SNH. J4 vimos que £ é um plano de £. [ |

Corolario 4.2.5 Todo o plano de um espaco afim € = S\ H de ordem n > 2 é um plano
afim.

Demonstracao. Seja & um plano de €. Pela proposicio anterior, £ = S \ m, onde S é um
plano de S tal que SZ H e m = SNH. Como S é um plano projectivo concluimos que & é
um plano afim. [ |

Observemos que a proposicao 4.2.4 ndo é valida no caso em que o plano projectivo S
tem ordem 2. Com efeito, consideremos o Plano de Fano 7 cuja representacgéo é a figura 10
do exemplo da pagina 32. Seja m = {0 2,6}. E claro que A = 7\ m é um espaco afim.
Seja S = ({1,4,5} ). E evidente que S é um plano de 7 tal que S € m e SNm = m. O
subespaco £ = S\ m ndo é um plano de A, pois tem dimensdo 3. Observemos também que
E = ({1,3,4})4 = {1,3,4} é um subespaco de A de dimensdo 2 que nio é um plano afim (o
coroldrio 4.2.5 também nao é vilido neste caso).

Proposicao 4.2.6 Duas rectas distintas de um espago afim € =S\ H de ordem n > 2 sdo
paralelas se e so se sdo complanares em € e ndo se intersectam *.

Demonstracao. Sejam r e s duas rectas distintas de £. Suponhamos que r e s sao rectas
paralelas. Entédo r Ns = () e existe um plano S de S que contém as rectas 7 e 5. Temos entdo
que FNH =35NH. E claro que S € H. Seja m = SNH. Pela proposicao 4.2.4, £ = S\ m é
um plano de £. E claro que € contém as rectas r e s pelo que estas rectas sdo complanares
em €.

Reciprocamente, suponhamos que r e s sdo rectas complanares em £ e nao se intersectam.
Entdo existe um plano € de £ que contém as rectas r e s. Pela proposicio 4.2.4, £ = S\ m
onde S é um plano de S tal que S € H e m = SN H. Observemos que r C 7 e s C 5. Temos
entdo que 7 e 5 sdo rectas de S pelo que sdo rectas complanares. Como r N's = @) concluimos
que as rectas r e s sao paralelas. [ |

Proposicao 4.2.7 Seja S um espaco projectivo de dimensdo d > 3 e ordem n > 2. Entdo
todo o plano do espago afim € =S\ H € um plano de Desargues.

Demonstracao. Seja & um plano de €. Pela proposicio 4.2.4, £ = S\ m onde S é um plano
de Stal que SZ He SNH = m. Como a dimensdo de S é d > 3, pelo corolério 4.1.20, S é
um plano projectivo de Desargues. Uma vez que, para cada recta r de £, & classe de rectas
paralelas [r ] corresponde um ponto H de m, onde H = 7 N H, o plano projectivo £ U Iy, é
isomorfo a S. Concluimos assim que £ é um plano afim de Desargues. [ |

“Dizemos que n rectas de um espaco afim € sio complanares se existe um plano de € que contém as rectas.

94



Terminamos este trabalho com a seguinte questéo: serd que dado um ntmero natural
n > 2 existe um plano projectivo (afim) de ordem n? No caso afirmativo, quantos existem
nao isomorfos?

Neste trabalho, vimos que existe pelo menos um plano projectivo (afim) de Desargues de
ordem n, para todo o n = p”, com p primoer € N (nocasoem que n=2,n=3oun =4
existe um dnico plano (a menos de isomorfismo)). Se n = 1,2 (mod 4) nao existe um plano
projectivo de ordem n a menos que n = a? + b% com a,b € N (resultado encontrado em [10]).
Usando a computacao ja foram encontradas respostas para determinadas ordens. No entanto,
ainda nao conhecemos uma resposta completa a esta questao.
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Apéndice A
Corpos finitos

Um anel de divisao!

é um terno (K, +, X) que satisfaz as condigoes:
1. (K, +) é um grupo comutativo (com elemento neutro que denotamos por 0);

2. (K*, x), onde K* = K\ {0}, é um grupo (com elemento neutro que denotamos por 1) ;

3. Para todos os u,v,w € K

(u+v)xw=uxwt+vxw e ux@+w)=uXxXvt+uXuw.

Dizemos que (K, +, x) é um anel de divisao finito se K é um conjunto com um nimero
finito de elementos. A um anel de divisdo (K, 4+, x) em que (K*, x) é um grupo comutativo
chamamos corpo.

Teorema A.0.8 (Wedderburn) Todo o anel de divisao finito é um corpo.

O teorema seguinte classifica os corpos finitos.

Teorema A.0.9 Existe um corpo finito com q elementos se e sé€ se q € da forma p" para
algum primo p e algum inteiro positivo n. Além disso, dois corpos finitos com o mesmo
numero de elementos sao isomorfos.

"Em Inglés “skewfield’.
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Apeéndice B

Unicidade (a menos de
isomorfismo) de planos afins e
projectivos de ordem 2 e de ordem 3

B.1 Existe um tnico plano afim A de ordem 2

Designemos por A, B,C e D os pontos de A. Cada ponto de A pertence a trés rectas e cada
recta de A contém dois pontos. Assim, as rectas que contém A sdo: {A, B}, {A,C} e {A, D}.
I claro que {B,C} e {B, D} séo as outras duas rectas que contém o ponto B e {C,D} é a
recta que contém os pontos C' e D (ver figura 1). Facilmente verificamos que esta construcao
é lnica a menos da etiquetagem dos pontos.

FIGURA 1

B.2 Existe um tnico plano afim A de ordem 3 (a menos de
isomorfismo)

Designemos por A, B,C, D, FE, F,G, H e I os pontos de A. Cada ponto de A pertence a quatro
rectas e cada recta de A contém trés pontos. Assim, o ponto A pertence a quatro rectas. Sem
perda de generalidade, podemos supor que as rectas que contém A sédo: {4, B,C}, {4, D,G},
{A,E 1} e {A,F,H} (ver figura 2). O ponto G também pertence a quatro rectas, uma das
quais é a recta {A, D, G}. Existe uma unica recta que contém os pontos G e H. Sem perda
de generalidade, podemos supor que é a recta {G, H,I}. G e E pertencem a uma tnica recta.
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FIGURA 2

Tal recta nao pode conter o ponto I’ pois, caso contrario, os pontos G, B e C teriam que
pertencer & mesma recta, o que é falso. Temos entéo a recta {G, E,C}. E claro, a outra recta
que contém G serd a recta {G, B, F'} (ver figura 3).

A B c

D F

G H
FIGURA 3

Existe uma tnica recta que contém os pontos B e D. Essa recta nao pode conter os pontos
FE ou H pois, caso contrario, ndo existia nenhuma recta que contém os pontos B e I . Deste
raciocinio concluimos que {B, E, H} é a tinica recta que contém os pontos B e E e {B,D, I}
¢ a 1nica recta que contém os pontos B e D (ver figura 4).

A B c

D F

G H |
FIGURA 4

Ja conhecemos trés das quatro rectas que contém o ponto E. Os pontos D e E pertencem
a uma Unica recta. Facilmente verificamos que a recta que contém os pontos D e F é a recta
{D,E,F} (ver figura 5).

Também é claro que {D, H,C} é a tnica recta que contém os pontos D e H e {C,F, I} é
a unica recta que contém os pontos C e F' (ver figura 6).
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D F

G H |
FIGURA 5

A B C

D F

G H |
FIGURA 6

Esta construcao é lnica a menos da etiquetagem dos pontos.

B.3 Existe um tnico plano projectivo de ordem 2, de ordem
3 e de ordem 4 (a menos de isomorfismo)

Sejam m e 7o dois planos projectivos de ordem n. Fixemos uma recta [; de m; e uma recta
lo de ma. Consideremos os planos afins A; = w1\ l1 e A2 = m2 \ lo. Suponhamos que A4; e A
sao isomorfos. Designemos por f um isomorfismo entre A; e As.

Vamos agora definir uma aplicacao g entre 7 e my do seguinte modo:

Se P ¢ l; entdo g(P) = f(P). Se P € l; entdo P = [l], para alguma recta | de A;. Neste
caso fazemos g(P) = [f(I)].

Facilmente verificamos que g é um isomorfismo entre m e ws. Temos entao que m e mo
sao isomorfos.

Assim, é claro que no caso em que n = 2 ou n = 3 existe um unico plano projectivo (a
menos de isomorfismo) com essa ordem. Em [12] encontramos uma sequéncia de exercicios
que permite-nos concluir que existe um tnico plano projectivo de ordem 4 (a menos de
isomorfismo).

Seja K um corpo com dois elementos, K um corpo com trés elementos e K” um corpo
com quatro elementos. Designemos por V' um espaco vectorial de dimensao 3 sobre o corpo
K, por V' um espaco vectorial de dimensao 3 sobre o corpo K’ e por V" um espaco vectorial
de dimensao 3 sobre o corpo K”. As estruturas de incidéncia 7(V'), w(V') e w(V") sdo
planos projectivos de Desargues de ordem 2, 3 e 4, respectivamente. Assim, se 7 é um plano
projectivo de ordem n com n =2, n = 3 ou n = 4 entao m é um plano de Desargues.
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