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Resumo

Considere-se um sinal passa-baixo com N amostras, t das quais
foram posteriormente modificadas. Sera possivel detectar quais as
amostras modificadas, e recuperar o seu valor original?

A quase totalidade das técnicas conhecidas sobre reconstrucéo de
sinal ndo resolve este problema, sendo necessario conhecer a
posicdo das amostras erradas para que seja possivel obter a
amplitude correcta. No entanto, os codigos de correc¢ao de erros do
tipo BCH, entre outros, conseguem resolver este problema, ou seja,
determinar a posicdo das amostras erradas e, huma segunda fase,
corrigir a sua amplitude. Estes cddigos sao normalmente aplicados
a sinais digitais recorrendo a “software” com aritmética nhum corpo
finito necessitando, por esse motivo, de processadores dedicados
para realizar as operacfes de codificacdo e descodificacdo de
forma eficiente. No entanto, e como veremos ao longo deste
trabalho, é possivel utilizar estas técnicas no corpo dos numeros
complexos, levantando-se no entanto uma série de questdes novas
como, por exemplo, a da estabilidade da reconstrucéo.

As técnicas de reconstrucdo de sinal e os codigos de correccdo de
erros sdo usualmente encarados como disciplinas distintas com as
suas técnicas préprias ndo existindo aparentemente qualquer
relacdo entre as duas. No entanto, estas dificuldades resultam em
grande medida da diferente aritmética, notacdo e linguagem
utilizadas. Esta dissertacdo utiliza em simultaneo estas duas
disciplinas, transportando técnicas e conceitos de uma area para
outra, numa tentativa de enriquecer o conhecimento e compreensao
de ambas.

Neste trabalho estudamos varias técnicas para determinar a
posicdo das amostras erradas num sinal discreto limitado em banda
e de duracéo finita, sendo descrito como reconstru¢do nao linear.
Comparamos igualmente algumas técnicas de determinacdo da
amplitude das amostras erradas, oriundas dos cddigos de correc¢ao
de erros, com as que séo utilizadas nos algoritmos de reconstrugcéo
de sinal. O problema da estabilidade da determinacdo da posicdo
das amostras erradas € investigado, mostrando-se por exemplo que
os efeitos da amplitude e posicédo dos erros na estabilidade podem
ser separados.

Um dos objectivos deste trabalho foi o de encontrar técnicas que
permitissem o projecto de codigos de correcgdo de erros no corpo
dos numeros complexos. A chave para a solu¢do deste problema
reside na combinatéria dos padrées dos erros e da sua influéncia na
estabilidade dos algoritmos de reconstrucao.



Abstract

Consider a low-pass signal with N samples where the amplitude of t
samples was modified. Is it possible to find a method to detect
which samples violate the low-pass condition and reconstruct their
original amplitude?

Most of the known techniques of signal reconstruction don't solve
this problem, being necessary to know the error positions in order to
find their correct amplitudes. However, the BCH type error
correction codes, for example, can solve this problem in two steps,
first, they found the error positions, then, they found the error
amplitudes. Those codes are usually implemented on a finite
arithmetic field with dedicated processors, which implement the
coding and decoding tasks on an efficient way. Nevertheless, and
as we will see during this work, it is possible to use those
techniques on the complex field, arising some new problems as the
numerically stability of the reconstruction process.

The signal reconstruction techniques and the error correction codes
are usually faced as distinct disciplines, with their own techniques
and results, and apparently with few aspects in common. These
difficulties are the result of differences in the arithmetic notation and
language used. This thesis deals with both disciplines transporting
techniques and concepts from one area to another, trying to enrich
the knowledge and comprehension of both.

In this work we have studied several techniques to find the error
positions in a band-limited and time-limited signal. Those techniques
are described as non-linear signal reconstruction. We also compare
some techniques for error amplitude correction imported from error
correction codes with some signal reconstruction techniques. The
stability of the problem of finding the error positions was also
studied. We have achieved some interesting results as for example
the separation of the influence of the error amplitude from the error
position on the stability.

One of the goals of this work was to find some techniques to design
error correction codes on the complex field. The key to this problem
is the error pattern combinatory and their influence on the
reconstruction stability.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacéao

Quando comegédmos os estudos preliminares desta tese, conheciamos um conjunto de méto-
dos de reconstrucdo de sinal com uma caracteristica comum: pressupunham sempre como
conhecidas as posi¢des das amostras erradas. Durante a conferéncia SampTA95, surgiu-nos
a seguinte questao:

Problema 1 Considere-se um sinal com N amostras e cuja transformada de Fourier dis-
creta possui M componentes nulas. Vamos supor que algumas das amostras deste sinal séo
modi..cadas. Sera possivel determinar o nimero de amostras modi..cadas e as suas posi¢oes
e amplitudes?

As semelhancgas deste enunciado com o problema de correccdo de erros levou-nos a pro-
curar na bibliogra..a [Wakerly 78, Hamming 80, Clark 81, Berlekamp 84, Blahut 83, Blahut
85a, Hill 86, Sweeney 91] uma possivel solugdo. Na realidade veri..cAmos que o problema
podia ser resolvido por métodos analogos aos usados na descodi..cacdo dos cddigos BCH. A
diferenca consistia apenas no tipo de aritmética utilizada, dado que em vez de operar so-
bre um corpo numérico ..nito como GF(2P), pretendiamos utilizar aritmética sobre o corpo
dos reais. No entanto, estes algoritmos tinham a contrapartida de poderem ser instaveis,
tendo este problema sido estudado com o objectivo de encontrar limites para os erros de
reconstrucéao.

Nesta introdugdo comegamos por abordar a reconstrucdo de sinais discretos e limitados
em frequéncia. Faremos uma breve descri¢do de alguns algoritmos conhecidos para a recons-
trucdo de sinal quando se conhecem as posi¢Bes das amostras erradas. A seguir a uma breve
introducgdo aos coédigos de correcgdo de erros com aritmética real, enumeramos os resultados
originais e ..nalmente uma descricdo da organizacéo da tese.

1.2 Reconstrucéo de sinal

Em todos os sistemas de aquisicdo de sinal podem ocorrer erros que corrompem o sinal
em apenas algumas das suas amostras. Outras vezes o proprio sistema de aquisicdo possui
limitacGes que impossibilitam a aquisicdo de sinal de forma adequada ocorrendo, por exemplo,
periodos mais ou menos longos sem qualquer informagdo. VVamos considerar o caso em que um
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sinal foi amostrado e que algumas das suas amostras foram apagadas! em posicdes arbitrarias.
Se ndo for conhecida qualquer caracteristica do sinal adquirido, entdo, ndo é possivel recuperar
a amplitude das amostras apagadas a partir das restantes, mas se o sinal for limitado em
banda (por exemplo passa-baixo), entdo, tal operacdo de reconstrucdo ja pode ser possivel.
A este tipo de reconstrucdo costuma-se chamar de interpolagcdo ou extrapolagdo consoante
as amostras desconhecidas sdo esparsas ou contiguas, ndo existindo contudo qualquer outra
diferenca. O problema de interpolacéo pode ser equacionado para o caso de sinais continuos
no dominio do tempo e limitados em banda [Marks Il 91]. O teorema fundamental da teoria
da amostragem? estabelece que se um sinal z (t) passa-baixo tiver uma largura de banda B e
for amostrado a uma frequéncia fs > 2B, entdo € possivel recuperar o sinal x(t) a partir das
amostras. Se o sinal for amostrado a frequéncia minima f, = 2B, teremos para a equacao de
reconstrucéo

x(t) = Z x (%) sinc (2Bt — n),
onde a funcéo sinc é dada por
sinc (t) = w
T

Se o sinal x (t) for sobre-amostrado a uma frequéncia fs = 2IW > 2B, teremos, por exemplo,

x(t) = i x (%) sinc (2Wt —n),

n=—oo

€ uma vez que neste caso se tem
x(t) = x (t) * 2B sinc (2Bt)

podemos escrever

z(t) = i: x(%)sine(?Wt—n)*QBsinc (2Bt) =
- 3 i x(%)sinc(ﬁ(?Wt—n)) (1.1)

em que o factor de sobre-amostragem é dado por

B
= — < 17
b w
e * representa a operagdo de convolugdo (ver o apéndice A para uma descricdo completa

da notacdo utilizada). Na ..gura 1.1 podemos observar a reconstrucdo dada pela equacéo

1Em alguns sistemas de comunicagdes existem regeneradores com “soft decision” que indicam que a amostra
recebida tem uma amplitude errada.

2Este teorema é atribuido normalmente a Shannon [Shannon 48],mas hé autores que se lhe referem como o
teorema WKS (Whittaker, Kotelnikov e Shannon). As referéncias [Marks 11 91, Higgins 85] fazem uma revisédo
histdrica sobre a autoria deste resultado da teoria da informacao.
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(1.1) quando ¢ = 1, veri..cando-se que o valor do sinal reconstruido num determinado ins-
tante de amostragem ¢, = kT, depende apenas do valor da amostra x (k7,). No caso da
sobre-amostragem, nos instantes de amostragem o sinal reconstruido x (¢t) depende néo s
da amplitude da amostra nesse instante, mas também de todas as outras (..gura 1.1). Por
exemplo para ¢t = 0 temos

z(0)=p i x (%) sinc (6n) ,

n=—oo

que evidencia a dependéncia linear entre amostras. Se isolarmos o termo para n = 0 na
equacdo anterior e resolvendo para z (0) obtemos

z(0) = % r;)x (%) sinc (6n) .

A equagdo anterior especi..ca completamente o valor da amostra na origem, x (0), em fungdo
das restantes amostras.

Nesta dissertacdo estaremos especialmente interessados numa classe de sinais que se pode
designar por polindbmios trigonométricos. Estes sinais podem ser descritos como uma soma
..nita de exponenciais, ou uma série de Fourier truncada,

K-1
l’(t) _ Z CneijWnt/T’
n=0

em que ¢, S80 0s coe..cientes da série de Fourier e T 0 periodo da série trigonométrica.
Estes sinais sdo completamente especi..cados por K coe..cientes espectrais, ou por K amos-
tras temporais uniformes mais o periodo 7. Neste caso podemos ter discretiza¢do nos dois
dominios (tempo e frequéncia) que o sinal ..ca representado sem ambiguidade. Se tivermos
sobre-amostragem, o nimero de amostras N > K nos dois dominios é superior ao necessario,
tendo-se M = N — K coe..cientes ¢, nulos. O factor de sobre-amostragem (3 sera de..nido
neste caso pela relacao

3=K/N.

1.2.1 Reconstrucao de polindmios trigonométicos

Tal como foi referido na sec¢éo anterior no caso dos polindmios trigopnométricos um conjunto
..nito de amostras temporais é su..ciente para representar sem ambiguidade este tipo de
sinal. Por esse motivo, daqui para a frente falaremos apenas de sinais discretos representados
por vectores da forma x € CV, com amostras zo,x1,... ,xn—1. A de..ni¢cio usada para a
transformada de Fourier de um sinal x é dada por & = F'z, em que a matriz de Fourier F' é
dada por

1

Foo— o i%re 1.2
=N (1.2)

Vamos de..nir agora algumas variaveis que serdo utilizadas durante toda a dissertacao.

e t—NuUmero de erros.
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Figura 1.1:

Funcdes de interpolacéo sinc para o caso da amostragem critica com o factor de
sobre-amostragem 3 = 1. Repare-se que todas as curvas passam por zero nos instantes de
amostragem, ndo existindo dependéncia entre amostras. Por esse motivo ndo é possivel

recuperar x (0).

0.7

-0'-20.1 -O.(;B -O.(;G -0.0‘4 -O.(;Z 0 0.(‘)2 0.(‘)4 OA(‘)G 0.(‘)8 0.1
Figura 1.2:
Funcbes de reconstrucdo sinc para o caso da sobre-amostragem com (3 =~ 0.6. Neste caso as
curvas ndo passam por zero nos instantes de amostragem, e existe interdependéncia entre as
amostras. Utilizando esta informac&o é possivel recuperar a amostra errada z (0).
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e K —Numero de componentes espectrais desconhecidas.
e M — NUmero de componentes espectrais conhecidas (de valor nulo).

e S;— Conjunto dos indices das amostras erradas (desconhecidas) de um sinal z,

St:{i07i1ai27°" aztfl}OSZmSN_]- (13)

e S;— Conjunto dos indices das IV — ¢t amostras conhecidas do sinal = e complementar de
S;.

e Sy— Conjunto dos indices das K amostras desconhecidas do espectro de z.

e Sy— Conjunto dos indices das M amostras nulas (conhecidas) do espectro de . Se 0
sinal for passa-baixo, NV par e M impar, o conjunto Sy € dado por

Sf:{ﬁ—M_l N N M_l}. (1.4)

5 R T

Para a formulacdo do algoritmo de Papoulis e Gerchberg da seccdo que se segue é ne-
cessario de..nir dois operadores em CV:

De...nicdo 1 Um operador de amostragem pode-se de..nir como uma matriz diagonal D de
zeros e uns , com apenas N — ¢ elementos da diagonal principal unitarios, em que ¢ > 0. Os
elementos nulos da diagonal principal estardo nas linhas de D com indices dados por S;.

De...nicdo 2 Um operador de limitacdo de banda de um sinal x, pode ser caracterizado pela
matriz B = F~T'F, onde T, é uma matriz de amostragem constituida por zeros e uns com
K elementos unitarios na diagonal principal. Os elementos nulos da diagonal principal de I'
estardo nas linhas com indices dados por S;.

Acerca da de..ni¢cdo anterior, € interessante veri..car que esta operacao pode ser encarada
como uma amostragem no dominio da frequéncia. No operador de amostragem pode-se
de..nir a densidade d como sendo a relagéo (IV — ¢) /N, e no operador de limitagdo em banda
podemos de..nir a largura de banda w como a relacdo K/N.

1.2.2 Algoritmo de Papoulis-Gerchberg

Vamos supor que um sinal = € CV passa-baixo, sofreu t erros em posicdes conhecidas. Va-
mos colocar o valor das amostras erradas a zero e calcular a transformada de Fourier deste
sinal. Devido aos erros, 0 espectro obtido terd normalmente um valor diferente de zero nas
componentes com indices i € Sy. Se forcarmos essas componentes a zero e calcularmos uma
transformada inversa obtemos um sinal em que o valor das ¢ amostras erradas tera tomado
um valor diferente de zero e mais proximo do valor correcto. No entanto, com esta operacgéo
também se alterou a amplitude das restantes N — ¢ amostras cujo valor correcto é conhecido,
podendo-se portanto repé-las. Para continuar este processo, calcula-se a DFT deste sinal e
repetem-se 0s passos anteriores. Este algoritmo pode ser descrito como projecgdes sucessivas
entre os dois dominios, tempo e frequéncia, repondo-se em cada um deles a informacao conhe-
cida. Trata-se também de um caso de projecg¢des alternadas em conjuntos convexos (POCS),
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e 0s primeiros trabalhos conhecidos devem-se a [Papoulis 75] e [Gerchberg 74], podendo-se
encontrar em [Ferreira 94a] uma reviséo histdrica.

Este algoritmo pode ser formulado recorrendo aos operadores de limitacdo em frequéncia
e de amostragem. Consideremos o sinal x,, como o resultado da iteracdo n do algoritmo,
entdo, a sequéncia de operacfes descrita anteriormente pode ser colocada na forma

) = Dz 4+ (I — uD) B2™, (1.5
onde I é a matriz identidade e ;» uma constante. De..nindo o operador 737, como
T(-) = pDa' 4+ (I — uD) B(-),
a equacao anterior toma uma forma mais compacta

ﬂMD:T@W)

Foi demonstrado [Ferreira 94a] que se a densidade d da operacéo de amostragem D for superior
a largura de banda w e se 0 < p < 2, entdo T é estritamente ndo expansivo e a equacao (1.5)
converge para a solucdo Unica

= lim T2,
n—oo
A convergéncia deste algoritmo depende de varios factores como o padrdo das amostras
perdidas e o factor de sobre-amostagem. Para um estudo da convergéncia deste algoritmo e
do valor 6ptimo do parémetro u, ver [Ferreira 94a).

1.2.3 Algoritmos néo iterativos de dimensdo minima

E possivel de forma no iterativa resolver o problema de reconstrucéo de sinal de..nido na
seccdo anterior. Os algoritmos que vamos descrever sdo designados de dimensdo minima
porque os sistemas de equacles a resolver possuem uma dimensdo idéntica ao nimero de
amostras desconhecidas no dominio do tempo ou ao nimero de amostras desconhecidas no
dominio da frequéncia. Inicialmente sera feita uma descricdo ndo matricial do método de
reconstru¢do de dimensdo minima no dominio do tempo, com o objectivo de permitir uma
melhor compreeensdo do mesmo, seguindo-se uma descri¢do conjunta dos dois métodos na
forma matricial. Esta Ultima descricdo sera baseada nos trabalhos de Ferreira [Ferreira 96] e
Walsh [Walsh 96], e resulta numa formulacdo compacta e geral do problema.

Reconstrucédo de dimensdo minima no tempo (descricdo ndo matricial)

Considere-se o sinal z € CV limitado em frequéncia, com transformada de Fourier

1 N-1 2
T = —F= Z Tpe INTE, (1.6)
\/N n=0
e transformada inversa
1 5 i%Enk
Ty = \/_N Z T N .7
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Separando a equagdo (1.6) em duas partes
N 1 —j2—”pk 27 oL
Be= T | 2w N Y e R
pESt qeS;

e substituindo na equacéo (1.7) temos

1 .o _2n s2m _
x”:N g g Tpe JNpk—}- E Tqe ik 6JNnk, TZGSt,
keS; | pES: q€St

que pode ainda tomar a forma

1 R e i
anNZ pre]N(" p)—i—queJN(" )| n € S.
keSy | pES: q€St

Se de..nirmos o sinal das amostras desconhecidas no tempo u; = z;, podemos

equacdo anterior na forma matricial
u = Su+h,

em que

S R iy € Sy Aa# b,

1 <27 . .
he = N Z Z xpeJWk(’“_p), 1q € St
PESL keSy

Podemos obter v a partir da equacgéo (1.8) resolvendo-a para u

w=(I—S)"h,

colocar a

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

sendo a matriz a inverter de dimensdo ¢ x t. Da equacgdo (1.10) é possivel veri..car que o

vector h pode ser calculado de forma e..ciente recorrendo a FFT.

Reconstrugédo de dimensdo minima no tempo (descricdo matricial)

Considere-se um vector x com transformada de Fourier & = F'z, em que em cada um dos
dominios existem amostras conhecidas e desconhecidas. Rearranjando as linhas e colunas da

matriz de Fourier a equacdo (1.2) pode escrever-se

HEEEIN

(1.12)
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T i 2
BEERIA!

onde z, = 2 (S;) € CN 7, g ==z (5}) € Ct, sdo as amostras conhecidas e desconhecidas no
tempo e &. = 2 (Sy) € CM, &4 = 2 (Sy) € CK, sdo as amostras conhecidas e desconhecidas
na frequéncia. A partir de (1.13), podemos escrever

zq=Ud. + iy, (1.14)
mas como a parte conhecida do espectro é constituida por componentes nulas vem
zq = ¢T3y (1.15)
Como
Tq = Cxg+ D,
teremos
zq = C'Cay+ IOz,

que resolvendo para x, da

zq= (I —¢te) ! ¢iDa. (1.16)

A equacdo anterior € a solucdo de dimensao minima no dominio do tempo. Se na equagao
anterior se substituir

s = c¢ig, (1.17)
= ¢iog,, (1.18)
= 4 (1.19)

gl

obtém-se a equacao (1.11).

Para uma solucdo ndo iterativa de dimensdo minima no dominio da frequéncia, pode-
mos a partir das equacgdes (1.12) e (1.13), obter uma equacdo que dé o valor das amostras
desconhecidas na frequéncia em fungdo das conhecidas no tempo. Da equagéo (1.12) resulta

Tg = Caxq+ Dx,, (120)

mas se substituirmos z4 de (1.15) em (1.20), e atendendo ao facto de as amostras conhecidas
na frequéncia . serem nulas, teremos

Bq = CCTEy + D,

que resolvendo para &4 vem

#q = (I —eeh) ™ Da,| (1.21)
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Tal como pretendido esta equacéo calcula o valor das amostras desconhecidas do espectro em
funcdo das amostras conhecidas no tempo. A dimens@o do sistema de equagbes a resolver
é igual ao numero K de amostras desconhecidas na frequéncia. Este método ndo iterativo
de reconstrucao foi estudado em [Grochenig 93] e uma analise sobre a dualidade destes dois
métodos de dimensdo minima foi realizada em [Ferreira 96].

Nao é dificil veri..car que estas duas solucdes (1.16) e (1.21) sdo equivalentes a solucéo de
minimos quadrados da equacéo directa obtida de (1.12). Partindo de

Te =Axg + Ba,

e sabendo que z. = 0, temos

|2q = AT Ba. |, (1.22)
onde 2A*é a pseudo-inversa [Golub 83] de 2 de..nida por
-1
At = (me) A,
A partir das equacdes (1.12) e (1.13), podemos escrever
Al ¢t A B | [T 0
B D¢ D] |0 T
ou
T To = T T —
AA+CTEC=] APB4+CD =0 (1.23)

BIA+DIC=0 BB+DD=1"
Entdo, a equacdo (1.16) pode ser escrita como
oy = — (m)fl A Bz, = —AT ¢,
e como de (1.13) se pode relacionar z; com z4
zq = Cliy,
entao
Tg = C*TQ[JFJ:C,

provando que a solucdo dos dois métodos de dimensdo minima, é igual a solucdo de minimos
quadrados do problema de reconstrucao [Walsh 96, Walsh 98].

Nao é dificil demostrar [Ferreira 94b] que o algoritmo de Papoulis-Gerchberg (PG) também
converge para a mesma solucdo que os algoritmos anteriores. Se colocarmos a equagao itera-
tiva (1.5) do algoritmo PG numa forma mais adequada, e se por conveniéncia ..zermos p = 1
e y = Dz, obtém-se

") = (I — D) Bz™ 4 y.

Pressupondo y (St) = 0, podemos escrever a equacao anterior na forma

ngt JESt
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e se k € S;, a equagdo anterior pode ser escrita na forma
x((inﬂ) = Sa?((in) + h,
e fazendo uso da identidades (1.17), (1.18), (1.23) temos
xfinﬂ) = (I — QlTQl) x((in) — A Bz,.
Se assumirmos convergéncia, entao,
2 = (1 - ate) ol - A,
ou seja
Atz = —2A B,

e como a matriz 2" tem inversa se t < M, obtemos ..nalmente a solucdo de minimos
quadrados dada pela pseudo inversa de A tal como na equacéo (1.22)

o) = — (m*m)_l Al Bz,

xg’o):-gﬁ%xc .

1.3 Cdbdigos de correccao de erros

O armazenamento ou transmissdo de informacéo digital esta sujeita a erros que degradam o
seu contetdo. A ideia de adicionar informacao redundante & mensagem transmitida de modo
a gue no receptor se possa veri..car a sua integridade foi desenvolvida nos anos 50 por Ham-
ming [Hamming 50]e Golay [Golay 49], tendo estes criado os primeiros codigos detectores e
correctores de erros. Desde essa altura a teoria associada aos cddigos de correccao de erros
evoluiu bastante no contexto da disciplina da Teoria da Informag¢do. Um dos avangos mais
importantes foi a descoberta dos cédigos BCH por Bose, Chaudhuri (1960) e Hocquenghem
(1950), e que viriam a ser aplicados com sucesso nos mais variados campos nomeadamente
na codi..cacdo da informacéo dos discos compactos, nas comunicacfes espaciais, em comuni-
cacOes via satélite, etc. A estrutura destes cddigos permitiu a obtencdo de resultados teoricos
importantes sendo possivel projectar um codigo BCH de forma a garantir a correc¢cdo de um
numero pré-determinado de erros.

Na ..gura 1.3 podemos observar um diagrama de blocos que descreve um sistema de
codi..cacdo e descodi..cacdo do tipo BCH e que manipula os dados por blocos. Um sinal
mensagem com K amostras é codi..cado obtendo-se um bloco com N > K amostras tendo-se
acrescentado N — K amostras de informagéo redundante.

O descodi..cador faz uso desssa redundancia para conseguir corrigir os erros ocorridos
durante a transmissdo/armazenamento da informagéo, que na ..gura 1.3 se representam por
e.

O paralelismo com a reconstrugdo de sinal é evidente, residindo a principal diferenca no
facto de na reconstrucdo de sinal ndo ser normalmente possivel controlar a forma como o
sinal foi gerado e a posi¢do dos erros ser desconhecida. Contudo, por diversas razfes, estas
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—— | Codificador Descodificador

P
=1

Figura 1.3: Um sinal mensagem m com K amostras é codi..cado dando origem ao sinal a transmi-
tir/arquivar x com [N amostras. A redundancia introduzida permitira ao descodi..cador corrigir o0s
erros e ocorridos no canal.

duas disciplinas mantiveram-se de algum modo afastadas criando cada uma delas resultados
e solucdes equivalentes de forma independente. Segundo Blahut [Blahut 83], uma das razoes
para este afastamento resulta do facto de os “algebristas” dos codigos de correccao de erros
trabalharem com aritmética em corpos ..nitos, enquanto que na area do processamento digital
de sinal se trabalha com aritmética real e complexa. S&o assim raz@es historicas e de formacéo
académica dos investigadores que levaram a que a linguagem e notagdo utilizada fossem
diferentes, criando a ilusdo nos que trabalham em cada uma das disciplinas de ndo existirem
aspectos comuns.

Um dos primeiros autores a veri..car a relagdo existente entre os codigos de correccao de
erros e a possibilidade de se utilizar alguns dos resultados e algoritmos no corpo dos nimeros
reais foi Richard E. Blahut, que nos seus artigos [Blahut 79, Blahut 85a] chega mesmo a
chamar a Teoria dos Codigos de Correccdo de erros processamento digital de sinal em corpos
..nitos. Numa série de artigos [Marshall Jr 79, Marshall Jr 81, Marshall Jr 82a, Marshall Jr
82b, Marshall Jr 82c, Marshall Jr 83, Marshall Jr 84, Marshall Jr 86, Marshall Jr 87a, Marshall
Jr 87b], T. G. Marshall aborda o problema da realiza¢do préatica dos cddigos de correccao de
erros no corpo dos complexos, sendo de salientar o seu principal trabalho [Marshall Jr 84] em
gue para além de estudar os cdédigos por blocos apresenta igualmente alguns resultados para
o caso dos cddigos convolucionais. Até a actualidade varios autores exploraram as ligacoes
existentes entre estas duas disciplinas, tais como Kumaresan [Kumaresan 85], Ja-Ling Wu [Wu
92, Wu 95, Shiu 95, Shiu 96], Jack Keil Wolf [Wolf 67, Wolf 83], Farokh Marvasti [Marvasti
87, Marvasti 93, Marvasti 97, Marvasti 99, Wong 95] e David L. Sprague [Sprague 82].

Os cddigos de correccdo de erros no corpo dos nimeros complexos possuem a vantagem
de néo estarem limitados quanto ao tamanho do bloco, e de poderem ser realizados de forma
e..ciente em qualquer microprocessador. Tém no entanto a desvantagem de estarem sujeitos
a erros de arredondamento, o que levanta o problema da estabilidade numérica dos algo-
ritmos de reconstrucdo. Como veremos no capitulo seguinte, os algoritmos de detec¢do da
posicao das amostras erradas, e de correccdo da sua amplitude, requerem a resolucdo de um
sistema de equagdes, para além de outras etapas. Assim, a repercursdo dos erros de arredon-
damento efectuados durante os célculos no resultado da descodi..cacdo é determinado pelo
condicionamento do sistema de equacdes a resolver. Como veremos existem varios factores
que intuenciam o condicionamento dos problemas a resolver:

e O nUmero de erros

e O padréo dos erros
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e O factor de sobre-amostragem
e O tamanho do bloco de dados

Apesar de um codigo BCH no corpo dos reais ser teoricamente capaz capaz de corrigir
M /2 erros, devido aos problemas de estabilidade poder&o existir alguns padrdes de erro que
serdo descodi..cados incorrectamente. Por esta razdo focAmos a nossa atengdo no estudo da
estabilidade do problema de reconstrucdo em funcéo dos pardmetros enumerados anterior-
mente e também no estudo da combinatéria dos padrdes de erro.

Para que os cddigos de correccao de erros possam ter algum interesse pratico € necessa-
rio encontrar métodos que permitam projecta-los. Como a..rmamos anteriormente, quando
projectamos um cédigo BCH no corpo dos reais, este pode ndo ser capaz de corrigir todas
os padrdes possiveis com M /2 erros, sendo por conseguinte importante determinar quantos e
quais é que sdo descodi..cados erradamente e no caso de descodi..cacdo errada determinar se
a solucdo é “muito diferente” da exacta. Com este ..m em vista de..nimos a distancia minima
entre erros como forma de classsi..car os padrdes de erro e obtivemos (capitulo 5) uma forma
de contar o nimero de padrdes de erro que possuem uma dada distancia minima.

Combinando estes resultados com os resultados obtidos no capitulo 3 e em [Ferreira 99],
é possivel determinar de forma aproximada quantos dos padrfes de erro é que se conseguem
corrigir.

A realizacdo pratica de cddigos de correccdo de erros em corpos ..nitos requer a utilizacao
de “hardware” ou “software” especi..co capaz de realizar de forma e..ciente as operagdes de
codi..cacdo e descodi..cacdo. Em aplicagdes em que esse “hardware” néo existe a utilizacdo
de codi..cacdo no corpo dos reais pode ser uma alternativa atraente, mesmo que a capacida-
de de correccdo destes seja inferior. Um exemplo de aplicacdo é na difusdo de informacéo
em redes de comunicacdo por pacotes que ndo permite a con..rmacdo da correcta recepgao.
Se se acrescentar redundancia aos pacotes transmitidos existe a possibilidade de recuperar
a informacé@o de pacotes perdidos [Bolot 95, Bolot 96, Hu 96] melhorando a ..abilidade da
comunicacao.

Em sistemas de multiprocessamento é importante assegurar de algum modo que as ope-
racbes numéricas sejam realizadas correctamente e que no caso de ocorrerem erros que estes
sejam automaticamente corrigidos. A ideia base consiste em incluir nos proprios algoritmos
de processamento um esquema de codi..cagdo no corpo dos reais que permita sem recurso
a hardware especi..co corrigir os erros. Esta é uma &rea interessante mas que requer algum
aprofundamento para se encontrarem técnicas que lidem com o problema dos erros numéricos
de forma a evitar falsas detec¢Bes [An..nson 88, Agarwal 73, Agarwal 74,Huang 84, Nair 90].

Reconstrucao de sinal e os codigos de correccédo de erros

Os codigos de correc¢do de erros podem ser formulados numa forma matricial idéntica a uti-
lizada na seccdo anterior utilizando-se igualmente a transformada de Fourier. Consideremos
entdo que pretendiamos codi..car uma mensagem m com K amostras de modo a que seja
possivel corrigir ¢ erros ocorridos em posicdes cujos indices sdo dados por S;. Particionando
a matriz de Fourier da seguinte forma

F=[G H],

e se se chamar a matriz G de dimensdo N x K de codi..cadora e a matriz H de dimensao
N x M de veri..cadora da paridade, para gerar um sinal codi..cado a partir de m, basta fazer

z = Gm.
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A equacdo anterior pode ser expandida para a forma

v=[G H][Tg],

em que o vector 0 é composto por M zeros. Se considerarmos um sinal de erro e, com
amostras ndo nulas nas posi¢des dadas pelo conjunto .Sy, entdo o sinal corrompido é dado por

y=x+e.

No receptor, para veri..car a ocorréncia de erros, multiplica-se o sinal recebido y pela matriz
de veri..cagdo da paridade

s=H'y=H'z+ H'e,
mas como x é o resultado da codi..cacdo Hx = 0, entdo
s = Hfe.

A equacdo anterior evidencia o facto de s (o sindroma) ser unicamente uma func¢éo do sinal
de erro e.

No capitulo seguinte sera descrito um método para determinar o nimero e a posicdo dos
erros a partir do sindroma quando ¢t < M /2. Este método envolve a resolugdo de um sistema
de equacdes Toeplitz de ordem igual ao nimero de erros ocorrido.

1.4 Resultados originais

1. Resolugdo do problema da correccédo de apagamentos recorrendo a técnicas oriundas da
area dos cddigos de correcgdo de erros. Nomeadamente através da equacao recursiva
(2.9), da forma matricial ndo recursiva da sec¢do 2.3.2 e do algoritmo de Forney da
seccao 2.3.3.

2. A de..ni¢do da distancia minima entre erros penso ser uma ideia original, ndo conhe-
cendo qualquer trabalho que a use. Os resultados de combinat6ria em que obtivemos
expressdes para 0 numero de padrdes de erro que possuem uma dada distancia mini-
ma sdo também originais e de uma grande importancia para o projecto de codigos de
correc¢do de erros no corpo dos nmeros reais.

3. A decomposi¢do da matriz A descrita na seccdo 3.3.2, em que se conseguiu isolar o
efeito da amplitude dos erros da sua posicao para efeitos do estudo do condicionamento
numerico de A.

4. A técnica proposta para a descodi..cagdo dos codigos de Reed-Muller, apesar de n&o ser
completamente nova, vem contudo corrigir alguns aspectos da solucdo apresentada por
J.-L. Wu [Shiu 96].

5. Identi..cacdo das ligagBes existentes entre os bancos de ..Itros e os cddigos convolucionais,
nomeadamente o facto de que se o banco de ..Itros possuir a propriedade de reconstrucéo
perfeita pode-se ter um cédigo convolucional capaz de corrigir erros.

6. Demongtra@éo da equivaléncia da utilizacdo da transformada DFT com uma base do
tipo e/ ¥, (em que [ e m sdo primos relativos), na codi..cacdo dos cédigos do tipo
BCH, com a utilizacdo de um entrelacamento regular das amostras do sinal transmitido.
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1.5 Organizacao da tese

A tese esta organizada em capitulos e estes por sua vez em sec¢des e sub-secces. O primeiro
capitulo pretende apresentar de forma breve os métodos de reconstrucao de sinal quando se
conhece a posicao dos erros. Estabelece igualmente a analogia destes métodos com os cédigos
de correcgdo de erros, enunciando igualmente resultados que pensamos serem originais.

O capitulo 2 descreve alguns métodos de correccdo de erros quando se desconhece a posi¢ao
dos erros, fazendo também uma descri¢do dos diferentes algoritmos exitentes para a resolucéo
de sistemas de equaces Toeplitz.

O capitulo 3 aborda o problema da estabilidade dos algoritmos para determinacdo da
posicdo e amplitude dos erros.

O capitulo 4 comeca com uma descricdo dos codigos lineares de correc¢do de erros no
corpo dos nimeros reais, seguindo-se 0s codigos ciclicos incluindo os BCH. Este capitulo
termina com uma descricdo dos codigos convolucionais no corpo dos nimeros reais fazendo
analogias com os bancos de ..Itros com a propriedade da reconstrugdo perfeita.

No capitulo 5 aborda-se o problema da combinatéria dos padrdes de erro que satisfazem
uma dada distancia minima entre erros e determina-se 0 nimero de padrdes com uma dada
distancia minima.

No ..nal sdo apresentadas as conclusGes e mencionados alguns problemas em aberto e
sugestdes para trabalho futuro.



Capitulo 2

Problemas nao lineares de
reconstrucao

As técnicas de reconstrucdo de sinal descritas no capitulo anterior supunham sempre que se
conhecia a posicao das amostras erradas. Neste capitulo vamos ver que é possivel determinar
dentro de certos limites a posi¢do das amostras erradas fazendo uso de uma informagéo néo
utilizada nos métodos do capitulo anterior: a amplitude das amostras erradas. O problema
pode-se formular do seguinte modo

Proposicdo 1 Se um sinal com N amostras contiver M componentes espectrais contiguas
conhecidas, entdo é possivel encontrar a posicdo de ¢ < |M /2] amostras que tenham sido
alteradas resolvendo um sistema de equacdes Toeplitz de ordem ¢.

Os sinais considerados serdo sempre de dimensao ..nita e podem ser encarados como sinais
periddicos com periodo N. A proposi¢cao anterior pode ser vista como codi..cacdo de um sinal
para o tornar robusto a erros, e na realidade existem varios cédigos correctores de erros que
podem ser interpretados desta forma. Blahut foi dos primeiros a veri..car que um codigo BCH
se caracteriza por os vectores pertencentes ao cddigo possuirem A componentes espectrais
nulas contiguas e veri..cou que os algoritmos de correccédo de erros podiam ser aplicados nédo
s6 em corpos ..nitos mas também no corpo dos complexos. Um sinal que tenha algumas
componentes espectrais nulas, vai possuir uma dependéncia linear entre as suas amostras.
Este mesmo problema aparece em predicéo linear dando origem as equagdes de Yule-Walker,
em estimacdo espectral em que temos o problema dual, ou seja, determinar a posicdo das
componentes espectrais, etc.

Este problema n&o linear de reconstrucdo pode ainda ser resolvido recorrendo a uma
generalizagdo do método de Prony [Prony 95]. A escolha deste método como ponto de par-
tida, deveu-se ao facto de na sua versao original se encontrarem formulados todos 0s passos
fundamentais para a soluc@o do problema: determinac@o da equacao recursiva cujos parame-
tros podem ser determinados resolvendo um sistema Toeplitz e que permitem determinar a
posicdo e amplitude dos erros resolvendo um sistema de equacfes Vandermonde.

Quanto a organizacdo deste capitulo, comecaremos por formular o problema de recons-
trucdo com determinacdo das amostras erradas. Descreveremos o método de Prony na sua
versdo original seguida da sua aplicacdo ao nosso problema. Sistematizam-se quatro formas
diferentes para o sistema de equac0es, descrevendo em seguida as condicdes para se obter um
sistema de equacdes com uma matriz hermitica. Uma versdo simpli..cada do algoritmo com
codi..cacdo na frequéncia e que recorre a apenas uma transformada, é analisada seguida de
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0 K-1
| ) |
0 | F K-1 N-1
| (k) | 0 | =2(K)
0 F N-1
| i |
0 N-1
eln) +h(n) |
| 0 N-1|
y(n)
0 F k1 N-1
| i (k) + (k) | 5k) | = 9(k)
Obten¢go do Ei')ectro doErroa
partir des(k) |
+ 0 N-1
+ ) & (k) |
0 @‘_{ K-1 N-1
| " I
0 F K-1
|  (n) |

Figura 2.1: Diagrama de blocos com o algoritmo de codi..cacdo e descodi..cacdo no tempo de um
sinal m € RX. Para M amostras nulas acrescentadas, este codigo é capaz de corrigir ¢ = M/2
erros ocorridos durante a transmissdo ou armazenamento. No caso da ..gura as amostras nulas foram
acrescentadas no ..nal do bloco perdendo-se as condi¢fes de simetria do espectro que permitem ao
sinal x ter parte imaginaria nula.

alguns exemplos numéricos. O sinal de erro é sempre determinado recorrendo & solugéo do
sistema de equacbes Toeplitz realizando uma extrapolacdo do espectro do sinal de erro de
forma directa ou indirecta, sendo descritas e comparadas varias técnicas. Finalmente teremos
uma comparagao de varios algoritmos para a resolucéo de sistemas Toeplitz, e a forma como
estes apesar de terem sido criados para resolver problemas aparentemente diferentes e em
areas distintas sdo de facto equivalentes.

2.1 Reconstrucao de sinal com deteccado das amostras erradas

Vamos agora apresentar um algoritmo de codi..cacdo e reconstrucao, em que é possivel detec-
tar a posi¢do das amostras erradas. Tal como anteriormente vamos considerar apenas sinais
discretos de dimensdo ..nita pertencentes a C, em que um sinal ¢ um vector de dimens&o
N € N dado por x = [zg 21 . .. :cN,l]T. Os sinais = € CN podem ser encarados como funcdes
complexas de..nidas no grupo ..nito Zy, tendo portanto periodo N, ou seja, (i + N) = z(7).
Considere-se a transformada de Fourier discreta F' de..nida por (1.2) em que tal como em
(1.6) e (1.7), & é a transformada de x. Na ..gura 2.1 pode-se observar um diagrama de blocos
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que ilustra o conjunto de operagOes a efectuar sobre um sinal, de modo a que seja possi-
vel corrigir até M /2 amostras corrompidas com ruido impulsivo. Entende-se neste caso por
ruido impulsivo um sinal de dimensdo N em que apenas ¢ amostras sdo diferentes de zero
e em que t € normalmente muito menor que N. Por enquanto abordaremos apenas 0 caso
em que N é par e K impar, sendo os restantes casos analisados na sec¢do 2.2.3. Para este
caso se pretendermos gerar um sinal codi..cado com parte imaginaria nula temos de garantir
as condicBes de simetria do espectro de z. Com a transformada de Fourier e blocos de N
amostras, os M zeros a inserir terdo de ser em nimero impar para que tal seja assegurado.
Como veremos, nesta situagdo s6 é possivel corrigir um méximo de (M — 1) /2 erros ndo se
obtendo por conseguinte um cédigo do tipo CDM.

Considere-se um sinal discreto m € R a que vamos chamar mensagem, com transformada
de Fourier dada por 7. Se a 1 se acrescentarem M amostras de valor nulo, vamos ter um
novo vector de dimensdo N = K + M com a seguinte forma

@:[m(O),...,m(%),o,...,o,m(%),...,m(K_l)],

em que os M zeros foram colocados nas posi¢cdes com os indices dados por (1.4). Tal como
anteriormente S; da-nos os indices das amostras conhecidas do espectro que neste caso tém
valor nulo. O conjunto Sy ndo necessita de estar centrado em % e pode generalizar-se para
a forma que serd usada mais a frente

M—1 M -1
Sf:{r— 5 N N s 5 }, (2.1)

com r € [0..N — 1] sendo o deslocamento circular. Aplicando a transformada de Fourier
inversa a este sinal obtem-se o sinal = que constitui uma versao sobreamostrada de m por um
factorde 8 = % Dado que este sinal possui um certo grau de redundéancia é possivel recuperar
o sinal original se um nimero limitado de amostras forem corrompidas. Suponhamos que o
sinal z foi corrompido obtendo-se

y=x+et+mn,

em que ¢ é o sinal com ruido impulsivo com ¢ amostras diferentes de zero, e cujos indices
sdo dados pelo conjunto S; de..nido em (1.3). O sinal n é ruido de pequena amplitude que
foi introduzido para representar os erros provocados pela quanti..cagdo do sinal antes de
ser transmitido/armazenado, possui uma amplitude muito menor do que e, afecta todas as
amostras de x e depende da implementacéo do algoritmo.

Considere-se a transformada de Fourier ¢ do sinal recebido y. No caso particular de
e, = 0, 7 terd& M amostras de valor aproximadamente nulo devido a n, nas posi¢des dadas
por S;. Quando ocorrem alguns erros, essas amostras terdo um valor diferente de zero e
s6 dependem do sinal de erro e, sendo g (Sy) = é(Sf), uma “janela” sobre o espectro de e
conhecida na terminologia da TCCE como sindroma. Se a partir do sindroma for possivel
extrapolar os restantes valores de ¢é entdo, calculando a transformada inversa de é, e como
z" = y" —e” temos (desprezando o efeito do ruido 1) o sinal original reconstruido m” = Ftm”
em que " = 2" (Sf).

Como veremos mais a frente, sob certas condicoes é possivel reconstruir o sinal original m
recorrendo ao método de Prony, que descreveremos sucintamente na seccdo seguinte na sua
versao original.
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2.2 Meétodo de Prony para determinar a posicdo dos erros

O método de reconstrucdo aqui descrito, é conhecido na area da TCCE como uma imple-
mentacdo espectral de um codigo do tipo BCH e as suas ligagGes com a area do PDS foram
reconhecidas e aprofundadas por Blahut [Blahut 83, Blahut 79, Blahut 85a], e também por
Wolf, Marshall, Kumaresan, [Wolf 67, Wolf 83, Marshall Jr 82a, Marshall Jr 82b, Marshall Jr
82c, Marshall Jr 83, Marshall Jr 84, Marshall Jr 86, Marshall Jr 87a, Marshall Jr 87b, Kumare-
san 82, Kumaresan 85] e mais recentemente por Marvasti, Shiu e Wu [Marvasti 87, Marvasti
91, Marvasti 92, Marvasti 93, Marvasti 94, Marvasti 97, Shiu 95, Wu 92, Wu 95, Shiu 96]. Um
dos aspectos mais relevantes das ligacGes entre as duas areas € a possibilidade dos codigos de
correcgdo de erros poderem ser utilizados no corpo dos complexos. Varios autores estuda-
ram este problema, e veri..caram que muitos dos codigos existentes num corpo ..nito tém um
analogo em C [Kumaresan 85, Marshall Jr 81, Marshall Jr 84, Wolf 83, Marvasti 93].

Apesar da existéncia do cédigo analogo existem algumas diferencas entre as implemen-
tacdes de um mesmo codigo em cada um dos corpos. Enquanto que nos corpos ..nitos a
dimensdo N dos vectores ndo é arbitréria e esta relacionada com o numero de bits b das
amostras (simbolos em terminologia TCCE), no corpo C nao existe essa limitacdo. Por outro
lado, em C vamos ter erros de arredondamento que ndo acontecem nos corpos ..nitos, com
os inevitaveis problemas de condicionamento na resolucédo de sistemas de equacBes. Apesar
disso os codigos em C apresentam a grande vantagem de poderem ser implementados em
gualquer processador de forma e..ciente, ndo sendo necessario utilizar hardware especi..co
gue implemente a aritmética ..nita.

O método de reconstrugdo que mais a frente descreveremos, e que permite determinar a
posicao de erros resolvendo um sistema de equagdes Toeplitz, foi identi..cado por Wolf [Wolf
83] como sendo 0 método de Prony de interpolagédo descrito no seu artigo original [Prony 95],
0 qual pode ser encontrado em versGes mais actualizadas em [Hildebrand 56] e [Wolf 67]. O
método de Prony é igualmente utililizado hoje em dia em estimacao espectral em casos em
gue se sabe que o sinal a estudar possui pouco ruido e é modelizavel como uma soma de
sinusdides (também conhecido por polindmio trigonométrico).

O método de Prony na sua versao original

O Baréo de Prony publicou em 1795 um artigo [Prony 95] em que descrevia um método para
modelizar a funcéo da expansao de gases. Este modelo considerava que esta funcdo era uma
soma ..nita de exponenciais reais e a principal contribui¢cdo de Prony consistiu em encontrar
um método ndo linear para calcular os parametros destas exponenciais conhecendo um certo
numero de pontos da funcdo. O método de Prony pretende assim aproximar uma funcéo
f (z) por uma soma ..nita de n exponenciais reais do tipo:

f@) =) Crehe, (2.2)
k=1

onde Cj e b sdo incognitas reais. Para aplicar o método de Prony é necessario conhecer 2n
pontos de f (x) para valores de x equidistantes na forma z; = iA + Ay em que A é 0 passo e
Ay o valor inicial que vamos assumir nulo. Vamos admitir que a funcéo f (x) € uma soma de
exponenciais como na equacdo (2.2), tendo-se uma igualdade em vez de uma aproximagao.
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A equacdo (2.2) vem entdo com zj, = 2k
fi=3 . 23)
k=1

Se se encontrar um método para calcular os coe..cientes de amortecimento b;, podemos
determinar C}, resolvendo o sistema de equagdes Vandermonde

I R
2 z5 V4 CQ fl

" = . (2.4)
T Ch fn—1

Prony veri..cou que a equacdo (2.3) ¢é a solucdo de uma equacdo linear de diferencas, homogé-
nea e de coe..cientes constantes. As raizes desta equacdo sdo da forma z, = e e podemos
de..nir o polindmio cujos zeros sdo z; por

Se expandirmos a equacado anterior como uma série de poténcias teremos

P(z)= i hi2',
=0

e como P (z) = 0 podemos escrever

Multiplicando a expresséo anterior por Ce~ 2™ e somando em k, teremos

n

Zn: hi y_ Cretmm =,
1

1=0 k=

A expressdo anterior contém a de..nicdo (2.2) de f (i —m) 0 que nos permite ..nalmente
escrever

Com a equacgéo anterior e 0s 2n elementos conhecidos de f () podemos formar um sis-
tema de equacBes Toeplitz e determinar os coe..cientes h; do polindmio P (z), por meio de
factorizagdo os seus zeros, e ..nalmente os parametros b;. Para calcular as amplitudes das
exponenciais Cy, basta resolver o sistema de equacfes Vandermonde (2.4).
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Aplicacdo do método de Prony a reconstrucdo de sinal

O método original de Prony descrito anteriormente, considerava unicamente exponenciais
reais. No entanto, o0 método pode ser facilmente generalizado para considerar sinuséides de
amplitude constante fazendo C; complexo e b; imaginario puro, que é 0 caso que nos interessa.

O espectro ¢ do sinal de erro pode ser interpretado como um polinémio trigonométrico
composto por ¢ exponenciais, e por esta razdo o método de Prony ndo da uma aproximacao
de é mas o valor exacto. O algoritmo que a seguir se descreve, ndo é mais do que o método
de Prony aplicado ao nosso problema de extrapolacdo do espectro é.

Considere-se a transformada de Fourier do sinal de erro

t—1
e(im)e I F K, (2.5)

m=0

==

) = 3 el =
e —\/anoene =

em que 4, € S; sdo os indices das amostras erradas. Fazendo a mudanca de variavel

_ (2
Zm—e‘]N m,

vem

t—1
é(k) = % S elim)2h, 2.6)
m=0

O objectivo é determinar a posi¢do dos erros i,, e a sua amplitude e (i,,). O método de
Prony permite determinar em primeiro lugar a posi¢do dos erros e uma vez estes conhecidos
calcular a sua amplitude. A equacdo (2.6) é a solucdo de uma equacao linear homogénea de
diferencas com os zeros dados por z,,, que é conhecida na terminologia da TCCE como o
polindmio localizador de erros

P(z2)=> hiz", (2.7)
em que

P(ei%im) =0, (m=0,1,...,t—1).

Substituindo em (2.7) z,, = e~ =, multiplicando por \/—%e(im)e*j%ﬂimk e somando em
m, temos

t =
hi—= e(ip)e IV im0 —

Utilizando a equacéo (2.5), na equacgdo anterior obtemos

t
> hpé(k —i) = 0. (2.8)
=0

Como se conhecem 2¢ + 1 valores de ¢ (mais um do que o necessario) cujos indices sdo dados
por (2.1), pode-se construir um sistema de equacdes para as ¢ incognitas iy, em quatro formas
diferentes, que passamos a expor.
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Recursao para tras

Neste método cada amostra de indice mais baixo é uma combinacgdo linear das seguintes.
Podemos distinguir dois casos, um em que surge uma matriz de Toeplitz, e outro em que
surge uma matriz Hankel.

Casolhy=1lek=nrr+1,...,r+t—1 Para este caso, a equacdo (2.8) pode-se escrever
na forma recursiva

t—1
Ch—t = — Z hiég—;, (2.9
=0

dando origem ao sistema de equagdes

ér ér—l ér—t+1 hO ér—t
Cri1 er Er—t+2 hy Er—t+1
) =— ) , (2.10)
ér+t71 ér+t72 to ér htfl érfl

gue se pode escrever na forma compacta Ah = b1, em que a matriz A é uma matriz Toeplitz.

Caso2hy=1ek=r+t—1,...,r+1,r Para este caso, aplica-se igualmente a equacéo
(2.9) mas percorrendo as componentes do sindroma de forma inversa dando origem ao sistema
de equacdes

€rpt—1 Eryt—2 - ér ho ér—1

Crit—2 Eryt—3 0 €1 hy €r—2
) = — ) , (2.11)

ér ér—l e ér—t+1 ht—l ér—t

que pode ser escrito na forma compacta Bh = by, em que a matriz B é Hankel. E possi-
vel escrever o sistema de equagOes nesta forma a partir do obtido no caso anterior com a
transformacéo B = JA

JAh = Jby <= Bh = by (2.12)
em que J € a matriz
[0 0 0 1]
J=1001 --- 0 |- (2.13)
010 0
100 0 |

Recurséo para a frente

Neste método cada amostra de indice mais elevado é uma combinagéo linear das anteriores.
Tal como na recurcgdo para tras, podemos distinguir igualmente dois casos, um em que surge
uma matriz de Toeplitz, e outro em que surge uma matriz Hankel.
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Caso3apg=1lek=r+1,r+2,...,r+t Paraeste caso vamos escrever a equacao (2.8)
utilizando outra notacdo para os parametros h, que se passardo a designar por «. Assim, a
equacdo (2.8) resulta em

t
ek = — Zaiékﬂ‘, (2.14)
=1
dando origem ao sistema de equacdes

Er €r—1 SRR A | aq €ri1

€rt1 er e Ertg2 a2 €rt2
. . . — | T (2.15)

€rit—1 Erit—2 - er oy Erit

Podemos escrever este sistema na sua forma compacta Ao = b3 em que a matriz A é Toeplitz
e igual a matriz A do caso 1.

Casod ap=1ek=r+tr+t—1,...,r+1 Para este caso, aplica-se igualmente a
equacdo (2.14) mas percorrendo as componentes do sindroma de forma inversa dando origem
ao sistema de equagdes

Crit—1 Cryt—2 - Er aq Ertt
Crit—2 €rit—3 ' €1 o) Crit—1
A (2.16)
ér ér—l e ér—t—l—l Qi ér+1

gue pode ser escrita na forma Ba = by, em que a matriz B é igual a do caso 2. Tal como se
demonstrou ser possivel transformar o caso 1 no 2, 0 mesmo se veri..ca entre o caso 3 e 4.

Conhecendo o valor das variaveis h; ou «;, pode-se determinar a totalidade do espectro de
¢ através da equacdo recursiva (2.9) para os sistemas na forma 1 e 2 e pela equacdo (2.14) para
os casos 3 e 4. Outra possibilidade consiste em resolver o sistema de equacgdes Vandermonde
que se constréi a partir da equacao (2.6)

T T ‘s 5
Z9r1 Z}rl . thrll o or
‘s ‘s ‘s 5
1 20 21 I | €iy €r+1
= : . . . . = : . (2.17)
VN : : . : : :
r+t—1 r+t—1 r+t—1 3
z 21 21 Ciy_y Cryt—1

Os parametos «; e h;, estdo como é evidente, relacionados entre si. Da equacdo (2.14)
pode-se escrever

t
z aibp_; =0
1=0

bl

t—1
D il = —0uép_y
1=0
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combinando a equagdo anterior com a equagéo (2.9) temos

t—1 -1
E Qi i = E hiég—i,
=0 =0

gue se pode escrever na forma matricial

a = ath, (2.18)

com
a = [ag,a1,... 04 (2.192)
h = [ho,h1,... k. (2.19b)

De (2.18) resulta a seguinte relacdo entre as variaveis «;, e h;:

hi=21 i =1{0,1,2,...,t} (2.20)
Qi

comag=1¢eh; =1.

2.2.1 Generalizacédo do sindroma S

Na de..nicdo de sindroma dada em (2.1), os indices das suas amostras eram contiguos. No
entanto, pode-se considerar um sindroma com posi¢Oes arbitrarias para as suas amostras.
Para obter essa forma considere-se que os indices das componentes espectrais do sindroma
sdo dados por

S/ = {j07j17j2a cee 7jt—1}1

em que j; = [ji,51 +1,... ,j;1 +t — 1]. Substituindo na equacéo (2.8) k por j; obtem-se

t
> hié (ji — i) = 0.
=0

Paraocasoemque hy =leemquel =0,1,...,t—1, obtemos o seguinte sistema de equagdes
o Ejo—1  tr Ejg—ttl ho Ejo—t
é. éi 1 - Eirt41 hi éi 4
J1 J1 J1 J1
=— , . (2.21)
éjtfl éjtﬂ*l é]'t—1*t+1 hi—1 éjtflft

Como se pode constatar o sindroma é constituido ndo apenas por 2t amostras, mas por
t blocos de t + 1 amostras que no caso limite de ndo existir qualquer sobreposi¢cdo entre
eles origina um sindroma com uma dimensdo de ¢ x (¢t + 1) amostras. Nos casos anteriores
a sobreposicdo entre cada um destes blocos era de ¢ amostras, resultando num sindroma de
apenas 2t amostras. Convém também realcar que no caso geral a matriz quadrada do sistema
de equagdes (2.21) ndo é nem Hankel nem Toeplitz.
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2.2.2 Caso em que A é Hermitica

Os casos 1 e 3 referidos anteriormente em que a matriz A é Toeplitz, podem assumir uma
forma mais favoravel a solucdo e estudo do sistema de equacdes se se escolher r» = % Assim,
desde que N seja par e o vector de erro e € RV pode-se escrever

A A% A% A%
Cr4i =€ p§ = EN—p—; = Cpj- (222)

Substituindo na equacao (2.15) obtém-se o seguinte sistema de equacgoes

A ~ ~ 5k
EN/2 EN/2—1 ' EN/2—t+1 a1 €N/2-1

5* 2 RS 2 55X
eN/Qfl ENy2 EN/2—t+2 (%) eN/2—2

A% 5% “ .. 2 5%
EN/2—t+1  EN/2—t42 EN/2 at EN/2—t

No ponto 2.4 serdo estudados em detalhe alguns métodos para a resolucdo deste sistema
de equacbes, nomeadamente o de Levinson que permite determinar em simultdneo o nimero
de erros ocorridos com uma complexidade algoritmica O (t*) ou mesmo O (tlogt) [Brent
80, Blahut 85b, Zhang 89, Zhang 92].

Para o caso em que a matriz A é Hermitica, a relagdo entre os par@metros h e « (2.20)
pode ser simpli..cada. Utilizando os vectores com dimensdo ¢t + 1, de..nidos por (2.19a) e
(2.19b) podemos demonstrar que estéo relacionados por

Jh =a & hi,=aq, (2.23)

em que J, € a matriz de..nida por (2.13).
Para o caso 1 temos

Ah = by, (2.24)
e para 0 caso 3 temos

Aa = b3, (2.25)
podendo-se utilizar as relagGes de simetria (2.22) para se obter a relacéo

Jb} = bs.

Multiplicando por J o conjugado de (2.24) vem

JA*h* = Jb,
JA*JIR* = by
AJh* = b

Esta dltima equacédo € idéntica a (2.25) com « = Jh*, tal como queriamos demonstrar.
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0 K-1 N-1
| (k) | 0 |=%(k)
0 F N-1
| 0 |
0 N-1
eln) +h(n) |
0 N-1
| y(n) |
0 F ka1 N-1
| i (k)+ (k) | s(k) = 9(k)
Obtenc&o do Espectro do Erro a
partir de s(k) |
+, 0 N-1
0 K-1 N-1
i (k) | 0 |

Figura 2.2: Versdo do codi..cador e do descodi..cador na frequéncia. Como se pode constatar, sdo
eliminadas duas transformadas em relagdo ao caso da codi..cacdo proposta na ..gura 2.1

2.2.3 Codi..cacdo simpli..cada no dominio da frequéncia.

E possivel eliminar o calculo de duas transformadas das operagdes de codi..cacio / descodi-
..cacdo, se 0 objectivo for o de codi..car o sinal mensagem m de modo a que seja possivel
corrigir t erros no destino sem nos preocuparmos com o signi..cado fisico do sinal transmi-
tido. No algoritmo descrito na ..gura 2.1, é preciso acrescentar M amostras ao espectro do
sinal m, sendo necessario na codi..cacao aplicar duas transformadas, uma directa para obter
mh € outra inversa para se obter o sinal a transmitir x. No entanto, se considerarmos que
o sinal mensagem sdo componentes espectrais de um sinal hipotético, basta acrescentar M
amostras conhecidas e calcular a sua transformada inversa para se obter o sinal a transmitir
x. Na ..gura 2.2 podemos ver facilmente que na descodi..cacdo basta igualmente calcular
uma unica transformada (directa) para se obter . Aplicando o algoritmo de extrapolacéo do
espectro do erro a partir do sindroma, e como m = g — é, temos o sinal mensagem original
recuperado.Apesar da simplicidade deste método ele possui a grande desvantagem de o sinal
a transmitir/arquivar y, pertencer a C e ter do dobro das amostras de .

Para tornar o sinal real é possivel numa abordagem simples, manipular o sinal a m a
transmitir, de modo a que este tome a forma dada pela equagdo (2.26), em que © é um
vector com 2t + 1 zeros.

%{j}} = {0, mo, ... ,mK/Q,l,@,mK/Q,h. .. ,mo} (226)
%{i’} = {O,mg,...,mK_l,G),—mK_l,...,m%}

O zero extra acrescentado no inicio destina-se a garantir as condicfes de simetria em & de
modo que o sinal a transmitir = seja real. Este codigo de correccdo de erros necessita assim
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de acrescentar a mensagem m, 2t + 2 zeros para conseguir corrigir ¢ erros.

Em terminologia de TCCE a codi..ca¢do anterior ndo é do tipo “Cddigo de Disténcia
Méaxima” CDM, o que por outras palavras signi..ca que acrescenta mais redundacia do que
aquela que é aproveitada. Em [Marshall Jr 84] Marshall demonstra que no corpo dos nimeros
reais ou no dos complexos, existe sempre um codigo CDM para qualquer valor (par ou impar)
de N e K.

Para construir um codigo com N e K pares pode-se utilizar a transformada de Fourier
impar ODFT! [Bellanger 89] de..nida pela equagéo

1 .
==Y gpe i er(krs). (2.27)

Com esta transformada consegue-se construir um cédigo em que ndo é necessario acrescentar
0 zero extra para se garantir a simetria em &, de modo a que = seja real. Podemos assim
escrever o arranjo de & como

iﬁ{f'}:{mo, ,m%_l,@,mg_l,... ,mo} . (228)
S{i} = {mg,--- yME-1,0, —mKg_1,... ,mg}

Exemplos numéricos

Os exemplos de reconstrugdo das ..guras 2.3 e 2.4 foram gerados com o0s seguintes valores
para os parametros

N=128, K =108, t=10 (2.29)

e(im) = (1), i, =5m (2.30)
Na ..gura 2.4 utilizam-se duas transformadas para codi..car o sinal (codi..ca¢do da ..gu-
ra 2.1) enquanto na ..gura 2.3 se utiliza apenas uma (codi..cagdo da ..gura 2.2). Em ambos os

casos foi utilizada a ODFT pois N e K sdo pares e esta transformada garante uma codi..cacédo
do tipo CDM.

Determinacgdo dos zeros do polinémio localizador de erros

Vamos apresentar uma técnica de calcular os zeros do polinémio localizador de erros P,
utilizando a transformada de Fourier. Considere-se novamente a equagéo (2.7)

t
P(zm) =Y bz =0,
n=0

ou ainda

t
E hnej%r"im =0.
n=0

!Neste caso referimo-nos a transformada de Fourier impar na frequéncia.
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Diferenca entre o sinal transmitido e o reconstruido
10° T T T

107 ¢ E|

10 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120

10°

Figura 2.3:
Erro de reconstrugdo utilizando apenas uma transformada (ODFT), para realizar a
codi..cacdo. Os parametros deste exemplo sdo os fornecidos pelas equacdes (2.29) e (2.30)

Diferenga entre o sinal transmitido e o reconstruido
10° T T T

107 ¢ E

107 F E|

Erro

10° 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120

Figura 2.4:
Exemplo de reconstrucdo em que se utilizam duas transformadas (ODFT) para acrescentar
redundancia a um sinal nas mesmas condi¢des da ..gura anterior.
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A equacdo anterior pode ser escrita como a transformada inversa de Fourier A em que h,, s&0
0s coe..cientes de Fourier

N-1
e =Y hpd Nk (2.31)
n=0
em que
h(S) =0
Para determinar a posicdo dos zeros de A basta calcular a IDFT de h = [hg hy ... hs O],

em que © representa um vector com N —t¢ — 1 zeros. Para determinar a posi¢do dos zeros
do polinémio, compara-se cada componente de ~ com um dado limiar . A amplitude deste
limiar, depende da precisdo numérica usada nos calculos e do condicionamento do problema.
Este método possui a vantagem de ..Itrar os erros numéricos cometidos até a determinacao
da posi¢do dos erros, como alias aconteceu no algoritmo de reconstrugdo ndo recursivo. No
entanto o valor do limiar ¢ € di..cil de calcular, sendo obtido normalmente de forma empirica.
Um valor incorrecto de ¢ pode originar uma determinacéo incorrecta da posi¢do dos erros.

Uma alternativa consiste em considerar que o namero de erros ocorrido foi sempre o
méaximo ¢ permitido pelo codigo. Neste caso ordenam-se as amostras de / por ordem crescente
do mddulo e escolnem-se as ¢ menores. Apesar de se determinarem posi¢des para erros que
nao ocorreram, posteriormente, o algoritmo de correc¢do das amplitudes dara para os erros
“falsos” uma amplitude muito pequena.

Estabilizacdo numérica do calculo da posicdo dos erros

Um cddigo de correccao de erros no corpo dos nimeros reais pode ser sobre-dimensionado de
modo a garantir uma melhor estabilidade numérica na determinacéo da posi¢cdo dos erros.
Para o conseguir basta que a dimensao do sindroma seja superior ao dobro do nimero maximo
de erros que se pretende corrigir. Nesse caso a matriz A do sistema de equacdes (2.15) do caso
3 (por exemplo), ter4 uma dimens&o (M /2 X tmax) € b uma dimensdo (M /2 x 1) obtendo-se

Aa=b
gue tem uma solucdo de norma minima [Golub 83] recorrendo a pseudo-inversa de A
a=A"b.

Podemos ilustrar esta técnica considerando o seguinte exemplo numérico em que o sindroma
tem o dobro da dimensao necessaria

N=128, K=108, t=5

e(im) = (1), im=m,

utilizando-se igualmente a ODFT para a codi..cacdo. Na ..gura 2.5 podemos observar o erro
na determinacdo dos parametros o quando se utiliza todo o sindroma disponivel (linha a
cheio) e quando se utiliza sé o necessario (linha a tracejado).
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Erro na determinacéo do polinémio localizador de erros
10° T T T T T T

Erro

-10

10 /\

102 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Figura 2.5:
Erro na determinagéo dos coe..cientes do polindmio localizador de erros para o caso em que
se utiliza todo o sindroma disponivel (linha a cheio) e para o caso em que se utiliza somente
0 necessario. Como era de esperar 0 erro € menor no primeiro caso.

2.3 Técnicas para a reconstrucao da amplitude do erro

Como se pode observar nos exemplos numéricos anteriores, a utilizacdo da equagao recursiva
(2.9), para calcular o espectro do erro directamente, apesar da simplicidade de implemen-
tacdo, sofre do problema de propagacao de erros numéricos. Por outro lado, o problema de
determinar a amplitude dos erros pode resumir-se a resolucdo do sistema de equacgdes Van-
dermonde (2.17). Serdo apresentadas algumas das técnicas possiveis para a resolucdo deste
problema.

e A primeira técnica a ser descrita consiste na utilizacdo da mesma equacgdo recursiva
dividindo a extrapolacdo em duas partes com metade das amostras. Esta técnica limita
apenas em parte a propagacao dos erros.

e A segunda técnica consiste em encontrar uma equacao matricial que permita obter qual-
quer componente de ¢ a partir do sindroma de forma néo recursiva [Zadeh 93a]. Apesar
desta técnica ser mais robusta numéricamente, apresenta um esforco computacional
mais intenso.

e A terceira técnica consiste em utilizar directamente o algoritmo de Forney [Blahut 83]
gue permite determinar a amplitude dos erros a partir dos coe..cientes do polinémio
localizador dos erros e de parte do sindroma.

e Finalmente, pode-se dividir o problema em duas partes, em que primeiro se calcula a
posicdo dos erros a partir dos zeros do polindmio (2.7) e de seguida utiliza-se um dos
métodos de reconstrucdo descritos no capitulo 1 para obter a amplitude dos erros.
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2.3.1 Extrapolacédo directa recursiva bidireccional

Uma vez que com a equacdo recursiva (2.9) os erros se propagam e acumulam, pode-se di-
vidir a operagdo de extrapolacdo do espectro ¢ em duas partes utilizando a recursdo (2.9)
para realizar a extrapolacdo para tras do sindroma e a recursdo (2.14) para realizar a extra-
polacdo para a frente do sindroma. Desta forma consegue-se reduzir ligeiramente o erro de
reconstrucdo tal como se pode vér nas ..guras 2.6 e 2.7. Repare-se que uma vez calculados
0s paramtetros h;, caso A seja Hermitica pode-se facilmente obter os «;, usando a relagédo
(2.20) ou (2.23). Com este método sdo necessarias cerca de K x t multiplicagdes e somas.

2.3.2 Extrapolacao directa n&o recursiva

E possivel encontrar uma equacdo ndo recursiva que permita obter directamente qualquer
valor de ¢ a partir das amostras conhecidas do Sindroma. Zadeh descreve este método em
detalhe em [Zadeh 93b, Zadeh 93a], aplicando-o0 ao seguinte problema:

Dadas P amostras conhecidas de um sinal v € CV, e sabendo que v é limitado em
frequéncia com P componentes diferentes de zero, calcular as restantes amostras de v.

O enunciado anterior ¢ cléssico e equivalente ao problema de reconstrucéo de sinais per-
tencentes a CVV limitados em frequéncia apresentado no inicio do capitulo 1. Nesta seccéo,
iremos descrever a utilizagcdo deste algoritmo a estrapolacdo do espectro do sinal de erro.
Considere-se que se utiliza a transformada ODFT para realizar a codi..cacdo, e que sdo dadas
2t componentes de ¢, (0 dobro do necessario para obter unicamente as amplitudes dos erros)
e sabe-se que o sinal no dominio dos tempos possui apenas ¢ amostras diferentes de zero,
pretende-se determinar as restantes amostras de é.

Considere-se 0 vector

ék = [ék7 ék*ly e aék7t+1]T )

entdo a regressao (2.14) pode-se escrever na forma matricial

—ap —ay o Qg1 Oy

1 0 0 0
€1 = 0 1 0 0 | &

0 0 1 0 |

com W dada por

1 1 1
<0 <1 Zt—1
W = :
e A dada por
20 0 0
0 z1 0
A= :

0 0 - 24
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Diferenca entre o sinal transmitido e o reconstruido

10° T T T

0 20 40 60 80 100 120

Figura 2.6: Comparacgéo entre a extrapolagdo bidireccional (a cheio) e a unidirecional (a ponteado).
O gra.co mostra a diferenca entre o sinal mensagem transmitido m e o recebido /", para o caso
da codi..cagdo no tempo utilizando duas transformadas para codi..car. No caso da extrapolacdo
bidireccional a amplitude da diferenga tende a ser menor.

Diferenca entre o sinal transmitido e o reconstruido
10° T T T

0 20 40 60 80 100 120

Figura 2.7: Figura idéntica a anterior mas que realiza a codi..cacdo no dominio da frequéncia e em
gue se utiliza uma so6 transformada para codi..car. A extrapolacdo bidireccional (a cheio) possui um
erro um pouco menor que a unidireccional (a ponteado).
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o Diferenca entre o sinal transmitido e o reconstruido
10° T T T

Erro

10" 1 1 1 1 1

Figura2.8: Tal como na..gura 2.6 podemos observar a diferenga entre o sinal original e o reconstruido
mas para o caso em que se forcam as posicoes dos erros a serem nimeros inteiros e positivos. A melhoria
no erro de reconstrucao é evidente, obtendo-se para este caso particular uma redugédo do erro maximo
de cerca de 10~* para cerca de 10!,

Diferenca entre o sinal transmitido e o reconstruido
10° T T T

0™ E

16 1 1 1 1 1

10°

Figura 2.9: Figuraidéntica a 2.7 mas tal como a anterior forgam-se as posices das amostras erradas a
assumirem valores inteiros positivos. Veri..ca-se igualmente que a extrapolagdo bidireccional (a cheio),
da origem a um erro de reconstrugdo um pouco menor que a versdo unidireccional (a ponteado).
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Como se pode constatar os valores proprios de B séo z,, = e*j%”m, e W é a matriz com 0s
vectores proprios de B, porque B é a matriz companheira na forma canénica controlavel [Kuo
90]. Repare-se que a matriz W é a mesma que a da equacao (2.17) para r = 0. Para obter as
componentes espectrais desconhecidas de é, temos de determinar K = N — 2t componentes
espectrais em blocos de dimenséo K /t. Para obter cada bloco procede-se do seguinte modo:

e 1. Resolve-se o sistema de equacdes (2.15) obtendo-se os parametros «;.
2. Constroiem-se as matrizes W, A e W1, por um de dois métodos:

(a) Construir primeiro B e determinar algebricamente W, A e W1
(b) Obter a posicao dos erros usando por exemplo a técnica descrita na pagina
26, construir as matrizes W e A directamente e calcular W ! algebricamente.
3. Forma-se um vector &, com dimensao ¢ usando as amostras conhecidas de é.

4. Calcula-se cada bloco de ¢ amostras através da equacao
&, = WA Fww1lg, (2.32)
5. Aplica-se sucessivamente a equacdo anterior até se ter completado a extrapolacao.

A equacdo (2.32) resulta do facto de
812 = Béyy1 = B8y,
podendo entéo escrever-se

&pn = B, = WAW HWAW ... (WAW Hg, =
= WA"Wlg,.

Uma vez que A é um sub-conjunto das N raizes da unidade, &, = &, ..Ca assegurado um
periodo N para é.

Na ..gura 2.10 podemos ver dois exemplos de reconstrucdo em que no caso a) se aplicou
a equacdo (2.32) directamente e no caso b) se utilizou um outro método intermédio para
a obtencao da posi¢cdo dos erros. Quanto ao numero de céalculos a realizar em cada um
dos dois casos descritos temos a operacdo de extrapolacdo comum a ambos e que necessita
aproximadamente de K x (2t+1) multiplicacbes e somas. Para além disso temos a inicializacéo
das matrizes W e W~ e A:

e No caso a) o calculo algébrico das matrizes W e A necessita de aproximadamente O (t3)
operagdes, mais O (¢*) para a inverséo de V.

e No caso b) a obtencdo das matrizes faz-se detectando primeiro a posi¢ao dos erros que
consome O (N log, N) operagdes e a geragdo das matrizes pode ser realizada com ¢ + 2
operagdes, mais O (¢*) para a inverséo de W.

Repare-se na maior precisdo dos resultados obtidos no caso b). Tal facto ..ca-se a dever
a maior precisdo numérica com que as matrizes sao calculadas e a ’regenera¢do” introduzida
no célculo da posi¢édo dos erros.
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Diferenca entre o sinal transmitido e o recebido
10° T T T

1
0 20 40 60 80 100 120

Figura 2.10: Duas vers@es de implementacdo do algoritmo de extrapolacdo do espectro do sinal de
erro de forma n&o recursiva. No caso a) (a cheio) calculam-se as matrizes W, W—! e A por métodos
algébricos, no caso b) (a ponteado) calcula-se primeiro a posicdo dos erros e obtém-se as mesmas raizes
de forma directa.

2.3.3 Algoritmo de Forney

O algoritmo de Forney [Forney 65] determina a amplitude das amostras erradas a partir
dos coe..cientes do polinémio localizador de erros. Constitui quase sempre a Ultima etapa
na descodi..cacdo de cddigos BCH ou Reed-Soloman quando implementados em corpos ..ni-
tos. Marvasti aplicou-o recentemente [Marvasti 99]para resolver o problema de determinar a
amplitude dos erros em codigos BCH sobre o corpo dos reais que é 0 nosso caso.

O algoritmo de Forney pode ser intrepertado como um método polinomial de resolver
sistemas de equacbes Vandermonde sem necessidade de inversdo da matriz do sistema. A
exposicdo que aqui vamos fazer baseia-se na do livro [Blahut 83] que foi adaptada ao nosso
caso e hotacgao.

A matriz do sistema de equagdes (2.17) pode ser convertida para Vandermonde efectuando
a seguinte modi..cacéo

0 0 0 5
20 27 vt % 20€ig ér
1 1 1 5
1 0 A1 T At 21 € €rtl
w0 - - ’
t—1 -1 t—1 T o 5
20 21 2 Zt1C€ip_y Crti—1

e fazendo a mudanca de variavel

(2.33)
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teremos
0 0 0 ! ~
Z? Z::ll st Ztlil 6ZO e’f‘
/ ~
20 A1 T A €iy Ert1
t—1  _t-1 t—1 / 5
2 z{ ez €i, 1 Er4t—1

. . . ~ , 27,
O polinémio localizador de erros pode ser escrito em fungdo das suas raizes z,, = e I N '™

P(z) = H (1- zizfl) ,

=1

e podemos de..nir um polindmio associado ao sindroma como

t—1 t—1 t—1
e(2) =) 277 =" "¢ a2 (2.34)
=0 =0 m=0

De..na-se agora o polinémio 2 (z) como
Q(z) =é(2) P(z) (modz"), (2.35)
substituindo P(z) e é (z) pelas equagdes anteriores temos
t—1 t—1 t
Q(z) = Z Z e zh 27| x H (1—2zz"")| (modz),
j=0 m=0 i=1

e se se colocar em evidéncia o termo m do produtério, temos

t—1 t—1 , ¢
Q(z) = Z e | (1—z2") (zmzfl)] X H (1—2z"") (modz').
m=0 j=0 i£m

A , ~ - _1\t
O termo entre parénteses rectos € uma expansao em série de (1 — (zmz 1) ) podendo-se
assim escrever

Q(z) = tz:oe;m (1 - (zmzfl)t> X 1:[ (1—22z"") (modz)

e como a expressdo anterior é calculada mod z! temos

t—1 ¢
Q(z)= Z e H (1—2z271).
m=0 i#Fm

Se calcularmos o valor do polindmio 2 (z) para cada raiz z;, entdo, para cada parcela do
somatdrio da equacdo anterior havera um termo em que ¢ = [ e que anula todo o produtorio.
S6 quando m =1 é que ¢ # [ e o0 produtorio vira diferente de zero,

t

Q(z) =¢ H (1- zzzl_l) )

i#l
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Da expressao anterior podemos retirar o valor da amplitude dos erros uma vez que

o — Q (=)

" Hf;ﬁl (1 - Zizz_l)’

e utilizando a equacéo (2.33), obtemos

2 "VNQ(z)
eil = 7 1\
[Tia (1—ziz )

O polinémio Q (z) pode ser obtido directamente da equagéo (2.35)

t

;Z:éjz_j X [H (1_21‘2_1)] (1mod )

i=1
da qual se podem eliminar os termos com ordem superior a t

t (i4+1)

Z iz Z Elrt5)%

=0

Versao para a ODFT

Como vimos no inicio deste capitulo, quando N e K sdo pares consegue-se um codigo de
distancia maxima se se usar a ODFT em vez da DFT para realizar a codi..cacdo e descodi-
..cacdo. Por esse motivo vamos deduzir as expressdes anteriores para esta transformada. A
diferenca comeca na equacao (2.34) vindo esta entdo dada por

t—1 t—1 t—1
_ 5. ,—J _ 1o (+1/2) =]
= E €z 7 = g E €1 z
j=0 j=0 m=0

onde se utilizou a de..ni¢do da ODFT dada na equacdo (2.27). O polindmio 2 (z) vira entéo
dado por

t—1 t—

1 t
e 201277 | % [H (1—zz~ ] (mod %),
0 i=1

7=0m=
e realizando o mesmo raciocinio teremos a seguinte expressao para a amplitude do erro

27 "VNQ (z)
211/2 Hwéz (1 -2z 1)

Foram realizadas algumas simulacGes da realizagdo préatica do algoritmo de Forney para
a determinacdo das amplitudes dos erros. O exemplo utilizado é 0 mesmo que o usado
anteriormente (2.29) e assume-se que a posicdo das amostras erradas foram calculadas sem
qualquer erro. O erro de reconstrucio pode ser apreciado na ..gura 2.11.

€, =
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2.3.4 Extrapolacédo indirecta do espectro do erro

As raizes do polindmio P (z) da equagdo (2.7), ddo directamente a posi¢cdo dos erros pois
Zm = e*j%ﬂim, ..cando assim determinado o conjunto S; (1.3) com os indices das amostras
erradas. Deste modo, comegando pelo sistema de equagdes Ao = b, podemaos calcular primeiro
a posicdo dos erros e posteriormente determinar a amplitude do sinal de erro e com um dos
métodos de reconstrucdo descritos no capitulo anterior.

Meétodo directo por eliminacdo Gaussiana

Este método consiste em aplicar o algoritmo de eliminagdo Gaussiana ao sistema de equacdes
(2.17), em que a matriz Vandermonde é de ordem ¢ x ¢, obtendo-se a amplitude dos erros
directamente das amostras do sindroma.

Na ..gura 2.12 podemos observar o erro de reconstrugdo para duas situacGes: uma em que
a matriz Vandermonde é de ordem ¢ x ¢ e que portanto néo tira partido de toda a informacéo
disponivel; a outra situacao tira partido de todas as 2t amostras do sindroma calculando a
pseudo-inversa com dimensado 2t x ¢t. Repare-se que em todos 0os métodos aqui descritos, o
sindroma tem o dobro da dimensdo da necessaria para determinar a amplitude dos erros.
Se quiséssemos calcular apenas a amplitude de ¢ erros sabendo as suas posi¢des bastava um
sindroma com ¢ amostras.

Método de dimensdo minima no tempo

Este método foi descrito no capitulo anterior [Ferreira 92, Ferreira 94a, Ferreira 94b, Marvasti
91] e determina a amplitude de ¢ erros resolvendo um sistema de equacdes Toeplitz de ordem
t. No capitulo anterior deduzimos as expressdes para este método utilizando a DFT e a
ODFT. Como os métodos de reconstrucdo estudados anteriormente utilizam a ODFT, foi
esta a versdo utilizada para obter os resultados da ..gura 2.13.

Método de dimensdo minima na frequéncia

Este método e o anterior sdo duais (ver [Ferreira 96]) e os resultados obtidos na reconstrucao
da amplitude do sinal de erro sdo semelhantes. Tal como no método anterior a versdo usada
para gerar a ..gura 2.14 realiza a codi..cac¢do utilizando a transformada ODFT. Este algoritmo
de reconstrucdo foi estudado no capitulo 1 e permite determinar a amplitude dos ¢ erros
resolvendo um sistema de equacdes Toeplitz de ordem K em que K é o nUmero de amostras
ndo nulas do espectro do sinal recebido.

Analise dos resultados

Para comparar os diferentes métodos de reconstrucdo da amplitude do erro, considerdamos
duas situaces distintas:

e Na primeira temos um sindroma com 10 amostras com 10 erros para determinar a
amplitude e os resultados da reconstrucdo podem ser observados na ..gura 2.15.

¢ No segundo temos um sindroma maior com 20 amostras e igualmente 10 erros para de-
terminar a amplitude. Os resultados da simulacdo podem ser observados na ..gura 2.16.
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n Diferenca entre o sinal transmitido e o reconstruido
10° T T T
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Figura 2.11: Resultado da reconstrugdo de sinal utilizando o algoritmo de Forney e a ODFT para
realizar a codi..cacdo e descodi..cacdo. Tal como nos métodos anteriores o facto de se forcar as posicoes
dos erros a serem inteiros positivos, permite obter um erro de reconstrugdo baixo.

» Diferenca entre o sinal transmitido e o reconstruido
10° T T T
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Figura 2.12:  Erro na reconstrucédo de sinal utilizando o algoritmo de eliminagdo Gaussiana na
resolucdo do sistema de equacdes (2.17), obtendo-se a amplitude das amostras erradas directamente
das amostras do sindroma. A curva superior € o erro de reconstrucédo obtido com um sistema de
equacdes de dimensdo t x ¢, enquanto que a inferior € o erro obtido com um sistema de equgdes de
dimenséo 2¢ x t.
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Figura 2.13:

Diferenca entre o sinal transmitido e o reconstruido
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maquina utilizada nos célculos.
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Este método de dimensdo minima no tempo para determinacdo da amplitude dos
erros apresenta um erro de reconstrucdo extremamente baixo, apenas um pouco acima da precisdo da
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I
100

120

Figura 2.14: Tal como na ..gura 2.13, o erro de reconstrucdo do método de dimensdo minima
no dominio da frequéncia é extremamente baixo. Estes métodos permitem melhores resultados na
utilizacéo de cédigos no corpo dos reais.



40

2.4 Algoritmos para a resolugédo de sistemas Toeplitz

Uma breve andlise da ..gura 2.15, revela que quando néo existe redundancia no sindroma 0s
métodos que pior se comportam sdo os de dimensdo minima no tempo e na frequéncia, sendo
0 melhor o que usa eliminacdo Gaussiana. Quando temos um sindroma com redundéncia, o0s
métodos que tiram partido deste facto, conseguem melhores resultados que os apresentados
na sec¢do anterior. Na ..gura 2.16 podemos veri..car que 0 metodo de eliminacdo Gaussiana e
os dimensdo minima sdo os que conseguem melhores resultados, sendo o primeiro o que tem
um comportamento mehor nas duas situagoes.

2.4 Algoritmos para a resolucéo de sistemas Toeplitz

Nesta seccdo abordaremos o problema da resolucdo do sistema de equacdes que permite
determinar os coe..cientes «. Das quatro formas descritas na seccdo 2.2 que o sistema de
equacles pode tomar iremos considerar apenas o caso 3 (2.15) com r = % em que a matriz
A é Toeplitz e Hermitica.

Este tipo de sistema de equacfes é dos mais estudados uma vez que aparece numa serie
muito diversa de problemas como predicdo linear, estimacdo espectral, projecto de ..Itro
recursivos, cddigos correctores de erros, analise de séries temporais em estatistica, etc. Para
uma abordagem uni..cadora recente pode-se ver [Bultheel 97], onde o algoritmo de Euclides
aparece como a base uni..cadora para obter solu¢des rapidas de sistemas Toeplitz ou Hankel.
No entanto a abordagem mais abrangente para os diferentes algoritmos conhecidos para
resolver este tipo de sistema: Euclides, Levinson-Durbin, Berlekamp-Massey e Schur, talvez
seja a aproximacdo de Padé [Pad 92, Gragg 72,Zhang 92], pois permite uma compreensao
elegante e uni..cadora do problema.

O algoritmo de Levinson [Levinson 47] foi o primeiro algoritmo rapido para inverter
matrizes Toeplitz simétricas e permite resolver sistemas de equacdes do tipo

Az =0

em que a matriz A € Toeplitz e se pode representar por A; ; = Aj;_;. Durbin criou igualmente
um outra versdo do algoritmo [Durbin 60], mas para o caso em que b se encontra relacionado
com A por b; = —a;1, sendo este alias 0 nosso caso. Trench [Trench 64] generalizou o algorit-
mo de Levinson para matrizes ndo simétricas e Berlekamp [Berlekamp 84] criou um método
gue resolve de forma indirecta um sistema Toeplitz numa forma semelhante ao algoritmo de
Durbin. Mais tarde este algoritmo foi identi..cado como podendo ser aplicado ao projecto
de ..Itros recursivos de dimensdo minima [Kuijper 97]. A utilizacdo do algoritmo de Euclides
para resolver sistemas Toeplitz foi estudada por Brent, Gustavson e Yun [Brent 80]. Kailath,
em [Kailath 86] também identi..cou o algoritmo de Schur [Schur 86a, Schur 86b] como um
método de resolver sistemas Toeplitz. Blahut descreve todos estes algoritmos (excepto o de
Schur) em [Blahut 85b] tentando uni..ca-los. Zhang e Duhamel em [Zhang 92] avancaram
mais neste sentido alargando o &mbito da uni..cagéo.

Uma deducdo destes algoritmos sera apresentada mais a frente, sendo neste ponto apre-
sentados alguns exemplos numéricos. Comecar-se-a pelo algoritmo de Levinson, mostrando
a sua relacdo com os algoritmos de Schur, Berlekamp-Massey e Euclides. Nos resultados das
simulacfes numéricas sera utilizado sempre 0 mesmo exemplo com as condi¢cdes dadas pelas
equacdes (2.29 e 2.30).
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Figura 2.15: Comparacéo de sete diferentes métodos de reconstrucdo da amplitude do erro quando
sdo conhecidas as posic¢des dos erros, com N = 128, M = 10e t = 10. As curvas de 1 a 7 correspondem
aos seguintes métodos: 1- Recursdo unidireccional, 2- Recursdo bidireccional, 3- Zadeh, 4- Forney, 5-
Eliminacdo Gaussiana, 6- Dimesdo minima no tempo e 7- Dimensdo minima na frequéncia.
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Figura 2.16: Comparagéo de sete diferentes métodos de reconstrugéo da amplitude dos erros quando
sdo conhecidas as posi¢oes dos erros, com N = 128, M =20 et = 10. Ascurvas de 1 a 7 tém 0 mesmo
signi..cado que na ..gura 2.15
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ordem do denominador

Y

ordem do numerador

Figura 2.17: Tabela de Padé com as aproximacdes sucessivas de ordem superior.

2.4.1 Aproximacoes de Padé

As aproximacdes de Padé aproximam uma série de poténcias por uma funcdo racional.
Considere-se o polindmio em z:

C(2)=co+crz+coz® + ...

uma série formal de poténcias in..nita. Uma fung¢éo racional

u(z)
v (2)
é uma aproximacéo de Padé de ordem (m,n) de C (z) se
grau(u(z)) < m (2.36)
grau(v(z)) < n (2.37)
Cz)v(z)—u(z) = O (zm+n+1) . (2.38)

Para qualquer série de poténcias formal, existe uma aproximacéo de Padé de ordem (m,n)
dada pela funcéo racional

r 2) — Pmn (2)
mon (2) amn ()

COM Ppyp (2) € amy (2) primos relativos com py, , (0) = co € amn (2) = 1. Na ..gura 2.17
podemos ver a tabela de Padé duplamente in..nita, em que os termos da primeira coluna
Tm,0 (2), contém por de..nigdo os termos da soma parcial

m
Tmo (2) = Z cp2®.
k=0

A expansdo em série de Maclaurin de 7, (2) € exactamente igual a C (z) até pelo menos a
poténcia ™",

Em [Zhang 92], é demonstrado que os trés algoritmos referidos (Levinson-Durbin/Schur,
Euclides e Berlekamp-Massey) sdo apenas trés modos diferentes de percorrer a tabela de Padé
para alcancar a solucdo que n&o é mais do que o termo (n,n) na tabela de Padé, em que n
é a ordem do sistema a resolver. Na ..gura 2.18 podemos ver o percurso efectuado por cada
um dos algoritmos nas suas implementacdes classicas.
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Y

(0,0)
1 1. Berlekamp- Massey
) (01).(1,2),....(n- Ln)
(n,0) N1 111V (n,n) 2.Levinson
(n-10),(n0),...,(n,n)
3.Euclides
(2n,0),(2n,2),...,(n,n)

(2n,0)

Figura 2.18: Percurso na tabela de Padé, para os algoritmos de Berlekamp-Massey, Levinson e
Euclides.

2.4.2 Adaptagédo de Levinson-Durbin

Este algoritmo para resolver sistemas de equagbes com matrizes de Toeplitz foi desenvolvido
de forma independente por Levinson [Levinson 47] e Durbin [Durbin 60] e descri¢es da sua
implementacdo podem ser encontradas em [Robinson 80, Golub 83] para o caso simétrico e
em [Press 88] para o caso assimétrico. O sistema de equacdes (2.15) permite aplicar a recursédo
de Levinson sem se ter que determinar previamente o nimero de erros ocorridos, calculando
a ordem da matriz por um outro método. A ordem do sistema ..ca automaticamente deter-
minada, quando o algoritmo encontra uma matriz singular. Devido ao erro resultante das
operacdes aritméticas, o teste de singularidade da matriz tem de ser realizado por compa-
racdo com um limiar. A determinagdo deste limiar ainda ndo foi objecto de estudo e foram
utilizados apenas testes empiricos.

A descricdo do algoritmo que se segue pode ser encontrada em varios textos [Kailath
86, Marple 87], e aqui ilustra-se apenas 0 caso em que a matriz Toeplitz é hermitica tendo-se
portanto r = N/2.

O método comeca com um sistema de equacdes de ordem n = 1 e acaba quando encontra
um sistema de equacdes singular com ordem n = t+1, em que ¢ € 0 nUmero de erros ocorridos.
Considere-se 0 seguinte sistema de equacdes representando a recursdo de Levinson de ordem

N ~ * 2
ér ér_1 €r—nt1 1 o, oy 0
Ak A Ja *
€ é cee o 6p «Q « 0 :
r—1 T r—n-+2 n,1 n,n—1 :
. . . . . . = . ' (2.39)
. . . : . . : 0
Ak A A 2
Cr—n+1 Cr_mpy2 er Qn,n 1 0 On

em que as incognitas «; foram tornadas dependentes da ordem do sistema de equacdes pas-
sando a designar-se por a;, ;. A recursdo de Levinson permite determinar a solugdo de ordem
n + 1 conhecendo-se uma solucédo de ordem inferior n. Suponha-se que se conhece a solugédo
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dada pela equagéo (2.39), entdo, pode-se formar a solugdo de ordem superior com a forma

[ Er €r—1 €r—nt1 €r_n 17 1 0 [ U% Ay 1
é;_l er €r—n+2 C€r_ntl Qn, 1 a;kz7n 0 0
5 Cl | o)
é:fnJrl é:fn+2 ér €r-1 n,n a:lvl 0 02
5% A% A% 5 *
I Y ér_y o I 1 | Ay | on ]
em que A’ é dado pelo producto interno
n—1
AY = Z € (r—n+1) o, (2.41)
i=0

Uma vez que o, o = 1, para eliminar o Aj, da Ultima equac&o pode-se realizar uma combi-
nacao linear das duas solu¢es somando & primeira k,,1 vezes a segunda de modo a que

A;kL + kn-f—lo-?z = Oa

ou
A*

kn+1 = __;la
Un
onde k,, costumam ser designados por coe..cientes de retexdo. O valor das incognitas o, 41,
é dado por

Qntl14 = Qi+ kp+1an,n+17¢, 1=0,1,... ,n+ 1.

Para 02 ;, teremos

021 = 0~ ka1 A = (1= haa?) o2, (2.42)

..cando completa a recursdo que ¢é iniciada para n = 0 com o0s valores
2 ~
a070 = 1, 0g = €r.

No caso concreto da resolugdo do sistema de equacdes (2.15) ndo é conhecido a partida
guantos erros ocorreram e por esse motivo ndo se conhece a ordem do sistema a resolver. A
iteracdo do algoritmo de Levinson deve parar quando a matriz é singular, o que corresponde
a se obter um coe..ciente de retexdo k,,1; de modulo unitario, ou como se pode ver por
(2.42), um valor nulo para U%H. No entanto, como estamos a operar no corpo C, é necessario
estabelecer um limiar e em que um nimero abaixo desse limiar é considerado zero. O problema
na determinacdo desse limiar reside no facto do seu valor variar com a posicdo dos erros S;
com a dimenséo do bloco N e com 0 nUmero méaximo de erros t.

2.4.3 Algoritmo de Schur

Tal como no caso do algoritmo de Levinson, o algoritmo de Schur permite resolver um sistema
de equacdes Toeplitz em O (n2) operacdes, com a diferenca de que calcula directamente os
coe..cientes de retexdo k; sem necessidade de efectuar o producto interno (2.41). Os dois
artigos originais de 1. Schur, dos quais existe uma traducéo para inglés [Schur 86a, Schur 86a],
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apesar de ndo descreverem directamente o algoritmo como permitindo resolver sistemas de
equacdes de Toeplitz, revelaram-se como uma versao paralelizavel do algoritmo de Levinson
[Kailath 86]. Se se dispuser de n processadores consegue-se resolver o sistema de equagdes
em O (n) operagdes. A versdo do algoritmo de Schur que aqui vamos descrever, aplica-
se somente a matrizes Hermiticas. Comegaremos por descrever o algoritmo aplicando-o ao
nosso sistema de equacdes e uma vez que se obtém directamente os coe..cientes de retexao
k;, realizou-se uma implementagdo da recursdo (2.9) na forma de um ..Itro AR com uma
estrutura “lattice” com o objectivo de diminuir o erro de extrapolacdo do espectro do erro.
Contudo, os resultados ndo foram melhores do que os obtidos directamente com a equacao
(2.9).

Descricdo do algoritmo

Considere-se o sistema Toeplitz (2.40) e a partir da primeira linha vamos formar a matriz
geradora G, como se pode ver em (2.43). Para obter G; desloca-se para baixo a primeira
coluna de Gy e de seguida calcula-se o coe..ciente k; como o quociente entre os elementos da
segunda linha obtendo-se

..nalmente multiplica-se a matriz G; pela matriz
1 =k

obtendo-se a matriz GG;. Esta iteracdo é repetida até se terem determinado todos os ¢ coe..-
cientes de retexao.

e 0] 0 0] 0
A . A 5 (e2—e2_))
€r—1 €r-1 €r €r—1 o éT 0
GO = €r—2 €r—2 G~'1 = er—1 €r—2 G = ? ? (243)
L ér—t ér—t | L ér—t+1 ér—t | ? ?

Existem vérias possibilidades para o factor de normalizacdo ¢,, pode ser apenas a unidade
como no caso do exemplo dado, ou por exemplo como vem referido em [Kailath 86]

1
1/1—1@3'

Se se pretender utilizar a recursdo (2.14) para extrapolar o espectro do erro é possivel obter
0s coe..cientes «; do polindmio a partir dos coe..cientes de retexdo k; através da recursao

o e[y & ey [0

em que os coe..cientes o, S0 iguais aos coe..cientes h; no caso da matriz ser Hermitica.

¢ =

(2.44)
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Resultados da extrapolagéo de é,

Para averiguar da e..ciéncia e da robustez da extrapolagdo do espectro do sinal de erro,
realizaram-se algumas experiéncias (e uma vez que o algoritmo calcula directamente os coe...-
cientes de retexdo), implementou-se o ..Itro recursivo (2.14) com uma estrutura “ lattice” so
com zeros. A estrutura é inicializada com a saida de um ..Itro inverso em que se coloca na
sua entrada os valores conhecidos do espectro e a saida serve para inicializar os atrasos do
.Itro “lattice”. Os resultados do erro de reconstrugdo desta estrutura sdo comparados com 0s
realizados com a equacao recursiva (2.14). Apesar de se esperarem resultados mais correctos
e uma menor sensibilidade a propagac¢édo dos erros numéricos, a implementacdo pratica veio
provar que tal ndo acontece, obtendo-se resultados piores ou semelhantes.

2.4.4 Algoritmo de Berlekamp-Massey

Este algoritmo é bastante conhecido e aplicado na area da TCCE [Blahut 83, Berlekamp
84] para resolver o sistema de equacfes (2.15) e determinar o espectro do erro a partir do
sindroma. Embora este algoritmo tenha sido criado para ser utilizado com aritmética ..nita
ele é valido igualmente no corpo dos nimeros complexos. Considere-se que se conhecem 0s
parametros o; da equacdo (2.14), entdo, o sistema de equacfes (2.15) que a seguir se repete

Er €r—1 te ér—t—l—l 03] ér+1

€r41 Er o Ep—t42 a2 €r+2
= - 9

€rqt—1 CEryt—2 - er oy Ertt

mostra que a partir da primeira linha se pode de..nir é,; em fung¢éo dos termos é, ... é,_¢41,
e que a segunda linha de..ne é,,2 em funcdo de é,41 ...é,_t12, € assim sucessivamente. Este
recorréncia ndo é mais do que a equacao (2.14), que por conveniéncia se repete aqui

t
ék:—Zaiék_i, k=r+1,r+2,...,r+t
i=1

Para um dado a = {ay, e, ...,y } de dimenséo ..xa, a equagio em cima pode ser vista como
um ..Itro autoregressivo implementavel como um registo de deslocamento com realimentacéo
tal como a ..gura 2.19 mostra. Visto desta forma o método de Berlekamp consiste em desenhar
0 ..Itro de dimensdo minima, - ou seja, que utiliza um niimero minimo de coe..cientes « - que
consegue gerar o sindroma recebido.

Qualquer método para desenhar ..Itros autoregressivos pode assim ser utilizado para re-
solver o sistema de equagdes.

2.4.5 Algoritmo de Euclides

O algoritmo de Euclides aplicado a polindbmios permite determinar o maior divisor comum
(mdc) entre dois polindmios e ainda exprimir 0 mdc como uma combinacéo linear desses dois
polindmios. Na sua forma original, Euclides descreveu este algoritmo no sétimo volume da
sua obra Elementos (330 - 275 ac) como um método para determinar a maior régua que
conseguia medir o comprimento de outras duas réguas um numero inteiro de vezes a medida
da primeira. Do ponto de vista da aproximacdo, o tipo de aproximantes racionais que se
obtém sdo conhecidos por aproximantes de Padé. Apesar da teoria dos aproximantes de
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E(k) E(k- 1) E(k- 2) E(k- t)

-1 ) -1 G, -1
—>z > 7 > ->z

Figura 2.19: O algoritmo de Berlekamp-Massey consiste em projectar um ..Itro recursivo de dimensao
minima que consiga gerar recursivamente o espectro do erro a partir do sindroma.

Padé ter quase um século s6 ha cerca de vinte anos se reconheceu o algoritmo de Euclides
como um dos métodos para os obter [Bultheel 97].

Assim se forem dados os polinémios s (z) e w(z), aplicando o algoritmo de Euclides,
podemos escrever

mde (s,u) = a(z) s (2) + 6 (2) u(2),

em que «(z) e B(z), sdo dois polinémios obtidos a partir do algoritmo. Existem varias
referéncias recentes onde este algoritmo pode ser encontrado como por exemplo [Blahut 85b,
Berlekamp 84, Krishna 94]. A descri¢do aqui utilizada foi inspirada no artigo de Zhang e
Duhamel [Zhang 92] em que se faz um estudo comparativo de varios métodos para resolver
sistemas Toeplitz.

Para aplicar o algoritmo de Euclides a resolucéo do sistema de equagbes Toeplitz (2.15),
tem de se colocar primeiro o sistema na seguinte forma equivalente:

ér ér—l e ér—t (&%) 0

T R | ay 0
) ) ) =1 .1, (2.45)

Crit  Crpt—1 - Er oy 0

com ag = 1, e que ..ca com uma forma mais conveniente se se ..zer a mudanca de variavel

Ci = Cr—t+i-

¢ Ci—q co ap 0

Ctr1 ¢ c1 o 0
- . (2.46)

Cot  Cot—1 oy 0

Para aplicar o algoritmo de Euclides a resolucéo de (2.46), é necessario colocar este sistema
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numa forma polinomial realizando a sua expansao como se segue [Zhang 92]:

o 0 - 0 0
C1 [)) :
0 Pi—1
Ct Ct—1 e Co (7)) 0
Cty1 Gt c1 ar | :
0
Cot  Cop—1 " G at 9
0 Cot Ct+1 @
0 e 0 Cot | @t

com ¢o = 0. De..nindo

c(2) co+c1z4 ... +cuz?,
C(z) = c(2)+0 (z2t+1) ,

a(z) = ag+arz+...q2,
p(z) = potpiz+...+pa,
q(2) = @+qaz+... .+

Podemos ..nalmente escrever a seguinte equagédo polinomial
C(2)a(z) =p(2) +2%q(2)
ou
—2%q(2) + C(2) a(z) =p(2),

se aplicarmos o algoritmo de Euclides com s(z) = c(z) e u(z) = —2z*, 0 mdc (¢, —2*)
é encontrado quando p(z) = 0. No entanto o que pretendemos obter é a solu¢do para a
equacdo (2.46) e assim, se c¢(z) for normal o algoritmo deve ser realizado apenas ¢ vezes. Se
¢(z) ndo for normal, entdo a recursdo é interrompida antes e realizada apenas g < t vezes
em que g € igual ao ndmero de erros ocorridos. Um polinémio diz-se normal se todos os seus
aproximantes de Padé forem diferentes.

Resultados numéricos

Os algoritmos descritos anteriormente resolvem todos 0 mesmo problema de forma semelhante
e com uma complexidade algoritmica de O (n*). Em [Zhang 92] classi..cam-se os algorimos
como sendo de uma passagem ou de duas passagens. O algoritmo de Schur apresentado
por exemplo é de uma passagem se apenas se pretender os coe..cientes de refexdo k;, e
é facil compreender que a segunda passagem acontece quando se aplica a recursao (2.44)
para calcular os coe..cientes do polinémio. Por outro lado o método de Levinson, na versdo
apresentada anteriormente é uma versdo de duas passagens. E possivel no entanto formalizar
versdes de uma e de duas passagens para todos os algoritmos apresentados [Zhang 92].
Quanto a robustez numérica dos quatro algoritmos para resolver o sistema de equacdes
Toeplitz, os testes praticos ndo permitiram retirar qualquer concluséo sobre qual o melhor
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Figura 2.20: Comparagéo do erro obtido na determinagéo dos coe..cientes «; para os varios métodos
descritos neste capitulo, Levinson, Schur, Euclides e Berlekamp. Considera-se que o sinal mensagem
m € nulo.

método. Consoante se variavam os parametros do problema ou o sinal de entrada, os resulta-
dos para cada algoritmo variavam bastante. Como mera ilustracdo pode-se ver na ..gura 2.20
0 erro cometido na determinagéo dos coe...cientes «;, para o caso dado em (2.29 e 2.30) e com
sinal de entrada nulo. Como se pode observar, o erro é relativamente elevado (aproximada-
mente 10~%) para um caso aparentemente facil de resolver.
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Capitulo 3

Estabilidade do problema de
reconstrucao

Devido aos erros de arredondamento ocorridos durante os calculos efectuados na codi..cacao
e na reconstrucdo de sinal, qualquer algoritmo de reconstrucdo pode tornar-se instavel, dando
origem a resultados errados. Como veremos, existem varios factores que afectam a estabili-
dade dos algoritmos de reconstrucao:

dimensao N do vector

posicéo relativa dos erros

amplitude dos erros

ndmero de erros.

O estudo da estabilidade dos algoritmos de reconstrucdo no corpo dos nimeros complexos
C é essencial para se poder avaliar a ..abilidade dos resultados. E claro que, no caso dos
coédigos correctores de erros em que se utiliza aritmética num corpo ..nito (por exemplo o
corpo de Galois GF(p™) [Blahut 83, Berlekamp 84]), ndo ocorrem erros de arredondamento
durante os calculos aritméticos, e por consequéncia, o problema da estabilidade ndo se coloca.
Esta caracteristica dos corpos ..nitos advém do facto do conjunto dos seus nimeros ser ..nito
e assim poderem ser representados exactamente num computador.

O conhecimento dos factores que intuenciam a estabilidade dos algoritmos de reconstrucao
no corpo C permite determinar os limites dos mesmos e realizar o seu projecto pratico.

Para o caso conhecido como correcgdo de apagamentos', em que se conhece a posi¢éo
dos erros e se pretende determinar apenas a sua amplitude, a sua caracterizacao ja foi feita,
existindo alguns resultados importantes nos artigos [Ferreira 94b, Ferreira 94a, Ferreira 94c,
Ferreira 95, Ferreira 97] cujos resultados caracterizam a estabilidade do problema, consoante a
posicéo dos erros, o nimero de erros e a dimenséo do bloco. Neste capitulo serdo apresentados
alguns destes resultados com o objectivo de estabelecer uma comparacdo com o problema da
determinacéo da posicao dos erros.

Para o caso em que se desconhece a posicao dos erros, é necessario resolver o sistema de
equacdes (2.15), sendo a andlise da estabilidade deste problema mais complexa que a anterior
e por isso menos estudada. Neste capitulo serdo apresentados alguns resultados analiticos

Traduzido do termo Inglés ”Erasure Correction”.
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3.1 A importéncia do condicionamento na resolucédo de sistemas de equacdes

parat =1 et =2, e formulados alguns teoremas inspirados no tratamento feito em [Ferreira
97]. Serdo igualmente apresentados alguns testes experimentais, com o objectivo de se obte-
rem resultados empiricos para o dimensionamento deste tipo de algoritmos de reconstrucéo.
Nomeadamente apresentaremos as sequéncias de erros correspondentes aoc maior e menor va-
lor préprio da matriz A, a variagdo do condicionamento da matriz A em fungdo de epin, IV, t
e da distancia minima entre erros. Sera também demonstrado que o condicionamento deste
problema piora quando a dimenséo do bloco aumenta.

Numa realizagdo prética, os algoritmos de reconstrucéo considerados neste trabalho ope-
ram sempre sobre sinais armazenados ou transmitidos. Este tipo de sinais sdo codi..cados
recorrendo a um ndmero ..nito de bits por amostra e por esse motivo possuem uma amplitude
maxima e minima. Deste modo, o sinal de erro e satisfaz a relacao

€min S €L S €max-

3.1 A importancia do condicionamento na resolucao de siste-
mas de equacoes

Os dois problemas de reconstrugdo conseguem-se reduzir & resolugdo de um sistema de
equacbes do tipo

Az =b. 3.1)

Como ja foi referido, a ocorréncia de pequenos erros nos calculos pode afectar seriamente a

precisdo da solugdo encontrada. Suponhamos que os sistema de equacdes sofreram pequenas
alteracOes e que vamos resolver o seguinte sistema

(A+ E)z=(b+e), 3.2

em que a matriz E é su..cientemente pequena para que (A + E) seja invertivel. Neste caso,
serd possivel encontrar um majorante para o erro = — z?
Este erro pode ser escrito utilizando as equacdes (3.2) e (3.1),

r—i= A= (A+E) " bre)= [AT - A+ B) M b-(A+E)Te. (33

Por outro lado o termo (A + E) ™" pode se reescrito como (I + A*lE)*1 A lesep(AT'E) <
1, entéo, pode-se escrever (I + A~'E) como uma série de poténcias na base (A—lE)

A+B) =Y (-)F (4 E) A
k=0
Utilizando esta expansdo para reescrever a equagao (3.3), vem

T &= [i(—nk (A'E) A b - [i(—nk (A'E)F A

k=1 k=0

Se ||-|| for uma norma sobre matrizes e vectores, e desde que HA‘lEH < 1, entdo

HA—l _ (A+E)_1H _ i(_l)kﬂ (A_lE)kA_l <
k=1

> el ) = iy 1,

IN
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faser] = St anta
k=0
s 1
< ATTE|F AT = ———— ||A7Y].
< 317 B A7 = gy 47
A norma do erro absoluto sera entao limitada por
oo ATE] 1 -
|z — 2| < T— A6 A= ol + T=AE| A= llell , (3.4)
de..nindo o condicionamento de A como
A) = [|A7H 1Al

substituindo b = Az, e dividindo (3.4) por ||z||, temos a sequinte expressdo para o erro relativo

F S Te@ e AN A T T s@aE A e &0

Se o condicionamento de A for pequeno, o que equivale a ter x (A) ~ 1, entdo, como || E|| <
|| Al|,0 erro relativo na solucéo do sistema é da mesma ordem de grandeza que os erros relativos
IE|l/ | All € |lell / |Ib]]. Se por outro lado, o condicionamento for muito grande ent&o, 0s erros
relativos virdo aumentados pelos factores dados na equacéo (3.5).

A demonstracdo aqui descrita pode ser encontrada em [Stewart 73, Horn 85].

3.2 Estudo da estabilidade na reconstrucao de apagamentos

No capitulo 1 abordou-se a reconstrucao de sinal quando se conhecem as posi¢des das amostras
erradas. Nesta seccdo iremos apresentar alguns resultados ja publicados sobre a estabilidade
deste problema remetendo a sua demonstracdo para as referéncias [Ferreira 94b, Ferreira
97, Ferreira 94a].

Considere-se um vector de dimensdo N pertencente a CV, e o conjunto dos indices das
amostras erradas S;. O problema de reconstrucgdo consiste em determinar a amplitude das
amostras erradas x; (i € S;), e foi demonstrado na secgdo 1.2.3 que o problema pode ser
reduzido a resolucéo do sistema de equagdes

u=Su+hsu=I-8)""h (3.6)

onde u é o vector de dimensado ¢ das amostras desconhecidas. Vamos agora considerar o caso
em que o sinal x € passa-baixo sendo os indices das amostras conhecidas de & dados por S
(1.4). O estudo dos valores proprios da matriz (I — S), com S de..nida por

_ 27rk (ta—1t . a
Sy = N Z eV ) bayip € St Aa#Db (3.7)

k=—m

Sw = K/N=@m+1)/N, a=b,

permite avaliar a estabilidade numérica do problema de reconstrugéo.
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3.2 Estudo da estabilidade na reconstrucdo de apagamentos

Pelo teorema de Rayleigh-Ritz [Horn 85], o estudo dos valores proprios de uma matriz
pode ser abordado como um problema de optimizacédo da forma quadratica associada a matriz
na superficie de uma esfera unitaria. A forma quadratica associada a S é dada por

t—1 t—1 m
'Sy = ZZmeb [% Z ej%(i“ib)k] (3.8)

a=0 b=0 k=—m
m 1 t—1 ) 2
_ Ny e i FFak
kZ—m \/N ago
Fazendo
1 =1 2
¢ (k) = —= Tge? Nzak’
VN 2
podemos escrever (3.8) na forma mais compacta
wiSe =" lo(k)*. (3.9)
k=—m

A matriz S é Hermitica e positiva de..nida, pois a partir da equacgéo (3.9) pode-se veri..car que
todos os valores proprios sdo positivos. Calculando o somatério na equagdo (3.7), podemos
escrever

(ia—ip) (2m+1) S0 [T (2m + 1) (ia — 4p) /N]
N sin (7 (iq — i) /N)

gue é uma sub-matriz de B com elementos dados por

B sin [ (2m + 1) (a — b) /N]
ab Nsin (7 (a — b) /N)

que tem somente valores proprios A = 0 e A = 1. Das propriedades de entrelacamento dos
valores préprios de submatrizes de matrizes Hermiticas, referidas em [Horn 85], a matriz S
tem os seus valores proprios neste intervalo.

A estabilidade da resolucéo do sistema de equac6es (3.6), depende do condicionamento da
matriz (I — S). Vamos agora enunciar sem demonstrar alguns teoremas que caracterizam os
valores proprios de (I — .5). O teorema 1 indica limites para Apmin € Amax €M funcéo do factor
de sobreamostragem 3. O teorema 2 indica limites para Amin € Amax Mais rigorosos do que
o teorema 1 na condicao de as posi¢des dos erros serem multiplos de um ndmero inteiro. O
teorema 3 indica limites para os valores préprios de S quando se aumenta a ordem (nimero
de erros) do problema a resolver.

:2m
Sab =elN

0<ab<t-—1,

0<ab<N-1,

Teorema 1 O valor préprio minimo Ay de (I —.S) pertence ao intervalo [0...1— /5], e 0
valor proprio maximo Amax pertence ao intervalo [1 — 5...1], com = (2m + 1) /N.

Teorema 2 Se S; = {igk,iik,...i;_1k}, forem os indices das amostras erradas, e N/k for
um inteiro, 0 menor e o maior valor proprio da matriz (I — S) satisfazem a relagdo

k3] k6]
k k

1- §>\min§>\maxg]-__

com 3= (2m—+1)/N.
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Teorema 3 Considere-se S\ = {ig, i1,...7,_1} e S = {ig,i1,...4;_o} dois conjuntos de
indices de amostras erradas e S®) e St~V as correspondentes matrizes de interpolacdo com
dimensdo (¢t x t) e (t — 1) x (¢t — 1) respectivamente. Entdo

1- N (ﬂH) —SED) —Joll < A (z<t> - s<t>) ,
A (I(t) -~ 5(”) < 1-X (I“‘” —~ S“‘”) + ol

onde o vector v é de..nido por

o — sin (7w (2m + 1) (i — 44—1) /N)
k N sin (7 (i — ir—1) /N)

para 0 < k < ¢t —2. X (I~Y — S(t=1) representa a sequéncia dos valores proprios de
(1= — §¢=1) ordenados por ordem crescente, e A (I® — S®)) ¢ a sequéncia dos valores
proprios de (7®) — S)) ordenados da mesma forma.

Coroléario 1 Os limites do teorema 3 podem ser substituidos pelos limites mais fracos
1- N (I<H> - 5@*1)) ~V/BA-5) < A (ﬂt) - 5@)) ,
A (ﬂt) - S(t)) < 1-N (1@—1) - S(t_l)) +/BO—7).

IA

Para o caso de apenas ocorrerem dois erros é possivel obter uma expressdo analitica
para os valores proprios da matriz (I — S), resultando para o condicionamento da matriz a
expressao

2(6-1)

sin((2m+1)(ig—i1)7w/N
B—1+ % |

kK(I—=2S5)=

(3.10)

Na ..gura 3.1, podemos observar a evolu¢do do condicionamento da matriz (I — S) em
funcdo da distancia entre erros e para varios valores de N. Para cada valor de N, o fac-
tor de interpolacdo ( foi mantido aproximadamente constante. Como se pode constatar, o
condicionamento da matriz (I — S) é independente da dimens&o N do bloco de dados.

3.3 Estudo da estabilidade na reconstrucdo da posicao dos
erros

Tal como indicado na ..gura 2.1, e para ter em conta o ruido devido a quanti..cagao, introduziu-
se o sinal . A presenca deste ruido complica bastante a realizacdo pratica dos algoritmos
levando a que ndo seja possivel atingir a sua capacidade maxima. Vamos estudar o con-
dicionamento do sistema Aa = b, na forma do caso 3 (2.15) em que a matriz A é dada
por:

ér ér—l to ér—t+1
ér+1 ér T ér7t+2
A= . ) . ) , (3.11)

€rit—1 €ryt—2 - Er
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3.3 Estudo da estabilidade na reconstrucédo da posicdo dos erros

10

10|

cond(S)

10|

35

Figura 3.1: Variacéo do condicionamento da matriz 7 — S em fungdo da distancia entre erros ip — i1,
mantendo o factor de interpolacdo § constante. Como se pode observar, o condicionamento ndo varia
quando se mantem 3 aproximadamente igual a 0.92.

e que pode ser escrita na forma mais compacta
Apg=¢e(r+p—q), p,g=0,1,...,t—1, (3.12)

em que p e ¢ sao os indices das linhas e colunas de A respectivamente. Considere-se a forma
quadrética associada a A com x € C!

t—1 t—1

ot Az = Z Z qua:qu,

p=0¢=0

substituindo nesta equacéo (3.12), e uma vez que segundo a de..ni¢do de transformada de
Fourier utilizada (1.6) ¢ é dado por

1 t—1
e = — 6(1 )6 I Kim
N ~—
m=0
entao,
t—1 t—1 1 t—1 )
i _ _ ; =5 (r+p—q)im ,.*
x Am—zz\/ﬁ e (im) e N Ty
p=0 ¢=0 m=0
Trocando a ordem dos somatorios obtem-se
t—1 t—1 t—1
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ou

= t—1 Fio1
et Ae = — € (i) e IN"m xpe NP xged N
VN ? !
m=0 p=0 q=0

a qual parar = N/2 d&

t—1
1
fAz = — —1)"™ | (im)|” (3.13)
x' Ax e( tm)|”, .
\/Nmzo
em que
t—1 .
=Y a(p)d¥imP
p=0

Como vimos anteriormente, se A for hermitica, o calculo dos seus valores proprios pode ser
transformado num problema de optimizacdo da relacdo de Rayleigh-Ritz [Horn 85]

xt Az
iz’

Mais concretamente temos que

tA
Amax = maxm x

nax— (3.14)

2t Ax
Amin = Iffol xfz’

(3.15)
em que Amax € Amin, S80 respectivamente o valor préprio maximo e minimo de A.

3.3.1 Limites para os valores préprios da matriz A

E possivel ter uma ideia aproximada dos limites para os valores proprios de A, e o seguinte
teorema é uma primeira aproximagcao.

Teorema 4 Os valores préprios maximo e minimo de A satisfazem a desigualdade

t—1

mln = 6 - S )\max- (316)
m m=0

Demonstracgéo. O teorema 4.3.26 de [Horn 85], diz que a soma dos elementos da diagonal
principal, de qualquer menor principal, de uma matriz hermitica majoriza a soma dos seus
valores proprios. No caso particular da diagonal principal de A temos

t

|
—

t—1
A =S i (3.17)

=
I
o
-
I
=)
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3.3 Estudo da estabilidade na reconstrucédo da posicdo dos erros

Dado que
t—1
t)\min < Z)\z < t)\max (318)
i=0
e atendendo ao facto de
1 t—1
App = —N e (im) (=1)"
m=0
temos de (3.17) que
t—1 ¢ t—1
Z Ni =tA,, = 7 e (im) (—1)"™,
=0 m=0

..cando provado o teorema. m

Uma caracteristica importante da matriz A é a de ela poder ser positiva de..nida, negativa
de..nida ou inde..nida consoante os sinais de e (i,,) e a paridade de i,,. Esta caracteristica é
sistematizada no seguinte teorema:

Teorema 5 A matriz A é (a) positiva de..nida sse e (i,,) (fl)im > ( para todos os valores
de m =0,1,...,t —1; (b) negativa de..nida sse e (i,,) (—1)'™ < 0 para m = 0,1,... ,t — 1;
(c) sendo, € inde..nida.

Demonstragdo. O sinal da equagéo (3.13) depende apenas de e (i) (—1)™. =

3.3.2 Decomposicdo de A

No estudo dos valores proprios de A pode ser separado o efeito das amplitudes dos erros do
efeito da posicédo dos erros, para tal vamos de..nir as seguintes matrizes

Wi = Le(ik) (—1)% 0<k<t—1 (3.19)

2

Dpg=e W% 0<pg<t—L (3.20)
Lema 1 A matriz A é congruente com a matriz . Mais especi..camente
A=D'WD, (3.21)

em que W e D foram de..nidas anteriormente.
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Demonstrac&o. Para demonstrar este lema basta calcular DWW D e veri..car a igualdade.
[ |

Como a matriz A é Hermitica os seus valores préprios sao reais vamos ordena-los segundo
a convencao

)\min:)\l §>\2 <. S)\t:)\max-
Teorema 6 Os valores préprios da matriz A satisfazem a desigualdade
Amin (D'D) A (W) < Mg (4) < Amax (DTD) A (W) (3.22)

Demonstragéo. Pelo teorema de Ostrowski [Horn 85], para cada k = 1,2,... ,t existe
um numero real positivo 6, de modo que

A (DTD) <O, <\ (DTD)

N (DTWD) — O\ (W)

que em conjunto com A = DIW D, prova o teorema. =

Convem salientar que A, (V) sdo somente os elementos da equagéo (3.19) ordenados por
ordem crescente.

Podemos assim dividir o problema no estudo dos valores préprios das matrizes W e T,
de..nida por

T =D'D. (3.23)

Recorrendo a de..nicdo da matriz D obtemos a seguinte equacao para os elementos de T’
t—1 .
Thy = Z I im(p—a) (3.24)
m=0

Uma vez que T é Hermitica, \; (DDT) = \; (D'D), e podemos assim de..nir a matriz

Q = DD, (3.25)
t—1

Qg = Y XEm.  g<pg<t—1. (3.26)
m=0

Calculando o somatoério na equacdo anterior, os elementos da matriz () podem ainda ser
escritos na forma

i E (i )(t_1)Sin(7Tt (ip —iq) /N) . < <t—1
Qpg = eI sin(ﬂ(ip—iq)/N) . Ospast

com

Qpp = t.
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3.3 Estudo da estabilidade na reconstrucédo da posicdo dos erros

Por outro lado a matriz D é VVandermonde e constitui uma sub-matriz da matriz de Fourier
(1.2) multiplicada por uma factor de escala, podendo ser de..nida do seguinte modo

Dy = VNF;,,
e Se ..Zermos z = e’j%r, pOdemOS escrever
1 ZiO e Z(tfl)io
| H(t=1)iy
P . (3.27)
1 git-1 ... (E=Dig-

As matrizes T e Q possuem semelhangas surpreendentes com a matrizes interpoladoras,
que aparecem nos problemas de reconstrugdo para a correc¢cdo de apagamentos. A matriz @
possui uma expressao idéntica a matriz S (1.9) que surge na reconstrucao de sinais limitados
em frequéncia, na sua versdo de dimensdo minima no dominio do tempo [Ferreira 97], em
que a diferenca principal consiste nos limites do somatério. No caso da equagdo (3.26) temos
uma soma de t termos, correspondentes ao numero de erros e na equacdo (1.9) teremos
(b—a+1) = 2m + 1 termos no somatorio, correspondentes ao nimero de componentes
espectrais diferentes de zero.

3.3.3 Limites para os valores proprios de T

Tal como foi referido no ponto anterior o estudo do condicionameto da matriz pode ser
dividido em dois problemas mais simples de analisar, recorrendo ao facto de a matriz A ser
*-congruente com W. Pode-se veri..car facilmente que a matriz D s6 depende da posi¢do dos
erros e que a matriz W depende da sua amplitude. Com base no teorema 6, podemos concluir
que o estudo dos valores proprios das matrizes D e W permite compreender o comportamento
dos valores préprios de A.

Comecaremos por obter o valor exacto para os valores préoprios de T com dimensdo um e
dois. Tal como foi realizado para a matriz S, do problema de correc¢do de apagamentos, sera
igualmente analisada a variagédo do condicionamento da matriz 7" com a dimenséo do bloco
N, o0 nimero de erros ¢ e a posicdo dos erros S;. No ..nal daremos alguns exemplos numéricos
da variagdo do condicionamento da matriz 7' com estes parametros.

Para a situacao mais simples de apenas ter ocorrido um dnico erro, o valor préprio minimo
é igual a0 maximo e o condicionamento da matriz 7" é igual a unidade. Os valores préprios
sdo dados por

)\min = )\max =1

Quando ocorrem dois erros a matriz 1" tem dimensao dois, 0s seus valores préprios séo

(io — il) s
Amin = 2-—2 —
COS < N
(io — Zl) ™
Amax = 2+2 —_—
a + 2 |cos ( N
e 0 condicionamento de T é,
max 2
k(T) = Amax _ —1. (3.28)

e o (55
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10°F E

10°F E
N=4096

10'F E

10°F E

35

Figura 3.2: Esta ..gura ilustra a variagdo do condicionamento da matriz T em funcéo da distancia
entre os dois erros ig — i1, dada pela equagdo (3.28). As curvas apresentadas sdo para valores de N
da forma para N = 26 e a superior para N = 2'2,

Na ..gura 3.2 podemos apreciar um gra..co da equacgao anterior que mostra a variagao do
condicionamento da matriz 7" em funcdo da distancia entre erros ig € i;. A curva inferior é
para N = 64 e a superior para N = 4096. Como se pode ver, o condicionamento degrada-se
bastante quando se aumenta a dimensdo do bloco N. Para um dado N, a situacédo de erros
contiguos representa o pior caso para o condicionamento de T

Comparando o condicionamento da matriz 7" dado pela equacéo anterior com o condicio-
namento da matriz (I — S) dado por (3.10), facilmente se veri..ca que « (1), ao contrario de
k(I —S), ndo depende do factor de interpolagdo. Este facto leva a que quando a dimensdo N
do bloco aumenta o problema se va tornando cada vez mais mal condicionado. No entanto,
se 0 sindroma for maior do que o necessario, pode-se construir um sistema de equagdes sobre-
determinado e utilizar a pseudo-inversa, obtendo-se maior estabilidade numérica e passando
0 condicionamento da matriz 7" a ser uma funcéo de 3 e ndo de N.

Variacdo do condicionamento de 7' com a dimensdo N do bloco

O comportamento do condicionamento da matriz T' para ¢t = 2, ou seja dois erros, mostra
que pelo menos para este caso, o condicionamento do problema piora bastante quando se
aumenta a dimensdo N do bloco de dados. Iremos demonstrar que se passa 0 mesmo para
qualquer outro valor de ¢.

Teorema 7 Para um dado ¢ e S;, o condicionamento da matriz 7 aumenta quando N au-
menta.

Demonstragéo. O condicionamento de uma matriz é de..nido como



62

3.3 Estudo da estabilidade na reconstrucédo da posicdo dos erros

e cada elemento da matriz 7 ¢ dado pela equagdo (3.24). Se considerarmos ..xos S; =
{ig,i1,... ,1t—1} € t, entdo, temos que quando N — oo, eI im(a—p) _, 1, e os elementos da
matriz T' convergem para t. Nesta situacdo, 0 maximo e o minimo dos valores préprios de T
convergem para 0s seguintes valores

Amin — 0, Amax — t27

e por conseguinte « (t) — co. m

Variacdo do condicionamento da matriz 7' com o niumero de erros ¢

Apesar de em geral o condicionamento de 7' piorar quando o namero de erros aumenta,
existem situacfes em que tal ndo se veri..ca. Consideremos o seguinte exemplo com N = 32,
t =3, K=17¢e S; = {0,1,2}, em que a respectiva matriz T tem um condicionamento
de 53000. Se acrescentarmos ao problema anterior um erro na posi¢do 18, veri..ca-se que 0
condicionamento de 7" melhora ..cando com um valor de 11500.

Variagdo do condicionamento da matriz 7' com a posi¢do dos erros S;.

Como a matriz T' é hermitica podemos considerar a forma quadratica associada
JTTTJT,
que se pode escrever na forma
2'Te = 2D Dx = | Dx|?, (3.29)

fazendo uso da equacdo (3.23). Se utilizarmos a equacdo (3.29), os valores proprios de T'
podem ser obtidos a partir das seguintes equagdes

Dz|?
Amax = I?%qu‘
. ||Dx 2

Se i, = p (erros contiguos) as linhas da matriz D (3.27) séo quase linearmente dependentes,
fazendo com que o condicionamento de 7" dado pela relacio Apax/Amin tenha um valor elevado.
Por outro lado, se 0 espagamento entre erros aumentar, as linhas da matriz D vao-se aproximar
da situacdo em que sdo ortogonais. Esta uUltima situacéo é veri..cada quando N é da forma
N = kt e i, = kp, pois neste caso temos

Dyg=e INe — o—igekre — o Jtpq:,/Nqu’

em que F,, € a matriz de Fourier de dimenséo ¢. Nesta caso, corrigir ¢ erros é equivalente em
termos de condicionamento numérico a corrigir apenas 1.

Este resultado é semelhante ao obtido por Ferreira em [Ferreira 94a] mas no contexto da
determinacéo das sequéncias de amostragem optimas.
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3.3.4 Limites para os valores proprios de W

A matriz W de..nida em (3.19) depende simultaneamente da amplitude dos erros e (i,,) e
da sua posi¢do i,,. Considere-se 0 caso mais realista do ponto de vista de uma possivel
implementacdo, que todos os sinais envolvidos estdo quanti..cados com um numero ..nito b
de bits, e que por conseguinte, se pode dizer que o sinal de erro respeita a desigualdade

€min S |€ (Zm)| S €max- (330)

Como a matriz W é diagonal, se a desigualdade anterior se veri..car, 0s seus valores proprios
satisfazem a desigualdade

€min €max
< A (W)] < :
vIN vIN
Podemos assim reescrever o resultado do teorema 6 para o pior caso dos valores proprios de
W, que como facilmente se pode constatar, acontece quando temos em simultaneo erros de
amplitude minima (epin) € Maxima (emax)

)\min (T) Crnin S >\k (A) S )\max (T) @-

VN

O condicionamento de A vem entdo

2

€max Amax (T)
€min Amin (T)
gue indica que o condicionamento de A é inversamente proporcional ao factor

k(A) =

€min
€= —.
€max

3.3.5 Limite superior para o condicionamento de A

Na equacéo (3.13), o termo |¢ (z'm)|2 é sempre positivo, e portanto para uma dada sequéncia
de erros Sy, esta equacdo atinge valores extremos para

%max (A) e (im) = €max (—1)% (3.31)
Amin (A) : e (Zm) = €min (—1)“" .

Como foi indicado na seccdo 3.3.3, a pior sequéncia para 0s erros corresponde a i,, = m, €
para esta situacéo Amax (A) atinge o seu maior valor e Anin (A) o seu menor. Vamos chamar
a cada um destes valores A .« (A) e Ammin (A) respectivamente. Podemos entdo a..rmar que
para um problema com um dado N e ¢, Amax (A) é 0 maior valor possivel para A (A) e Apin (A)
o menor valor possivel para A\ (A). N&o é dificil de veri..car que o condicionamento de A é
majorado pela relacéo

Amax (4)

k(A) < R (A)° (3.32)
Apesar de dar uma estimativa muito por cima do limite para o condicionamento de A,
esta equagdo tem algum interesse pratico pois permite ter uma ideia do pior condicionamento
possivel para A. Para calcular esta estimativa, basta para um dado problema em que se
conhece ¢, N e ¢, construir a matriz A para a situacdo de erros consecutivos e amplitudes
dadas por (3.31) e calcular o condicionamento dessa matriz. Na sec¢do seguinte serdo dados
alguns exemplos numeéricos deste limite e do seu desvio em relacdo ao valor correcto. Por

altimo convém notar que 7' = A quando a condic&o (3.31) se veri..ca.
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3.3.6 Estudo da variacdo do condicionamento de A

Nesta seccdo iremos estudar a variagdo do condicionamento da matriz A em fungdo de varios
factores, nomeadamente:

e A dimensdo N do problema de reconstrucao
e O numero de erros ocorridos ¢

e A posic¢do dos erros.

Os primeiros testes que se realizaram ao modo como os factores mencionados em cima
infuenciavam o condicionamento do problema de determinagdo da posigdo dos erros, reve-
laram que com o aumento do ndmero de erros ¢ ou do nimero de amostras N do bloco, o
condicionamento piorava. Veri..cou-se, igualmente, que quando os erros aconteciam de forma
contigua em vez de esparsa, 0 condicionamento piorava.

No caso da matriz .S, o seu condicionamento piora quando se baixa o factor de interpolacgéo
3, e tal como foi demonstrado, quando se aumenta a dimensdo N do bloco, se se aumentar a
dimenséo do sindroma de modo a que 8 permanega constante, entdo, o condicionamento de
S ndo aumenta.

Este comportamento ..ca-se a dever a informacao que cada um dos algoritmos utiliza. O
primeiro recorre apenas a amplitude das amostras conhecidas para determinar a amplitude de
parte do espectro das amostras erradas (sindroma), enquanto que o segundo faz apenas uso
da amplitude das amostras erradas. Um dos problemas com o algoritmo de determinacéo da
posi¢éo dos erros, resulta do facto que quando ocorre um nimero ¢t < M /2 de erros, este utiliza
apenas 2t em vez das M componentes disponiveis do sindroma para determinar a posi¢édo dos
erros. Como foi descrito no capitulo 2 é possivel utilizar as restantes M — 2t componentes do
sindroma para melhorar a estabilidade na determinacéo da posicdo e amplitude das amostras
erradas calculando a solugdo que minimiza o erro quadrético.

3.3.7 Resultados experimentais

Numa tentativa de ganhar algum conhecimento sobre o condicionamento do problema e dada
a di..culdade de calcular limites rigorosos para o condicionamento da matriz A, optou-se
por utilizar métodos numéricos para analisar o problema para casos de pequena dimensao.
Existem varias questfes que nao tém resposta facil, tal como por exemplo:

e Qual a pior sequéncia para o sinal de erro em termos do condicionamento de A?
e Qual a variagdo do condicionamento de A com o padr&o dos erros S;?

e Qual a variacdo do condicionamento de A com o nimero de erros ocorridos?

Pior sequéncia para a amplitude do sinal de erro

Nesta experiéncia determina-se qual a pior sequéncia para as amplitudes dos erros conside-
rando o caso particular dos erros ocorrerem em posi¢cdes contiguas. Considera-se que o sinal
de erro satisfaz a condicéo (3.30).

O tipo de testes que foram realizados s@o exaustivos, ou seja, para um dado problema
com bloco de dimensdo NV, o valor de x(A) é calculado para todas as combinacbes de po-
sicOes de erros e para cada uma destas, testam-se todas as combinacdes de amplitudes de
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t [ e (50)72ma (4) ¢ (5))7m (A)

1| {-1}/0.177 {-€}/0.0884

2 || {-1,1}/0.705 {-¢,}/8.5E-4

3| {1,1,-13/1.56 {-c,c-}/L4TES

41 {-1,1,-1,1}/2.67 {-¢,6,-¢,e}/A.TE-T

51 {-1,1,-1,1,-1}/3.82 {-€,6,-¢,¢,-¢ }/2.44E-8

6 | {-1,1,-1,1,-1,1}/4.76 {-€,6,-¢,6-¢,}/1.91E-9

71 {-1,1,-1,1,-1,1,-1}/5.33 | {-€,¢6,-€,6,-¢,€,-¢ }/2.11E-10

Tabela 3.1: Nesta tabela temos as piores sequéncias para o sinal de erro em termos dos valores
proprios de A. Os resultados foram obtidos com N = 32, €00 = 1, €min = € = 0.5, com ¢ a variar de
la7ee (St)z{o, ...,t—1}. Tal como a..rmado anteriormente, os piores casos em termos de valores

préprios s&o atingidos quando os erros sdo do tipo e (i,,) = € (—1)"".

t e (S})/fimax (A) e (St)//ﬁmin (A)

1] {-1}/1 {-1}/1

2 || {-¢,1}/466 {-1,-1}/1

3 [ {-1e-1}/7.31E4 {-e-1,6/9.74

4 [ {-1,e-¢,13/3.97E6 {-¢,-1,-1,-¢}/355

5 | {-1,e-¢1,-1}/1.05E8 {-e,1,1,1,-1}/1.76E5

6 | {-Ll-cc1,1}/1.75E9 | {-e,-1-1,-1,-1,-¢}/9.97E4

7 {11 -ce-,1,-1}/1.69E10 | {-¢,-1,-1,-1,-1,-1,-}/4.84E6

Tabela 3.2: Nesta tabela temos as piores sequéncias para o sinal de erro em termos do condiciona-
mento da matriz A, para a situacdo N = 32, enin = 1, € emae = e = 0.5 e com t avariarde 1 a 7.

erros. O numero de combinacles cresce muito rapidamente tornando impraticavel realizar
simulacdes para sequéncias com valores elevados de ¢ e factor € = epin/emax Muito pequeno.
Nomeadamente, o nimero de hipdteses é dado por

(12]+)-

sendo a amplitude dos erros incrementada em passos iguais a . Na tabela 3.1 podemos
observar alguns resultados em que se mostram quais as sequéncias que ddo o menor e 0 maior
valor préprio, e na tabela 3.2 0 maior e 0 menor condicionamento de A.

Apesar de na tabela 3.2 se ser tentado a deduzir uma regra para construir a sequéncia para
0 pior caso do condicionamento, existem contra exemplos, ou seja, se se variar a amplitude
do erro minimo, a pior sequéncia varia de forma, ver a tabela 3.4.

Variacdo do condicionamento de A com N

Neste estudo pretende-se averiguar a variacdo do condicionamento da matriz A em funcéo
da dimensé&o do bloco N, mantendo ..xos todos os outros paradmetros. No caso particular de
t = 2, veri..camos pela equacgdo (3.28) que o condicionamento de A piora quando se aumenta
N. Como seria de esperar, para valores superiores de ¢ veri..ca-se um comportamento idéntico.



3.3 Estudo da estabilidade na reconstrucédo da posicdo dos erros

t || €(S)/ Amax (A) Seq./ Amin (A)

1| {-1}/0.177 {-¢}/0.0442

2 || {-1,1}/0.705 {-c,e}/4.26E-4

3| {-1,1,-1}/1.56 {-¢,6,-¢}/7.37TE-6

4| {-1,1,-1,1}/2.67 {-¢,€,-¢,e}/2.35E-7

51 {1,1,-1,1,-1}/3.82 {-€,6,-¢,6,-¢}/1.22E-8

6 | {-1,1,-1,1,-1,1}/4.76 {-¢€,6,-¢,6-€,e}/9.53E-10

70 {-1,1,-1,1,-1,1,-1}/5.33 | {-¢€,¢,-¢,¢,-¢,€,-¢}/1.05E-10

Tabela 3.3: Nesta tabela temos as piores sequéncias para o sinal de erro em termos dos valores
préprios de A. Os resultados foram obtidos com N =32, e e = 0.25, com t a variarde 1a 7 e e (S;)=

{0,...,t—1}. Tal como era esperado os padrdes de amplitudes sdo iguais aos da tabela 3.1.
t | e(S)/Fmax (A) e (S¢)/ min (A)
1| {-1}/1 {-1}/1
2 | {-€,1}/648 {-1,-1}/1
3| {-1,¢-1}/1.18E5 {-¢,-1,-1}/948
4 | {-1,¢,-¢,1}/6.35E6 {-¢,-1,-1,-¢}/425
51 {-1,¢,-¢,1,-1}/1.68E8 {-1,-1,-1,-1,e}/1.11E5
6 | {-1,1,-¢,6,-1,1}/2.85E9 {-€1,1,1,1,-€}/1.57E5
7 | {-c,6,-€,6,-1,1,-1}/2.7E10 | {-¢,-1,-1,-1,-1,-1,-¢}/5.26E6

Tabela 3.4: Nesta tabela temos as piores sequéncias para o sinal de erro em termos do condicio-
namento da matriz A, para a situagdo N = 32, e ¢ = 0.25 e com ¢ a variar de 1 a 7. No caso do
condicionamento de A, e alterando somente ¢, os padrdes de amplitude mudam em rela¢do aos da
tabela 3.2.
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Figura 3.3: Variagdo do condicionamento da matriz A em fungdo de N. A curva inferior é para
t = 2 (nimero de erros) e a superior para t = 8. As irregularidades nas curvas superiores devem-se a
preciséo ..nita com que os calculos foram efectuados.

Na ..gura 3.3 podemos ver um gra..co da variacao referida para N = 32...512,t=2...8 ¢
erros de amplitude +1 e espacamento 2.
Variacdo do condicionamento de A com o numero de erros ¢

O gra..co da ..gura 3.4 mostra a variacdo do condicionamento de A com o nimero de erros
ocorridos, nas situacGes em que a posicao dos erros é dada por

I
=
=
\;F

|

—_

o

I
=
\.[\D

S

im = km,

comn < |2=L | Aamplitude dos erros usada foi de e (i,,,) = (=1)"™, e neste situagdo a matriz

A éigual a T. Como se pode veri..car, quando 0s erros sdo consecutivos o condicionamento
de A degrada-se rapidamente.

3.3.8 Conclusobes e resultados

Pensamos que o resultado mais importante deste capitulo consiste na separacdo da matriz A,
que veio permitir a anélise do efeito da determinacéo da posi¢do dos erros, de forma indepen-
dente do efeito da sua amplitude no valor de x (A). A demonstracdo de que a estabilidade
do problema de determinagdo das posi¢des das amostras erradas piora quando se aumenta a
dimenséo do bloco é igualmente um resultado importante. Apesar da semelhanca entre a ma-
triz interpoladora S e a matriz @), pensamos que conseguimos demonstrar que os problemas
de estabilidade sdo bastante mais acentuados no caso do segundo problema. Foi igualmente
encontrado um limite superior para o condicionamento de 7', mas que peca por ser demasiado
conservador. Finalmente, as tabelas dadas no ..nal do capitulo, permitem uma observacéo
empirica do comportamento do condicionamento do problema para situacdes extremas.
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Figura 3.4: Variacdo do condicionamento da matriz A em fungéo do nimero de erros ¢. A curva
inferior é para um espacamento d entre erros de 8 e a curva superior para um espacamento de 1 para
um bloco de dados com N = 64.



Capitulo 4

Correccao de erros com aritmética
real

A correcgdo de erros em sistemas digitais costuma ser realizada recorrendo a aritmética
..nita. A algebra envolvida no estudo dos codigos correctores de erros requer um conjunto de
conhecimentos que ndo faz parte da formacgdo base em matematica dos cursos de engenharia
electronica, que abordam unicamente algebra real e complexa. Este facto constitui uma
barreira para a compreensao das ligacdes existentes entre a teoria dos cédigos de correcgédo
de erros e disciplinas como a teoria do controlo ou o processamento digital de sinal. Um dos
primeiros autores a identi..car a equivaléncia de conceitos e técnicas foi R. Blahut [Blahut
83], chegando mesmo a chamar a teoria dos cédigos de correcgdo de erros, “processamento
digital de sinal em corpos ..nitos”. Esta perspectiva foi seguida por outros autores como
Marshall, Kumaresan, Wolf e Wu, que transportaram varios cddigos e algoritmos utilizados
na correccdo de erros para o corpo dos reais. Marshall, demonstra em [Marshall Jr 84] que
para qualquer codigo de correccdo de apenas um erro de..nido num corpo ..nito existe um
cddigo equivalente no corpo dos reais ou complexos. A interpretacdo realizada por Blahut
dos cédigos BCH no dominio da frequéncia e a sua transposi¢cdo imediata para o corpo dos
complexos constitui um marco na aproximacao entre a teoria dos cédigos de correccdo de
erros e a reconstrucdo na teoria do sinal.

Neste capitulo faz-se uma transposicdo de algumas de..ni¢des, propriedades e conceitos
relativos aos codigos de correcgdo de erros dos corpos ..nitos para o corpo dos complexos.
De...niremos o0s cddigos lineares e a classe dos codigos ciclicos no corpo dos reais. Sera dada
uma especial énfase aos cddigos de Reed-Muller, dada a sua facilidade de realizacédo pratica
e a estimativa rigorosa que permitem do erro numérico. Sera igualmente descrito um cédigo
por blocos sistematico, baseado na tranformada de Fourier. Descreveremos os cddigos do tipo
BCH, demonstrando a ligagdo com alguns dos métodos de reconstrucgédo de sinal do capitulo
2.

No ..nal abordaremos de forma breve os codigos convolucionais com o objectivo de de-
monstrar a sua ligagdo com os bancos de ..Itros. Demonstraremos que se um banco de ..Itros
possui a propriedade de reconstrucdo perfeita, entdo é possivel gerar no receptor um sinal
que é funcdo apenas do sinal de erro e.
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4.1 Caodigos por blocos no corpo dos complexos

4.1.1 Estrutura dos codigos lineares

Considere-se 0 espaco vectorial C" em que cada vector é composto por N niimeros complexos
designados por amostras ou simbolos'. Vamos considerar que a soma de dois vectores e o
producto de uma constante por um vector sao de..nidos da forma habitual. Um cédigo linear
pode ent&o ser descrito como sendo um subespaco ¢ de CV.,

Nesta sec¢do iremos apenas falar de cddigos por blocos que se de..nem do seguinte modo:

De..nigcdo 3 Um codigo por blocos em que o vector ou sinal a codi..car tem K elementos e
o vector codi..cado tem uma dimensdo N > K é designado por cddigo do tipo (N, K).

Vamos agora de..nir a seguinte métrica que mede a distancia entre dois vectores de um
espaco e que costuma ser designada por distancia de Hamming.

De..nicdo 4 A distancia de Hamming d (a,b) entre duas palavras a e b de um cédigo no
corpo dos reais é dada pelo nimero de amostras em que estas diferem.

A de..nicdo anterior permite de..nir a no¢do de peso de um dado cédigo.

De...nicdo 5 O peso de um codigo linear é igual ao valor minimo da distancia de Hamming
de qualquer vector desse codigo em relacdo ao vector nulo.

A de..nicdo 4 para a distancia de Hamming foi criada originalmente para o corpo ..nito
GF(2P) mas é perfeitamente generalizavel para o corpo dos reais ou complexos. Contudo, no
corpo dos reais deve-se ter em conta o erro cometido nos calculos. Assim, a de..ni¢do mais
correcta e que foi utilizada nas simulacdes é a seguinte:

De..ni¢cdo 6 A distancia de Hamming d (a, b, €) entre duas palavras a e b de um cddigo no
corpo dos reais é dada pelo nimero de amostras em que a diferenca |a; — b;| € superior a e,
sendo e um numero positivo maior que zero.

Note-se que para qualquer cddigo linear o resultado da diferenca entre dois vectores per-
tencentes ao codigo pertence igualmente ao subespaco do coédigo, e por isso, o vector nulo
pertence sempre ao subespaco. Assim, a distribui¢do dos vectores pertencentes a ¢, com uma
disténcia d em torno de cada um dos vectores é idéntica a distribuicdo em torno do vector
nulo.

4.1.2 Descricdo matricial dos cédigos lineares

Os codigos lineares podem ser descritos na forma matricial, com evidentes vantagens para a
sua compreensdo e estudo. Considere-se um codigo linear (N, K), em que o vector m € R¥
a codi..car resulta no vector ¢ € R, Entéo, a operagio de codi..cacio pode ser descrita pela
equacdo matricial

c=Gm

1 As componentes de um vector sdo designadas em PDS por amostras e na TCCE por simbolos. Neste
documento usaremos qualquer um dos termos.
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em que a matriz G tem dimensdo N x K. As colunas de GG sdo linearmente independentes e
0 seu numero K é a dimensao do subespaco ¢ do codigo, uma vez que qualquer palavra do
codigo é uma combinacédo linear das colunas de G.

Dado que ¥ é um subespaco de dimensdo K de CV, existe um subespaco ortogonal ¥+ de
dimensdo N — K que de..ne o cddigo dual de G. Se este cddigo dual for de..nido pela matriz
H, entdo as palavras do cédigo pertencentes ao subespaco « sdo ortogonais a H, ou seja

Hfc=0, (4.1)

sendo esta equacao um teste de veri..cacao para todas as palavras do codigo. Por este motivo,
H é conhecida como a matriz veri..cagdo de paridade. Uma vez que ¢ € uma combinacao linear
das colunas de G tem-se

H'G =0.

4.1.3 Cdbdigos sistematicos

Este tipo de cddigo caracteriza-se por as suas palavras serem da forma

=3 ]

sendo m o vector original ao qual se acrescentou o vector de paridade p com N — K amostras
gue poderdo permitir detectar e corrigir eventuais erros. Qualquer cédigo linear tem um
equivalente sistematico em que a matriz de codi..cacao é dada por

G:“ﬂ, (4.2)

sendo Ik a matriz identidade de dimensdo K x K e P uma matriz de dimenséo (N — K) x K.
Quando a matriz de codi..cagdo GG toma a forma (4.2) vem

_pt
H =
]

porque

H'G=]-P INK][I]{E]ZO.

Teorema 8 (Limite de Singleton) A distancia de Hamming minima entre duas palavras
de qualquer cddigo linear satisfaz

d<1+N-K. (4.3)

Demonstragéo. Considere-se um dado codigo (N, K') com distancia minima d. Quando
colocado na forma sistematica existem palavras do codigo s6 com um simbolo diferente de
zero e N — K simbolos de paridade. Uma tal palavra do codigo ndo pode ter um peso superior
al+ (N — K) e assim a distdncia minima do c6digo ndo pode ser superioral+ N — K. =

Qualquer cédigo em que a distancia minima seja dada por 1 + N — K é designado por
CDM (Cddigo de Distancia Maxima) [Blahut 83].
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°

Figura 4.1: Interpretacéo gra..ca do limite de Singleton para cddigos lineares em que P; representa
uma palavra do cédigo e Y; uma palavra recebida com erros.

Uma conclusdo imediata do limite de Singleton é que para um codigo consiguir corrigir
t erros é necessario que este tenha pelo menos 2t simbolos de paridade, apresentado-se na
..gura 4.1 uma descri¢cdo gra..ca do problema. Imaginem-se palavras validas de um cédigo
linear dispostas num plano a distancia 1 + N — K = 1 + 2t umas das outras. Consideremos
agora as hiper-esferas de didmetro ¢ que indicam o conjunto de palavras erradas com ¢ ou
menos erros. Se for transmitida a palavra P; e a chegada tivermos Y7, como esta palavra esta
dentro da hiper-esfera é possivel recuperar a palavra correcta P;. Se por exemplo a palavra
recebida fosse Yo com mais do que ¢ erros, o cédigo ndo seria capaz de a corrigir porgque esta
se encontra fora da hiper-esfera. Nesta situacdo o descodi..cador pode optar por devolver
uma mensagem indicando erro na descodi..ca¢gdo ou entdo tentar associar o simbolo recebido
ao codigo P; que estiver mais préoximo.

4.1.4 Exemplos de codigos lineares em C

Nesta seccdo iremos descrever alguns exemplos de codigos lineares no corpo dos complexos
gue por nado serem ciclicos ndo podem tirar partido da estrutura acrescida da matriz de
codi..cacdo e assim requerem um tratamento diferenciado do utilizado nos cddigos do tipo
BCH. Apesar do tema ser bastante tratado em livros de texto classicos [Blahut 83, Sweeney
91, Berlekamp 84] estes referem-se sempre ao caso dos corpos ..nitos. Para o caso dos reais e
complexos a informagdo encontra-se dispersa por varios artigos.

Cddigo sistematico com a DFT

Em [Marshall Jr 84], é abordado o tema dos codigos sistematicos no corpo dos complexos sem
se considerar os aspectos praticos da codi..cacdo e descodi..cacdo. Como vimos anteriormente,
a equacdo (4.2) implementa a codi..cacdo gerando 2t simbolos de paridade. Considere-se
a matriz de Fourier tal como de..nida em (1.2) e vamos particionar a matriz I’ tal como
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em [Marshall Jr 84]

F, F
F= [ R FZ } : (4.4)

Com base na matriz anterior e uma vez que F, e Fy sao invertiveis, podemos de..nir a matriz

F1 0
T‘[ 0 Fdl}

€ escrever

I F'F

FS:TF:[FleC I

}:[Gs H, ],

em que a matriz P da equacao (4.2) é dada por
—1 —
P=F'F.=-FF1
-1
com £, = (F]) .

Vamos considerar que um sinal m com K amostras foi codi..cado com o cddigo sistematico
de..nido, tendo-se obtido o vector ¢,

cs = Ggm = [ JZ’?:n } (4.5)

Se algumas das amostras deste sinal forem corrompidas teremos
Ys = Cs + €s.

Para realizar a codi..cacdo basta efectuar o producto Pm tendo-se assim (N — K) x K
multiplicagdes e somas.

A descodi..cacdo deste cddigo sistematico pode ser realizada recorrendo a descodi..cacdo
de um codigo BCH, tendo em conta que as matrizes G e Hs; podem ser escritas em funcéo
de T

H, = TH,
G, = TG,

podendo-se entdo escrever o sindroma S em funcédo de H

S = Hly, = H'T'ys. (4.6)
Se transformarmos o sinal recebido ys de um codi..cador sisteméatico em
y =Ty,

teremos

wn
I

H'y = H'TTy, = H'T" (¢, + e),
S = H'TI'TGm+ H'TTe, = HI Tte, = HTe,
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uma vez que HITTTG = 0 e com e = T'fe,. Entdo, com um descodi..cador BCH calcula-se o
valor do sinal de erro e obtendo-se ..nalmente o sinal de erro ocorrido no codigo sistematico

es = T Te.

Apesar da grande vantagem de neste tipo de cddigos os dados originais estarem disponiveis
no vector recebido, estes possuem algumas desvantagens em relacdo aos cddigos BCH. As
operagdes de codi..cacdo (4.5) e de descodi..cacdo (4.6) ndo podem ser realizadas recorrendo
a FFT e tém de ser implementados como multiplicacdo de matrizes. No primeiro caso temos
O (Nlogy N) e no segundo O (2Nt), sendo portanto os cddigos sistematicos compensadores
apenas para valores reduzidos de t¢.

Caodigos de Reed-Muller

Os cddigos de Reed-Muller (RM) apesar de ndo possuirem uma grande e..ciéncia, sdo no
entanto muito simples e podem ser descodi..cados por uma simples técnica de voto (maiorita-
rio). Este tipo de codigo é normalmente de..nido em corpos ..nitos, sendo contudo possivel
modi..car a matriz de codi..cacdo de modo a que funcionem no corpo dos reais ou dos com-
plexos. A descricdo aqui realizada baseia-se no artigo de Jiun Sien e J. Wu [Shiu 96], que
adapta ao corpo dos reais R o trabalho de Blahut [Blahut 83] sobre os cédigos RM em corpos
..nitos. Nesta seccdo sera apresentada uma técnica de codi..cacdo e descodi..cacao diferente
da apresentada em [Shiu 96], que pensamos possuir um melhor desempenho. Sera igualmente
demonstrado que a formacéo das equacdes para votacdo por maioria difere da realizada para
0 caso da praticada num corpo ..nito.

Comecemos por lembrar como se constroéi um cédigo RM para corpos ..nitos. Para cada
inteiro p existe um codigo de Reed-Muller de dimensdo 2P. A sua construgdo é de..nida pela
matriz de codi..cagéo

G=[Gy G - G, ], 4.7)

em que Gy € um vector coluna de dimensdao N = 2P composto unicamente por elementos
Go (i) = 1, G; é uma matriz de dimensdo 2P x p em que aparecem todas as combinagdes
possiveis dos nameros binarios formados com p bits. A matriz GG; é construida realizando
todos os productos de Hadamard possiveis com [ colunas de G;_, sendo o nimero total de
matrizes limitado a » < p.

O producto entre as colunas da matriz referido em cima é o producto de Hadamard,
de..nido como se segue:

De...nicdo 7 O producto de Hadamard entre duas matrizes A e B com elementos a;; € b;j,
é dado pelo producto elemento a elemento

C:AOB : Cij :aijbij.

De seguida mostramos um exemplo para a matriz de codi..cagdo de um codigo de Reed-
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Muller sobre GF (2), parap=4, N =16e r = 2.

Go =

[y
—_

11111111111 1] =[a,

1T - T
a

az
as
aq

—

coocoococoo ocoooo

Gy =

ai © ag
aj ©as
ay © aq
ag O asg
a9 O a4
as O a4

coococo0oo ~Rrooo =
OO0 OO RO
RO 000 R ORO
—_ O = O = O

—_ = e e —_ =

1
1
1
0
1
1
0
1
0
0

SO OO OO0 O OO
_ o O O oo -0 O
OO R OO O O - O
_ = -0 O O = = O
SO OO oo o O O
OO O = OO _ o O =
OO OO RO OO
_ O O = = O = O
OO0, OO -

jam)
jam)
jam)

O cadigo anterior é do tipo (16,11), dado que acrescenta 5 simbolos de “paridade” a cada
bloco com 11 simbolos do sinal a codi..car. Repare-se que nos cédigos Reed-Muller a dimenséo
do vector codi..cado é dada por

=1+ (D) (7).

A codi..cacdo é realizada multiplicando a mensagem m pela matriz de codi..ca¢do G.
Atendendo a estrutura de G podemos escrever a equacdo de codi..cagdo como

C:[Go G1 GT] . , (48)
M
em que a mensagem m foi dividida em parcelas A/;, com dimensao (’J’) A palavra recebida
y vira corrompida com o sinal de erro e, ou seja

My

M,y
B O RS | I

M,
O algoritmo de descodi..cagdo comecga por tentar reconstruir apenas M,., subtraindo depois
0 seu efeito do vector recebido y pela equacéo

yr Y =) — G, M,, (4.9)

com y = y), reduzindo assim a ordem do cédigo de r para r — 1, sendo possivel entdo
aplicar recursivamente o mesmo algoritmo até se ter obtido todos os simbolos da mensagem
transmitida m. No exemplo apresentado os vectores M sdo de..nidos por

My = [mo]"
My = [m1 mg mzmg]

My = [msmg m7 mg mg mio)”.
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Em cada uma das etapas determina-se o valor de cada um dos simbolos de M,., formando
2P~ equacgbes sobre os 2P simbolos de paridade recebidos, envolvendo cada equacdo 2" sim-
bolos. As equagdes sdo formadas de modo a que cada simbolo a descodi..car apare¢a uma
Unica vez e 0s outros um ndmero par de vezes o que conduz ao seu cancelamento. Se ndo
ocorrerem erros as equagdes para cada um dos simbolos d&o o mesmo resultado, e de valor
igual ao simbolo transmitido. Caso ocorram erros, as equacgdes vao dar resultados diferentes
devendo-se utilizar um voto maioritario. Em caso de empate sé se pode dizer que ocorreram
mais erros do que os que se conseguem corrigir. O cddigo de Reed-Muller é capaz de corrigir
(%21”*” — 1) erros e recuperar os K simbolos de informacdo. Do que foi descrito, um c6digo
RM de ordem r pode ser construido a partir de um de ordem r — 1 e um cédigo RM de ordem
r — 1 pode ser ”extraido” de um de ordem r. Por este motivo se um cédigo RM de ordem r
contém o cddigo de ordem r — 1 e sua distancia minima ndo pode ser maior.

Vamos mostrar todos os sistemas de equactes para descodi..car o exemplo dado, comecan-
do por escrever o resultado da codi..cacdo (4.8) em funcéo dos simbolos da mensagem m

Co = Mo

1 = mo+my

c2 = Mmo+m3

€3 = Mo+ mg+mg+ mio

c4 = mo+mg+mg

Ccs = Mo+ Mg+ my

e = mo -+ mg+m3+mg+my

cr = Mg+ mg+m3+myg+mg-+ mi
g = my+my
cog = mg+mip+myg+my
cl0 = mo-+mi+m3+ mg
€11 = mg+my+m3+my+meg+mr+mio
Cl2 = Mo+ m1+mg+ms
c13 = Mg+ mi+ Mg+ My + ms—+my+ Mg
c14 = mo+mi+mae+ m3+ms+ me+msg
cl5 = Mgo+mi—+...+mg-+ mg-+ mig.

Com alguma manipulagao simples das equacdes anteriores, veri..ca-se que é possivel escrever
maig, Mg, Mg, M7, Mg € ms, em funcdo de ¢,k = 0...15. Como y = ¢+ e, temos entdo as
seguintes equacdes para o simbolo m;g

2 4,2, (2 (2)

miyp = Yo Y1 Ty Ty

mo =y 4o+l + o
miy = yéz) + yg(f) + y%) + yﬁ)
Mo = Y+ Fuly

Se ndo ocorrerem erros teremos y; = c;, € No caso de simbolos binarios, a primeira
estimativa para mig é dada pela soma moédulo 2 dos termos ¢y = mg,c1 = mg + Mg, co =
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mg + m3 € cg = mgy + mg + ma + mig. AS restantes estimativas podem ser veri..cadas de
forma idéntica. Repare-se que se apenas tiver ocorrido um erro, somente uma das estimativas
anteriores estara errada, sendo possivel por uma técnica de voto maioritario recuperar o valor
correcto de myo. O indice (2) associado a variavel y, serve unicamente para lembrar a iteracéo
em que se estd e que o seu valor muda de iteracdo para iteragdo. No entanto para simpli..car
a notacdo poderemos omiti-lo desde que ndo haja risco de confusdo. De seguida iremos
enumerar todas as equacles para os restantes simbolos.

mg =Yo+y1+ya+ys mg =yo + Y2+ ys + Ys
mg =Yy2 +ys+ys +yr ms = Ys + Y10 + Y12 + Y14
myg=ys+Yo+tyi2+yiz Mms=y1+ys+ys+yr
mg =y10 +¥y11 + Y14 + Y15 s = Yo +y11 +y13 + Y15

mr=yo+y1+ys+y  Me=yo+ Y2+ ys+ Yo
77:?7 =Yy2 + Y3+ Y0+ yn Tzlﬁ =y +ys+y+yn (4.10)
mr =yYs+Ys + Y12+ Y13 Me = Y4+ Y6 + Y12 + Y14
mr=ys+yr ty1atyi5s Mme=ys+yr+yi3+yis

ms =y1 +Ys + ys + Y12
ms = Yo + Y4+ Yo + Y13
ms =y2 + Y6 + Y11 + Y15
ms = Y3 + Y7 + Y10 + Y14

Se se obtiver sucesso a corrigir os simbolos dados nas equacgdes anteriores, podemos reduzir
a ordem do codigo recorrendo a equacdo (4.9) com r = 2,

y =y — Gy,

Os simbolos m1, ms, ms € my, podem ser agora recuperados por voto maioritario construindo
equagdes de forma idéntica a realizada anteriormente, utilizando y*)

ma=1yYo+y1 M3 =2y + Y2
my=y2+ys m3=y1+y3
M4 =Yas+ys M3 =2ys+Ye

my =yYe+yr m3=1ys+yr
mo =1yYo+Yys M1 =Y +ys

me =y1+¥ys M1 =y +Yo
Mg = Y2 + Y6 ™M1 = Y2+ Y10
Mg =y3+yr m1=y3+yi

e reduzindo novamente o cddigo
y© =y — G,

teremos ..nalmente, utilizando y(©

mo = Yo
mog =
mo = Yo
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Vamos agora construir o codigo RM sobre o corpo dos reais. Como o célculo numérico
em R é realizado com uma representacdo ..nita para os nimeros, ocorrem sempre erros de
arredondamento, pelo que ndo podemos pretender que a diferenca entre as diferentes esti-
mativas das equacdes anteriores seja exactamente zero quando no ocorrem erros. E assim
necessario ..xar um limiar apropriado ¢, considerando-se que duas estimativas para o valor
verdadeiro de um simbolo sdo validas se a diferenca entre elas for inferior a e. Uma vez
que estdo apenas envolvidas somas e subtracdes, estes codigos sdo faceis de implementar e
ndo apresentam grandes problemas com os erros de arredondamento. Possuem no entanto a
desvantagem de nao existirem para todos os N. No artigo [Shiu 96] é proposta uma alteracéo
da matriz de codi..cacdo G de modo a que o mesmo algoritmo de descodi..cacdo utilizado
para GF (p) possa ser utilizado sem alteracGes. No entanto, constatou-se que existem alguns
problemas com este processo sendo sugerida uma nova forma de calcular a matriz G. Ser&o
igualmente apresentadas todas as equacgbes de descodi..cacdo assim como os resultados de
algumas simulagdes.

A regra proposta para a construcdo da matriz G é a seguinte:

Proposigcéo 2 Considere-se uma matriz de codi..cacdo G de um dado codigo de Reed-Muller
em GF (p). Altere-se a primeira linha de modo a que os sinais aparecam alternados. De
seguida propague-se 0s sinais dos elementos da primeira linha em cada uma das colunas da
matriz.

Vamos dar um exemplo de um codigo Reed-Muller real do tipo (16,11). Seguindo a regra
da de..ni¢do anterior teremos para a matriz de codi..cacédo

Go=[1 -1 1 -11 -11-11-11-11-11-1]"
o0 000O0UO0UO0 1 -11-11-11-17"

G |0 00 0 111100001 -11-1
O 0 1 -10 0 1-10201-10 0 1 —1
0 -10 -10 -10 -10-10-10 120 -1
000 0 000 0 0 0 0 0 1 -1 1 —17"
0000 000 O0O0OUO 1 -10 0 1 —1

G, | 000 00000 0-10-10-10 -1
000 0 O0O01-10200 00 0 1 —1
000 0 101 00000010 —1
000 -1000-10100-100 0 —1|

Relembrando que a codi..cacdo se faz por meio da equacgdo (4.8), podemos escrever o
seguinte conjunto de equacdes
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€o
C1
C2
C3
C4
Cs
Co
(&4
&
Co
C10
C11
C12
C13
C14

C15

mo

—mg + My

mg +mg3

—mo — M3 — M4 — Mio

mo + mgz + My

—mo — M2 — 1My

mo + mg + m3 + mg +my

—mo — 1M — M3z — MMyg — g — 1Mo (4.11)
mo + ma

—mo — M1 — Mg — My

mg +my +m3 + meg

—mo — M1 —Mm3 — M4 — Mg — M7 — M0
mg +my +mg +ms

—mo — M1 — M2 — Mg — M5 — M7 — My
mo +m1 + mg +mg + ms + me + Mg

—mo—m1 — ... — Mg — Mg — MiQ.

O sinal recebido é dado por y = c+ ¢, em que e é o sinal de erro. A partir das expressdes
anteriores podemos obter conjuntos de 4 equacfes que dao uma estimativa para os simbolos

do sinal mensagem:

mio =Yo+ Y1 — Y2 — Y3 myg =—yo—Yy1+ys+Ys
mio = Ya+Ys — Y — Yr my =Yg + Y9 — Y12 — Y13
mio =yYs+yo— Yo — Y11 M9 =—Y2— Y3+ Y+ yr
mi0 = Y12 + Y13 — Y14 — Y15 M9 = Y10 + Y11 — Y14 — Y15
mg =Yoo — Y2 — Y4+ Ys m7 =yYo+ Y1 —Ys — Yo
mg =Ys — Y10 — Y12 +yY14 M7 =Y2 + Y3 — Y10 — Y11

mg=—y1+ys+ys—yr M7 = Y4 + Y5 — Y12 — Y13 — 219
mg = —Yg + Y11 + Y13 — Y15 M7 = Y6 + Y7 — Y14 — Y15 — 2Myg

me = Yo — Y2 — Ys + Y10 ms = —y1 +Ys — ys + Y12

me=—y1+Yy3+yo—Yy11 M5=2Y0 — Y4+ Yo — Y13

Mg =Ya— Y6 — Y12+ Y14 M5 =1Y2 — Y + Y11 — Y15
me = —Ys + Y7 + Y13 — Y15 M5 = —Y3 + Y7 — Y10 + Y14

Repare-se na semelhanca entre o conjunto de equag0es anteriores e as dadas em (4.10) em
gue apenas os sinais mudam. Além disso duas das estimativas para os simbolos m; dependem
da correcta descodi..cacdo de mg. Esta diferenca ndo é probleméatica uma vez que se ocorrerem
mais erros do que o codigo consegue descodi..car 0 método pode ndo conseguir descodi..car
qualquer um dos simbolos de m;9 a ms. Reduzindo a ordem do cddigo e utilizando 3
podemos obter as estimativas para os simbolos mg4, ms, mo € my
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My = —Yo— Y1 M3 = —Yo + Y2
My =—Y2—Yys M3=y1 — Y3
M4 = —Ys—Ys M3 = —Ys+ Y
my=—Y6 — Y7 M3 =1Yys— Y7

me = —Yo+ys M1 =—Yo+Yys

M2 =Yy1 —Ys M1 =Y1— Yy

me = —Yy2+ys M1 =—Y2+ Yo

me =Y3—Yr M1 =Y3— Y
e ..nalmente voltando a reduzir uma vez mais a ordem do codigo teremos a estimativas para
my utilizando y(©)

mo = Yo
mo = —Y1
mo = Y2
mo = —Y3

Repare-se que o numero de equacfes utilizadas para estimar os simbolos my4, ms, mo €
my1, podia ter sido de 8, e no caso de mg, de 16. Como a distancia minima dos coédigos RM
resultantes da reducéo de outros de ordem superior ndo podem ter uma distancia minima
superior, ndo faz sentido utilizar mais do que quatro equagdes para realizar o voto maioritario.

Como qualquer implementacéo pratica deste codigo passa por uma representacao binaria
dos simbolos vamos realizar uma breve analise dos erros. Considerando que cada simbolo é
representado com b bits, o pior caso acontece para o elemento c¢y_; do cédigo, pois como se
pode ver na ultima equacdo de (4.11) o seu valor € igual & soma dos elementos de m. Para
evitar “overtow” e permitir uma recuperacdo sem erros de arredondamento serdo necessarios
logy, K + b bits para representar cy_;. Se utilizarmos esta representacdo para os restantes
elementos de ¢, teremos uma e..ciéncia £ do cddigo de

bK
(logg K +b) N°
Uma observacao mais atenta das equac6es (4.11) permite concluir que cada um dos elementos
de ¢ é a soma de um subconjunto de elementos de m, e por esse motivo pode ter um nu-

mero inferior de bits para a sua representacdo. No caso concreto do codigo real RM (16,11)
apresentado podemos ter o seguinte nUmero de bits extra para cada elemento de ¢

Elem. cy c¢1 ca c3 c4 ¢5 c cr cg C9g Cig Ci1 Cl2 C13 Ci4a Ci5
nbits 0 1 1 2 2 2 3 3 1 2 2 3 2 3 3 4

em que o0 numero de bits dado na segunda linha pode ser calculado pela expresséo
K-1
nbits (¢;) = |logy Z |Gl
j=0

Esta reducdo do nimero de bits por simbolo permite melhorar a e..ciéncia dos cédigos reais
de RM e no caso concreto do codigo descrito teremos para uma representacdo com 8 bits dos
elementos de ¢ uma e..ciéncia de

8 x 11
(logy 11+8)16
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No caso de termos um nimero de bits diferente para cada ¢; a e..ciéncia do codigo é

£=0,54.

Caodigo linear com a DCT

E possivel construir um codigo linear utilizando como matriz G de codi..ca¢io uma submatriz
de uma matriz unitaria. Um desses casos é a DCT (Discrete Cosine Transform) bastante
utilizada em codi..cadores de audio e video devido as suas propriedades de compactacéo
da energia de um sinal. No entanto, esta transformada ndo permite a construcdo de um
cddigo ciclico e por esse motivo ndo se podem utilizar directamente os algoritmos rapidos
disponiveis para os cddigos ciclicos. A razéo para esta di..culdade deve-se ao facto de a matriz
de descodi..cacdo H ndo ser Vandermonde. Ja-Ling Wu propde em [Wu 95] um algoritmo de
descodi..cacdo que converte a matriz de descodi..cagdo H do cddigo com a DCT numa matriz
Vandermonde podendo-se depois aplicar a esta matriz as técnicas utilizadas no capitulo 2
para os codigos ciclicos reais do tipo BCH.

De...nigéo 8 A transformada DCT de um sinal = = [z, z1,--- ,znx_1]7 é dada por
r=Fx
em qgue os elementos da matriz sdo dados por
/1
N k — 0,

1/%COS% k=1,2,... N—1

Tal como foi feito no caso dos codigos BCH (subseccédo 4.1.6), obtem-se a matriz de codi..-
cagdo Gy k) a partir de K colunas de F', resultando numa matriz de paridade Hy(n—k))
com as restantes N — K colunas de F. Como F' € unitaria, as seguintes equagdes sdo veri..cadas

Fkn:

H'G = 0
Gla = Ik.

O sindroma do sinal recebido y é dado por

s = HTy
= H'(c+e)
= Hfe.
De..nindo
N-1 .
1 2r+1)im .

I — — —~  i=0,1...(N-K)-1 4.12
S; fisZ ;ercos ON ¢ )4 ( ) ( )

com f; = y/1/N parai =0, e f; = \/2/N parai = 1,2,... ,N — 1, pode-se escrever a
equacéo (4.12) como
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em gue a matriz P é diagonal com com elementos f;.
Antes de prosseguir, consideremos a seguinte expanséo de cos (kw)

k
cos kw = Z Chn (cosw)”

n=0

onde

o 0 k—n impar
L DR () () k—n par.

Se ocorrerem t erros em posicoes S; = {ig, i1, .. ,i;_1}, entdo, utilizando a expressdo anterior
na equacao (4.12), teremos

1 X, X .. x3!

_ 1 X, X2 ... x4t
So=e(S)| . T |«

[ Cop 0 Cho O

)

0 011 0 031

)

0 0 Cup O
I 0o 0 0 Cs3

| 0 0 0 0 Ca—1,d-1
ou
s =uXC,
com
u=e(5).

Como a matriz C é sempre invertivel podemos obter o seguinte sindroma
d'=5C ' =uX
e como a matriz X é Vandermonde podemos aplicar a técnica de descodi..cacdo dos cédigos
BCH e obter o vector com 0s erros u.
4.1.5 Cdbdigos ciclicos em C

Os codigos ciclicos sdo uma subclasse dos codigos lineares e podem-se de..nir do seguinte
modo

De...nigdo 9 Se num cddigo linear em C¥V, C (z) = (co, c1, ... ,cn—1) € uma palavra perten-
cente ao subespaco « codigo, e se a palavra ¢’ = (¢y—_1,¢o,c1, - .. ,cN—2), pertence igualmente
a 1, entdo o codigo diz-se ciclico.

A maior estrutura destes codigos permite evitar as técnicas tabulares utilizadas nos codi-
gos lineares, possibilitando a utilizacdo de algoritmos mais e..cientes.
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Descricdo polinomial dos codigos ciclicos em C

Por razdes histdricas os cédigos de correccdo de erros foram desenvolvidos recorrendo a uma
descricdo polinomial. Nesta seccao pretende-se enunciar alguns resultados dos codigos ciclicos
no corpo C utilizando esta descricéo.

Pode-se descrever uma palavra de um cédigo ciclico como um polindbmio em z

N-1
C(2)=> e (4.13)
k=0

em que C (z) satisfaz a de..nicdo 9. Cada palavra do codigo é um vector com N componentes
gue sdo os coe..cientes do polinémio e por isso os polindmios ndo tém poténcias superiores a
N — 1. O conjunto destes polinémios forma um anel com o producto de..nido por

C1(2) - C2(2) = Rov 1 [C1(2) C2 (2)]
em que
Ry 1 [C(2)]
indica o resto da divisdo de C (z) por zIV — 1. O teorema 5.2.3 de [Blahut 83], estabelece:

Teorema 9 Existe um cddigo ciclico de dimensdo N com polindmio gerador G (z) se e s6 se
G (2) divive 2V — 1.

Este teorema implica que para qualquer cddigo ciclico com polindmio gerador G (z) temos
N _1=G(2)H(2)

em que o polinémio H (z) é o polinémio veri..cador de paridade em terminologia de TCCE.

Se a aritmética utilizada for limitada ao corpo dos reais, z¥ — 1 tem apenas dois zeros,
+1 e —1, e por conseguinte a dimensdo maxima do bloco é de N = 2. Por outro lado se se
trabalhar no corpo dos complexos, NV pode ser qualquer inteiro positivo e as raizes complexas
vao ser do tipo

227

Zm = &N, (4.14)
Estas sdo as N raizes da unidade de ordem N, e por de..nicdo vamos ter K em G (z) e
M = N—K em H (z). Deste modo podemos escrever o polinémio z¥ —1 como um produtdrio

N-1 N-1

N 1= H(z—zm): H (z—ej%rm>.

m=0 m=0

Consideremos agora o polindmio M (z), que representa a mensagem a codi..car e a ope-
racdo de codi..cacéo

C(z)=M(z) -G(z)

0 resultado da codi..cacdo. Se FE (z) for o polindbmio associado ao sinal de erro com ¢ coe..-
cientes diferentes de zero, temos

Viz)=C(2)+ E(2),
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e calculando o resto da divisdo polinimial de V' (z) por G (z) obtemos o polinémio sindroma
S(z) = Rgz |V (2)] = Rez)[C(2) + E(2)]
= Rgz)[E(2)],
gue como se pode constatar pela Ultima equacdo s6 depende do polinémio associado ao sinal
de erro E (2).

Repare-se que qualquer polindmio C'(z) pertence ao codigo ¥ se C (z;) = 0 sendo z; 0s
zeros do polinémio G (z), tal como estabelece o seguinte teorema.

Teorema 10 Seja G (z) o polindmio gerador de um codigo de correcgdo de erros em C com

Zeros z, = WP, em que p € {0,...,K —1}. Entdo, um polindmio C'(z) é uma palavra
pertencente ao cédigo se e s se
C(Zo) :C(Zl) :~~':C(ZN_1) = 0.

Demonstragdo. Como C'(z) = M (z) - G(z), entdo C (zp) = M (2p) - G (2p) = 0. Por
outro lado se C'(z,) = 0 e escrevermos

C2)=Q(2) (z—2p) +S(2),
entéo

0=C\(2p) = Q(2p) - (2p — 2p) + 5 (2)
leva a que S (z,) = 0. Pode-se entdo concluir que C (z) € divisivel por qualquer dos K factores
(z—2p),de G(2). m

Descricao matricial dos codigos ciclicos em C

Os codigos ciclicos no corpo dos complexos podem ser descritos na forma matricial recorrendo
a equacao (4.13) e ao teorema 10, que juntos conduzem a

N-1 N—1 ,
chzgz chejﬁkpzo pESs.
k=0 k=0

Esta ultima equacéo pode ser colocada na forma matricial

-0 N—1 T
“po “po “pg
0 1 N—-1 Co
Z Z 1 ) Z
1 P D1 c
0 S LNt 1
P2 P2 P2 . =0,
0 1. N-1 CN-1
L Zprl Zpl Zprl _

HTe = 0.

Podemos portanto a partir de M raizes da unidade de ordem N, z, , construir um codi-
go ciclico com a matriz H dada pela equacdo anterior. A matriz geradora do codigo sera
construida com as restantes K raizes que nao foram utilizadas para construir a matriz H.

Os codigos ciclicos podem ter as raizes do polindmio gerador G dispostos de forma ar-
bitraria ndo dando em geral cddigos com distancia de Hamming méxima. Se atendermos a
subseccdo 2.2.1, podemos veri..car facilmente que se podem precisar de ¢ x (¢ + 1) elementos
conhecidos (nulos) do espectro do sinal (sindroma) para corrigir ¢ erros.
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4.1.6 Cdbdigos ciclicos do tipo Bose-Chaudhuri-Hocquenghem e Reed-Solomon

Os codigos BCH representam uma classe de codigos lineares que permitem corrigir varios
erros. No capitulo 2 é descrita a utilizacdo dos cédigos BCH no corpo dos nUmeros complexos
C, indicando as técnicas de codi..cacdo e descodi..cacdo e algoritmos rapidos para a sua
realizagcdo pratica. Nesta seccdo iremos indicar apenas as condi¢fes a que um codigo deve
obedecer para ser considerado do tipo BCH e demonstrar a equivaléncia entre a utilizacdo
de raizes ndo contiguas para o polindmio gerador e o entrelagamento regular. Os cddigos
BCH sao lineares e ciclicos e para serem classi..cados como BCH é necessario que as raizes
do polinémio codi..cador sejam do tipo

2 = NI (4.15)

em que [ e N sdo primos relativos [Blahut 83, Kumaresan 85]. A possibilidade mais simples é
tomar [ = 1, correspondendo a raizes contiguas. Esta condicdo para a escolha das raizes do
polinémio codi..cador equivale a escolher para matriz de codi..cagdo K linhas contiguas da
matriz de Fourier. Com esta escolha para as raizes, garante-se que o cddigo é do tipo CDM, ou
seja, para M = 2t conseguem-se corrigir ¢ erros. Por vezes os codigos BCH permitem corrigir
mais do que ¢ erros,e por esse motivo a distancia d = 2t + 1 entre simbolos é designada por
distancia de projecto do codigo, podendo a distancia efectiva ser maior. Em [Wolf 83] séo
utilizadas algumas técnicas de voto que descreveremos na subseccéo seguinte e que permitem
em certas circunstancias descodi..car correctamente mais do que ¢ erros.

Como foi a..rmado no inicio desta subseccdo, pode-se demonstrar que quando [ # 1, a
codi..cacdo é equivalente a realizada com [ = 1 seguida de entrelacamento regular do sinal
codi..cado. A operacdo de entrelagcamento pode ser de..nida do seguinte modo

De..nicdo 10 O entrelacamento de um vector € CV é uma permutacio y = Pz, com P
uma matriz de permutacéo.

O entrelacamento regular pode por sua vez ser de..nido como

De..nicdo 11 Se c (i) for a coluna que possui 0 elemento unitario correspondente a li-
nha ¢ numa matriz de permutacdo P, entdo, um entrelacamento diz-se regular se c(i) =
¢(limod N), com [ e N primos relativos e i € {0,... ,N —1}.

Considere-se P uma matriz de permutacdo [Horn 85], e ' a matriz de Fourier tal como foi
de..nida em (1.2). Se compararmos 0s elementos da matriz anterior com as raizes em (4.15),
Vveri..camos que correspondem ao caso mais simples em que [/ = 1. Quando [ #1 el e N sao
primos relativos, as colunas da matriz de Fourier sdo as mesmas mas dispostas por ordem
diferente. Tal deriva do facto de ¢ = eIk ser uma raiz da unidade se [ e N forem primos
relativos e de as poténcias sucessivas de ¢, {¢°, ¢', ¢*,... ,¢" "'}, gerarem todas as raizes
de ordem N da unidade. Se quando [ # 1 chamarmos & matriz de Fourier correspondente F
teremos

I = PF,

em que P é uma matriz de permutacéo.
Por outro lado, a matriz de codi..cacdo G (N x K) e a matriz de paridade H (N x M),
sdo submatrizes da matriz de Fourier F

F=[G H],
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podendo-se escrever
"==[G H]=P|G H]=[PG PH].
O sinal codi..cado por esta transformada é dado por
¢=Gm = PGm,

que depois de sofrer alguns erros vira dado por

y=c+e,
e que se pode descodi..car como
H'y = (PH)'(¢+¢&) = H Pt (PGm + ¢) (4.16)
HYy = H'PTPGm+ H'PTe. (4.17)

Se atendermos ao facto de que PTP = I e que H'G = 0, a diferenca principal entre as
duas codi..cacBes consiste na permutacio por P da posicio dos erros do vector é. Assim, se
ocorrem erros em posicdes contiguas durante a transmissao, a utilizacdo de uma transformada
com [ # 1 faz com que o sistema veja estes erros como esparsos. Um sistema de codi..cacédo
com a transformada F ¢ equivalente a um sistema que utilize a transformada F' realizando
entrelagamento P antes de transmitir a palavra codi..cada e desentrelacamento por PT na
palavra recebida

¢ = Pe
y = Py

4.1.7 Correccado de mais do que 2t erros

Os codigos BCH podem corrigir mais do que ¢ erros quando M = 2t, sendo o limite maximo
dado pelo limite de Singleton
t<N-K-1. (4.18)

No artigo [Wolf 83], Wolf apresenta uma técnica de voto que permite descodi..car mais do
que ¢t erros quando M = 2t. Para cada uma das (%) maneiras de escolher K amostras do
sinal recebido reconstréi-se uma sequéncia com K amostras que é candidata a mensagem,
desde que o sindroma seja inferior a um dado limiar ¢ ~ 0. Admitindo que o ruido de
arredondamento é pequeno, podemos comparar as sequéncias recebidas escolhendo as que
obtiverem mais votos. No caso de se veri..car a condi¢do (4.18), entdo a sequéncia original
recebera pelo menos K + 1 votos.

Exemplo

Consideremos um cédigo ciclico com N = 8 e K = 4, caso em que (4.18) conduz a ¢t < 3.
Vamos supor que 0s erros aconteceram nas amostras de indice 0,1 e 2, entdo vamos ter tal
como previsto K + 1 = 5 padroes

{3,4,5,6}

{3,4,5,7}

{3,4,6,7}

{3,5,6,7}

{4,5,6,7}
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Figura 4.2: Codi..cador convolucional com uma relagéo r = % A entrada é dividida em pequenos
segmentos de kg amostras sendo guardados v desses segmentos. O bloco de processamento realiza
uma combinacéo linear utilizando os segmentos guardados e gera uma saida com ng amostras em que
ng > ko.

que resultam na mesma palavra descodi..cada, dado que ndo incluem amostras com erro.

Este método de descodi..cacdo, apesar de funcionar e ser de facil realizacdo préatica, sé
é aplicavel para blocos de pequena dimenséo, pois 0 niumero (%) de combinagbes a testar
cresce rapidamente. Outra situacdo em que pode ser Util é para os casos em que o0 tempo de
processamento é menos importante do que a correcta descodi..cacdo dos dados. Neste caso,
podemos combinar este algoritmo com a descodi..cagdo utilizada no capitulo 2 dos codigos
BCH e s6 usar a técnica de voto quando a primeira falha.

A robustez da técnica de voto ao ruido de quanti..cacdo originado quando se transmite o

sinal deve ser objecto de estudo para averiguar com rigor a real vantagem da sua utilizag&o.

4.2 Cobdigos convolucionais no corpo dos complexos

Nesta sec¢do relacionamos a teoria dos codigos convolucionais com a teoria desenvolvida re-
centemente sobre bancos de ..Itros e “wavelets”. Existem poucos trabalhos sobre a utilizagédo
de codigos convolucionais com aritmética real. Marshall apresenta em [Marshall Jr 84] al-
guns algoritmos de codi..cacdo e descodi..cacdo em cddigos convolucionais mas sem contudo
oferecer uma forma sistematica de projecto e analise.

Nesta seccdo faremos a ligacao entre alguns resultados obtidos na teoria dos bancos de
..Itros e os cédigos convolucionais. No ..nal sera apresentado um exemplo de um descodi..cador
gue utiliza um banco de ..Itros com duas bandas.

4.2.1 Cabdigos convolucionais

Os cddigos convolucionais realizam a operacdo de codi..cacdo sem dividir o sinal a codi..car
em blocos. Na ..gura 4.2 podemos observar como este tipo de codigo realiza a operacao de
codi..cacio.

Como se pode observar o sistema possui uma linha de atraso onde armazena amostras
passadas do sinal de entrada. Este é dividido em pequenos segmentos com uma ou mais
amostras (ko) e realiza uma combinagéo linear de v segmentos do passado do sinal com o
actual e gera um segmento de saida com ng amostras. Para que haja redundancia é necessario
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— FIR

— FIR

FIR

— FIR

N§ J/)

— FIR

Figura 4.3: Caddigo convolucional do tipo (5,1) em que para cada amostra colocada sdo geradas 5
na saida.

—> Tno H(Z) J/ko —>

Figura 4.4: Sistema de alteracdo da frequéncia de amostragem por um factor de r = % Este tipo
de sistema é equivalente ao descrito na ..gura 4.2.

que ng > ko, € na terminologia da TCCE costuma-se chamar a v “constraint length”. Este
parametro é de grande importancia na descricdo de um codigo convolucional, sendo um
multiplo de kg, ou seja v = mky. Os codigos convolucionais com um dado kg e ng sao
designados de forma compacta por codigos (no, ko).

Na ..gura 4.3 podemos observar um exemplo de um codigo convolucional do tipo (5,1), em
que para cada amostra na entrada sdo geradas 5 na saida. A combinac&o linear das amostras
passadas do sinal de entrada € realizada por um ..Itro FIR.

Convém realcar que as técnicas de descodi..cagdo de Viterbi ndo podem ser utilizadas no
caso dos codigos com aritmética real, uma vez que elas se baseiam no facto de o alfabeto da
aritmética utilizada ser ..nito.

4.2.2 Bancos de ..Itros

Os codigos covolucionais descritos sdo facilmente identi..cados como sistemas de processa-
mento de sinal para alteracdo da frequéncia de amostragem, sendo a relacdo da mudanca
dada por

r = /{50 .
Existem duas formas equivalentes de encarar estes sistemas: como um sistema composto por
um ..Itro FIR com um interpolador na entrada e um decimador na saida ou como um banco
de ..Itros. Um sistema de alteracdo da frequéncia de amostragem baseado no ..Itro FIR pode
ser realizado tal como se pode ver na ..gura 4.4.

Este sistema acrescenta redundancia de forma controlada, sendo possivel a sua utilizagao
para a detec¢do de ruido impulsivo. No entanto vamos focar a nossa aten¢ao nos bancos
.Itros e suas propriedades.
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Figura 4.5: Banco de ..Itros com M bandas e decimacdo maxima igual ao nimero de bandas. Se os
.Itros H; (z) e F; (z) possuirem a propriedade de reconstrucéo perfeita a saida 772 serd igual a entrada
m.

y
H, i 12 | %, % 12 F,

m ~
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Figura 4.6: Banco de ..Itros com apenas duas bandas. Neste caso os sinais de cada banda sdo
decimados a taxa maxima, ndo se registando alteracdo na taxa de amostragem total ao longo do
sistema. Se os ..Itros satis..zerem as condicdes de reconstrucdo perfeita, o sinal de saida 7 sera um
versdo atrasada do sinal de entrada m.

Os bancos de ..Itros apresentam normalmente uma estrutura semelhante a apresentada na
..gura 4.5. Sao constituidos por duas partes: uma de andlise e outra de sintese. No banco de
anélise o sinal de entrada é dividido em sub-bandas e com decimacdo méxima em cada uma
delas. Deste modo ndo é acrescentada qualquer redundancia ao sinal de entrada mas irdo
aparecer componentes de “aliasing”. Estas componentes de “aliasing” podem ser anuladas no
banco de sintese se o sistema possuir a propriedade de reconstrucéo perfeita [Vaidyanathan
93, Strang 96].

Parece evidente que se a decimacéo introduzida ndo for méxima se estara a acrescentar
algum grau de redundéanica ao sinal, sendo o nUmero de amostras por unidade de tempo a
saida do banco de andlise maior que a entrada, conseguindo-se assim o objectivo de aumentar
a frequéncia de amostragem do sinal de entrada.

Para simpli..car a andlise deste tipo de bancos de ..Itros vamos considerar o caso mais
simples de apenas duas bandas tal como se pode ver na ..gura 4.6.

Para que o sistema possua a propriedade de cancelamento do “aliasing”, a seguinte
equacado deve ser satisfeita [Vaidyanathan 93, Strang 96]

Ho (—2) Fy () + Hy (—2) Fi () = 0. (4.19)
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Para conseguir este objectivo basta que os ..Itros do banco de sintese obedecam as seguintes
condicdes

Fo(z) = Hi(-2) (4.20)
Fl(z) = —Ho(—z). (421)

Por outro lado para ndo haja distor¢do do sinal de entrada o sistema deve satisfazer a
seguinte equacéo

Ho (2) Fy (2) + Hy (2) Fy (2) = 227 L. (4.22)

Uma vez que os ..Itros Fy (z) e Fy (z) podem ser obtidos a partir de Hy(z) e Hy (z), se se
encontrar um ..Itro Hy (z) adequado e uma forma de deduzir H; (z) de Hy (z) de modo a que
a equacao (4.22) seja observada, temos o problema solucionado. Vamos de..nir o ..Itro

P(z) = Fy(z)Ho(2), (4.23)

assim, quando as equacgOes (4.20, 4.21) sdo satisfeitas e fazendo uso da equacdo anterior,
podemos escrever (4.22) na forma mais compacta

P(z)— P(—2) =221

Para que o sistema ndo introduza distor¢do é necessario que o ..Itro P (z), seja do tipo “meia
banda”. Uma das formas de o conseguir é escolher o ..Itro H; (z) do seguinte modo

Hy (2) = =2 "Ho (—271),

dando origem a um banco de ..Itros ortogonal em que P (z) sera uma aproximacdo de But-
terword se Hy (z) for um ..Itro de Daubechies [Strang 96].

Com esta escolha para os ..Itros teremos um banco de ..Itros com a propriedade de recons-
trucdo perfeita. As equacles (4.19) e (4.22) podem ser colocadas na forma matricial mais
compacta

L acy R

e que pode ser expandida para

[ fgo((—zi) Igl((—zz) } [ ?i Eg ?1) EZ% } - [ QZOL 2(_2,)L ] : (4.24)

Se no sistema da ..gura 4.6 retirarmos os decimadores e interpoladores, na saida do codi..-
cador teremos o dobro das amostras do sinal original. Contudo, uma vez que este sistema
satisfaz a propriedade da reconstrucao perfeita basta que cheguem ao banco de sintese meta-
de das amostras para se conseguir reconstruir o sinal original. Com base na equacéio (4.24)
construimos o sistema de codi..cacdo e descodi..cacdo da ..gura 4.7 em que se inclui o sinal
de erro e um novo banco de ..Itros de sintese que calcula o sindroma s.

O sinal de saida r sera igual ao sinal mensagem m desde que e; = 0. Por outro lado, o
sinal s sera sempre nulo sendo portanto apenas funcédo do sinal de erro e. Por esta razéo,
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Figura 4.7: Diagrama de blocos de um sistema de correcgdo de erros utilizando bancos de ..Itros. O
sistema possui a propriedade de reconstrucdo perfeita para a saida r, e y; = x; se e = 0. A saida s
€ nula desde que ndo ocorram erros. Se ocorrerem erros esta saida é funcdo apenas do sinal de erro,
podendo-se chamar de forma apropriada de sindroma.

pode-se detectar a ocorréncia de um erro quando o sinal s € maior que um dado limiar ¢
préximo zero, de modo a entrar em conta com o ruido de quanti..cacéo.

No actual momento ndo possuimos uma técnica e..ciente para corrigir os erros ocorridos,
nem métricas que permitam avaliar da capacidade de correc¢do do cédigo. Uma das possibili-
dades sera a de tentar subtrair o efeito dos erros a saida y. Vamos supor que ocorria um Uanico
erro com amplitude unitaria e que s6 afectava o sinal 1. Nesse caso, teriamos como sindro-
ma a resposta impulsional do ..Itro Fy (—z). O sistema de correccdo ao detectar a primeira
amostra de s diferente de zero pode esperar e guardar um namero igual ao comprimento da
resposta impulsional do ..Itro F, (—z), realizando a desconvolucéo desse pedago de sinal com
os ..Itros Fy (—z2) e Fy (—z). De seguida pode-se subtrair estas estimativas para o sinal de
erro aos sinais o e y; e calcular neste caso duas novas versfes do sindroma. A estimativa de
erro que tiver anulado o sindroma é entéo utilizada para corrigir a saida ». Com este método
sO é possivel corrigir erros que distem de um nimero de amostras igual a resposta a impulso
dos ..Itros F; (2).
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Capitulo 5

Combinatoria dos padrdes de erro

5.1 Introducéo

No capitulo 3, foi reconhecido que a posic&o dos erros S; infuencia o condicionamento numé-
rico do problema de reconstrucéo de sinal corrompido com ruido impulsivo. No entanto, para
realizar o projecto de um sistema de correccéo de erros no corpo dos reais seria interessante
saber quantos dos (];7) padrdes de erro é que se conseguem corrigir. Calcular o condiciona-
mento do problema para todos os padrdes de erro possiveis e veri..car a correcta reconstrucéo
sO é viavel para valores de N pequenos. Como alternativa, pode-se procurar uma métrica
para os padrdes de erro que possua alguma correlagdo com o condicionamento do problema
a resolver e para a qual seja possivel contar o nimero dos padrdes de erro. Neste capitulo
comegaremos por uma descri¢do de alguns resultados conhecidos [Ferreira 97, Grochenig 93]
sobre este problema, mas que utilizam outras métricas para classi..car os padrdes de erro
em termos de condicionamento do problema a resolver. No entanto, henhum destes estudos
abordou o problema da contagem do namero de padrfes de erros que satisfazem uma dada
métrica.

A métrica proposta neste capitulo é a da distancia minima entre erros que sera de..nida
na seccdo seguinte, sendo igualmente apresentadas as expressdes que ddao o numero de com-
binacdes para cada um dos valores da distdncia minima. Para cada um destes valores e no
caso de um sindroma contiguo, a sequéncia de erros mais compacta € a que origina um con-
dicionamento mais elevado para o sistema de equacdes a resolver. Se para um dado sistema
de reconstrugdo é possivel estimar este condicionamento, demonstraremos que se consegue
calcular o erro cometido quer na determinacdo da posicdo dos erros quer na sua amplitude.
No ..nal deste capitulo serdo descritos alguns exemplos de aplicagdo bem como um método
para projectar cddigos reais baseado na métrica da distancia minima.

5.2 Meétricas para os padrdes de erro

Para o problema de correcgdo de erros em posicdes conhecidas (apagamentos), se a sequéncia
de erros i,, puder ser escrita como ki, em que k é um inteiro positivo maior que zero, N/k
é um inteiro, e ¢, é outra sequéncia apropriada, podem ser dados limites precisos para o
condicionamento do problema [Ferreira 97] pela expressao

>‘max < k— U‘?ﬁj
Amin ~ Kk — “fﬁw

k(I-S)= (5.1)



94

5.2 Métricas para os padrdes de erro

! I / o I \ L |
0 10 20 30 40 50 60

Figura 5.1: Nesta ..gura temos na linha a cheio o valor do condicionamento de (I — S) para todas
as combinacdes possiveis das posicdes dos erros com N = 8 e t = 3. A linha a tracejado indica o valor
da distancia minima d para cada caso. Como se pode ver os maximos de d coincidem com 0s minimos
do condicionamento.

O paréametro 5 é o factor de interpolacdo, de..nido por K/N, em que K é o nimero de
componentes ndo nulas do espectro e as operacgdes [-] e || representam a parte inteira de um
real depois de arredondado para cima e para baixo respectivamente. A condicdo ki, para 0s
indices dos erros é equivalente a calcular o maior divisor comum & do conjunto S; e utilizar
esse valor para caracterizar o condicionamento do problema. Note-se que para as sequéncias
em que k£ =1 o limite dado pela equacéo 5.1 é trivial (x (I — S) < c0).

Esta métrica pode ser aplicada ao caso de uma transmissdo de dados por pacotes, em
gue se introduziu entrelacamento regular. No caso de se perder um pacote 0s erros serdo da
forma ki, e a desigualdade 5.1, da-nos um limite para o condicionamento para o problema
de reconstrucéo.

Repare-se que o numero de padrdes de erro que satisfazem a condicao k-, € relativamente
reduzida, sendo o seu niumero dado pela expressao:

o _ L%J kz—:l (RN_;) /lﬂ)

k=2 =0

A métrica utilizada neste trabalho é a da distancia minima d entre as posi¢des dos erros,
que passamos a de..nir:

De..nigdo 12 Um padrao de erros S; = {ig, i1,... ,i;_1} tem distancia minima d se i — ip| >
d|a — b| para qualquer 0 < a,b < t, onde |-| representa a distancia circular com i; = 4.

Esta métrica surgiu da constatacdo de que em qualquer problema de reconstrucgao de sinal
com o sindroma contiguo, o condicionamento numérico piora quando os erros se agrupam. No
caso da correcgdo de apagamentos podemos constatar pela ..gura 5.1 que quando a distancia
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Figura 5.2: Nesta ..gura temos na linha a cheio o valor do condicionamento de 7' para todas as
combinagOes possiveis das posicGes dos erros com N = 8 e t = 3. A linha a tracejado indica o valor
da distancia minima d para cada caso. Como se pode ver os maximos de d coincidem com 0s minimos
do condicionamento.

minima atinge o seu valor méximo, o condicionamento de (I — S) atinge um minimo. Este
comportamento do condicionamento acontece também para o caso do problema da determi-
nacao da posicdo dos erros em que a matriz de Toeplitz (3.23) possui um comportamento
idéntico tal como podemos ver na ..gura 5.2.

5.3 Combinatdria dos padrdes de erro

Pode-se veri..car facilmente que num vector com N amostras e ¢ erros se tem () combinagges
possiveis para os padrdes de erro. O nosso objectivo é contar o niUmero de padrBes para
cada um dos valores da distancia minima d. Convém notar que a codi..cacdo é invariante
a deslocamentos circulares e por conseguinte um padrdo com dois erros nas posi¢oes 0 e
N — 1 possui uma distancia minima d = 1. No entanto, dada a complexidade de contar as
combinacBes de erros para este caso, vamos comecar por analisar a versdo mais simples em
gue nao se consideram blocos circulares.

Para um dado N e t, o valor maximo que a distancia minima entre erros pode atingir
ocorre quando o espagcamento entre os erros é igual, mas sem que o indice do ultimo erro
ultrapasse a dimensdo N do bloco. Colocando esta condicdo na forma de equacéo temos

11 <N -1
e como

i1 = (t— 1) dmax (5.2)
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tem-se
(t—1)dmax < N-1<
N -1
dmx <
S |
e dado que dmax € um inteiro vem
N -1
dmax - . 5.3
L_ 1 J (5.3)

A equacao (5.3) da-nos o valor maximo que a distancia entre erros pode ter em fungdo da
dimenséo do bloco N e do namero de erros t.

A partir da equacéo (5.2) pode-se concluir que para a sequéncia mencionada ..cam livres
no ..nal do bloco

N —(t—1) dmax — 1 (5.4)

posicdes para formar combinagfes mantendo o valor de d = dpn.x. Como a distancia entre
erros neste caso é sempre maior ou igual que dy.x, 0 NUmMero de posicdes possiveis para o0s
t erros sdo as ¢ iniciais mais as livres no ..nal do bloco, chegando-se assim ao ndmero de
combinacBes para este primeiro caso,

(N1, d) = <N—(t—1);lmax—1+t>

_ <N —(t—1) (dmax — 1)>. 55)

t

Antes de prosseguir com um pequeno exemplo ilustrativo vamos de..nir as fungdes S, S, C e
C.

De..nicdo 13 A funcdo S (N,t,d) = S; d& o conjunto das combinagdes cuja distancia mini-
ma entre erros € maior ou igual a d, para um bloco de dimensdo N e considerando ¢ erros.
O numero destas combinagdes é dado por C (N, t,d) = Cy.

De..nicdo 14 A fungédo S (N,t,d) = Sy da& o conjunto das combinagdes cuja distancia mi-
nima é igual a d. O numero destas combinagdes é dado por C (N, t,d) = Cy.

Para clari..car ideias vamos veri..car a expressdo (5.5) para um pequeno exemplo com
N =8et=3. Com a equacdo (5.3) obtemos o valor de d,,.x = 3 para o valor maximo que
a distdncia minima pode atingir. Considere-se o caso inicial U = {0, 3,6}

[0]12[3]45][6]7

em que resta uma amostra livre no ..nal do bloco tal como é dado pela expressao (5.4). Temos
assim um total de 3 erros mais uma posicao livre para gerar por ordem lexicogra..ca [Brualdi
77] as 4 combinagdes possiveis:

53 (87 37 3) = ‘53 (8a3a3) = {07 376} ; {07377} ; {Oa 45 7} ; {1a4a 7}

con..rmando-se o resultado da equagéo (5.5)

C(8,3,3) =C(8,3,3) = <8_(3_§)(3_1)> = <4> = 4.
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Se 0 mesmo raciocinio for realizado para 0 caso de d = duax — 1, a expressdo (5.5), da o
numero total de combinacgdes em que d > dyax — 1.
Em termos dos conjuntos S; e S, de..nidos anteriormente podemos escrever

Skv1 C Sk (5.6)

Sm=SnUSnt1U---USg__ . (5.7)
RelacGes idénticas podem ser dadas para o numero de combinagoes

Cq=Cq—Cip1 (5.9)

max

d
Cm:ZCk
k

=m

5.4 Combinatoéria dos padrdes de erro para blocos circulares

Este problema é idéntico ao anterior mas considera-se agora o caso de blocos circulares.
A solucdo encontrada baseia-se numa andlise em que para cada valor de d se calculam as
combinacdes possiveis para os diferentes valores que a posi¢ao do primeiro erro ig pode tomar,
somando-se no ..nal os resultados parcelares.

No célculo da distancia Ay entre erros dada por

Ap = ipq1 — i,

o facto do bloco ser circular s6 constitui problema na determinacdo da distancia entre o
primeiro e o Gltimo erro. Neste caso temos de entrar em conta com a diferenca (i + N)—i;—1,
que pode ser incorporada no problema acrescentando ao conjunto S; a posicéo i; = ig + N,
obtendo-se

gt = {7:072.17 v 7Z.t71a2.t} .

Pode-se veri..car que 0 maximo da distdncia minima entre erros d,,.x vai ser ligeiramente
inferior no caso dos blocos circulares dado que algumas das ultimas amostras do bloco néo
podem ser usadas para gerar combinacgdes. Tal como anteriormente, vamos deduzir o valor
de dnax em fungdo de N e t. Para garantir que d < dyax, € NEcessario que iy — ix_1 > dmax,
e em particular que

Z.t - Z.t—l 2 dmax s (20 + N) - it—l 2 dmax- (59)
Considere-se a seguinte situacdo particular em que os erros satisfazem a condicéo anterior

iv = 0

il = iO + dmax = dmax

i1 = iO + (t - ]—)dmax = (t - ]—)dmax-
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Como i; = ig + N, a condi¢do (5.9) conduz a

(io + N) — (io + (t — 1) dmax) > dpax &
(1+N) _(t_l)dmax Z dmax<:>
N
N Z tdmax -~ dmax S 7
Como dpax € um inteiro chega-se ..nalmente a condicéo
dmax=| % |. (5.10)

Este é o valor maximo que a distéancia minima pode tomar, dados N e t. Estamos agora em
condigdes de formular a seguinte proposicao.

Proposicdo 3 O numero de padrBes de erro com distdncia minima entre erros maior ou
igual a d é dado por

N—(t—1)d—1

Ci= Y. C(N,tdig), (5.11)

10=0

com

C (N, t,d,in) = (N—(d—l)(t—l)—(z‘o+1)_<d_i0_1>>

t—1
e onde (-) tem o seguinte signi..cado

(ny = 0, n<0
(ny = n, n > 0.

Demonstragdo. Vamos comecar por considerar 0 caso em que d = dpyax € 79 = 0. Neste
caso, para calcular o nimero de posicgdes livres para gerar as combinagdes, temos de subtrair
a N as (t — 1) x (dmax — 1) posicOes entre os erros e a posi¢do ocupada por ip que é ..xa. Por
outro lado como o bloco é circular, se io =0e i;_1 = N — 1, teremos d = 1. Assim, de modo
a garantir que i;—; ndo viola a distancia minima, existem d,ax — 1 posi¢des contiguas no ..nal
do bloco que ndo poderemos utilizar. O nimero de posigdes possiveis para os erros é dado
por N — (t —1) X (dmax — 1) — 1 — (dmax — 1) € como consideramos i, ..X0, teremos apenas
t — 1 erros para gerar combinacgdes. Logo o nimero total de combinac6es é dado por

‘ N — (dmax — 1) (t = 1) — dmax
C(Natv dmavaO - 0) = ( -1 . (512)
Incrementando a posi¢do do primeiro erro ig, 0 nUmero de posi¢cBes possiveis para 0S erros
mantém-se constante uma vez que teremos menos uma posi¢do no inicio para gerar as com-
binacbes que é compensada por uma a mais no ..nal do bloco. Este efeito desaparece quando
10 > d — 1, sendo 0 niumero de combinac@es reduzida até iy atingir o seu valor maximo dado
por

max (ig) = N — (t — 1) dpax — 1.
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A equacdo (5.12) é igualmente vélida para valores d < dp,.x, € SOmando 0s termos correspon-
dentes a todos os valores possiveis de iy, teremos ..nalmente

N—(t—1)d—1
Cq = Z C(N,t,d, i),
10=0
com
C(N,t,d,ip) = (N_ (-1~ 1);_(Zf+1) —(d—io — 1>>.
| ]

Uma vez que no caso de blocos circulares a relagdo (5.7) também se veri..ca, podemos
utilizar a equacao (5.8) para obter o nimero de padrdes de erros que tém uma dada distancia
minima d.

Vejamos agora um pequeno exemplo para o caso de N = 8 e t = 3, tendo-se neste caso
Amax = L%J = 2. Para garantir este valor da distancia minima com iy = 0 a sequéncia de
erros mais a esquerda é

[0]1[2]3[4]567:[8],

..cando apenas livres para gerar combinacfes as posi¢des 5 e 6. Para ig = 0, teremos 16
combinagdes com distancia minima d = 2:

io=0 {0,2,4},{0,2,5},{0,2,6},40,3,5},{0,3,6},{0,4,6}
io=1 {1,3,5},{1,3,6},{1,3,7},{1,4,6},{1,4,7},{1,5,7}
io = 2 {2,4,6},{2,4,7},{2,5,7}

io =3 {3,5,7},

que da o mesmo resultado que a equacéo (5.11)

G S C8.3.2i0) = (3) + @ + @ + @ —16.

10=0

Nas tabelas que se seguem temos alguns exemplos do nimero de combinagdes para varios
valores de N e t, tendo todos estes resultados sido con..rmados experimentalmente.

Para realizar o projecto dos codigos reais correctores de apagamentos interessa saber o
valor do condicionamento Minimo Kmin € MAaximo kmax da matriz (I —.S) para cada valor da
distdncia minima entre erros. A de..nicdo usada para o condicionamento foi [Horn 85]

R(I=8) = (1= _IT =)l

A utilizacdo da norma |-||,, permitira mais tarde calcular o erro maximo na reconstrucéo
de sinal em funcdo de x (I —S). Os valores Rmin € Amax SA0 estimativas de Kmin € Kmax,
respectivamente, e foram obtidos considerando as seguintes sequéncias de erro:

e Apenas dois erros a disténcia d, e o0s restantes com o0 espacamento maximo possivel
entre eles, ou seja, a sequéncia mais esparsa com distédncia minima d.

e Todos os erros a distancia d uns dos outros, ou seja, a sequéncia mais compacta com
distancia minima d.
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Vejamos alguns exemplos para estas duas situacgdes:

Exemplo 1 Para um bloco de dimensédo N =10, t=4ed=1

e Sequéncia mais esparsa {0,1,4,7}

e Sequéncia mais compacta {0, 1,2, 3}
Exemplo 2 Para um bloco de dimensdo N =10, t=4e d=2

e Sequéncia mais esparsa {0,2,4,7}

e Sequéncia mais compacta {0,2,4,6}

Note-se que as sequéncias de cada tipo ndo séo Unicas. Da observacéo das tabelas pode-se
concluir que o numero de combinacdes com distancia d = 1 é relativamente elevado e que
os limites inferiores e superiores do condicionamento de (I — S) para cada d se sobrepdem
bastante para valores de d adjacentes. Estes dois factos limitam de algum modo a aplicagéo
pratica deste método uma vez que se a classi..cacio fosse ideal ndo existiria sobreposi¢cdo
entre os limites para os casos com d adjacente.

As tabelas mencionadas foram geradas mantendo o namero de componentes espectrais
nulas no seu valor minimo, ou dito de outro modo, mantendo o factor de sobre-amostragem no
seu valor maximo (que corresponde a uma frequéncia de amostragem o mais préximo possivel
da frequéncia de Nyquist). Contudo, se o sistema de descodi..cagdo conseguir corrigir sem
erro o padrao de erros com 0 maior x para uma dada distancia minima d, entéo sera capaz de
corrigir todos os padrdes com distancia minima superior a d. Na ..gura 5.4 podemos apreciar
o0 condicionamento normalizado de (I — S) para todos os padrdes de erro. Da ..gura podemos
concluir que o factor de sobre-amostragem é determinante no valor do condicionamento de
(I —S), e que infuencia o numero de padrdes de erro com o mesmo valor de .

Na ..gura 5.3 podemos observar um histograma comulativo do nimero de combinacdes
que tém um condicionamento menor que um dado valor. Apesar de ser apenas um caso
particular, e de o condicionamento maximo ter um valor elevado (3200), cerca de 90% dos
padrdes de erro possuem um condicionamento abaixo de 40. Se o algoritmo de correcgéo for
capaz de resolver o problema com este valor do condicionamento, entéo sera possivel corrigir
90% dos padrdes de erro.

[t=3] N=16 | K=13 | 3~081 | \ |

d Rmax '%ma,x Rmin '%min Comb
1 3.05e+003 | 3.05e+003 | 4.30e+001 | 4.30e+001 | 208
2 1.41e+002 | 1.41e+002 | 1.01e+001 | 1.01e+001 | 160
3 1.84e+001 | 1.84e+001 | 4.37e+000 | 4.37e+000 | 112
4 4.00e+000 | 4.00e+000 | 2.14e+000 | 2.14e+000 64
5 1.42e+000 | 1.42e+000 | 1.42e+000 | 1.42e+000 16
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I

3] N=32 | K=29 | 8~091 |

d Rmax Fmax Rmin Kmin Comb
1 5.30e+004 | 5.30e+004 | 1.71e+002 | 1.71e+002 | 928
2 3.05e+003 | 3.05e+003 | 4.20e+001 | 4.20e+001 | 832
3 5.29e+002 | 5.29e+002 | 1.85e+001 | 1.85e+001 | 736
4 1.41e+002 | 1.41e+002 | 1.01e+001 | 1.01e+001 | 640
5 4.72e+001 | 4.72e+001 | 6.32e+000 | 6.32e+000 | 544
6 1.84e+001 | 1.84e+001 | 4.19e+000 | 4.19e+000 | 448
7 8.12e+000 | 8.12e+000 | 2.98e+000 | 2.98e+000 | 352
8 4.00e+000 | 4.00e+000 | 2.14e+000 | 2.14e+000 | 256
9 2.38e+000 | 2.38e+000 | 1.64e+000 | 1.64e+000 | 160
10 | 1.42e+000 | 1.42e+000 | 1.20e+000 | 1.20e+000 64
|t=3] N=64 | K=61 | 3~0.95 |
d Rmax Kmax Kmin Kmin Comb
1 8.66e+005 | 8.66e+005 | 6.81e+002 | 6.81e+002 | 3904
2 5.30e+004 | 5.30e+004 | 1.70e+002 | 1.70e+002 | 3712
3 1.01e+004 | 1.01e+004 | 7.52e+001 | 7.52e+001 | 3520
4 3.05e+003 | 3.05e+003 | 4.20e+001 | 4.20e+001 | 3328
5 1.18e+003 | 1.18e+003 | 2.67e+001 | 2.67e+001 | 3136
6 5.29e+002 | 5.29e+002 | 1.84e+001 | 1.84e+001 | 2944
7 2.63e+002 | 2.63e+002 | 1.34e+001 | 1.34e+001 | 2752
8 1.41e+002 | 1.41e+002 | 1.01e+001 | 1.01e+001 | 2560
9 7.97e+001 | 7.97e+001 | 7.87e+000 | 7.87e+000 | 2368
10 | 4.72e+001 | 4.72e+001 | 6.26e+000 | 6.26e+000 | 2176
11 | 2.90e+001 | 2.90e+001 | 5.10e+000 | 5.10e+000 | 1984
12 1.84e+001 | 1.84e+001 | 4.19e+000 | 4.19e+000 | 1792
13 | 1.21e+001 | 1.21e+001 | 3.50e+000 | 3.50e+000 | 1600
14 | 8.12e+000 | 8.12e+000 | 2.94e+000 | 2.94e+000 | 1408
15 | 5.62e+000 | 5.62e+000 | 2.51e+000 | 2.51e+000 | 1216
16 | 4.00e+000 | 4.00e+000 | 2.14e+000 | 2.14e+000 | 1024
17 | 3.08e+000 | 3.08e+000 | 1.85e+000 | 1.85e+000 | 832
18 | 2.38e+000 | 2.38e+000 | 1.59e+000 | 1.59e+000 | 640
19 | 1.84e+000 | 1.84e+000 | 1.39e+000 | 1.39e+000 | 448
20 | 1.42e+000 | 1.42e+000 | 1.20e+000 | 1.20e+000 | 256
21 | 1.09e+000 | 1.09e+000 | 1.09e+000 | 1.09e+000 64
|t=4] N=16 | K=12 | 3~0.75 |

d Rmax Kmax Kmin Kmin Comb
1 4.58e+003 | 4.58e+003 | 1.40e+001 | 1.53e+001 | 1160
2 2.63e+001 | 2.63e+001 | 3.16e+000 | 3.78e+000 | 520
3 2.77e+000 | 1.48e+000 | 1.48e+000 | 2.26e+000 | 136
4 2.00e+000 | 2.00e+000 | 2.00e+000 | 2.00e+000 4
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I

4] N=32 | K=28 | ~0.88 |

d Rmax /?l"max Kmin /?l"min Comb
1 4.24e+005 | 4.24e+005 | 5.61e+001 | 6.25e+001 | 12560
2 4.58e+003 | 4.58e+003 | 1.38e+001 | 1.53e+001 | 9232
3 2.44e+002 | 2.44e+002 | 5.83e+000 | 6.68e+000 | 6416
4 2.63e+001 | 2.63e+001 | 3.15e+000 | 3.84e+000 | 4112
5 4.76e+000 | 4.76e+000 | 1.86e+000 | 2.63e+000 | 2320
6 2.77e+000 | 1.48e+000 | 1.29e+000 | 2.26e+000 | 1040
7 2.39e+000 | 1.64e+000 | 1.64e+000 | 2.17e+000 | 272
8 2.00e+000 | 2.00e+000 | 2.00e+000 | 2.00e+000 8
[t=4] N=64 | K=60 | 3~094 | |
d Kmax Rmax Kmin Rmin Comb
1 3.00e+007 | 3.00e+007 | 2.26e+002 | 2.46e+002 | 115232
2 4.24e+005 | 4.24e+005 | 5.61e+001 | 6.12e+001 | 100384
3 3.17e+004 | 3.17e+004 | 2.47e+001 | 2.75e+001 | 86560
4 4.58e+003 | 4.58e+003 | 1.37e+001 | 1.53e+001 | 73760
5 9.43e+002 | 9.43e+002 | 8.58e+000 | 9.71e+000 | 61984
6 2.44e+002 | 2.44e+002 | 5.82e+000 | 6.81e+000 | 51232
7 7.47e+001 | 7.47e+001 | 4.17e+000 | 4.93e+000 | 41504
8 2.63e+001 | 2.63e+001 | 3.09e+000 | 3.73e+000 | 32800
9 1.05e+001 | 1.05e+001 | 2.37e+000 | 3.01e+000 | 25120
10 | 4.76e+000 | 4.76e+000 | 1.84e+000 | 2.63e+000 | 18464
11 | 2.94e+000 | 2.50e+000 | 1.47e+000 | 2.40e+000 | 12832
12 | 2.77e+000 | 1.48e+000 | 1.18e+000 | 2.33e+000 | 8224
13 | 2.58e+000 | 1.10e+000 | 1.10e+000 | 2.21e+000 | 4640
14 | 2.39e+000 | 1.64e+000 | 1.64e+000 | 2.13e+000 | 2080
15 | 2.20e+000 | 2.06e+000 | 2.06e+000 | 2.10e+000 544
16 | 2.00e+000 | 2.00e+000 | 2.00e+000 | 2.00e+000 16

5] N=16 | K=11 [ ~0.69 |

d Rmax Fmax Rmin Fmin Comb
1 1.78e+005 | 1.78e+005 | 1.51e+001 | 2.45e+001 | 3696
2 1.62e+002 | 1.62e+002 | 3.28e+000 | 4.55e+000 | 656

3 2.00e+000 | 2.00e+000 | 2.00e+000 | 2.00e+000 16

|t=5] N=32 | K=27 | 3~084 | |

d Rmax /?l"max Kmin /?l"min Comb
1 7.82e+007 | 7.82e+007 | 5.88e+001 | 7.26e+001 | 105696
2 1.78e+005 | 1.78e+005 | 1.45e+001 | 1.67e+001 | 57376
3 3.48e+003 | 3.48e+003 | 6.10e+000 | 6.47e+000 | 26656
4 1.62e+002 | 1.62e+002 | 3.28e+000 | 3.37e+000 | 9536
5 1.27e+001 | 1.27e+001 | 1.94e+000 | 2.61e+000 | 2016
6 2.00e+000 | 2.00e+000 | 1.38e+000 | 1.60e+000 96
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Figura 5.3:
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|[t=5] N=64 | K=59 | 3~0.92 | | |

d Rmax Fmax Rmin Kmin Comb
1 2.34e+010 | 2.34e+010 | 2.37e+002 | 2.81e+002 | 219386
2 7.82e+007 | 7.82e+007 | 5.85e+001 | 6.89e+001 | 168250
3 2.40e+006 | 2.40e+006 | 2.58e+001 | 2.85e+001 | 125754
4 1.78e+005 | 1.78e+005 | 1.43e+001 | 1.59e+001 | 910976
5 2.14e+004 | 2.14e+004 | 8.99e+000 | 9.91e+000 | 634816
6 3.48e+003 | 3.48e+003 | 6.06e+000 | 6.64e+000 | 421056
7 6.97e+002 | 6.97e+002 | 4.36e+000 | 4.54e+000 | 261696
8 1.62e+002 | 1.62e+002 | 3.21e+000 | 3.37e+000 | 148736
9 4.24e+001 | 4.24e+001 | 2.46e+000 | 2.68e+000 | 74176
10 | 1.27e+001 | 1.27e+001 | 1.89e+000 | 2.03e+000 | 30016
11 | 4.58e+000 | 4.58e+000 | 1.51e+000 | 1.55e+000 | 8256

12 | 2.00e+000 | 2.00e+000 | 1.20e+000 | 1.20e+000 896

5.5 Projecto de codigos reais

Os codigos de correccao de erros em corpos ..nitos ndo sdo afectados por problemas de esta-
bilidade numérica, devido ao facto de nestes corpos ndo existirem erros de arredondamento
durante as operacOes aritméticas. Tal como foi mencionado no capitulo 4, qualquer codigo de
correcgdo de erros de..nido no corpo dos complexos C, sofre de problemas de estabilidade ine-
rentes a propria aritmética. No capitulo 4 descrevemos um cddigo de Reed-Muller realizado
no corpo dos reais e que consegue assegurar b digitos binarios correctos na descodi..cacao.

No caso dos métodos de correccdo de apagamentos descritos no capitulo 1 e dos métodos
de correccao de erros do capitulo 2, também é possivel determinar de forma aproximada
quantos bits correctos se podem garantir na descodi..cacdo. Nesta seccdo iremos estudar este
problema sendo apresentados no ..nal os resultados de algumas simulacoes.
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5.5 Projecto de cédigos reais

0 100 200 300 400 500 600

Figura 5.4: Nesta ..gura podemos observar varias curvas do condicionamento de (I — S) para todos
0s possiveis padrdes de erro, para 0 caso em que N = 16 e ¢ = 3. Na curva superior temos K = 13 e
na inferior K = 3, em que K é o0 nimero de componentes espectrais ndo nulas da codi..cacdo. Cada
uma das curvas foi normalizada pelo condicionamento minimo de cada curva e desenhada com escala
logaritmica nas ordenadas. O valor do condicionamento em cada uma das curvas foi ordenado por
ordem crescente.

5.5.1 De..nicdo do problema

Na ..gura 5.5 podemos observar o sistema de codi..cagdo/descodi..cacdo para correccdo de
erros em que se especi..ca 0 nimero de bits de cada sinal envolvido.

e m - Sinal mensagem com K amostras representadas com b bits.
e 1 - Sinal transmitido com N amostras representadas com b + r bits.
e y - Sinal recebido com N amostras representadas com b + r bits.

e 1 - Sinal mensagem recebido com K amostras representadas com b bits.

Codi..cador

O codi..cador manipula o sinal mensagem tal como na equacao (2.28) de modo a conseguir que
o sinal x transmitido seja real e que a codi..cagdo seja realizada com apenas uma transformada.
A utilizacdo da ODFT garante por seu lado que o cddigo é do tipo CDM quando N e K
sdo pares. Dito de outro modo, acrescentam-se somente 2t zeros de redundancia para se
conseguirem corrigir ¢ erros. O sinal x a saida do codi..cador real tem de ser quanti..cado
para b+ bits antes de ser transmitido. Repare-se que b é 0 nUmero de bits do sinal mensagem
e r 0 numero extra de bits acrescentado de modo a garantir um ruido n de quanti..cacéo baixo.
Teremos entdo que

Tg=x+M.

O ruido de quanti..cacdo propaga-se pelo descodi..cador, constituindo a principal fonte de
erro NUMerico.
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Descodi..cador

O descodi..cador é realizado em duas fases: deteccdo da posicdo dos erros e correc¢do da
sua amplitude. Depois de calcular a ODFT do sinal recebido utilizam-se as amostras do
sindroma para formar a matriz A tal como na equagdo (2.15). Resolvendo este sistema de
equacdes obtemos os coe..cientes do polindmio localizador de erros e para calcular os zeros
deste polinémio e determinar a partir deles as posi¢des dos erros utilizamos 0 método descrito
no ..nal da sub-seccdo 2.2.3. Obtidas as posi¢Ges dos erros, a amplitude destes é determinada
utilizando o método de dimensdo minima descrito no capitulo 1, e do qual é dado um exemplo
na subsec¢do 2.3.4.

Depois de corrigidos os erros, o sinal mensagem é novamente quanti..cado com b bits,
obtendo-se o sinal m, sendo o principal objectivo deste sistema que este sinal seja igual ao
sinal m transmitido em todos os bits. Quando tal ndo acontece diremos que ocorreu um erro
de descodi..cagéo.

Projecto do codigo

Se considerarmos um dado esquema de codi..cacdo / descodi..cacdo, sendo N a dimensao
de bloco, M/2 o nimero méximo de erros e b 0 nUmero de bits do sinal de entrada, entéo,
0 projecto de um codigo real consiste unicamente em determinar o ndmero de bits r que
assegura uma comunicagdo com m = m quando ¢ < M /2. Se o nUmero de bits » ndo puder
ser tdo elevado, 0 método de projecto deve ainda poder fornecer a percentagem de padrdes
de erro que é possivel corrigir.

No capitulo 3 foi justi..cada de forma rigorosa a importancia do condicionamento x (A)
na resolucdo de um sistema de equacbes da forma

Az =1b (5.13)

tendo sido fornecido um limite (3.5) para o erro relativo na solu¢do = quando a matriz A e
0 vector b, sdo conhecidos de forma aproximada e |x;| < 1. Estes resultados serdo utilizados
para determinar a infuéncia do ruido n na determinacdo das posi¢Ges dos erros. O sinal
recebido y,, € dado por

Yyg=¢€et+xrg=e€e+x+n,
e vird apés a ODFT
Uq = Fe+ Fao+ Fn,

em que F' é a matriz da transformada ODFT (2.27). Se de..nirmos

= Fn,
entéo
17l = [1Enll < IF[Hinll,
é valida para qualquer norma vectorial ||-||, e norma matricial por si induzida. Considerando

daqui em diante a norma ||-|| ., , & equagéo anterior vira

19lloo < VN I[nlo »
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e como o sinal antes de ser transmitido é arredondado para b + r bits, a norma do ruido de
arredondamento ||n||., sera dada por

9—(b+r
Inlloe = =——
e entdo teremos o limite
. 9—(b+r)
il < VN=——. (5.14)

Se atendermos a forma como a matriz A é construida (2.15), veri..camos que esta é constituida
por elementos do sindroma que s6 deviam ser funcéo do sinal de erro e. Contudo, devido ao
arredondamento do sinal transmitido, para as componentes pertencentes ao sindroma, cujos
indices sdo dados por S, teremos

g = Fe + Fn.
Podemos assim estimar a infuéncia do erro no sistema de equagdes Aa = b, por
(A+X)a=(b+e)

em que X representa a infuéncia do erro de arredondamento em A e ¢ a infuéncia do mesmo
erro em b. Para estes sinais de erro obtidos a partir de 7, e utilizando a equacéo (5.14),
podem-se de..nir os seguintes limites para o erro relativo em A e b na norma |-||

1=l 2~ (47
e < /N (5.15)
1Al oo 2
€l 2~ (4
o < (5.16)
16l 2
Utilizando os limites obtidos na equacao (3.5) teremos
o - al 7 (4) D] 5 (4) el
< + Ly (5.17)
lee] L—w(A)ZI/1AD A 1 =x (A AZI/ 1AL [l
sendo todas as normas |||, e o condicionamento « (A) de..nido por
k(A) = ||All» HA“HOO. (5.18)

A desigualdade (5.17) pode ser simpli..cada se atendermos a que « (A) (||X]] / || A4]|) < 1 se
a pertubacéo for su..cientemente pequena para garantir que A possui inversa. Teremos entdo

o [l Tl
o =" [\A\ * \bn} ’

gue combinada com as equacdes (5.15) resulta em

loe=all (4 2_(2b+r) (\/N + 1) . (5.19)
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Para estimar o valor de (A), podemos utilizar duas abordagens: uma mais empirica
consiste em considerar como uma boa aproximacao o valor que o condicionamento de A toma
para o seguinte padrdo de erros

6(5t) ={-1,1-1,... ,—2*1’,2*57...}’

em que temos metade dos erros com amplitude maxima e a outra com amplitude minima.
O valor de « (A) para este padréo de erros ndo é muito diferente do valor méximo para um
dado problema, tal como se pode constatar por exemplo na tabela 3.4.

Outra abordagem consiste em utilizar os limites obtidos para o condicionamento da matriz
A na norma l> da equacao (3.32) e que tém a vantagem de ndo ser necessario inverter a matriz
A mas que sao sempre mais conservadores.

Como j& foi mencionado, para determinar a posi¢do dos erros, podemos utilizar o método
descrito no ..nal da sub-seccéo 2.2.3, que calcula a transformada de Fourier de o em N pontos

a = Fa,
onde F' designa agora uma submatriz de Fourier de dimens&o N x (¢ + 1), sendo o erro relativo
dado por
A
lafl = laefl

obtendo-se ..nalmente a expressdo para a intuéncia do erro de arredondamento do sinal = na
determinac&o da posi¢ao dos erros

9—(b+r)
o S <N+\/N). (5.20)

Se pretendermos um erro relativo em & menor do que 277, entdo a seguinte desiguldade
terd que ser satisfeita

9—(b+r)
27 < 1 (A)

(N + \/N) . (5.21)

5.5.2 Utilizacdo dos resultados de combinatéria

Como veremos nos exemplos dados a seguir, 0 condicionamento da matriz A para o pior caso
de padrao de erros, atinge valores extremamente elevados mesmo para valores pequenos de
N e t. No entanto, sabemos que séo relativamente poucos os padrdes de erro com um condi-
cionamento téo elevado e que a maioria possui um « (A) bastante inferior (ver o histograma
da ..gura 5.3). O objectivo a atingir em termos de projecto de c6digos no corpo dos reais,
consiste em encontrar uma técnica que responda a seguinte questao:

Problema 2 Considerando um sistema de codi..cagdo no corpo dos reais em que 0 ndmero
de bits »+b do sinal transmitido n&o é su..ciente para assegurar a corre¢ao de ¢ erros, quantos
dos padrdes com ¢ erros é que o sistema é capaz de corrigir correctamente?

Os resultados de combinatoria obtidos anteriormente, permitem responder a esta questao
de forma aproximada. Se determinarmos com base na expressao (5.20) que o sistema consegue
descodi..car correctamente todos os padrdes com x (A) < L, e se L for o condicionamento mais
elevado no conjunto de padrdes de erro com distancia minima d, entéo o sistema sera capaz
de corrigir todos os padrGes com uma distancia minima igual ou inferior a d. Como podemos
saber o nimero de padrdes para cada valor da distdncia minima d, podemos igualmente
determinar o nimero de padrdes de erro que temos garantias de conseguir corrigir.
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Figura 5.5: Sistema de correcgdo de erros com nimeros reais. O sinal mensagem m possui apenas
b bits signi..cativos sendo a codi..cagdo realizada com uma precisdo bastante maior. Para além da
redundancia acrescentada pelo codi..cador, o sinal transmitido terd b + r bits de modo a garantir um
ruido pequeno no sindroma do sinal recebido y,. Depois de descodi..cado o sinal recebido € novamente
quanti..cado para b bits.

5.5.3 Exemplo

Vamos agora considerar um exemplo de um cédigo real com N = 32,t =4 e K = 26. O sinal
mensagem m possui b = 8 bits por amostra e pretende-se calcular o nimero (b + r) de bits
com que se deve transmitir o sinal codi..cado para as seguintes situagoes:

e Ocorreram 4 erros e o sinal descodi..cado 7 deve ser igual a m em todos 0s seus bits
para todos os padrdes de erro possiveis;

e Ocorreram 4 erros e o sinal m deve ser descodi..cado com sucesso para a maioria dos
padrdes de erro.

O valor do condicionamento da matriz A para o padrdo de erros da equacdo (5.21), é
Koo (A) = 2.27 x 108 ~ 228, e se pretendemos conseguir corrigir todos os possiveis padrdes de
erro, entdo tera de existir alguma margem na distin¢ao dos zeros do espectro do polinémio
localizador de erros, tendo sido escolhido o valor de 2—8. Substituindo os valores anteriores
na equacao (5.19)

— 9—(8+r)
lor — & — 98 < 9% <32 i \/3—2)
Jredl 2
278 < 21925277“
r > 32

Se utilizarmos 40 bits para representar o sinal transmitido x, garantimos uma transmisséo
sem erros na representacgdo binéria do sinal mensagem se ocorrerem 4 ou menos erros. O factor
de sobre-amostragem efectivo é demasiado pequeno para atingir o objectivo de conseguir
corrigir apenas 4 erros. O sinal m utiliza K x b = 26 x 8 = 208 bits, enquanto o sinal
transmitido z, utiliza N x (b+r) = 32 x (84 32) = 1280 bits, obtendo-se um factor de
sobre-amostragem

208
B = Torg ~ 0-16.

Podemos utilizar os resultados do estudo da combinatéria dos padrdes de erro para de-
terminar o numero de padrdes de erro que se continua a conseguir corrigir se diminuirmos
0 nimero de bits de transmissdo (b+ r). Se por exemplo pretendermos corrigir apenas 0s
padrdes de erro com distancia minima d > 2, temos para pior caso do condicionamento
Koo (A) = 1.2 x 103 ~ 210, obtido para as sequéncias de erros mais compactas com d = 2. O
numero de bits r para esta situacdo sera igualmente dado pela equacéo (5.19)
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—& 2—(8+r7)
HO[ O[H — 278 S 210 (32 + \/3_2)
(et 2
278 < 2lgdgr
r > 14,

que corresponde a um factor de sobre-amostragem efectivo de

208

— ﬁ N0.3.

5
A percentagem de padrdes de erro que possuem uma distancia minima maior ou igual a 2 é
de 23400 de um total de 35960, ou seja garantimos que o codigo corrige cerca de 65% dos
padrbes de erro possiveis. O numero efectivo deve ser ligeiramente superior uma vez que
existem padrdes de erro com d = 1 a que corresponde a condicionamento para a matriz A
bastante inferior ao pior caso com d = 2.

5.5.4 Simulactes

Com o objectivo de validar resultados realizamos algumas simulac¢des dos algoritmos de re-
construcdo descritos. Estas simulages foram realizadas em Matlab que utiliza o algoritmo
de eliminagdo Gaussiana com “pivoting” parcial para resolver os sistemas de equagdes. Nas
..guras 5.6 e 5.7 podemos ver os resultados para dois valores diferentes do nimero de bits
r + b utilizados na transmissdo. Os gra..cos apresentados sdo do modulo da transformada
de Fourier dos coe..cientes do polinémio localizador de erros obtidos a partir da solugédo do
sistema de equacbes (2.15), e cujos zeros ddo a posicdo dos erros ocorridos. Para cada va-
lor de b + r realizaram-se varias transmissdes de sinal corrompido por ruido impulsivo de
amplitude aleatdria nas quatro primeiras amostras, tendo sido sobrepostos os resultados de
100 simulagdes. Estes gra..cos funcionam um pouco como o diagrama de olho pois permi-
tem determinar a margem conseguida na determinagdo dos zeros do polinémio localizador de
erros.

5.5.5 Correccao de apagamentos - simulacoes

Como vimos no capitulo 3, o condicionamento da matriz (I — S) que aparece no método de
dimens&o minima no dominio do tempo, diminui guando se aumenta a sobre-amostragem. Por
outro lado a redundancia € acrescentada ao sinal transmitido de duas formas: no numero de
componentes espectrais nulas N — K acrescentadas e no nimero de bits » acrescentados para
representar o sinal transmitido. Esta distribuicdo dupla da redundancia leva naturalmente a
formulacéo da seguinte questao:

Se o factor de sobre-amostragem efectivo for ..xo, qual sera a melhor distribui¢cdo dos bits
disponiveis?

Vamos ilustrar este problema com dois exemplos de distribuicdo dos bits.

Exemplo 3 Considere-se um sistema de correccdo de apagamentos com as seguintes especi-
.cacles: N =32, t=4, K =24, b =38, r = 12. O numero total de bits a transmitir por
bloco é de 32 x (8 + 12) = 640.
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Figura 5.6: Para construir este gra..co sobrepusemos 100 realizagdes do sinal Vzk| (2.31) variando a
amplitude do sinal de erro e. A con..guracdo utilizada para o problema de reconstrucédo foi a seguinte:
N=32t=40b=8,1=20,5 =1{1,2,3,4} e e(S;) de amplitude aleatéria. Repare-se na fraca
separacdo entre os “zeros” da transformada e as restantes componentes para algumas situacoes.
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Figura 5.7: Para construir este gra..co sobrepusemos 100 realizagdes do sinal \hk| (2.31) variando a
amplitude do sinal de erro e. A con..guracgdo utilizada para o problema de reconstrugdo é idéntica a
da ..gura anterior a excepcao do nimero de bits » = 30.
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Exemplo 4 Considere-se um sistema de correccdo de apagamentos com as seguintes especi-
.cacles: N =40,t=4, K =24, b=_8, r =8. O numero total de bits a transmitir por bloco
é de 40 x (8 4+ 8) = 640.

Repare-se que a unica diferenca entre estes dois codigos consiste na forma como se distri-
buiram os bits disponiveis e que para K =24 e b = 8, 0 cddigo gera 640 bits na saida sendo
factor de sobre-amostragem efectivo de

256 _
640

No entanto, o0 nimero de componentes espectrais nulas ¢ maior no segundo caso, levando a que
para o0 mesmo padr&o de erro S, o condicionamento k.. (I — S) seja menor nesse caso. Os va-
lores obtidos para a situagdo S; = {0,1,2,3}, s80 de koo (I — S) = 17800 € ko (I — S) = 640,
para o primeiro e segundo exemplos respectivamente. Depois de realizadas 1000 simulagdes
de cada um dos exemplos, obtivemos 52 blocos descodi..cados incorrectamente no primeiro
caso e nenhum no segundo.

Esta diferenca substancial nos resultados levanta a questdo de saber se existira uma
reparticdo 6ptima dos bits disponiveis.

ﬁef - 04
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Capitulo 6

Conclusoes e trabalho futuro

O objectivo inicial deste trabalho, era encontrar um método para detectar as posi¢cdes das
amostras erradas em sinais limitados em frequéncia. Julgamos que este objectivo foi plena-
mente alcancado tendo-se encontrado relacdes com métodos utilizados noutras areas como € o
caso da teoria dos cddigos. Pensamos que ndo seria demais a..rmar que o trabalho de sintese
efectuado e as relagBes encontradas entre resultados de diferentes disciplinas como a recons-
trucdo de sinal, teorias dos cédigos, entre outros constitui uma panoramica enriquecedora e
por si s6 um resultado importante deste trabalho.

O problema dos erros de arredondamento que aparece pelo facto de se trabalhar com
aritmética real, obrigou a um estudo da estabilidade do problema de reconstrugdo tendo-se
obtido alguns resultados relevantes.

Estes resultados em combinagdo com os que foram obtidos no capitulo 5, abrem caminho
para o projecto pratico de cddigos de correccdo de erros no corpo dos reais, possibilitando a
suas utilizacéo e..ciente num grande numero de aplicacdes.

6.1 Trabalho futuro

Durante a execugdo desta tese foram identi..cados alguns problemas em aberto que pensamos
serem merecedores de um estudo futuro.

6.1.1 Caodigos convolucionais

A énfase deste trabalho foi sobre os sinais de dimens&o ..nita tendo-se dado maior atencéo
aos codigos por blocos. Para os codigos convolucionais conseguimos demonstrar que é possi-
vel com um banco de ..Itros que satisfaga a propriedade de reconstrugdo perfeita gerar um
sindroma que permite detectar e corrigir erros. Pensamos que neste dominio se encontram
em aberto os seguintes problemas:

e Continuar o estudo dos codigos convolucionais no corpo dos reais determinando a distan-
cia minima dos cddigos em funcao dos ..Itros e factor de sobre-amostragem utilizados.

e Pesquisar métodos de descodi..cacao e..cientes para os codigos convolucionais no corpo
dos reais.

e Os bancos de ..Itros como cddigos convolucionais de correccdo de erros podem ser im-
portantes para construir bancos de ..Itros para codi..cagdo com bandas de guarda na
frequéncia que permitam a correcgdo de erros.



114

6.1 Trabalho futuro

6.1.2 Estabilidade da reconstrucao

Os codigos de correcgdo de erros designados por “Turbo-Codes” [Divsalar 95, Rothweiler
99], utilizam entrelagamento das amostras do sinal mensagem na codi..ca¢do. Propomos
0 estudo da estabilidade numeérica deste tipo de codigos no corpo dos nimeros reais para
avaliar o seu desempanho.

Estudo dos cddigos sistematicos no corpo dos ndmeros reais, determinando a estabilida-
de da solucéo e limites para o condicionamento numérico das matrizes de reconstrucgao.

Estudo da estabilidade dos codigos realizados com a transformada DCT e outras trans-
formadas.

6.1.3 Projecto de codigos com aritmética real

Comparacéo da e..ciéncia da codi..ca¢do dos codigos de correcgédo de erros no corpo dos
reais com os cddigos em corpos ..Nnitos.

Teste dos codigos de correccdo de erros no corpo dos reais em realizagfes praticas com
diferentes tipos de canais de transmissao.

Teste dos codigos com aritmética real para protec¢do contra erros dos ..cheiros em com-
putadores. Uma vez que a simples alteracdo de um bit num ..cheiro de um computador
pode tornar este inutilizavel, esta aplicacdo dos cddigos com aritmética real, coloca
problemas de avaliacdo do erro numérico maximo introduzido pelo algoritmo muito
delicados.

Simpli..cacdo das expressdes de combinatoria obtidas no capitulo 5 para contar o nUmero
de padrdes de erro com uma dada distancia minima.

O conjunto dos padroes de erro que possuem uma dada distancia minima é normalmente
bastante grande e a gama de valores para o condicionamento do problema a resolver de
grande amplitude. Uma das solugdes consiste em sub-dividir cada uma destes conjuntos
classi..cando os padrdes de erro pelo nimero de vezes que a distancia minima é satisfeita.
Uma expressdo de combinatdria que conte o namero de padrdes de erro destes sub-
conjuntos, permitird aperfei¢coar o projecto dos codigos de correc¢do de erros no corpo
dos reais.



Apéndice A

Notacao utilizada

Tentou-se de..nir uma notacdo Unica a utilizar durante toda a tese. Praticamente em todo
0 texto apenas se consideram sinais discretos e com um namero ..nito de amostras, ou seja,
vectores, dai a opgéo pela utilizagdo da notagdo algébrica uma vez que é mais compacta e de
facil compreensdo. Na lista que se segue estdo a maior parte das convengdes utilizadas.

2 Sinal temporal ou vector.

e 1, Elemento de um sinal. Em determinadas situagdes, por uma questao de legibelidade
do texto poderemos usar igualmente x (n) para o mesmo efeito

e & Transformada de Fourier do sinal x.

e A matriz;

e AT Transposta da matriz A;

e A* Conjugada da matriz A;

e A’ Conjugada da transposta da matriz A;
e F' Matriz da transformada de Fourier;

e z(S) Elementos de z, cujos indices sdo dados pelo conjunto de inteiros S.

x * y Convolugdo entre os sinais x e y.

N dimensao do bloco de dados

e K numero de amostras conhecidas do sinal.

e M = N — K namero de zeros do espectro de um codigo de correccdo de erros

t nmero de erros a corrigir.

j= VL.
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A.l Siglas utilizadas durante a tese

e BCH- Bose, Chaudhury and Hocquenghem

e CDM- Cddigo de distancia maxima

e TCCE- Teoria dos Cédigos de Correccédo de Erros
e PDS- Processamento Digital de Sinal

e DFT- Discrete Fourier Transform

e FFT- Fast Fourier Transform

e DCT- Discrete Cosine Transform

e ODFT- Odd Discrete Fourier Transform
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