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Neste trabalho prova-se a existéncia de minimizantes relaxados em problemas
de controlo 6ptimo n&o convexos usando técnicas de compactificagao.

Faz-se a extensdo do exemplo de Mania a dimenséo dois, obtendo-se uma
classe de problemas variacionais em 2D que apresentam Fenomeno de
Lavrentiev. Prova-se que o fendmeno persiste a certas perturbagdes, obtendo-
-se assim uma classe de funcionais cujos Lagrangianos sdo coercivos e
convexos em relagdo ao gradiente. Adicionalmente, apresentam-se exemplos
de problemas do célculo das variagdes com diferentes condigbes de fronteira,
e em diferentes tipos de dominios (incluindo dominios com fronteira fractal),
gue exibem Fenémeno de Lavrentiev.
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The existence of relaxed minimizers of nonconvex optimal control problems is
proved in this work using compactification techniques.

The example of Mania is extended to two dimensions, thus obtaining 2D
examples which exhibit the Lavrentiev Phenomenon. The persistence of the
phenomenon for certain perturbations on the integrands is proved, thus arriving
to a class of functionals whose Lagrangians are coercive and convex with
respect to gradient, and which exhibit the Lavrentiev Phenomenon. Examples
for the problems of the calculus of variations with different types of boundary
conditions and different types of domains (including domains of fractal
boundary), which exhibit the Lavrentiev Phenomenon, are also constructed.



Contenudo

Introducao 1
1 Alguns resultados e definicoes em espacgos de Sobolev 7
1.1 Definicoes e conceitos de base . . . . . . .. ... 7

1.2 Geometria do dominio . . . . . ... Lo 10
1.2.1 Operador extensao . . . . . . . . . . . .. 10

1.2.2 Operador trago . . . . . . . . . . 13

1.2.3 Exemplos de dominios onde existe Tr . . . . . . . ... ... ... 16

1.3 Lema de integragao parcial . . . . . . . . .. ... oL 20

2 Existéncia de minimizante relaxado 25
2.1 Introdugao . . . . . . . .. 25
2.2 Problema relaxado . . . . . .. ..o 28
2.3 Problema relaxado de tempo 6ptimo . . . . . ... ... 33
2.3.1 Mudanga de variavel . . . . . . ... L 33

2.4

2.5

2.3.2 Reducao do problema relaxado a um problema relaxado de tempo

Optimo . . . . . .o 34
Problema compactificado . . . . . ... ... L 36
2.4.1 Compactificacago de Loeb . . . . . . . .. ... 38
2.4.2 Convexidade de ES(CU) . . . . . . . 42
Existéncia de minimizante relaxado . . . . . . .. ... 44



3 Fenémeno de Lavrentiev
3.1 Introducao . . . . . . . ..
3.2  Generalidades sobre o Fenomeno de Lavrentiev . . . . . . . . .. .. .. ..
3.3 Construcao de algumas sucessoes minimizantes . . . . . . . . . .. .. ..
3.3 1 Exemploem 1D . . . . . . ...
3.3.2 Exemploem 2D . . . . ...
3.4 Exemplo de um funcional em 1D que exibe fenémeno de Lavrentiev . . . .
3.5 Extensao do exemplo de Mania a 2D . . .. .. ... ... ... .. ....
3.5.1 Lavrentiev gap . . . . . . . ...
3.5.2  Persisténcia do fenémeno de Lavrentiev . . . . . . . . ... ... ..
3.5.3 Fronmteira livre . . . . . . ...

3.6 Exemplo em 2D com duas variaveis independentes . . . . . . ... .. ..

4 Fenétmeno de Lavrentiev em dominios nao rectangulares
4.1 Introdugdo . . . . . . . ..
4.2 Problema com condigoes de fronteira . . . . . . . ... ...
4.2.1 Mensurabilidade do conjunto no caso em que |D;| >
4.2.2  Mensurabilidade do conjunto no caso em que |D;| <
4.2.3 Lavrentiev gap . . . . . . ..o
4.3 Fronteira livre . . . . . . ..o

4.4 Dominio aberto e existéncia de funcional que exibe gap . . . . . . . . . ..

Problema em aberto
Bibliografia

Indice Remissivo

11

51
o1
o1
o4

57
62
64
66
1)
79
87

95
95
96
98
102
104
109
114

117

119

125



Introducao

O presente trabalho aborda as questoes de existéncia de minimizantes de um problema
variacional formulado para vérias classes de funcgoes, de regularidade dos minimizantes e

da dependéncia do valor do minimo ou infimo da classe de fungoes considerada.

O resultado cléassico de existéncia, o célebre Teorema de Tonelli, estabelece a existéncia de
minimizantes na classe das fungoes absolutamente continuas sob as hipoteses de coercivi-
dade (crescimento superlinear) e convexidade. Se falhar esta ultima hipotese, considera-se
a extensao (relaxamento) do problema para a classe de controlos relaxados, usando um

método classico proposto nos anos 60.

A questao de existéncia de minimizantes na classe de controlos relaxados foi estudada
detalhadamente, no caso em que o conjunto de parametros de controlo é limitado. No
caso de controlos nao limitados a tinica referéncia que se conseguiu encontrar é o tratado
classico de Cesari [18], onde o respectivo resultado é apresentado na forma duma nota, e
cuja demonstragao s6 pode ser recuperada a partir da analise e das sucessivas modificagoes

de resultados semelhantes.

Nesta dissertacao propoe-se uma abordagem completamente diferente desta questao. A
ideia central desta abordagem baseia-se na ideia introduzida por Gamkrelidze e que con-

siste, num primeiro passo, numa transformagao do problema de Lagrange

T
/ [(t, z,u)dt — min, ' = f(t,z,u),
0



num problema de controlo de tempo 6ptimo para um sistema auténomo de controlo e, num
segundo passo, no uso de uma compactificacao do conjunto dos parametros do controlo.
Com esta compactificagdo é possivel a aplicacao do Teorema de Filippov (1959), o qual
estabelece a existéncia de minimizantes para problemas auténomos de tempo 6ptimo com
controlos limitados. As condic¢oes de coercividade garantem que as fungoes [ e f do pro-
blema original podem ser estendidas para a compactificacdo (para o ponto que corresponde
ao “infinito”). Esta ideia, que envolve a compactificacao de Alexandroff, foi usada por Gam-
krelidze para mostrar a existéncia de minimizantes de problemas variacionais classicos com

Lagrangianos convexos.

Sarychev e Torres (2000) usaram este tipo de técnica e o mesmo tipo de compactificacao
para provar a regularidade lipchitziana dos minimizantes de um problema de Lagrange
com dindmica afim de controlo, e Torres (2003) usou-a num problema de Lagrange com

dindmica nao linear.

Neste trabalho segue-se uma abordagem semelhante para controlos relaxados. Usando a
convexificagao do Lagrangiano e do segundo membro do sistema dindmico, passa-se de
um problema de Lagrange cujo Lagrangiano é positivo e nao convexo para um problema
relaxado. A transformacao de Gamkrelidze transforma este tltimo problema num problema

autonomo de tempo 6ptimo.

No entanto, as condi¢oes standard de coercividade impostas as fungoes [ e f do problema
original nao se verificam no problema relaxado. Nao podendo prosseguir com a compac-
tificacao minima de Alexandroff, recorre-se & compactificacao mais rica do conjunto dos
controlos, introduzida por Loeb. Esta ideia foi usada por Guerra e Sarychev (2008) para
provar resultados de regularidade lipschitziana de minimizantes relaxados de problemas de

controlo 6ptimo.

Nesta dissertacao apresenta-se uma demonstracao de existéncia de minimizantes relaxados
em controlo 6ptimo sob condi¢oes mais fracas do que as apresentadas por Guerra e Sarychev

(2008). Para este efeito, descrevem-se as propriedades topologicas da compactificagdo



obtida para o conjunto de controlos CU.

Uma outra classe importante de questoes é a dependéncia do minimo dos funcionais do
dominio da sua definicao. O célebre fenémeno de Lavrentiev verifica-se quando o infimo
do funcional num espaco de Sobolev W1? depende do expoente p, ou seja, da regularidade
imposta as funcoes admissiveis. Este fenémeno assume, nas areas do céalculo das variagoes
e do controlo 6ptimo, uma grande relevincia tedrica e consequéncias importantes para
os métodos numéricos. Assim, é da maior importancia obter resultados de regularidade

lipschitziana que permitam excluir este tipo de ocorréncia.

O primeiro exemplo de funcional que exibe fenémeno de Lavrentiev foi apresentado por
Lavrentiev (1926) como resposta a uma pergunta colocada por Tonelli. Apos este, outros
exemplos em dimensao um foram construidos. O que aparece mais vezes referenciado é o
exemplo apresentado por Mania (1934). Contudo, este exemplo nao satisfaz as condigoes
de existéncia de Tonelli. Ball e Mizel (1984) apresentaram, em 1D, um funcional regular
que exibe fenémeno de Lavrentiev, e que satisfaz as condi¢oes do Teorema de Tonelli.
Sarychev (1997) apresentou uma classe de problemas auténomos regulares de 22 ordem em

1D que exibem fenémeno de Lavrentiev.

Existem muitos outros exemplos de funcionais que exibem o fenémeno de Lavrentiev, bem
como resultados de regularidade dos minimizantes, os quais excluem a ocorréncia do fe-
némeno. O primeiro resultado de regularidade lipschitziana foi apresentado por Tonelli.
Clarke e Vinter (1985) provaram a regularidade lipschitziana para Lagrangianos auténo-
mos em 1D. Mais recentemente, a este respeito, foram apresentados resultados por Torres
(2003), Ornelas (2004) e Dal Maso e Frankowska (2003), entre outros, que estendem os

resultados apresentados por Clarke e Vinter.

No caso multidimensional, em comparacao com o que se passa em dimensao um, nao
existem tantos exemplos de funcionais que apresentam o fenémeno de Lavrentiev bem
como resultados de regularidade. Em termos de exemplos, salienta-se o apresentado por

Foss (2003) onde sao construidos funcionais, em 2D, cujo infimo depende continuamente



do expoente do espaco de Sobolev ao qual pertencem as fung¢oes consideradas. De acordo
com o conhecimento da autora do presente trabalho, nao foi proposta uma extensao dos

exemplos classicos do fendmeno de Lavrentiev ao caso multidimensional.

Nesta dissertacao apresenta-se uma classe de funcionais que sao uma extensao do exemplo
de Mania a 2D. Comeca-se por tratar o caso em que o dominio é rectangular, e estende-se
o estudo a dominios cuja fronteira é irregular, podendo mesmo ser fractal. A maior difi-
culdade na construcao desta extensao consistiu na prova da mensurabilidade de conjuntos

em 2D que, no caso unidimensional, sao intervalos.

Prova-se, também, a estabilidade do fenémeno de Lavrentiev face a algumas perturbacoes
aditivas, obtendo-se uma classe de funcionais regulares nos tipos de dominios mencionados
anteriormente. A custa desta classe de funcionais construiram-se problemas variacionais

em 2D, sem condigoes de fronteira, que exibem fenémeno de Lavrentiev.

A passagem do dominio rectangular para um dominio com fronteira irregular pode trazer
alguns problemas na interpretacao das condigoes de fronteira. Para poder dar uma inter-
pretacao a classe de funcgoes AP = {u c WHP(Q) : ulpq = uo} trabalha-se em dominios
onde é possivel definir os operadores extensao e trago. Apresentam-se alguns dominios cuja
fronteira ¢é fractal e que estao nestas condigoes e prova-se que, em dominios deste tipo, a

classe de funcionais construida em 2D continua a exibir fenémeno de Lavrentiev.

Como ja foi referido, resultados de regularidade em 2D sao mais escassos, nomeadamente
para o caso autéonomo, que em 1D. Neste trabalho, partindo de uma classe de funcionais
autonomos em 2D, constroem-se sucessoes de minimizantes que permitem concluir a nao

existéncia do fendmeno de Lavrentiev nesses casos.

O presente trabalho esta dividido em quatro capitulos. No Capitulo 1 mencionam-se al-
gumas defini¢oes e resultados em espagos de Sobolev que serao necessarios para o que se
segue. Demonstra-se também o Lema de integracao parcial, uma vez que, ao longo do

b
trabalho é necessario calcular / vy (s, t)dt quando v, é a derivada parcial fraca.



No Capitulo 2 apresenta-se uma demonstragao do resultado de existéncia de minimizantes

relaxados de um problema de controlo 6éptimo nao convexo.

No Capitulo 3 apresentam-se alguns exemplos de problemas variacionais que exibem o fe-
noémeno de Lavrentiev. Recorrendo a técnicas de reparametrizagao, constroem-se sucessoes
de minimizantes para problemas auténomos nao regulares em dimensao um e em dimen-
sao dois, que nao exibem fenémeno de Lavrentiev. Apresenta-se, também, a extensao do
exemplo de Mania a dimensao dois em dominios rectangulares com diferentes condigoes de

fronteira.

Por 1ltimo, no Capitulo 4, generaliza-se a classe de funcionais apresentada no Capitulo 3

a dominios nao rectangulares cuja fronteira pode ser irregular.






Capitulo 1

Alguns resultados e definicoes em

espacos de Sobolev

1.1 Definicoes e conceitos de base

Ao longo deste trabalho 2 é um aberto de R", os integrais sao integrais de Lebesgue, a
medida de conjuntos ¢ a medida de Lebesgue, sempre que nada se indicar em contrario,
e LP(Q2) sao os espagos usuais de Lebesgue, que consistem nos conjuntos das (classes de

equivaléncia das) fungoes definidas em 2 que verificam

1

1 llmiey = ( / |f<x>\pdx)” <o 1<p<oo

[fllz (@) = esssupzeal f(x)| < 00, p = oo,
onde dr é a medida de Lebesgue.

Definicao 1.1.1. Dada uma funcao f definida em €2, designa-se por suporte de f o con-

junto definido por

suppf:{xEQ : f(x);«éO}.
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Definigao 1.1.2. Sejam 1 < p < +o0, k € N e a € Nj um multi-indice com |a| = ¥}_, a;.
Define-se o espaco de Sobolev W#?(2) como sendo o conjunto de todas as func;oes que
pertencem a LP(Q2) e cujas derivadas fracas, ou no sentido das distribuigoes, de ordem «
com |a| < k existem e pertencem a LP(Q2). Em W*P(Q) considera-se a norma
1 llwer@ = > 1D fllr)-
|| <k

Designa-se por VV;Zf(Q) o conjunto de todas as fungdes f que pertencem a W*»(V) para

todo o aberto e limitado V' C R" tal que V C 0.

Recorde-se que dada uma funcao f localmente integravel em €2, diz-se que uma fungao
g localmente integravel em 2 é a derivada fraca de ordem « de f em €2 se, para todo o
v € C(Q), isto &, para todo o ¢ infinitamente diferenciavel com suporte compacto em 2,
se tem
| s@pet)de = (<1 [ gyt .
o™ o™

ox'  Oxon
Definigao 1.1.3. O espago de Schwartz, S(R"), é o espago de todas as fungoes ¢ infinita-

onde D = . Escreve-se g = D“f.

mente diferenciaveis que verificam
ll¢llks < oo, para todo k, I € Ny,

onde

lelle. = sup (1+ 22 Y |D%(x

|| <t

Definicao 1.1.4. Uma funcao f: Q2 — R™, m € N, diz-se lipschitziana quando

1 () = F@Il < Lz =yl

para alguma constante L > 0 e para todo z, y € Q.

Se uma funcao f for lipschitziana em cada compacto K C 2, diz-se que f é localmente

lipschitziana. Usando o Teorema de Rademacher (|25]; p.81) conclui-se que se uma fungao
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¢ localmente lipschitziana entao é diferenciavel em quase toda a parte. Uma funcao é

localmente lipschitziana em Q se e s6 se f € W™(Q) ([25]; p.131).

Definicao 1.1.5. Seja d um ntmero real nao negativo. Define-se medida de Hausdorft de

dimensao d do conjunto 2 como sendo
HY(Q) = lim HA(©),

onde
oo

HL(Q) = inf { Z |U;|* : {U;} éuma S-cobertura de },

i=1

com |U;| o diametro de Uj, isto ¢, |U;| =sup {|z —y| : z,y € Ui} e 0 < |U;| < 6.

Em dimensao um, dado u a pertencer a Wt(Ja, b[), u é absolutamente continua e, por
conseguinte, u é uniformemente continua em |a,b[. Assim, é possivel estender u por con-
tinuidade a fronteira, designando-se por u(a) e u(b) os valores obtidos desta forma. Uma
vez que para p > 1 e a,b € R vem W'P(Ja,b[) € W'!(Ja,b]), ndo ha problemas com a

interpretacao das condigoes de fronteira no caso de dimensao um.

No caso geral, em dimensao superior a um, a abordagem que se faz em dimensao um de
estender por continuidade a fronteira nio é possivel, uma vez que as fungoes de W1?(Q) com
2 C R™ nao sao necessariamente continuas. Assim, serd necessario dar uma interpretagao

as condicoes de fronteira.

Dados 1 < p < oo, pretende-se dar uma interpretacao as condi¢oes de fronteira para
fungoes u € WHP(Q), as quais se designardo por ulpn = ug. O processo mais simples
consiste em restringir a atencao as fungoes do espago de Sobolev que se podem estender
por continuidade & fronteira, as quais se representam por C(f), ou seja, a funcdes que

pertencem a WHP(Q) N C(Q).

Contudo, recorrendo a operadores de extensao e trago é possivel dar uma interpretacao as

condicoes de fronteira, alargando assim a classe das fungoes a considerar.
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Definicao 1.1.6. Dados 1 < p < oo e k € N, designa-se por EWX? a classe de dominios
Q) C R"™ para os quais existe um operador extensdo linear continuo E : W*?(Q) —
WHkr(R™). Em particular, E verifica Fulg = u ¢ ||Eullyrogn) < Cllullwrs) para todo o

u € WFP(Q), onde Fulq designa a restri¢io pontual.

A existéncia do operador extensao e a possibilidade de definir condigoes de fronteira em
WLP(Q) depende da geometria de Q. Assim, no que se segue, definem-se alguns tipos de

dominios.

1.2 Geometria do dominio

1.2.1 Operador extensao

Definicao 1.2.1. Diz-se que um dominio limitado 2 é de Lipschitz, ou que 02 é de
Lipschitz, se, para cada = € 0f2, existe r > 0, uma mudanca de coordenadas adequada

(se necessério) e uma funcao lipschitziana f : R"™! — R tal que para um paralelepipedo

Qx,r) = {y: lys — | <75 i = 1n} se tem

QNQ(x,r) = {y Cfy, Y2, e Y1) < yn} NQ(x,r).

Para dominios cuja fronteira é de Lipschitz, Calderén [14| provou que para cada k € N,
existe um operador extensao,

By WFP(Q) — WFP(R™),
para todo 1 < p < oo.

Mais tarde, Stein [45] estendeu este resultado e provou que existe um operador extensao

E:WhP(Q) — WHP(R™),
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para todo o k € N e para todo 1 < p < .

Em dominios que sao de Lipschitz, para além da existéncia do operador extensao é possivel

garantir algumas caracteristicas desse operador como se refere no teorema seguinte.

Teorema 1.2.2. (/25]; p.135) Sejam Q e V dois subconjuntos abertos de R®, Q C V, 99

€ de Lipschitz e 1 < p < co. Entao existe um operador linear continuo
E W (Q) — WP (R™)

tal que

FEulg =u

supp(Eu) C'V,

para todo u € WHP(Q).

Jones [31] provou a existéncia do operador extensao para uma classe mais larga de dominios

localmente uniformes.

Defini¢ao 1.2.3. Diz-se que um dominio € é um dominio (¢,d) localmente uniforme se,

dados quaisquer dois pontos x, y € € tais que |z — y| < 0, existe um arco rectificével
[z —y|
€

~v C €2 de comprimento nao superior a e tal que para todo o z € ~y

€lz — zl|z — g
|z —y

dist(z,00) >

Como é referido por Jones [31], todo o dominio que é de Lipschitz é (e, d) localmente
uniforme. Contudo, o inverso nao se verifica [42]. Por exemplo, o dominio floco de neve de

Koch ¢ localmente uniforme e nao é de Lipschitz [42)].

Jones [31] provou que dado um dominio 2, (¢,6) localmente uniforme, para cada k € N

existe um operador extensao

By, : WEP(Q) — WhP(R™),
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para todo 1 < p < 0.

Mais tarde, Rogers [42] provou que o operador extensao ¢ independente de k, isto é, que

existe

E:WHP(Q) — WHP(R™),
paratodoo ke Nel <p < oo.
Se Q é de Lipschitz, W*?P(Q) c C(Q) para p > n, com C(Q) o conjunto das funcdes

uniformemente continuas em €. Assim, dado u € W*P({2) existe sempre um representante

continuo que se estende continuamente (e univocamente) a fronteira e, neste caso,

{u e WkP(Q)NC(Q) : ulpg = ug} = {u c WHP(Q) : ulsg = uo}.

Se ) nao é de Lipschitz, uma possibilidade é usar o operador extensao, definir o operador
trago e, a custa deste operador, dar uma interpreta¢do aos valores na fronteira, u|gq, de

uma funcao u definida em (2.
Assim, para que tal seja possivel é necessario que 2 € EW*P paracadak € Nel < p < oo.

Contudo, por vezes é dificil verificar que um dominio esta nessas condicoes. No Capitulo 4
trabalhar-se-a4 com dominios €2 limitados por fractais. Nestes e noutros casos considera-se

0 espaco
Wk?[Q] = {u c WHP(Q) : 3g € WHP(R™) tal que glg = u q.t.p.},

isto &, o espago das fungoes que sao restrigoes a € de elementos de W*P(R™).

A norma em W*?[Q)] ¢ dada por
HUHW’W’[Q} = inf {HQHW’“!P(R") tgla =wu Q-t-p-}‘
Da definigao de W*?[Q)] conclui-se que
WhIQ] € Wh(Q),

e a igualdade verifica-se em dominios com a propriedade de extensao, por exemplo em

dominios (e, §) uniformemente continuos.
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1.2.2 Operador traco

Dada uma func¢ao continua, a restricao da funcao a um subconjunto do seu dominio é
dada pontualmente. Quando se tem uma funcao num espago de Sobolev definida em q.t.p.
e se precisa de considerar a restricao dessa fungao a um conjunto de medida zero, que

interpretacao deve ser dada neste caso?

No que segue apresentam-se alguns conceitos e resultados que permitem definir o operador

traco.

Definigao 1.2.4. Seja I' C R" fechado nao vazio e d €]0,n|. Diz-se que I" é um conjunto-d

se existem constantes ¢y, ¢y positivas tais que para todo v € T' e todo o r €]0, 1], se tem
crr? <HYB(y,r)NT) < eor,

onde H? é a medida de Hausdorff de dimensdo d e B(v,r) é a bola fechada centrada em

e raio r.

Seja I' C R™ um conjunto-d. Dada uma funcdo ¢ a pertencer a S(R"), define-se traco de
¢ em I' como a restrigdo pontual de ¢ a I, isto ¢, trrp = ¢|r. Uma vez que S(R") é
denso em W'P(R") para 1 < p < 0o, aproxima-se f € W'P(R") por p; € S(R"), j €N, e
define-se trago de f em I' como sendo o limite de (trpy;) sempre que existe uma constante

c > 0 tal que
[tree| L2 (T < cllp|WHP(RM)], Ve € S(R"),

onde LP(T") ¢ considerado em relagao a medida H? . Assim definido, trrf € LP(T).

Definicao 1.2.5. Diz-se que 2 C R" é um dominio com interior regular se J¢ > 0 tal que,

para todo o x € 0f) e para todo o cubo ) centrado em z e de lado [ < 1, se tem

2nQ| = dql. (L.2.1)

E facil de verificar que esta definicao é equivalente a afirmar que © é um conjunto-d, com

d = n, sem necessidade de impor que €2 seja fechado.
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Teorema 1.2.6. ([15/; p.55) Seja Q@ C R™ um dominio com interior regular, tal que a sua
fronteira 0Q € um conjunto-d com d <n. Sep>1ep>n—d, dadouw € W'P[Q], entio

toda a fungao f € WHP(R™) tal que flo = u tem o mesmo trago em OS).

Definicao 1.2.7. Sejam (2 um dominio com interior regular cuja fronteira, 02, é um
conjunto-d, p > 1 e p >n —d. A funcdo Tru de LP(99) definida por

Tru = tryaf

com f € WHP(R") tal que f|g = u, da-se o nome de trago de u em 9N e, para H? quase

todo = € 0f), vem

1
Tru(x) = lim —/ u(y) dy. 1.2.2
( ) r—0 ’B(:L‘,T‘)mf“ B(z,r)NQ ( ) ( )

Dado u € WP[Q]NC(Q), seja Eu uma extensdo de u a R™. E possivel usar uma extensio
Eiu de forma a que Eiu = Eu em q.t.p. e que em 0f2 tome os valores que se obtém
por extensao por continuidade de u & fronteira. Neste caso identificam-se os valores na

fronteira, u|39, como sendo E1u|39, visto Eju ser continua.

Teorema 1.2.8. (/25]; p.133) Se Q é um dominio limitado cuja fronteira € de Lipschitz e

1 < p < oo, entao existe um operador linear continuo
Tr: Wh(Q) — LP(09)
tal que
Tru=u em 0f,

para todo o u € WP(Q) N C(Q), onde C(Q) € o espago das fungdes uniformemente conti-

nuas em €.

Teorema 1.2.9. (/13/; p.59) Seja Q2 um dominio com interior regular e tal que a fronteira,

02, € um conjunto-d. Sep > 1 ep>n—d, entdo o operador trago
Tr: WH[Q] — LP(09)

€ um operador linear continuo.
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Definigao 1.2.10. Um dominio 2 C R" diz-se minimamente regular se int(Q) = Q.

Dado € aberto e limitado e p > 2 vem W'P(Q) c W%(Q). Aplicando os resultados
apresentados por Triebel em (|49];p156,157) ao caso particular dos espagos de Sobolev
com p > 2 (é possivel visto que W'?(Q) coincide com o espago Bj,(€2)) conclui-se que,
enfraquecendo a condi¢ao de dominio interior regular para esses valores de p e usando
apenas dominios minimamente regulares que sejam limitados, é possivel definir traco de

acordo com a Definicao 1.2.7.

Observagao 1.2.11. Se existem partes da fronteira 02 que sao conjuntos-d para valores
de d diferentes, de acordo com os resultados apresentados, nada se pode concluir sobre a
existéncia de trago. Neste caso, se for possivel considerar uma extensao de €2, €2, tal que
a parte da fronteira, 0:€), onde se pretende definir trago, verifique 9,2 C 9€), e 0f). seja

conjunto-d, usando (1.2.2) vem

1
T =T = lim ———— d
Tu(x) rv(x) TE}O |B(.§l}, 7’) N Q| B(z,r)NQ u(y) v

para z € 9,Q, u € W'P[Q] e v € WP[Q,] tais que u = v em (.

Nos Capitulos 3 e 4 sempre que se refere a classe AP para 1 < p < oo entende-se a classe
das fungoes que estao no espaco de Sobolev e para as quais é possivel dar uma interpretacao

as condigoes de fronteira através do trago. Seja
AP = {u e WO NT(Q) : ulon = uo}. (1.2.3)
No caso do dominio ser de Lipschitz, de acordo com o Teorema 1.2.8 vem

AP = {u e W(Q) : ulpo = uo}.

Para dominios cuja fronteira ¢ um conjunto-d

AP = {u e W[Q) : ulon = uo}
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para p > 1 ou p > 2 consoante {2 seja um dominio com interior regular ou seja um dominio

minimamente regular.

Nos casos em que nao esté garantida a existéncia de tracgo trabalha-se com AP definida em

(1.2.3).

1.2.3 Exemplos de dominios onde existe 1'r

Nesta seccao apresentam-se exemplos de dominios 2 C R? cuja fronteira pode ser fractal e
que estao nas condigoes de definir o operador traco uma vez que, no Capitulo 4, trabalhar-
se-4 com problemas variacionais, face ao fenémeno de Lavrentiev, definidos em dominios

deste tipo.

Exemplo 1.2.12. Considere-se o dominio 2 = {(s,t) eER?:s€]0,1[ A Oi(s) <t < 02(5)}
onde as funcoes 0; e 0 sao tais que 9N é de Lipschitz. Nestas condicoes, Q € EW? para
1 < p < 00 e, consequentemente, WHP[Q] = WP(Q). Além disso, usando o Teorema 1.2.8,

o traco de uma fungiao de W?(Q) est4 bem definido para dominios deste tipo.

Nota 1.2.13. Nao basta que 6; e 6, sejam lipschitzianas para que Q € EW?'P. Por
exemplo, considere-se € > 0, o dominio = {(s,t) eER?:s5€)0,1[AO<t< 3”35}, a

fungio u(s,t) = s~ 7= e o espago Wh¢(0Q).

Como

1
/ lu(s,t)|*t* dtds = / s Sdtds =
Q Q 24 2¢

- c 2+¢ - €1+5
t fdtds = T dtds = ———
[ 1vuts. 0 aas <2+5) [ -

conclui-se que u € WH*He(Q).

Como WP(R?) C C(R?) para p > 2, toda a fungao que pertence a Wh2*¢(R?) ¢ continua.
Se existisse uma extensao Fu seria continua, o que é impossivel. Assim, u nao admite

extensao a R2.
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Como se referiu anteriormente, caso nao seja possivel provar a existéncia do operador ex-
tensao trabalha-se em W1?[Q)]. Ultrapassado esse problema, para a existéncia do operador
trago é suficiente que a fronteira seja conjunto-d, com d nas condi¢oes do Teorema 1.2.9, e
o dominio seja interior regular, ou o dominio minimamente regular se p > 2. No que diz
respeito & fronteira ser conjunto-d, nos casos em que se precisa do traco s6 em parte da

fronteira, basta que essa parte seja conjunto-d, de acordo com a Observacao 1.2.11.

Exemplo 1.2.14. Considere-se o dominio {(s,t) eR*:s€]l—35,3[Am(s)<t< 772(3)}
com 12(s) = Wy(s + 1) e ni(s) = —Wyu(s + 3) e onde Wy, ¢ a funcdo definida em
(|15];p.12). Como é indicado nesta referéncia bibliografica, esta fungao é o limite de uma
sucessao de fungoes que se obtém por sucessivas iteragoes. Por exemplo, na iteragao j
obtém-se um dominio cuja fronteira é formada por segmentos de recta que sao diagonais
de rectangulos de comprimento 1277 e altura 477. Nas Figuras 1.1-1.3 apresentam-se os

graficos da funcao inicial e das duas primeiras iteragoes.

Figura 1.1: Gréafico inicial.

Carvalho em ([15];p.12) prova que o grafico de Wy g é um conjunto-d com 1 < d < 2.

Seja Q = {(s,t) ER?: s €)0,1[A0i(s) <t < 62(5)} com 65(s) = 12(s)|jo1) € O1(s) =
m(s)|jo,11- Da forma como as fungdes 7, e 1, estao definidas conclui-se que o dominio €2 é

obtido por um processo iterativo.
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Figura 1.2: 12 iteracao.

Figura 1.3: 22 iteragao.

A fronteira de ) é a uniao de duas curvas que sao conjuntos-d, com 1 < d < 2, e de dois
segmentos de recta que sao conjuntos-d, com d = 1. Usando a Observagao 1.2.11, com o
domfnio Q. = {(s,t) € R? : s €] — £, 3[ A mi(s) < t < ma(s)}, conclui-se que se existir

traco em OS2, entao também existe trago em 92 N Of),.

Como o dominio {2, é minimamente regular e a sua fronteira um conjunto-d, com 1 < d < 2,
conclui-se que para v € WP[Q,], com p > 2, o trago de v em 952, estd bem definido
e, consequentemente, também o traco de u € W1P[Q] na parte da fronteira que limita

superiormente e inferiormente ().

Os dominios apresentados até agora sao limitados superiormente e inferiormente por grafi-
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cos de funcoes. Considere-se agora o caso de dominios fractais cuja fronteira nao é grafico

de funcoes.

Exemplo 1.2.15. Considere-se o dominio floco de neve de Von Koch. Pode-se imaginar
a sua construcao a partir de um triangulo equilatero e submeter cada lado a alteracoes

recorrentes, como a seguir se descreve.

Partindo de um segmento de recta (lado de um triangulo equilatero), constroem-se quatro
segmentos de recta de comprimento igual a um ter¢co do comprimento do segmento inicial.
Estes quatro segmentos substituem o segmento de recta inicial e obtém-se assim a 12
iteracao. Aplica-se este processo a todos os segmentos de recta obtidos na 12 iteracao
e obtém-se a 22 iteracao, tal como se pode ver na Figura 1.4. Aplicando este processo
repetidamente a todos os segmentos de recta que vao sendo sucessivamente construidos,
obtém-se as sucessivas iteragoes (ver Figura 1.5). A curva de Koch é o limite para o
qual tende esta construcao, repetindo as operagoes referidas, sucessivamente, para cada
segmento. Se se aplicar a cada lado do triangulo equilatero o que foi descrito para um
segmento de recta, obtém-se o dominio floco de neve de Von Koch. Nas Figuras 1.4-1.5

apresentam-se 4 iteracoes para a obtencao do dominio referido.

Figura 1.4: 12 e 22 iteragoes.
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Figura 1.5: 32 e 52 iteragoes.

Neste dominio é possivel definir o operador extensdo uma vez que é um dominio (e, d)
localmente uniforme ([31]). Além disso, este dominio é minimamente regular e a sua
fronteira um conjunto-d, com 1 < d < 2. Assim, para p > 2 é possivel definir o operador

traco.

1.3 Lema de integracao parcial

Sejam © um aberto de R? e u € W?(Q). Existem resultados que permitem concluir que,
sob condigoes adequadas, as derivadas parciais de u (classica e fraca) coincidem em quase
todo o €. Nos Capitulos 3 e 4 é necessario integrar uma derivada parcial fraca ao longo
dum segmento de recta paralelo a um dos eixos coordenados e contido em . No que se
segue prova-se o Lema de integragao parcial, o qual permite obter o valor pretendido. Para
provar este lema recorre-se a alguns resultados conhecidos, os quais se apresentam no que
se segue. Comeca-se por apresentar um processo de aproximar uma funcao de W1?(Q) por

fungoes C*.

Teorema 1.3.1. ( [25/;p.123) Sejam V' C R™ aberto, f € L}, (V), € > 0 e f., reqularizante

loc

de f, definida pela convolugao,

Je=mn* [,
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1
para n.(x) = gl (;) , x € R" comn e C®R") tal que
1
celelP-1 lz| < 1,
(@) =
0, |z| > 1.

1
Escolhe-se a constante ¢ de modo que / cellP-1dr =1.
lz|<1

i. Para cada £ >0, os reqularizantes f. € C*(V.), onde V. := {x € V : dist(x,0V) > e}.

ii. Se f e C(V), entao

fo— f com e — 0T,

uniformemente nos subconjuntos compactos de V.
iti. Em particular, se f € WEP(V) para algum 1 < p < oo, entdo
f- — f quando € — 0%

em W,oP(V).

loc

Teorema 1.3.2. (/25]; p.235) Seja f € I/Vllo’p(R”) para algum n < p < oo. FEntao, f é

C

diferencidvel L™ q.t.p., e a sua derivada coincide L™ q.t.p. com a derivada fraca.
Teorema 1.3.3. ( [8]; p.58) Sejam g, {gn}22, em LP(Q), com 1 < p < oo, tais que
lim ||g, — gl/z»r = 0.
k—oo

Nestas condigoes existe uma subsucessao {gn, }ro, tal que:

L g (2) — g(x) ¢.t.

ii. |gn, ()] < h(z), Yk ¢.1.Q2 com h € LP(Q2).
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Teorema 1.3.4. ([8]; p.155) Sejam u € WP (Q) e G € CY(R) tal que G(0) =0 e |G'(s)| <
M,V¥s € R. Entio, Gou € W (Q) e

O (Gou = (G ou 2"

.0,

No que se segue, para provar o Lema de integracao parcial considera-se Q =|ag, bo[x]a1, by ],

p €]2,+00], u € WHP(Q), u(s,a1) = ug e u(s,by) = uy, para q. t. s € [ag, byl.

Recorde-se que, com p e §2 nestas condigoes, W1P(Q) € C(Q), o que permite concluir que
existe sempre um representante continuo de u que se estende continuamente (e univoca-
mente) a fronteira, e as condigoes de fronteira u(s, a;) = ug e u(s, by) = uy, neste caso, sao

a restricao desse representante a parte da fronteira correspondente a t = a; e t = by.

Lema 1.3.5. (Lema de integracio parcial) Sejam v € W°(Q), a e b duas funcdes defi-
nidas em |ag, by] e mensurdveis tais que a1 < a(s) < b(s) < by para s € [ag,bo] € vy uma
deriwada parcial fraca de v. Entao,
b(s)
K@iﬂ&ﬂﬁ:v@ﬁ@»—v@@@»

para q.t. s € |ag, byl.

Demonstragdao Considere-se que v € Wh>(Q), v(s,a;) = ug, v(s,b1) = u; para q.t.
s € lag,bp] € 2 < p < co. Uma vez que Wh°(Q) C WP(Q), entdao v € WHP(Q). Seja
V C R? um aberto cuja fronteira é de Lipschitz e tal que Q CC V (isto ¢, Q C V) e seja
Ev uma extensao de v a R? (do Teorema 1.2.2 conclui-se que existe uma extensiao nestas
condigoes). Assim, Ev € WP(R?), Ev(z) = v(z),x € Q e suppEv C V. Uma vez que
Evl|y e v admitem representantes que se estendem por continuidade a fronteira (os quais

designamos por Ev|y e v, respectivamente), entdo Ev(x) = v(x) em (.

Considere-se £ > 0 e a sucessao de regularizantes, v., de Evly.
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Do Teorema 1.3.1 iii., com f = Ev|y e f. = v,
ve — Euly
em WLP(V), quando € — 07

1
Seja e = —, n € Nev. =uv,. Por aplicagao do Teorema de Fubini resulta
n

bo b(s)
lim (/ (lon(s,t) = v(s, )" + [(vn)e) (s, t) — ve(s, 1)) dt) ds = 0.

n—oo ao (S)

b(s)
Do Teorema 1.3.3, com g, (s) = / (Jon(s,t) — v(s, )" + [(vn)e(s,t) — ve(s,8)|") dt, g =0

a(s)
e p = 1, conclui-se que existe uma subsucessao {g,, } tal que g,, — 0 para s € [ag, bo]\ M,

onde M é um subconjunto de medida zero. Assim, para s € [ag, bo]\ M,

b(s)
lim (|on, (s, ) — v(s,0)F + (v, )e(s, ) — vi(s,8)|7) dt =0

k—oo a(s)

e, consequentemente,
b(s)
lim U, (8,8) — v(s, t)[Pdt =0

k—o0 a(s)

b(s)
lim |(Un)e(s,t) — ve(s, 8)| dt = 0. (1.3.4)

k—oo a(s)

Por outro lado, para s € [ay, by,

b(s) b(s)
/ vt(s,t)dt—(v(s,b(s))—v(s,a(s)))‘ g/ (s, 8) — (on)e(s, ) dE+ (1.3.5)

(s)

b(s)
/ (Unk)t(svt)dt—(v(sab(S))—U(S7a(8)))| < [ong (5, b(s)) — v(s, b(s))| +

+ |vn, (s,a(s)) — v(s,a(s))] (1.3.6)
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Do Teorema 1.3.1 i. e ii. (com f. = v,,) resulta que v,, — v uniformemente em 2, o que

permite concluir que, para ¢ > 0, existe ky € N tal que, para k > ko,

N S

< -, (1.3.7)

b(s)
/( ) (Vny )e(s, ) dt — (v(s,b(s)) — v(s, a(s)))

para todo s € [ag, bgl.

Além disso, para cada s € [ag, by|, da desigualdade de Holder vem

RS

(s) (s)

b(s) b(s) p—1
/ [00(5,2) — (uny)e(s, )] < ( / 0r(s,1) — <vnk>t<s,t>|p> dt - b — a7
e de (1.3.4) existe k; € N tal que, para k > ky,

b(s) 5
/ [ve(s,t) — (vn, )e(s, )| dt < 7 (1.3.8)
a(s)

Assim, de (1.3.5)-(1.3.8), para todo 6 > 0 existe ko € N tal que, para k > ko,

b(s)
/ v, )t — (v(s, b(s)) — v(s,a(s)))

(s)

e, consequentemente,

b(s)
/( | ve(s, t)dt — (v(s,b(s)) — v(s,a(s)))‘ =0,

para quase todo s € [ag, by]. n



Capitulo 2

Existéncia de minimizante relaxado

2.1 Introducao

Sejam [ e f duas fungoes tais que [ : [t1,t5] x R" X R" — Re f: [t1,t2] X R" x R” — R™.
Considere-se o problema de Bolza do controlo 6ptimo que consiste em minimizar funcionais

do tipo
J[z,u] = g(ty, z(t1), ta, x(t2)) +/ [(t,x(t),u(t)) dt, (2.1.1)

Jt1,t2]

com o par (z(.),u(.)) a satisfazer o sistema dindmico
Z'(t) = f(t, z(t),u(t)), q.t.t € [t1,ta], (2.1.2)
e as condigoes de fronteira
(t1,z(t1), o, 2(ty)) € B C R* 2, (2.1.3)

A variavel t é a variavel independente, designada por tempo, z(t) = (x1(t), - ,z,(t)),
designada por trajectoria, (t,z(t)) € A C R*™ e u(t) = (ui(t), uz(t), -+ ,u,(t)) ed C R"

para q.t. t € [t1, 5] designada por controlo.

No caso de g = 0 o problema ¢ conhecido por problema de Lagrange do controlo éptimo e

se [ = 0 por problema de Mayer do controlo 6ptimo.

25
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Quando as funcoes [ e f nao dependem explicitamente de t diz-se que o problema de

controlo 6ptimo é auténomo.
Nota 2.1.1. Um problema do calculo das variacoes do tipo
J[z] = / I(t,z(t),2'(t)) dt — min
Jtta]

com

r e AP

pode ser reescrito como um problema de controlo 6ptimo. Introduzindo o controlo u(t) =

x'(t) obtém-se o problema do controlo 6ptimo

J[z, u] :A t [l(t,m(t),u(t)) dt — min

com

(t,2(t)) € A e (ty,x(t1),ta, x(ty)) € B C R*" 2,

Definigao 2.1.2. Diz-se que o par (z,u) é um par admissivel ou solu¢do admissivel
(designa-se por (x(.),u(.)) apenas quando for necesséario) para o problema (2.1.1)-(2.1.3)

se satisfaz as seguintes condigoes:

i e Wh (]t ta]);

ii. u mensuravel e u(t) € U para q.t.t € [t1, to];

ii. o par (z,u) é solugao do sistema (2.1.2) para q.t. t € [ty, to];
iv. a fungao t — I(t, z(t),u(t)) € L'(Jt1,ts]);

v. x satisfaz as condigoes de fronteira (2.1.3).
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Seja P o conjunto de todos os pares admissiveis. O problema de controlo éptimo consiste
em determinar, se possivel, um par (Z,u) € P que verifique J[Z,u] < J[z,u| para todo o

par (z,u) € P. Se existir um par (Z,u) € P nessas condigoes, designa-se por minimizante.

Existem resultados de existéncia de minimizantes, que normalmente estao associados a
hipotese de convexidade e de coercividade de [ no caso do problema de Lagrange e de f no

problema de Mayer, em relacao ao controlo.

O Teorema de Filippov é um teorema geral de existéncia de minimizantes para problemas
de controlo 6ptimo para controlos limitados. Em [18| encontram-se vérias formulagoes deste
teorema consoante se estd na presenca de um Problema de Lagrange ou de um Problema

de Mayer.

Seja A = [t1, 1] X A com A; C R". Para cada t € [t;, 5], designa-se por A(t) = {z € R" :
(t,z) € A}. Dado (t,z) € A seja U(t,z) C R" o conjunto tal que u(t) € U(t,z). Seja M o
conjunto definido por M = {(t,z,u) € R : (t,z) € A A uw € U(t,x)}. Considere-se

o problema de minimizar o funcional

J[z,u] = g(ty, x(t1), ta, x(t2)) (2.1.4)

para x € Wh(Jty, t2[) e u mensuravel que satisfazem o sistema dinamico
2'(t) = f(t,z(t),u(t)), para q.t.t € [t,1s], (2.1.5)
(t,l‘(t)) < A7 U(t) € L{(t,x(t)) para q.t.t e [tth]? (tlax(t1)7t27x(t2)) €B. (216)
Teorema 2.1.3. (Teorema de Filippov para problemas de Mayer) ([18]; p.311) Sejam
A compacto, B fechado, M compacto, f continua em M, g semicontinua em B e para
x € A(t) os conjuntos Q(t,x) = {z : z = f(t,z,u), u € R} C R" sdo convezos para g.t.

t € [t1,t2]. Nestas condigoes, o problema de Mayer definido em (2.1.4)-(2.1.6) tem um

minimo absoluto no conjunto dos pares admissiveis.

No caso de falhar a convexidade, por vezes resolve-se o problema da existéncia de mini-

mizantes trabalhando com o problema relaxado, designando-se neste caso o minimizante
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por minimizante relaxado. Em [18] sao apresentados resultados de existéncia deste tipo de

minimizantes.

Os resultados de existéncia de minimizantes garantem que existem minimizantes absolu-
tamente continuos, nao necessariamente lipschitzianos. A presenca destes minimizantes
pode levar & ocorréncia do fenémeno de Lavrentiev. Este fenémeno ocorre quando o in-
fimo do funcional depende da regularidade imposta as trajectérias admissiveis, e assume
nas areas do célculo das variagoes e do controlo 6ptimo uma grande relevancia tedrica e
consequéncias importantes para métodos numeéricos. E, assim, da maior importancia ob-
ter resultados de regularidade lipschitziana que permitam excluir este tipo de ocorréncia.
Guerra e Sarychev [29] provaram a regularidade lipschitziana de minimizantes relaxados

usando a compactificacao de Loeb.

No que se segue pretende-se provar a existéncia de minimizantes relaxados usando uma

compactificacao desse tipo.

2.2 Problema relaxado

Definigao 2.2.1. Dada uma funcao f: A x R" — R, com A C R™, diz-se que f(z,u) é

convexa em relacao a u se para todo o x € A se verifica
[l aur + (1= a)ug) < af(z,ur) + (1 — @) f(z, uz),

para todo o € [0,1] e uy, us € R".

Definicao 2.2.2. Seja F um subconjunto de R”. O invélucro convexo de E é o menor

convexo de R™ que contém E e denota-se por convE.

Teorema 2.2.3. ( Teorema de Caratheodory) ([18]; p. 287) Seja E C R"™. Entao, qualquer
r que pertence ao involucro convexo de E pode ser representado por uma combinacao

convexa de vy elementos de E, com v < n+ 1.
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Sejam [ : [0, T]xR*"xR" — Re f: [0, 7] x R" x R" — R fungodes continuas em relacao
a todas as variaveis e T € [0, 4+o0] fixo. Considere-se o problema de Lagrange do controlo
6ptimo, PY

Jo[x,u]:/o I(t, 2(¢), u(t))dt —> min (2.2.7)

com o sistema dinamico
2() = f(t,2(t), u(t)), (2.2.8)

e as condigoes de fronteira

z(0) = o, z(T) = z1. (2.2.9)
Consideram-se as seguintes hipoteses:

e Para cada compacto X C R" existe uma fungao limitada inferiormente ¢ : [0, +00[—
R tal que

lim @ =+o0, e l(t,x,u) > o(||f(t,z,u)]), (2.2.10)

oo

para todo o (t,z) € [0,T] x X eu € R".
e Para cada compacto X C R"

lim (¢, x,u) = 400, (2.2.11)

[[ull—+o0

uniformemente em relagao a (t,z) € [0,7] x X.

No que se segue, as condigbes (2.2.10) e (2.2.11) s@o designadas por condigdes de coercivi-

dade.

Nota 2.2.4. Se o Lagrangiano [ do problema (2.2.7)-(2.2.9) satisfaz a condi¢ao de coerci-
vidade (2.2.10) entao existe ¢ € R tal que [(t, z(t),u(t)) > c¢. Por outro lado, ao adicionar
uma constante ao Lagrangiano do problema (2.2.7)-(2.2.9) néo se alteram os minimizantes.
Assim, minimizar

/OT 1t (), u(t))dt,
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sob as condig¢oes enunciadas (sistema dindmico e condi¢oes de fronteira), é equivalente a
minimizar
T
/ (U(t, z(t),u(t)) + (1 — ¢))dt.
0
Sendo assim, no que se segue considera-se, sem perda de generalidade, que [(¢, z(t), u(t)) >

1.

Dado um problema de Lagrange do tipo apresentado em (2.2.7)-(2.2.8) nao convexo, o
mesmo ¢ dizer que o Lagrangiano [ nao é convexo em relagao a wu, pode-se obter um
problema convexo associado, P", designado por problema relaxado ou, para alguns autores,
problema generalizado. Para tal usa-se a convexificagao do Lagrangiano e da fun¢ao do

sistema dinamico.

Considera-se, para (t,x) fixo, a aplicagao de R” para R"™! tal que

u— (I(t,x,u), f(t,z,u)).

Seja (t,x) fixo. Usando o Teorema de Caratheodory conclui-se que um elemento do invo-
lucro convexo do conjunto {(l (t,z,u), f(t,z,u)),u € RT} pode ser representado da forma

(L<t7x7Q> U)7 F(t>x7Q7 U)) onde

n+2
L(t,z,q,U qu (t,x,u") (2.2.12)
n+2
F(t,z,q,U qu ft, z,u") (2.2.13)
com, U = (u',u?, -, u"?) € RT"2) ¢ = (ql,qQ, o+ Quie) € X" onde X7 designa o

simplex de dimensao n + 1,

S = {42 nre) T Gt g =1, ;> 0,0 =1,2,--- n+ 2},

O problema relaxado consiste em minimizar o funcional

(), q(), U] = /O L(t,x(t),q(t), U(t)) dt

_ /0 S asOlt. o (t). (1) dt, (2.2.14)
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com o sistema dinamico

2(t) = F(t,z(t),q(t),U(t))

n+2

= D a)f(tx(t) u'() (22.15)

e as condigoes de fronteira

z(0) = o, z(T) = 1. (2.2.16)

Para este problema x ¢ a trajectéria e ¢ e U sao as componentes do controlo. Neste caso,

o controlo (¢,U) € U = X"+ x R"+2) Assim, a solugdo relaxada é uma solugao do tipo

(x(t),q(t), U(1)).

No problema (2.2.14)-(2.2.16) ha convexidade do Lagrangiano em relagdo ao controlo.
Contudo, o conjunto 4 nao é compacto. Além disso, ao passar do Lagrangiano [ para L
pode-se destruir a coercividade, porque as componentes de U que tendem para infinito,

podem estar associadas componentes de ¢ nulas.

Exemplo 2.2.5. Dado o problema de Lagrange com I(t,z,u) = u* e f(t,r,u) = u vem
Lt,z,q,U) = q1(u1)? + q2(u2)? + q3(u3)? e F(t,2,q,U) = quuy + qous + gsuz. Considere-se
¢1=q3=0,q0 =1, u; =k e uy =u3z =0. Nestas condigoes, [ e f satisfazem as condigoes
de coercividade e, no entanto, L =0, F' =0 ¢ |[(¢,U)] = [/(0,1,0,%,0,0)| — oo quando

k — o0.

Seja (z(t), u(t)) um par admissivel do problema inicial, e considere-se p; = 1, pp = -+ =
Pnie = 0, U = (u,0,---,0). Neste caso vem L(t,z,q,U) = l(t,x,u) e F(t,z,q,U) =
f(t, z,u).

Sendo assim, se S for a classe dos pares admissiveis do problema inicial e S" a classe
dos pares admissiveis relaxados (z(t), p(t), U(t)), entao S C S”, donde se conclui que as
trajectorias do problema inicial, P°, estao contidas na classe mais rica das trajectorias do
problema relaxado P". Nestas condicoes, se j = inf J"[x,p,U] em S” e i = inf J°[z, u] em

S, entao 7 <.
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Sob algumas hipoteses j = ¢ e, sob as mesmas hipoteses, as trajectorias relaxadas podem

ser uniformemente aproximadas pelas trajectorias do problema inicial.

Teorema 2.2.6. ([18]; p.517) Considere-se

((t,z(t)) € A com A fechado;

u(t) € B(t))com B(t) fechado e independente de x;

M = {(t,x,u) s (t,x) € A u e B(t)} fechado;

f continua em M e localmente lipschitziana em relagao a x;

(y(t),p(t),U(t)), 0 <t <T uma solugao relazada cuja trajectoria y estd no interior

de A e cujas componentes de U(t), 0 <t < T sao limitadas.

Nestas condigdes, existe uma sucessio (z*(t), u®(t)), 0 <t < T de solugdes usuais tais

que xF(t) — y(t) uniformemente em [0, T] e z*(0) = y(0).

Pretende-se provar, através de técnicas de compactificagao, o teorema seguinte.

Teorema 2.2.7. Sejam [, f continuas com | a satisfazer as hipoteses de coercividade
(2.2.10)- (2.2.11). Nestas condigoes, o problema (2.2.7)- (2.2.9) possui minimizante rela-

zado.

Para provar este teorema definem-se dois novos problemas & custa do problema relaxado,
e usam-se alguns resultados e técnicas usadas por Guerra e Sarychev (|29]) os quais se

apresentam no que se segue.

Como se sabe, o problema de existéncia no caso de controlos limitados pode ser resolvido
através do Teorema de Filippov. A ideia seria completar o conjunto dos parametros de

controlo por “pontos infinito”, chegando a um conjunto compacto.
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2.3 Problema relaxado de tempo 6ptimo

Usando uma ideia introduzida por Gamkrelidze [28| prova-se que qualquer problema de
Lagrange com [ > 0 pode ser reduzido a um problema de tempo 6ptimo auténomo. Esta
transformacao, conjuntamente com uma compactificacao, foi usada para provar resulta-
dos de existéncia de minimizantes de problemas variacionais classicos com Lagrangianos
convexos ([28]; Cap.8), e de regularidade lipschitziana dos minimizantes de problemas de

Lagrange (|44]).

2.3.1 Mudanca de variavel

Considere-se o problema definido em (2.2.7)-(2.2.9) e uma nova variavel tempo 7 definida

da seguinte forma

t
7(t) —/ I(s,z(s),u(s))ds, t €10,T). (2.3.17)
0
Obviamente que 7(T') = T coincide com o valor do funcional J°[z, u] do problema original.
Como
d
() = Ut w(t),u(t)) > 0,

7 é uma funcao estritamente crescente e, da forma como foi definida, é absolutamente

continua. Nestas condi¢oes, 7 admite funcdo inversa, t(.), definida em [0, 7]. Assim,

dt 1

&\ = G @) )

dr | _dv o dt o F(H(r). (). ()
a7 = G O = 0w, e, e ()

Considerando 7 como variavel independente, ¢(7) e y(7) = z(¢(7)) como componentes das

trajectorias e v(7) = u(t(7)) como controlo, transforma-se o problema original no seguinte
problema de tempo 6ptimo

T — min
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com o sistema dinamico

e as condicgoes de fronteira

2.3.2 Reducao do problema relaxado a um problema relaxado de

tempo 6ptimo

Considera-se o problema P" definido em (2.2.14)-(2.2.16) e uma mudanga da variavel do

mesmo tipo que em (2.3.17), definida por

T(t):/o L(s,x(s),q(s),U(s))ds.

Como, [ > 1vem L > 1, o que permite concluir que 7 é estritamente crescente. Procedendo

de modo anélogo ao da subsec¢ao anterior, para 7 € [0,7| considere-se

Desta forma obtém-se o problema P"
7 — min, (2.3.18)

com o sistema dinamico

dt 1

(1) = L. ve) e q.t.r € (0,7, (2.3.19)
dy P y(1).p(n), V(1) =
) = T ). o) Vi) P At €[0.7] (2.3.20)

e as condigoes de fronteira

t(0)=0,t(7T) =T, y(0) = zg, y(7) = 1. (2.3.21)
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Lema 2.3.1. Qualquer solugao dptima de (2.53.18)-(2.3.21) corresponde a uma solug¢ao
optima de (2.2.14)-(2.2.16).

Demonstracao Seja (t(7),y(7), p(7), V(7) uma solugao admissivel do problema (2.3.18)-
(2.3.21). Assim, p(.) e V(.) s@o mensuraveis, (p(.),V(.)) € U, as fungoes t(.) e y(.) sdo

absolutamente continuas e satisfazem (2.3.19)-(2.3.20).

Como o Lagrangiano L > 1, conclui-se que

dt 1 7
i = T e, v = b e et € 0.7,

o que permite concluir que #(7) é uma fungao estritamente crescente e, consequentemente,

0<

invertivel. Seja 7 a funcdo inversa de ¢, isto é, t(7(t)) =t, t € [0,7]. Assim, considerando
x(t) = y(7(t)), x satisfaz as condigoes de fronteira z(0) = y(7(0)) = y(0) = z e z(T) =

y(7(T)) = y(T) = x1, e o sistema dindmico

dx dy dr
Lty = L)

= F<t7 :L‘(t), Q<t>7 U(t))

Além disso, como t(.) e y(.) s@o absolutamente continuas, conclui-se que x é absolutamente
continua em [0,7]. Como 7 é injectiva, a sua fungao inversa transforma conjuntos de
medida nula em conjuntos de medida nula. Assim, U(t) = V(7(t)) e q(t) = p(7(t)) sdo

fungdes mensuraveis em [0, 7.

Por outro lado, de (2.3.19) conclui-se que

%(t) = L(t,x(t),q(t),U(t)

e, consequentemente,
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donde se conclui que

T=17(T) = /Ot L(t,2(1), q(t), U(t) dt = J"[z,q, U],

Para o problema relaxado de tempo 6ptimo, P™, t e y sdo as componentes da trajectoria
e p e V as componentes do controlo. No que segue designa-se por z o par (¢,y), ficando o

sistema dindmico (2.3.19)-(2.3.20) da forma

dz ( 1 F(z(7),p(1), V(7))

=\ e v L(zm,pm,vm)) - para &7 € 0,7

"+2) ngo é compacto. No que

Como ja foi referido, o conjunto dos controlos U = L™+ x R
se segue considera-se uma compactificagao deste conjunto e o problema relaxado de tempo
optimo que lhe corresponde, o qual se designa por problema compactificado. Apresenta-se

em primeiro lugar a compactificacao que vai ser usada.

2.4 Problema compactificado

Considere-se z = (t,y) € A, com A C R™™! um compacto, e a funcao vectorial definida em
A x U — R através da expressao

1 F(zpV)
<L(2,p, V)’ L(z,p, V)) ' (2.4.22)

Por vezes, por facilidade de escrita, usa-se F' ¢ f em vez de (1, F')

e
F (z p,
Nestas situacoes, a funcao definida anteriormente fica da forma

Lema 2.4.1. Sejam L e F as fungoes definidas em (2.2.12) e (2.2.13), respectivamente.

Nestas condicoes,

IF(z,p, V)| = (1 (2,00
LepV) =2 o)
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Demonstracao Da definicao de L e F' resulta
n+2 N

~ szf<2, Ul)
| F(z,p, V)| i=1

L(z,p, V) nt2

ijl<zv vj)
j=1

n+2

pill F(z 0]

n+2

= ijl(z7 Uj)
j=1

pill f(z,0)]
Z pil(z,v)

=1, ,n+2:p;7#0

IN

IA

AN
. 3
M]3
[\
=)
3\2
G@

Lema 2.4.2. A funcao definida em (2.4.22) é continua e limitada.

Demonstragao Uma vez que as fungoes [ e f sdo continuas, L e F' definidas em (2.2.12)

e (2.2.13), respectivamente, também sao fungoes continuas. Do facto de [ > 1 vem L > 1
1 FlnV)
L(z,p,V) L(z,p,V)’

e, desta forma, resulta a continuidade das funcoes

o, FlzpV)
L(zp.V) * L(zp.V)
I1f (2, 091l
I(z,07)

Resta provar que as fungoes sao limitadas. Usando o Lema 2.4.1,

basta verificar o que se passa com ~————— quando |[v°| — co.

De (2.2.11) conclui-se que

1
I(z,07)

— 0, quando |[v*|| — oc.

Por outro lado, se existe uma constante positiva K tal que || f(z,v")|| < K quando |[v*]| —

00, de (2.2.11) conclui-se que

I1f (z, 0]
I(z,v7) -0
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Se para |[v|| — oo vem || f(z,v")|] — oo, de (2.2.10) resulta

1F G oDl o 1 f(z0)]

o) = alf@on "

Assim,

Wl o quando 1) - o (24.23)

uniformemente em relagao a z € A. |

Do Lema 2.4.2 conclui-se que dado z € A fixo, a funcao vectorial E, : Y — R"*! definida

E.(p,V) = <%) (2.4.24)

por

transforma ¢/ num conjunto limitado de R™*!,

2.4.1 Compactificacao de Loeb

Usando as fungoes E, definidas em (2.4.24), define-se uma compactificagdo do conjunto Y.

Recorde-se que Y = "t x R(*+27 Como o simplex ¥"*+! é compacto, poder-se-ia pensar
na compactificacio de Alexandroff de R"*2. Contudo, com tal compactificacao poderia

nao ser possivel obter extensoes continuas das fungoes F..

Por outro lado, a compactificacao de Stone-Cech é a “maior” compactificacao na qual, para
qualquer funcao continua e limitada, é possivel obter uma extensao continua. Contudo,
com esta compactificagdo nao se obtém um espago sequencialmente compacto (|23];p.368),

propriedade que seré 1til no que se segue.

Considere-se z € A fixo e uma sucessao (p/, VW) ey C U tal que (VU));cy ¢ ilimitada.
Assim, existe pelo menos um indice 7 € {1, 2, ,n+ 2} tal que |[v')|| — +o00. Se a com-
ponente de p/, p/, que lhe corresponde tende para zero pode nio existir o limite p?l(z, v*))

(indeterminagao do tipo 0 X c0) e, consequentemente, ndo existir o jginooL(z, P V),
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Para se obter extensoes continuas de F, usa-se a compactificagao de Loeb apresentada em
[34]. Esta compactifica¢do ¢ a “menor” compactificagdo onde as componentes da funcéo F,
tém extensoes continuas, obtendo-se E quando se passa de U para a compactificacao de

Uu.
Para cada z € A define-se a compactificagao de U da seguinte forma
CU=UUA, (2.4.25)

onde

A= N E.(U\K). (2.4.26)

Kcu, kcompacto

Para w a pertencer a A, O um aberto de R"™! que contém w e K um compacto de U,

considera-se o conjunto
Nox(w)=(0ONA)U(E;'(O)\K). (2.4.27)

Lema 2.4.3. Seja 7 a topologia gerada pela base formada pelos abertos de U e pelos con-
Juntos No i (w) definidos em (2.4.27). Nestas condigoes, (CU,T) é uma compactificagao
de U.

Demonstragao Pretende-se demonstrar que U = CU.

Como U C CU vem U C CU. Para demonstrar a inclusio contréaria considere-se © € CU =

UUA.

Se € U entdo € U. No caso de z € A prova-se que qualquer vizinhanca No k(z) de x
contém pontos de U, onde Np g (z) = (ONA)U (E;(O)\K) com O um aberto em R"*!

que contém z.

De facto, dado x € A entdao x € E,(U\K) para qualquer compacto K C U e, por con-
seguinte, existe uma sucessao (x,)ney C FE,(U\K) tal que z, — z em R"™'.  Assim,

para cada n € N, existe y, € U\K tal que x, = E,(y,). Nestas condi¢oes, dado um
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aberto O de R™"! tal que z € O, existe uma ordem ng a partir da qual F.(y,) € O ou
Y, € E;1(0). Como y, € U\K, conclui-se que para n > ng, y, € E;H(O)NU\K # 0 e,
consequentemente, (O NA) U (E;Y(O)\K)) NU # 0 ou, de (2.4.27)

Nox(z)nU # 0,
o que permite concluir que z € U. [ |

Definigao 2.4.4. Diz-se que um espaco topologico satisfaz o 12 Axioma da enumerabili-

dade se cada ponto possui uma base enumerével de vizinhangas.
Lema 2.4.5. O espago (CU, 1) verifica o 12 Axioma da enumerabilidade.

Demonstragao Para x € U, considere-se o conjunto
B(z) = {B(z,p)NU,p € Q}, (2.4.28)
onde B(z, p) é a bola de centro x e raio racional p em R"+2)(r+1),
No caso de x € A seja
B(z) = {(B'(z,p) NA) U (E;(B'(z, p)\Kpn), p € Q, m € N}, (2.4.29)
com K,, = {z €U : ||z]| <m} e B'(z,p) a bola de centro z e raio racional p em R+,

Para x € U, B(x) definido em (2.4.28) constitui uma base enumeravel de vizinhangas de x

uma vez que, dado um aberto O tal que z € O, existe p € Q tal que B, = (B(z, p)nU) C O.

No caso de x € A, dado um aberto O que contém z existe p € Q tal que
B'(x,p) C O. (2.4.30)
Por outro lado, dado K C U compacto, existe m € N tal que

K C K,, = B(0,m)NU. (2.4.31)
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Considere-se

B, = (B/(z,p) N A) U (B2 (B (2, p)\Kn).
Atendendo a (2.4.30)-(2.4.31) conclui-se que existem p € Q e m € N tais que
B, C (ONA)U(EZ(ONK),

o que permite concluir que B(z) definido em (2.4.29) constitui uma base enumeravel de

vizinhangas de x. |

Teorema 2.4.6. ([23/; p.78) Sejam (X, T) um espago topoldgico que verifica o 12 Azioma
da enumerabilidade, A C X e x € A. Entdo, existe (x,)ney C A tal que x, converge para

x.

Do Teorema 3.10.31 de (|23]; p.266) resulta o teorema seguinte.

Teorema 2.4.7. Seja (X, 7) um espago topoldgico que verifica o 12 Azioma da enumera-

bilidade. Se A C X € compacto entao A € sequencialmente compacto.

Usando o Lema 2.4.5 e os Teoremas 2.4.7 e 2.4.6 conclui-se o resultado seguinte.

Teorema 2.4.8. Seja A C CU. Verificam-se as sequintes condigoes:

i. Se A é compacto, entao A € sequencialmente compacto;

ii. Sex € A entio existe (Tn)nen C A tal que x,, converge para x.

Para cada z € A define-se a extensao continua E¢ em CU da seguinte forma:

Bew) = | P s w=Vield (2.4.32)

w se w e A
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2.4.2 Convexidade de ES(CU)

Prova-se em primeiro lugar que, para cada z € A e 1 € [0,7], os conjuntos P(7,z2) = E.(U)

Sa0 CONVvexos.

Lema 2.4.9. Para cada z € A considera-se a fun¢io E, definida em (2.4.22). Nestas

condigoes o conjunto P(t,z) = E,(U) € convexo.

Demonstracao Pretende-se provar que para cada z € A e 7 € [0,7] o conjunto

) I (), p(r)), V(7))
Plr.z) = {<L<z<r>>,p<7>>,v<f>>’ L=0).p(7), v<r>>) V) el }

é convexo.

Seja z € A fixo. Da forma como L e F foram construidas em (2.2.12) e (2.2.13), respecti-

vamente, conclui-se que os conjuntos L(z,U) e F(z,U) sdo convexos.

Sejam E. ((5,V)), E. ((5, v>) e P(r,2).

Como F(z,U) e L(z,U) sdo convexos entao, para todo o 5 € [0,1], existe (p,V) € U tal

que

<l

V) = (L(z,5,V), F(z,5,V)).

B(L(2,P,V), F(2,p,V)) + (1 = B)(L(2,B, V), F(2,p
(2.4.33)
Considere-se N
o l-a LGpV)
p= — + — e =" (2.4.34)
L(Z7pa V) L(Z,ﬁ, V) P
De (2.4.33) e (2.4.34) vem
F(z,p,V 1- F(z,p.V e e
o (1) o (L EEEY ) (1P P )
P L(Zapv V) P L(Z,}_?,V
donde se conclui que
1 F(z,p,V F(z,p,V e
p=—=eaq (Z’f’—) +(1-a) (Z’f’:) = pF(z,p, V). (2.4.35)
L(Z,p,V) L(’Z?p?V) L(Z,]_?,V)
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De (2.4.34) e (2.4.35) resulta

« 11—« 1
—— T — = —=
L(Z,p, V) L(Z7]_)7 V) L(Z,p, V)
e p— ~
JEBY) g (FEBRY) _ FERV)
L(vaa V) L(Z,ﬁ, V) L(Z,p, V)

o que permite concluir que, dado a € [0, 1], existe (p, V) = (p, V) tal que

aB. (5.V)) + (1 = a)E. (B.V)) = E-(p,V)
e, por conseguinte, P (7, z) é convexo. n

Dado z € A fixo, da defini¢ao da compactificacao CU e da defini¢ao de E conclui-se que

ES(CU) = E,(U) UA.

Provou-se anteriormente que para cada z € A o conjunto E,(U) é convexo. No que se segue

prova-se que o mesmo acontece com E¢(CU). Para tal usam-se os resultados seguintes:

Teorema 2.4.10. (/23]; p. 168) Se [ : X — Y € uma aplicagao continua de um espago

de compacto X para um espag¢o Hausdorff Y, entio f(C) = f(C) para todo o subconjunto
CccX.

Teorema 2.4.11. ([41]; p.45) Seja C C R™ um conjunto convexo. Entdo C é convexo em
R™.
Lema 2.4.12. Dado z € A, considere-se a funcio ES definida em (2.4.32). O conjunto

ES(CU) € convexo.

Demonstracao Seja z € A. Do Lema 2.4.3 resulta que U = CU e, consequentemente,

ES(U) = ES(CU). (2.4.36)

Do Teorema 2.4.10, com Y = R"™ e X = CU, e de (2.4.36) resulta

E<(U) = E<(CU). (2.4.37)
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Da defini¢ao de E¢ conclui-se que

E.(U) = E5(CU). (2.4.38)

Uma vez que E,(U) é convexo e E,(U) C R"™ | o Teorema 2.4.11 permite concluir que

E.(U) ¢é convexo. Sendo assim, de (2.4.38) resulta que ES(CU) & convexo. ]

Usando no problema relaxado de tempo 6ptimo, P™!, o conjunto dos controlos CU, de

(2.3.18)- (2.3.21) resulta o problema compactificado, P™"¢, definido da seguinte forma

T — min, (2.4.39)
com o sistema dinadmico
dz B
d—(T) = ES(v(7)), para q.t.7 € [0,7] (2.4.40)
-
e as condigoes de fronteira
2(0) = (0,x0), 2(7) = (T, 21), (2.4.41)

com v € CU.

2.5 Existéncia de minimizante relaxado

Suponhamos que (2(7),7(7)) = (t(7),y(7),v(7)) € A x CU é uma solugao admissivel a
qual corresponde o valor 7.

No caso de (£(7), 7(7), (7)) € AxU para q.t.7 € [0,7], vem 7(7) = (p(7), V(7)) e, usando
o Lema 2.3.1, conclui-se que (Z(t),q(t),U(t)) = (G(r(t),p(r(t)),V(r(t)) é uma solucio

admissivel do problema relaxado e o valor do funcional J"[z, ¢, U] coincide com 7.

Se v(r)) € CU\U para T € T com T C [0,7] e |T| > 0, entao (7)) € A. Usando (2.4.26)

conclui-se que v(7)) € E,(U\K), com K C U um compacto qualquer. Nestas condigoes,
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existe (p?(7), VW (7))jen CU\K tal que

v(1) = lim Ez(p/ (1), VY(1)), (2.5.42)

Jj—00

paraT e T.

Relembre-se que paracadat € Tej € N, p/(1) = (p{(T), e ,pZHQ(T)) e Xl e VUl(1) =
(V' (7)o" t20(7)) = (u}(j)(T), e ,u?H(j)(T)) € R™*2r Qe para cada 7 € T vem
(P (1), VU(T))jen CU\K, entdo existe i € [ = {1,2,--- ,n+ 2} tal que leIIolo |00 (7)|| =
oo ou uma sua subsucessao que, no que se segue, se designa pela mesma notagao. Por
outro lado, para cada i € I e 7 € T , considere-se p!(7) — pi(7) € L. Sejam I+, I e

I°° subconjuntos de [ tais que
ieltep>0,icl’ep=0ecicl®e vV — .

Lema 2.5.1. Seja (p/(1), V(7)) jen C U\K uma sucessdo que verifica (2.5.42) comT € Y
e K C U um compacto. Se I° # 0, entao
>_ (NG, v (r)
lim 2 = (0,0), (2.5.43)

j—00 n+2

> Pl nIE), v ()

s=1

para T € Y.

Demonstragio Seja 7 € T. Dado i € I° vem lim;_ p/(7) = 0. Note-se que no 19
membro de (2.5.43) basta considerar pf(r) =+ 0, visto que as parcelas correspondentes a
pg (1) = 0 sdo nulas, ndo ha problema com o limite. Sendo assim, dado € > 0 existe uma
ordem N, tal que 0 < p{ (1) < €% para j > N.. Para estes valores de j ocorre uma das

~

situagdes, || f(2(7),v'0(7))]| < e ou [|f(Z(r), "D (7)) > e

n+2

Considere-se que || f(3(7),v'@(7))|| < e! para j > N.. Uma vez que Zpgl(E(T), v (7)) >
1 vem ' R N R N !
p(IfEE), ) o 17 E7), (7)) <

n+2 - n-—+2

Do PIE), () Y plIEr), v )(r)
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o que permite concluir que, quando j — oo,

PO E) v (7)) o (2.5.44)
Z"+12p§( JE(T), v (7))

No caso de se verificar ||J?(E(T),v’ N > et para j > N, vem

PO E(T), oD (r)]| pf(f)llf(z(ﬂ?v“”(f))H 1 E(r), v’ ()]
— < PR BRG] W)(T)). (2.5.45)

> PlnE), v (7))

De (2.2.11) conclui-se que para i € >

1

— do j . 254
G000 — 0, quando j — o0 (2.5.46)

Por outro lado, como f = (1, f), vem || f(Z(7),v'?(7))|| — oo quando j — oo e de (2.2.10)

resulta
1f (Z(r),v"V ()] < If(Z(r), 0"V (T))H 95 47
E(T), v D7)~ (|| F(E(r), v ()]]) 2540
1f E(r), o' (7)) 0, (2.5.48)

o(IIf G(r ) v O ()

quando j — 0.

De (2.5.45)-(2.5.48) conclui-se que no caso de || f(Z(7), v")(7))|| > e~! também se verifica

PO G (1) S0 (2.5.49)

n+2

> PAI(E), v (7))

quando j — oo.

Assim, de (2.5.49) e (2.5.44) resulta

S P FEE), 9 (7))

e —(0,0),

> PAI(E), v (7))
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Lema 2.5.2. Seja (97 (7), V(7)) en uma sucessio nas condigoes do Lema 2.5.1 para a
qual IT N1 # 0. Entdo,

lim Bz (p/ (), V(1)) = (0,0)

J—00

para T € Y.

Demonstragao Da definicao da funcao E, resulta que

P - LD V)
BWOVEO) = TEm.pm,vom)
sz‘v)f(z(r),v“”w»

ILCICON)
Zpi NGO SR FEE), (1)

ielt iel0

= a2 T 12.5.50)

pr WO D PIEE). )

para cada j € N.

Dado ¢ € IT N I* considere-se k € IT. Nestas condicoes, para cada j € N

Pl fE oH )] sl f(Z 0RO
Zp]lzvz(j +ZPJZZUJ) 2), vi) +Zp]lzvj)
ielt ie]0 ielo
e, por conseguinte,
JNE( k() k(5)
ANE (WO WG e
ZP?Z(ZUZ(])) +Zpgl(g’ ') p(Z,0i0) T 1z, k)
el t iel0
(2.5.51)
Como p{(T) — pi(7), dado £ > 0 existe uma ordem N. tal que p{( ) > %( ) para j > N,

o que permite concluir que para esses valores de j

IFED AN 2AFE D) O]
PPIEE), v0(r) ~ BIE), v0(r))
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Tendo em atengao esta desigualdade em (2.5.51) conclui-se que

2G| [ E )
<m1n{ pil (Z, 01 ) 7 (Z ok@))

pillf('i |

Zp]lzv —l—ijlzv '

ielt iel®

ie[*m[‘”},

(2.5.52)
para j > N. . Para se concluir o que se pretende basta provar que uma das fraccoes do 22

membro de (2.5.52) tende para zero quando j — oo.

Tal como no Lema 2.5.1 consideram-se dois casos, consoante || f(Z(7),v*@(r))|| < ! ou

IFG(r), O ()| > L.

~

Considere-se o caso em que || f(Z(7), v*9) (7)) < e 1.

Dado i € It N 1>, da hipotese de coercividade (2.2.11) resulta p;(7)I(Z(7), v'9) (7)) — +oo.
Assim, para todo o € > 0 existe N/ tal que paratodo j > N! vem p;(7)I(Z(7),v"9) (7)) > &2

e, consequentemente,
2||f (E(r), " (7))
BIGT), v0)(r) =%

(2.5.53)

para j suficientemente grande.

~

No caso de ||f(Z(7),v*9)(7))|| > 7}, prova-se de modo anélogo a (2.5.46)-(2.5.48) que

1 G(r), " ()]
[(Z(7), vk 0)(T))

— 0. (2.5.54)

Assim, de (2.5.52)-(2.5.54) vem

~

lim (T)||f( Z(7), 0" (7 ))|| B
e sz D7)+ ZPY (1))

iel+ iel0

parai € ITNI® ek € I e, consequentemente,

S P0G, 00 ()

lim €2 = (0,0). (2.5.55)

j—00 n+2

Zp] v (7))




2.5 Existéncia de minimizante relaxado 49

De (2.5.50), (2.5.55) e do Lema 2.5.1 vem

lim Ex(p’ (1), VY (1)) = (0,0).

Jj—00

Resta analisar o que se passa com lim Ex(p’ (1), VY (7)) quando It NI = §.

‘]*)OO
Lema 2.5.3. Seja (97 (1), V(7)) en uma sucessio nas condigoes do Lema 2.5.1 para a

qual IT NI = 0. Entdo, para cada 7 € T

}Eil&dT%pNTLV“NTD TN RMIGEE), T () +w(r) (25:56)

com w(t) € [0, +0o0].

Demonstragao Se IT N I*® = (), a todos os valores de 7 tais que p; # 0 correspondem
sucessoes (v°)) jen limitadas. Neste caso designa-se por " o limite de v'U) | caso exista, ou
de uma sua subsucessao convergente. Atendendo a (2.5. 50) e ao Lema 2.5.1 vem

S P (1) FE), 60 (7))

lim Fs(p (), VY (7)) = lim e

o =3 () Nm+zmmmmﬁWm’

eIt iel0

para cada 7 € 1.

Além disso, se lim ijl (Z,0'D) for finito, entdo lim Ex(p/ (), V(7)) é ndo nulo. As-

‘]HOO j—)OO
ielo
sim, para cada 7 € T, considere-se
lim 1(Z,0'0)) = w(r 2.5.58
Jim 3212 0) = () (25.59)

com w(7) € [0,400]. De (2.5.57)-(2.5.58) conclui-se que, para sucessoes em que [T NI>® =

(0, se tem
Py )
B TGP VO0) S pm i), 5 ()  w(r) (25:59)
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com w(T) € [0, +00]. ]

Demonstracao do Teorema 2.2.7 No problema compactificado, P""¢, definido em
(2.4.39)-(2.4.41) o conjunto dos controlos, CU, é compacto. Além disso, do Lema 2.4.12
conclui-se que para cada z € A os conjuntos P¢(7,z) sdo convexos para q.t.7 € [0,7].
Aplicando o Teorema de Filippov conclui-se que existe minimizante do problema compac-
tificado, isto &, existe uma solucio admissivel (Z(7), (7)) = (£(7),7(7),7(7)) € A x CU &

qual corresponde 7 minimo.
Resta provar que v(7) € U para q.t.7 € [0,7].

Suponha-se que (7)) € CU\U para 7 € T C [0,7] e |T| > 0. De (2.4.40) e (2.5.42) existe

(P (1), V(7)) jen CU\K com K C U compacto qualquer, tal que
dz - - . .
(7) = BH(#(r) = 7(7) = lim B(p/(7), VO (7). (2.5.60)

J—00

Atendendo aos Lemas 2.5.1-2.5.3, para 7 € T, vem
) S BTG, 7 ()
dZ . icl+

EW_me@mwmﬂm>

ielt

(2.5.61)

com w(7) €]0, +00].
Assim, p(7), V(7),w(7) fornecem uma parametrizagao para v(r).

Se para 7 € T se fizer w(r) = 0 resulta uma reparametrizacdo de z em (2.5.61) num

intervalo de tempo menor, o que contraria o facto de (Z(7),7(7)) ser minimizante.

Assim, v(7) € U para q.t.7 € [0,7] e, por conseguinte, (1) = (p(7), V(1)).

Do Lema 2.3.1 resulta que (Z(t),q(t),U(t)) = (§(r(t),p(r(t)), V(7(t)) ¢ uma solugio ad-

missivel do problema relaxado, para a qual o valor do funcional J"[z, ¢, U] coincide com 7.

Assim, (Z(t),¢(t),U(t)) ¢ minimizante do problema relaxado. ]



Capitulo 3

Fenoémeno de Lavrentiev

3.1 Introducao

Neste capitulo apresentam-se algumas generalidades sobre o fenémeno de Lavrentiev, fa-
zendo referéncia a exemplos de problemas variacionais que exibem este fenémeno bem
como a alguns resultados de regularidade dos minimizantes. Recorrendo a técnicas de re-
parametrizacao, na Secc¢ao 3.3 constroem-se alguns exemplos de problemas auténomos nao
regulares, em dimensoes um e dois, que nao exibem fenémeno de Lavrentiev. Na Seccao 3.4
apresenta-se um exemplo de um problema variacional em 1D do tipo de Mania que exibe
fenomeno de Lavrentiev, e cuja demonstracao serviu de ponto de partida para o resultado

publicado em [12], o qual se apresenta na sec¢do seguinte.

3.2 Generalidades sobre o Fenémeno de Lavrentiev

Com ja foi referido no Capitulo 2, um problema do célculo das variagoes pode ser reescrito
como um problema de controlo 6ptimo, introduzindo o controlo u(t) = 2'(t). Assim, dados

um aberto 2 C R” e uma fungao f : 2 x R™ x R™ — R, o problema bésico do calculo
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das variagoes ¢ minimizar o funcional

Jlu] = /Q o u(z), Vu(z)) dr.

numa classe A de fungoes u. Tipicamente, considera-se A um subespaco dum espaco de

Sobolev Whr(Q).
Considere-se o problema de determinar o

inf Jul, (3.2.1)

u€eAP

onde, para cada p € [1,+00], A7 C WP(Q) é a classe das fun¢oes admissiveis u : Q — R™

que satisfazem determinadas condigoes de fronteira.

Definicao 3.2.1. Um problema do tipo (3.2.1) diz-se regular quando o Lagrangiano

f(z,u(z), Vu(x)) é coercivo e convexo em relagdo ao gradiente.

Definig¢ao 3.2.2. Diz-se que um problema do tipo (3.2.1) exibe o fenémeno de Lavrentiev

quando

inf Ju] < inf J[u],

u€AP1 u€AP2
para algum 1 < p; < py < 00, isto é, o infimo do funcional depende de p, ou seja, da

regularidade imposta as func¢oes admissiveis.

Exemplo 3.2.3. Exemplo de Lavrentiev

Em 1926 Lavrentiev [33]| provou que o infimo do funcional / 1 ¢ T f(u'(x)) dzx, sobre
a classe das funcoes absolutamente continuas que satisfagem as condigoes de fronteira
u(0) = 0 e u(l) = 1, é estritamente menor que o infimo sobre as fungdes continuamente
diferenciaveis que satisfazem as mesmas condigoes de fronteira, onde a fungao f satisfaz

determinadas condigoes ( [33]; p.23-25).

Depois deste exemplo outros exemplos em dimensao um foram construidos. O que aparece

mais vezes referenciado ¢ o exemplo apresentado por Mania em 1934 (|20, 36]).
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Exemplo 3.2.4. Exemplo de Mania

3

Neste exemplo o Lagrangiano é polinomial, f(x,u,u’) = (u® — x)Q w'®

, € 0 correspondente

funcional apresenta Wl — W Lavrentiev gap.

Contudo, este exemplo nao satisfaz as condigoes de existéncia de Tonelli.

Em 1984 Ball e Mizel |7] construiram, em 1D, um funcional regular que exibe fenémeno

de Lavrentiev.
Exemplo 3.2.5. Exemplo de Ball e Mizel

Neste exemplo o Lagrangiano ¢ do tipo f(z, u(z),u/(z)) = (u®(z) — #*)° ¥ (2) + ew(z).

Foi o primeiro exemplo a satisfazer as condigoes do Teorema de Tonelli.

Existem muitos outros exemplos de funcionais que exibem o fenémeno de Lavrentiev,
bem como resultados de regularidade dos minimizantes, os quais excluem a ocorréncia do
fenomeno. Clarke e Vinter [19] provaram a regularidade lipschitziana para Lagrangianos
autoéonomos em 1D, isto é, para Lagrangianos que nao dependem explicitamente da varidvel
independente. Sarychev [43] apresentou uma classe de problemas auténomos regulares de
segunda ordem em 1D que exibem fenémeno de Lavrentiev. Mais recentemente, a este
respeito existem resultados apresentados em [47], [40] e [21] entre outros que estendem os

resultados apresentados em [19].

No caso multidimensional, em comparacao com o que se passa em dimensao um, nao
existem tantos exemplos de funcionais que apresentam o fenémeno de Lavrentiev. Salienta-
se o exemplo apresentado por Foss [26], onde sao construidos funcionais, em 2D, cujo infimo
depende continuamente do expoente do espaco de Sobolev ao qual pertencem as func¢oes
consideradas. Outros exemplos em dimensao superior a um podem ser encontrados em [2],

[51] e [27]. Em [12]| apresenta-se uma classe de problemas variacionais regulares em 2D,

Jelu] = / (u' — tk)2 |Vu|*™ + & |Vu|" dsdt — inf, u(s,0) =0, u(s,1) =1, (3.2.2)
0
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4 2k +1 [
com Q =|0,1[x]0,1[, k <l < §k’ 2m > ﬁl, 4<r< m, [, m € N, que exibem

Wtp — Wb Lavrentiev gap para p € ]2, ﬁ [
l

Resultados de regularidade dos minimizantes sao importantes uma vez que excluem a
ocorréncia do fenémeno. Note-se que a presenga do fenémeno de Lavrentiev pode levar
a resultados incorrectos quando, na resolucao de um problema variacional, se aplicam
métodos numéricos. De facto, considere-se um funcional J semicontinuo inferiormente
(basta que o Lagrangiano seja convexo em rela¢ao ao gradiente) e que verifique

inf J[u] < inf J[ul,

u€AP u€eA>®

para um dado p < oo e suponha-se que existe uma funcao ug € AP tal que

inf J[u] = Jug].

uce AP

Nestas condigbes, para qualquer sucessao (u,)peny C A%, vem liminf J{u,] > ir,l4f J[ul,
n—oo ucA>®
o qual ¢ estritamente maior do que J[ug]. Assim, por aplicagdo de um método numérico
obtém-se ir}4f J[u] como infimo de J, quando na realidade J assume um valor estrita-
ueA>
mente inferior em ug, mesmo quando lim ||u, — ugl|w1» = 0. Assim, técnicas para obter
n—oo
aproximagoes para o minimo de um funcional que exibe fenémeno de Lavrentiev podem

levar a resultados incorrectos.

3.3 Construcao de algumas sucessoes minimizantes

Para alguns funcionais que nao estao nas condi¢oes de ser possivel aplicar um resultado
de regularidade, ou para os quais nao se conhecem resultados de regularidade, é possivel
concluir que nao hé fenémeno construindo sucessoes de minimizantes. No que se segue
apresentam-se dois exemplos de funcionais, um em 1D e outro em 2D, para os quais se

constroem sucessoes de minimizantes usando técnicas de reparametrizagao.
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3.3.1 Exemplo em 1D

Na seccao anterior foi referido que, em dimensao um, problemas auténomos que satisfa-
cam determinadas condig¢oes de regularidade nao exibem fenémeno. Contudo, para alguns
exemplos de problemas auténomos em 1D que nao estao nas condigoes de regularidade
conhecidas, é possivel construir sucessoes de minimizantes que permitem concluir a nao

existéncia de fenomeno. No que se segue apresenta-se um exemplo nestas condigoes.

Exemplo 3.3.1. Considere-se o funcional
Ju] = /1 (1- 3u2(x)u’(m))2 (u'(z))*" dx, m €N,
0
a classe de fungoes admissiveis,
AP = {u e W(10,1[) : u(0) = 0 A u(1) = 1}
com 1 < p < oo, e o problema variacional

inf Jul.

uceAP

W=

Uma vez que para v(z) = (2)3, J[v] =0 e v € A!, vem

inf J[u] =0.

ueAl
O funcional ¢ autébnomo mas nao estd nas condigoes de ser possivel aplicar resultados
conhecidos de regularidade, uma vez que o Lagrangiano nem é coercivo nem convexo em

relacao a u'.

Para mostrar que

inf Ju] =0

u€eA>®

usa-se o resultado do lema que se segue.

Lema 3.3.2. Seja m € N. Para cada n € N, existe L,, tal que

1 1
3L—2m—2 . L—Qm—S . 3L2(—2m—2) LS(—Qm—Z) . — O,
n n n + n (n + 2)2m+1 + <n+ 2)6m
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com

(n+2)772 < L, < (n+2).

Demonstragao Seja n € N. Considere-se a funcao f : [1, +oo[— R definida por

1 1

=3 —2m-2 _ _ —2m—-3 3 2(—2m—2) 3(—2m—2)
f(z) =3z T z T (n + 2)2m+L t (n + 2)6m

Assim definida, f é continua e como, para cada n € N,
fln+2)f((n+2)m52) <0,
conclui-se que existe L, tal que

(n+2)772 < L, < (n+2)

f(L,) =0.

No que se segue L,, tem o significado dado no lema anterior.

Para cada n natural considere-se

n+2) : Oﬁxﬁm

1
Uy () = ( (n+2:)L2m+1>3 ) W <z <1-— L;2m*3 .
n(x—l)—i—l : 1—L*m 3 <z <1

Assim definida, (uy)neny C A e verifica

1_L7—LQm—3
(1- 3uiu;)2 (ul,)*™ dx =0,

1
(n+2)2m+1

G 2 1 9 2
1—3 2, /' \2m dr = _
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e
! 2
/ (1—3uiuy)” (u,)*™de = L,*+9L," —18L, "%+ 18L,*™ > — 9L, o™ 7 4
1_L;2m—3
9
+5L;8m_9 _ GL;Q + 6L772m—4 _ 2L;4m—4‘
Nestas condicoes,
1
Ta2mET
lim [ (1- 3uiu%)2 (ul)*™ dx = 0
n—oo 0
e, como lim L, = 400, conclui-se que
! 2
lim (1 —3ulul,)” (uy)*™ dz = 0.
n—oo 1_L;2m73
Assim,
lim J[u,| =0,
e, consequentemente,
inf J[u] =0,
u€A®

donde se conclui que nao ha fenémeno neste caso.

Nota 3.3.3. Se considerarmos uma perturbacgao do funcional do tipo
1
JJu] = / (1 = 3u2)? | PP + elu|* dt, u(0) = 0, u(1) = 1,
0

com a > 1 e € > 0, o funcional esta nas condi¢oes de regularidade enunciadas em [21], o

que permite concluir que nao exibe fenémeno de Lavrentiev.

3.3.2 Exemplo em 2D

Resultados de regularidade em 2D sao mais escassos, nomeadamente para o caso auténomo,

que em 1D.

No que se segue apresenta-se um exemplo de um problema variacional auténomo em di-

mensao dois para o qual é possivel, com recurso a técnicas de reparametrizagao, construir
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sucessoes de minimizantes que permitem concluir a nao existéncia do fenémeno de Lavren-

tiev.

Exemplo 3.3.4. Considere-se o funcional
Jlu] = / (1 (s, tyur(s, 1)) w2 (s, t)ds dt, m € N (3.3.3)
10,4[x]0,1]

e o problema variacional

inf J[ul,

u€eAP

onde a classe de fungoes admissiveis é
AP = {u e W(10,4[x]0,1]) : u(0,t) = /3L 1+ 0.5 A u(4, 1) = /3t — 3.5},
para p € [1, +0o0].

Lema 3.3.5. Sejam (sg,to) € [0,4] x [0,1] e w uma fun¢ao tal que u(sg,to) = up(so,to) =
(3to + go(so))% e u*(s,t) - U(s, t) =1 V(s,t) €]0,4[x]0,1[ . Nestas condigdes,

a(So,t) = UQ(So,t), Vt € [0, 1]

Demonstragao Se U satisfaz a equagao diferencial, 4?(s, t)-u;(s, t) = 1 para todo o (s,t) €

10,4[x]0, 1[, entao u(s,t) = (3t + @/}(s))% Por outro lado, se u(so, to) = (3ty + gp(so))% vem

¥(so) = ¢(s0) e, consequentemente, u(sg,t) = (3t + ¢(s0))* = uo(so,t), vVt € [0, 1]. n

wl—

Para v(s,t) = (3t — s + 0.5)3 o funcional J definido em (3.3.3) é nulo e, como v € A',

inf J[u] =0.
ue Al

- 0.5

Contudo, v nao pertence a A> uma vez que, na vizinhanga de pontos da forma (s, ST),
com s € [0.5,3.5], as derivadas parciais de v nao sao limitadas. No que se segue constroi-se
uma sucessao que, em determinadas partes de €, satisfaz a equacao diferencial 1 — u?u; =
0, ou seja, u, da forma w,(s,t) = (3t + go(s,n))%, com ¢ a determinar de forma a que

U, € A*, ¥n € N.
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. ) 1
Seja m € N. Para cada n > 2 considere-se sy, = 0.5 — RO Soy, = 0.5 + S
1 — 9on .
S3, = 3.5 — a1 © San = 3.5 + w1 38 fungoes t;,(s) = i 38 , 1= 1,2, e os
subconjuntos
Q = {(5,t):0<5§$1n/\0<t<1},
Qy = {(s,t) D (810 < 8 < S9p ANO <t < ty,(s)) V

V (s2n, <8 < 83 Atan(s) <t <t1,(5)) V (830 < 8 < 84y Aay(s) <t < 1) },
Qs = {(Sat) D81n(n) < s < s3p(n) A tip(s) <t< 1},
Q = {(s,t) D Son(n) < s < s4n(n), NO<t < tgn(8>},

Qs = {(s,t):s4n(n)§s§4/\O<t§1}.

Na parte {25, onde as derivadas parciais de v nao sao limitadas, considera-se u,, da forma
un(s,t) = n (3t — s+ 0.5) e, usando o Lema 3.3.5, constrdi-se u, nas restantes partes do
dominio. No que se segue exemplifica-se a construcao de u,, em €23 e {21, onde se pretende

que u, seja da forma

Wl

un(s,t) = (3t +¢(s,n))3 . (3.3.4)

e Em Q3 calcula-se ¢(s,n) de modo a que

Un (8, t1n(s)) = o

para sy, < s < s3,. Nestas condi¢oes vem

1 1

90(8,71):0.5—S+n6—m—m,

e ao substituir esta expressao de (s, n) em (3.3.4) obtém-se

1 1 5
un(s,t) = 3t_S_W+W+O'5

para expressao de u,, em (23.



60 Capitulo 3. Fenémeno de Lavrentiev

e Em () pretende-se u,, que satisfaca

wl—=

1 \3
Un(S1n, t) = <3t + T) eu,(0,t) = (3t 4+ 0.5)3 ,
n m
para 0 <t < 1.

Uma vez que para cada n € N,

1, (0,0) = (0.5)% € uy(s10,0) = —5—
n m

resulta ¢(0,n) = 0.5 e @(s1n,n) = —=. Escolhendo para ¢(s,n) uma fungao afim

vem
0.5 — -
n
0.5— nZmiL

Substituindo esta expressao de (s,n) em (3.3.4) obtém-se

1
0.5 — —4= s
un(s,t) = <3t - g 0.5)

I
0.5 — 51

o(s,n) =0.5

para expressao de u,, em 2.

Seguindo a mesma técnica para os restantes subconjuntos, {24 e ()5, obtém-se

( 0.5— —— 3
e ) (s, e
n (3t —s+0.5) , (s,t) € Qo

Un(8,1) = (3t —8— —trr + 4= +0.5)> | (s,t) € Qs - (3.3.5)
(Bt = s+ = — 5w +0.5)°  , (s,1) € Uy
0.5——4- 3

(&—ﬁf%—@—g—aﬂ L (s,1) € Qs

\ . n2m—+1

Assim definida, (uy,)n,en C A.
Em Q; U Q35U Q4 U Q5 vem

(1= w2 (s, ) ()i (s,1))* = 0
e, consequentemente,

/ﬁ (1= w2 (un)i)” (un)?"ds dt = 0. (3.3.6)
Q1UQ3UQ4LUN5
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Em QQ,
/ (1- ui(un)t)z ()2 ds dt = nzm/ (1—3n*3t—s+ 0.5)2)2 ds dt.
QZ Q?
Como
Son tln(s) . 9
/ / (1—3n°(3t —s+0.5)%)"dt| ds — 0,
Sin 0
S3n tln(s) 9
/ / (1-3n%3t—s+0.5)%) dt| ds — 0
Son th(S)
e
Sdn 1 9
/ {/ (1 —3n°(3t — s+ 0.5)%) dt} ds — 0
S3n tz(s)
resulta
/ (1- ui(un)t)2 (u,)2"ds dt — 0.
Qo
Assim,

/ (1 — ui(un)t)2 (un)gmds dt — 0,
Q

donde se conclui que o funcional (3.3.3) nao exibe fenomeno.

Em dimensao dois nada se pode dizer sobre o caso em que o integrando satisfaz uma dada
condicao de crescimento. No decurso do presente trabalho houve uma tentativa de resolver

o problema usando uma técnica semelhante & usada em [21], mas sem sucesso.

Na tabela (3.1) apresenta-se, de forma resumida, a rela¢ao entre a dimensao e a existén-
cia de resultados de regularidade ou de exemplos de problemas variacionais que exibem

fenomeno de Lavrentiev.

E de salientar que para o caso auténomo bidimensional escalar (m = 1) existe um resultado

de regularidade apresentado em [37] para um caso particular de Lagrangiano.
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n=1 n=2
m=1 m =2
f(z,u, Du) Pode existir [36] Pode existir [12] Pode existir [10]
f(u, Du) Nao existe [10] 7 Pode existir [2]

f(z, Du) | Resultados de reg. [10], [51], [5] | Pode existir [10], [51], [5] | Pode existir [5]

f(Du) Resultados de reg. [10], [51], | Resultados de reg. [46],[51] | Pode existir [10]

Tabela 3.1: Dimensao, resultados de regularidade e existéncia de fenémeno de Lavrentiev.

3.4 Exemplo de um funcional em 1D que exibe fené-

meno de Lavrentiev

No que se segue apresenta-se um exemplo, em 1D, de um problema variacional do tipo

Mania que exibe fenémeno Lavrentiev.

Considere-se o funcional

Ju] = /0 (u?(z) — :v)Qu'G(x) dz, (3.4.7)

a classe

AP = {u e W(10,1]) : w(0) = 0 A u(1) = 1},

com 1 < p < 0o, e o problema variacional

ulenjp Ju]. (3.4.8)
Para ug(x) = x? vem ug € AP para p € [1,2] e Jug) = 0. Como J[u] > 0, Vu € AP para
p € [1,4+00], vem
inf J[u] =0,

ue AP

para p € [1,2].
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Dado u € A*, u(0) = 0, u(1) = 1 e u ¢é lipschitziana. Nestas condigoes, o grafico de u

atravessa a regiao ( Figura 3.1)

1 1
R:{(x,y)€R2:0§x§1 A 0§y§§m5}.

Figura 3.1: Regiao R.

Sejam

xy = inf {m €0, 1[: u(z) = %:m}

o :=sup {x € [0,z1[: u(z) = 0}.

. 1 .

Assim, para = € [z, x1] vem 0 < u(z) < —z2, donde se conclui que
0 <4du(z)* <z

e, consequentemente,

(u*(2) — 2)*[/ (2)]° = 9u* (2) [/ (2)]°, V2 € [0, 7:1].

Sendo assim, de (3.4.7) e (3.4.10)

Ju] > 9 / (@) () = 9 @)6 / {% (u(;gﬁ)r .

zo

(3.4.9)

(3.4.10)

(3.4.11)
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Aplicando a desigualdade de Jensen ao integral

/ {% <u(x)g>rdx

[ )] aez ot [ et)a . e

Uma vez que u(zo) = 0 e u(z1) = 37, de (3.4.11) e (3.4.12) resulta

9 /3\° T > 9 /3\°
> — | = [ > [ = o0
10255 (5) (@ 2a) 2am (5) - vwea

e, consequentemente,

venml

. 9 (3\°
2 5 ()
Assim, para p € [1,2]

it Tl =0 < 2 (3 < s
1mn = ey - 1m
ucApP Y 210 \ 5 ~ ueAde’

donde se conclui que o problema (3.4.8) exibe fenémeno de Lavrentiev.

3.5 Extensao do exemplo de Mania a 2D

No que se segue apresenta-se uma extensao a dimensao dois do exemplo mais conhecido em
dimensao um que é o exemplo de Mania. Além disso, prova-se que a classe de Lagrangianos
cujos funcionais exibem fenémeno é invariante a certas perturbacgoes aditivas, o que permite
construir problemas regulares. Verifica-se ainda que é possivel, nalguns casos, eliminar as

condicoes de fronteira.

Nesta secgao segue-se de muito perto o que foi publicado em [12|. Nesta referéncia
trabalhou-se apenas com p > 2 uma vez que para estes casos, como ji foi referido an-
teriormente, W?(Q) C C(€2). No que se segue trabalha-se com p € [1,+0oc] e as condigdes

de fronteira sao interpretadas como sendo o trago de u, como foi referido no Capitulo 1.
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Nesta secc¢ao, sempre que nada seja indicado em contrério, considera-se Q =|0, 1[x]0, 1.

Como neste caso o dominio é de Lipschitz, o operador traco estd bem definido. Considere-se
AP = {u e W(Q) s u(s,0) =0 Au(s,1) =1,Vs € [0,1] }, (3.5.13)

para cada p € [1,+o0].

A diferenca significativa na demonstragao entre o caso de dimensao um, apresentado na
secgao anterior, e o de dimensao dois que se apresenta nesta seccao, estd na prova da
mensurabilidade de conjuntos que, no caso unidimensional sao intervalos. Quando se passa
para dimensao dois a estrutura da regiao correspondente a regiao R, definida em (3.4.9), é
mais complicada no que diz respeito a mensurabilidade. Para provar a mensurabilidade dos
conjuntos em causa recorre-se a semicontinuidade inferior de fungoes e, usando resultados

conhecidos destas fungoes, mostra-se a mensurabilidade de outras fungoes.

Sejam [, k, m constantes positivas que satisfazem as condigoes

2k +1

l
-k

k<l, 2m >
e o problema variacional
Ju] = / (ul(s,t) - tk)2 |Vu(s, t)|*" dsdt — inf, u(s,0) =0, u(s,1) =1. (3.5.14)
Q

k
l .

k
Seja ug(s,t) = ti. Uma vez que 7 < 1, a funcao ug nao é lipschitziana visto que u; nao é

limitada em . Por outro lado, uy € W'?(Q) para p € [1, ﬁ [, verifica as condigoes de
!

fronteira e J [ug] = 0. Como J[u] > 0 para todo u € A” com 1 < p < oo, conclui-se que

inf J[u] =0,

u€AP
para p € [1, o [
l

Pretende-se provar que o infimo de J é estritamente positivo na classe A*°. Comeca-se por

provar alguns resultados auxiliares que serao necessarios para o que se segue.
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3.5.1 Lavrentiev gap

Lema 3.5.1. Sejam u € A> el e k constantes positivas tais que | > k > 0. A funcao
definida por
1
B(s) = inf {t €]0,1] : u(s,t) = 5%}, s € 0,1] (3.5.15)

€ semicontinua inferiormente.
Demonstracao Comeca-se por provar que a funcao (3 estd bem definida. Dado u € A,
u é lipschitziana e u(s,0) = 0, para s € [0, 1]. Nestas condigdes,

u(s, t) < |u(s,t) —u(s,0)| < Lt, Vs € [0, 1], (3.5.16)
com L constante de Lipschitz.
Escolha-se t > 0 tal que

LT <

Note-se que existe t nestas condi¢goes. Como L > 1, basta escolher ¢ < (E) <

Assim, de (3.5.16) e (3.5.17) para 0 < t < t, vem Lt'"T <
(s,t) € [0,1]x]0, £]

1
7 €, consequentemente, para

1 1
u(s,t) — ét% < Lt- §t%
< (Ltl—’f - %) te
< L
— 4 Y

donde se conclui que

1
Y(s,t) € [0,1]x]0,1], u(s,t) — §ﬁ <0

1
Como ao longo de t =1, u(s,1) =1 > geu ¢ continua, a definigdo de § em (3.5.15) faz

sentido.
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Seja so € [0,1] e 5(sg) = to. Da forma como foi escolhido ¢ em (3.5.17) e da defini¢ao de

[ resulta que ty > t. Assim obtém-se

1 & 1
u(so, to) — Eté =0 A u(sg,t)— 515% # 0 para t €]0, to].

Por outro lado, como

1
u(s,t) — 575% < 0 para t €]0,¢],

venl

1«
u(so,t) — §tl < 0 para t €]0, /.

Seja 0 > 0.

Duas situagoes podem ocorrer:

i. 0 étal que tg — 6 > t.

Nestas condigoes, para Vt € [t, tg — 0], u(so,t) — %t% < 0, 0 que permite concluir que

te(t,to—d]

Lk
max (u(so,t)—itl) =p<0.

Uma vez que u é lipschitziana, existe ¢ > 0 tal que para s que verifica |s — so| < ¢

) <o

> = max (u(S,t)—u(so,t)-yu(SO’t)_lt’;)

te[t,to—3] 2

venml

~|=

1
max (u(s, t) — §t

te(t,to—9]

De facto, como

k
7

t

DN | —

max (u(s, t) —

tE[t,to—(S]

1,
< — — —f7
< dnax (u(s, t) U(SOat))"i_ter[E%)Eé] (U(SO,t) tl)

< L|s — so| + p,

basta considerar 0 < ¢ < ——.

L
Por outro lado,

1
u(s,t) — iﬁ <0, ¥(s,t) € [0,1]x]0, £[.
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Assim, para t €]0,tg — d] e s tal que |s — 59| < &, vem

1

u(s,t) — ~tT <.

2
Da definigao de [ resulta que, para s que satisfaca |s — so| < &, vem ((s) > to — 9,
ou seja, fB(s) > [(sg) — 9.

ii. 0 é tal que to — 0 < t.

Neste caso, como ]0,t,—4] C]0, ¢[, u(s, t)—%t% < 0 paratodoo (s,t) € [0,1]x]0, tp—4].

Sendo assim, [((s) > to — d, ou seja, 5(s) > B(so) — 0.

De i. e ii. conclui-se que
Vo >0,3e >0:Vse[0,1]:|s—so| <e= (s) > B(so) — 6,

o que permite concluir que a funcao (§ é semicontinua inferiormente em sy. Como nao foi

colocada qualquer restricao a sg, conclui-se que 3 é semicontinua inferiormente. |

Sabe-se que as projecgoes sao aplicagoes abertas. No que segue é necessario usar um

resultado que garanta que as projecgoes transformam abertos relativos em abertos relativos.

Observacao 3.5.2. Dados um subconjunto O = A; x Ay C R? e um aberto B de O, vem
B =0NC, onde C é um aberto de R?2. Como todo o aberto de R? ¢ a unido enumeravel

de bolas abertas, C' = U, B,, vem
Ts(B) = ms(O N (UaerBa)) = Uaerms(O N By) =
= Uaerms ((AiN]aq — 0, aq + 8]) x (A2N]by — 8,bs +6[)) =
= UgerAiN|ag — 6, aq + 0[= A1 N (Uaer)@a — 9, a0 +6[),
donde se conclui que my(B) é um aberto de Aj.
Lema 3.5.3. Sejam u € A e 8 a fungao definida em (3.5.15). A fungao « definida por
a(s) =sup {t € [0, 8(s)[: u(s,t) =0}, s €[0,1] (3.5.18)

¢ uma fun¢ao mensurdvel.
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Demonstragao Para provar que a ¢ mensuravel é suficiente provar que, para cada v € R,

o conjunto

M ={se[0,1]:a(s) >~} (3.5.19)

é mensuravel. Basta considerar v €]0, 1] uma vez que, para v < 0 vem M? = [0, 1] e para

~v > 1 resulta M7 = () , os quais sao conjuntos mensuraveis.

Da definicao de « e da continuidade de u resulta a seguinte caracterizagao

MY ={s€[0,1] : 3t € [, B(s)[: u(s,t) = 0}.

Considere-se o conjunto
BY = {(s,t) €[0,1] x [0,1] : v <t < (s)}.

Este conjunto ¢ a intersec¢ao do subgréfico de 3, {(s,t) € [0,1] x [0,1] : t < 3(s)}, com o
semiplano aberto t > 7. Do facto de 3 ser semicontinua inferiormente conclui-se de [[30];
p-13] que o seu subgrafico, é aberto em [0, 1] x R. Sendo assim, BY é um conjunto aberto

em [0,1] x [0, 1], uma vez que ¢ a intersec¢ao de dois abertos.

Para cada n € N seja
1
B, = {(s,t) €[0,1] x [0, 1] : [u(s,1)| < ﬁ}’
e a interseccao B, N B”. Ambos sdo conjuntos abertos em [0, 1] x [0, 1].
Sejam 7, a projeccao s : [0,1] x [0,1] — [0, 1] na 1% componente e o conjunto
M = 7,(B, N B").

Da Observagao 3.5.2 conclui-se que M’ é um conjunto aberto em [0, 1] e, consequentemente,

M7 é mensuréavel. Da defini¢ao de M resulta que

MY = {s€[0,1] : 3t €]y, B(s)]: Juls, £)] < %}. (3.5.20)
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No que se segue pretende-se mostrar que

M7= () M].
n=1
Seja sop € M7. Da definigdo de M” em (3.5.19) resulta que a(sg) > v ou a(sg) = . Se
a(sg) > v entdo existe to €]y, B(so)] tal que u(sg,tp) = 0. Assim, sy € M), Vn € N e,

consequentemente, sy € ﬂ M.

n=1

Se a(sg) = 7, devido a continuidade de u, u(sg,y) = 0 e u(sg,t) > 0, para todo t €]y, 5(so)|.

Escolha-se ny € N tal que v + €]y, B(so)], com L a constante de Lipschitz de u.

Nestas condigoes,

1
0 < u(sp,v+—F——) =
(” no(L+1))

< L - 1
- no(L+1) no’

donde se conclui que

d=v+
No

1
@ S Aol fulso, Dl < -

Se n < ng vem |u(sg,t)| < — < —.
Un n

Assim,
1
3t €y, Bso)l: fulsor )] <

donde se conclui que sy € M, para n < ng.

Se n > ng vem
1

<7+ —
7= no(L + 1)

— <
n(L +1) vt

donde se conclui que v + 17, B(s0)[ e, como se viu anteriormente,

AL+ 1)
1 L 1

T+ Sn@sn) “w

0 < u(sg,y+
n
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o0
donde resulta so € M) para n > ng. Assim, em qualquer dos casos, sy € ﬂ M para todo

n=1
n €N e, Consequentemente,

MY C (M. (3.5.21)

n=1

Seja sg € ﬂ M. Consequentemente, sy € M, para todo n € N e, da definicao de M)
n=1
em (3.5.20), existe ¢, €], B(so)[ tal que |u(so,t,)| < +. Constroi-se assim uma sucessao

limitada, (t,) a qual possui uma subsucessao (to("))neN convergente, isto é, existe

neN?
to € [, B(s0)] tal que t,()y — to. Da continuidade de u resulta u(so,ty) = 0, e da definigao
de B vem ty # [B(so). Assim, Jtg € [v,B(so)[ tal que u(sp,ty) = 0, donde se conclui que

sg € M7 e, consequentemente,

() M) c M. (3.5.22)
n=1
Assim, de (3.5.21) e (3.5.22) vem
M7= () My,
n=1

o que permite concluir que M7 é mensuravel visto ser a intersec¢ao enumeravel de conjuntos

mensuraveis. u

Sejam u € A™ e as fungoes a(s) e [(s) definidas em (3.5.15) e (3.5.18), respectivamente.

O conjunto

A={(s,t):5€[0,1] A a(s) <t <B(s)} (3.5.23)

¢ importante no que se segue. Uma vez que é necessario integrar sobre ele ha necessidade
de provar a sua mensurabilidade. E neste facto que reside a principal diferenca entre o
exemplo em 1D apresentado na Seccao 3.4 e o exemplo em 2D que se apresenta nesta

secgao, uma vez que, no caso 1D o conjunto correspondente é um intervalo.

Lema 3.5.4. Sejam u € A* el e k constantes positivas tais que k < 1. O conjunto A,

definido por (3.5.23), é mensurdvel.
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Demonstracao Do Lema 3.5.1 conclui-se que que a funcao (3 é semicontinua inferiormente.
Usando propriedades da semicontinuidade inferior (|25]; p.21) conclui-se que o level set
{s €[0,1]: B(s) < c} é fechado para todo o ¢ € R. Sendo assim, a funcao (3 ¢ mensuravel.
Como « e [ s@o mensuraveis em |0, 1[, as fungdes g1(s,t) = a(s) —t e ga(s,t) = B(s) — ¢
sdo fun¢des mensurdveis em ]0, 1[xR. Assim, A = {(s,¢) : s €]0,1[Aar(s) < t} N {(s,?) :

s €]0,1[AB(s) > t} ¢ mensuravel, pois é a interseccao de dois conjuntos mensuraveis. =

Pode agora provar-se que o problema variacional apresentado em (3.5.14) exibe fenémeno

de Lavrentiev.

Teorema 3.5.5. Sejam [, k, m constantes positivas que satisfazem as condigoes

% + 1
k<l 2mz = +k I L meN.

Entdo, o problema variacional (3.5.14) exibe WP — WL Lavrentiev gap para qualquer

pe |l

Demonstracao Pretende-se determinar o infimo de J sobre a classe A . Seja u € A
e considere-se o conjunto A definido em (3.5.23). Para cada (s,t) € A verificarse 0 <

u(s,t) < %t%. Assim, para (s,t) € A,
(u'(s,t) — tk)2 > (2'!(s,t) — ul(s,t))2 = (2" - 1)2 u?(s,t), (3.5.24)
e, por conseguinte,

T = /Q(ul(s,t)—tk)2|Vu(s,t)|2mdsdt

> (20— 1)2/Au21(s,t) \Vu(s, t)|*™ dt ds

2m

> (2’—1)2/(u&(s,t)ut(s,t)) dt ds. (3.5.25)

m

A derivada parcial fraca (u%H) é igual a u%ut em q.t.p. de A. Além disso, dado
t

u € Whee(Q), uw e u; estio em L>(Q2), o que permite concluir que existe uma constante

¢1 tal que wwi (s, t)u(s,t) < ¢ qt.(s,t) € Q. Como Q tem medida finita resulta que

win uy € LY(A).
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Assim,

/A<ufn(3,t)ut(8,t)>2mdtds = (mLH)Qm/A((u;H)t(S,t))?mdMS
- () [ (), 00) s

onde x4 designa a funcao caracteristica no conjunto A. Aplicando o Teorema de Fubini

ao integral do 22 membro obtém-se

/A<urln(5,t) w(s.t) dids = (#)Qm /01 (/0le ((ufn+1)t(5’t)>2mdt) n

(3.5.26)
De (3.5.25)-(3.5.26) resulta

Tl > (2 = 1) (#ﬂ)m /01 (/:()) ((u%“)t (s,t))Qm dt) ds. (3.5.27)

Para cada s € [0, 1], por aplicagao da desigualdade de Jensen vem

B(s) " om B(s) L 2m
Lo (57, 00) ™02 G </a<s) (7 )AS’”‘“) - (35.28)

Usando o Lema da integragao parcial apresentado no Capitulo 1, com v = u%“, obtém-se

/oj:) <“%+1)t (s,t)dt = um*Y(s, B(s)) — unt(s,a(s)) q.t.s € [0, 1].

Uma vez que u(s, a(s)) = 0 e u(s, 3(s)) = 36(s)

</j(8) (w ), <s,t>dt) - (%)Qm(mﬂ) FriG(s) ats € 0,1 (3529)

2k +1 k(1
Suponhamos em primeiro lugar que 2m = ; +k [. Nestas condicoes, 2m—1 = 2m7 (— + 1)
— m
€, como L > 1, vem
B(s) — afs)

5(5)2@(%2_1 > 1. (3.5.30)
(B(s) — a(s))
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2k +1

k(1
Se 2m > ? [, entao 2m7 (— + 1) —2m +1 < 0 ! e, consequentemente,

3

()2t Gr1) B(s)mi(m+1)

— B(s 2mk (L+1)—2m+1 ' =
(B(s) — afs))*™ = (B(s)) T B(s) > 1 (3.5.31)

2 1
i +k [, de (3.5.27)-(3.5.31) obtém-se

= S ()

para todo u € A>. Assim, é possivel concluir que

inf J[u] > l > 0. (3.5.32)
u€A>® 22m(ﬁ+1) l+m

Como por hipotese 2m >

Nota 3.5.6. Com base na demonstracao da existéncia de WP — W1 Lavrentiev gap ¢é

possivel estimar o seu valor. Assim, é possivel dizer que para o problema variacional

Ju) = / (u'(s,t) — tk)2 \Vu(s, t)|*" ds dt, — inf, u(s,0) =0, u(s,1) =1,
0

lor inf J[u] — inf J[u] é ndo inferi (-1 ( m N7 1,2
ovalor inf Jiu|— inf Jiu ena01ner10ra22m(#+l) I=m , para p € [ ,@[

Exemplo 3.5.7. Escolhendo, por exemplo, k = 4,1 = 5, m = 23, o correspondente

problema variacional
Ju] = / (u’(s,t) — t4)2 |Vu(s, )| dsdt, — inf, u(s,0) =0, u(s,1) =1
Q

exibe WP — W1 Lavrentiev gap para todo o p € [1,5] e

. . (25 —1)" /23\"
~ > (=2)
Il = b Jlu) 2 5 { 55

k (2l 2k +1
LConsiderando a funcao g(x) = 7 ( + 1) r—x+1vem g < i +k l) = 0 e g estritamente decrescente.
x _

k41
ﬁl, vem g(z) < 0.

Assim, para x >
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2k+1

Nota 3.5.8. No caso de 2m < [ o funcional J nao exibe fenémeno de Lavrentiev

[ —k
uma vez que a sucessao (U, )nen definida por
n-D¢ L 0<t<1 selo1]
ti , 1<t<1,s€(0,1]

é tal que (up)neny C A e

T 1 Lo 2
Up| = — .
p2hm(-5) \ 20+ 1 2k+1 I+k+1

Como 2k + 1 — 2m(1 — %) > 0 conclui-se que

lim J[u,] =0.

n—-+oo

3.5.2 Persisténcia do fendmeno de Lavrentiev

Teorema 3.5.9. Sejam k, [, m constantes nas condi¢oes do Teorema 3.5.5 e 2 < r <

l
(I =F)

. Entao, existe ey tal que para todo o € que verifique 0 < € < gg. o funcional

JJM—:é(dwﬁ)—ﬁﬂﬂVu@jﬂ%“HﬂVu@jﬂﬁkdu

sobre as condigoes de fronteira u(s,0) =0 eu(s,1) =1, exibe WP — WL Lavrentiev gap

para qualquer p € [1, ﬁ [
l

Demonstracao Considere-se o funcional

Plu] = /Q (Jus(s, t)]* + |ut(s,t)|2)% ds dt.

Uma vez que

u€AP
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para p € [1, ﬁ [ Seja € > 0 tal que
l

l 2 2m
1 (2 — 1) m
e<ey=c (L) (l n m) : (3.5.33)

_ (2" - 1)2
Uma vez que inf J[u| > -
ueA® 227”(%—"1)

m 2m
, para 0 < € < gy e para todo o p €
l4+m

[1, ﬁ [ verifica-se
-1

inf J.ju] <eg-c< inf Jul,

uc AP ucA>
isto &
ulenjp J-[u] < ugﬁ& Ju). (3.5.34)
Por outro lado,
i < i = 1 . 9.
uglétfoo Ju] < ughfw (Ju] + ePlul) ug“fw Je[u] (3.5.35)

Assim, de (3.5.34) e de (3.5.35) resulta que para p € [1, 1_% [,
l

inf J.[u] < inf J.[u],

u€eAP uEA>®

e, consequentemente, o funcional .J. exibe fenémeno de Lavrentiev, o que prova que o

fenébmeno persiste a certas perturbacoes aditivas. |

Exemplo 3.5.10. Considere-se k =4, =5, m =23 e r = 4. O correspondente problema

variacional

Ju] = / (u’(s,t) — t4)2 IVu(s, t)|" + e |Vu|* ds dt, — inf, u(s,0) =0, u(s,1) =1
0

s e . (20— 1)*5° (23\"
exibe W Whee Lavrentiev gap para todo o p € [1, 5] e para ¢ entre zero e — 23/ -

O Lagrangiano f.(s,t,u, us,u;) = (u'(s,t) — tk)2 |Vu(s, t)|*" +¢|Vu|" é coercivo mas pode
nao ser convexo em relagdo a Vu = (us, u;). Contudo, com uma escolha apropriada de [ e

r, é possivel garantir a convexidade de f. em relacao ao gradiente.
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Teorema 3.5.11. Sejam k, [, m constantes positivas satisfazendo
4 2k+1 [

k<l< =k, 2m> ——1 4<r< —nr

TR B A

Entao, existe gg tal que para todo o € que verifique 0 < & < gy o problema variacional

[, meN.

Jeu] = / (u'(s,t) — tk)2 IVu(s, t)|*"+¢ |Vu(s, t)|" ds dt, — inf, u(s,0) =0, u(s,1) =1,
Q
(3.5.36)

¢ reqular e exibe WP — W Lavrentiev gap para qualquer p € [1, ﬁ [
!

Demonstracao A demonstragao de que o problema (3.5.36) exibe fenomeno de Lavrentiev
é analoga a do Teorema 3.5.9. Além disso, para k, [, m e r nas condi¢oes indicadas o
Lagrangiano

Fo(s,tuls, ), ug(s, ), (s, 8)) = (ul(s,8) — %) [Vuls, £)(s,£) "™ + = [Vu(s, )]
é coercivo e convexo em relagao ao gradiente. |
Na nota que se segue mostra-se que é possivel considerar outro tipo de perturbacoes adi-
tivas.

Nota 3.5.12. Considere-se a funcao h: Q x R x R? — R tal que:

i. h(s,t,u(s,t), Vu(s,t)) > 0 para todo (s,t) € Q e todo o u € AP;

ii. / h(s,t,up(s,t), Vug(s,t))dsdt = ¢ < 0o, para ug = t%,
Q

e o problema variacional

J[u] = / (u'(s,t) — tk)Q IVu(s, t)|*™ + eh(s, t,u(s,t), Vu(s,t))ds dt, — inf, u € AP,
0
(3.5.37)

com 1 <p<oo.

Nestas condigoes, existe ¢g > 0 tal que para todo o £ que verifique 0 < ¢ < ¢y e para

1
pE [1,—k vem
=7

inf J.[u] < inf J.[ul,

u€AP uEA>®
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78
ou seja, o fendbmeno persiste a este tipo de perturbacgoes aditivas.

Plu] :/h(s,t,u,Vu)dsdt
Q

De facto, considerando
vem J.[u] = J[u] + ePlu| e, como Plu] >0, J.[u] > J[u].

Duas situagoes podem ocorrer : Plug] = 0 ou Plug] =¢ >0

Se Plug] = 0 vem
inf Joju] > inf J[u]
uEA>® u€A®
> ulenjp Ju] = Juo) = Jefug] = ulenjp J:[ul,

inf J.[u] < inf J.[u],
uEA®

donde se conclui que
ue AP

£
l

paratodooa>0epara1§p<1

Se Plug] = ¢ > 0, seja
_1(21—1>2( m )m
Eop—=2¢C .
g2m(+1) \ I+ m
Para1§p<1_ke0<5<eovem

I

inf J.[u] <50-c§ui€rifoo J[u)

u€AP

e, consequentemente,
. . <
ulenjp J.[u] < ulel;llfoo Ju] < ulerilfoo J[ul,

el<e<egg

para 0 < € < €g.
k
1

Em qualquer dos casos, para 1 < p <
inf J.[u] < uielr}‘fo<> J[ul,

u€AP
o que prova que o fendémeno persiste. Se h for coerciva e convexa em relagao ao gradiente

o funcional J. é regular.
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3.5.3 Fronteira livre

Verifica-se facilmente que ao eliminar uma das condigdes de fronteira u(s,0) = 0 ou
u(s,1) = 1 o problema variacional definido em (3.5.14) deixa de exibir fenémeno. Com

efeito, para wu;(s,t) = ¢, com ¢ constante apropriada, vem J[u;] = 0.

No que se segue apresenta-se uma classe de problemas variacionais construida a custa da
apresentada anteriormente, problemas esses que exibem fenémeno de Lavrentiev, mesmo
quando se considera uma ou nenhuma das condicao de fronteira. Para tal serd necessario

provar a mensurabilidade de certos conjuntos.

1
Lema 3.5.13. Sejam to €]0,1[, u € WH>*(Q) tal que u(s,t) < it%, V(s,t) € [0,1]x]0, %],
[ e k constantes nas condigoes da Teorema 3.5.5 ¢ D um subconjunto fechado de [0,1].
Entao, os conjuntos

By ={seD:3t€ty,1]:u(s,t) > =t1} (3.5.38)

DN | —

1
By={se€D:u(st) < 5#,\# €0, 1)} (3.5.39)

sao conjuntos mensurdveis.

Demonstracao Da continuidade de u resulta que os conjuntos
B ={(s,t) € D x [to,1] : u(s,t) > %tllc},
Co = {(s,8) € D % [fo, 1] : Jus, 1) — %t’ﬂ < %}, neN
sao abertos em D X [tg, 1].

Considere-se a projeccao m, na 12 componente, e as correspondentes imagens

1
ms(B) = By = {s € D : 3t €lty, 1] : u(s,t) — 515? >0}

() 7(C) = By = {s € D : 3t €)to,1] : uls, ) — %t’? o,

n=1
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Uma vez que

B, = B, UB!

e os conjuntos B} e m4(C,,) sao abertos em D, entdo os conjuntos Bj e B sdo mensuraveis.
Assim, B; é mensuravel e, consequentemente, B, também é mensuravel visto que By =

D\Bl |

Teorema 3.5.14. Sejam [, k, m constantes nas condigcoes do Teorema 3.5.5. Entao, o

problema variacional
Tl :/ (i (s,8) — )2 (|Vuls, )" + 1) dsdt — inf, u(s,0)=0  (3.5.40)
Q

exibe WP — W Lavrentiev gap para todo o p € [1, ﬁ [
!

~I=

Demonstracao Uma vez que .J é ndo negativa e J [t } = ( resulta que

inf J[u] =0,

u€eAP

para p € [1, % [
l

Como J[u] > J[u] para todo u € A>, de (3.5.32) conclui-se que

P . (2 — 1)2 m O\
inf Ju] > inf Jlu] > - > 0,
uEA® u€EA> 22m(*+1) l+m

e, por conseguinte, o problema variacional J[u] — inf, u(s,0) = 0, u(s,1) = 1 exibe

fenémeno de Lavrentiev.
Para p € [1, +o0] seja
Ab = {u e W(Q) : u(s,0) =0 Vs € [0,1]}. (3.5.41)
Uma vez que t1 € Ab, quando p € [17 ﬁ [ vem
uienjg Jlu] =0,

para esses valores de p.
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Pretende-se provar que
inf J[u] > 0.

u€Ag°

Considere-se em primeiro lugar que [ é impar. Uma vez que, dado u € A, u é lipschitziana

e u(s,0) = 0, entdo para alguma constante L
u(s,t) < |u(s,t) —u(s,0)| < Lt
para todo (s,t) € [0,1] x [0, 1].

Seja t €]0,1] tal que Lzl_% < i. Usando os mesmos argumentos que foram usados para

provar o Lema 3.5.1 verifica-se que
1
V(s,t) € [0,1]x]0,4], u(s,t) — §ﬁ <0. (3.5.42)

Considere-se D = [0, 1] em (3.5.38)-(3.5.39) e ty = t em (3.5.38). Do Lema 3.5.13 resulta
que ambos os conjuntos B; e By, definidos por (3.5.38)-(3.5.39), sdo mensuraveis e | By | > %

ou |B2| Z %
Suponhamos em primeiro lugar que |By| > % Uma vez que [ é impar, entao

1 1 1 2
u(s,t) — 5% <0 <= ul(s,t) < itk — (= ") > (5 — 1) 2,

1
Assim, para [ impar e u € A, tal que |By| > 5 da aplicacao do Teorema de Fubini resulta

Ju) = /Q(ul(s,t)—tk)2(|Vu(s,t)|2m+1) dsdtZ/Q(ul(s,t)—tk)2dsdt

> (2 12/ /1t2’“dtd>1 L 12 L >0 (3.5.43)
=\ 5 \ o =9\ ok+1 T WY

No caso de |B,| < 3, vem |B;| > 1. Dado s € By considere-se a fungao 3 definida por

B(s) = inf {t €)0,1] : (s, ) = %t’f}. (3.5.44)

Da definigao de By, de (3.5.42) e da continuidade de u conclui-se que 3t €]t, 1] tal que

1
u(s,t) = §t% Assim, a funcao ( esta bem definida.
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Seja
a(s) =sup {t € [0, 8(s)[: u(s,t) =0},s € By. (3.5.45)

Usando argumentos semelhantes aos usados para provar os Lemas 3.5.1 e 3.5.3 conclui-se

que (3 é semicontinua inferiormente e que a é mensuravel.

Seja Ay = {(s,t) : s € Bi Aa(s) <t < B(s)}. Prova-se, de modo anédlogo ao que se fez na
demonstracao do Lema 3.5.4, que Ay é mensuravel. Por outro lado, para cada (s,t) € As,

verifica-se que 0 < u(s,t) < %t% Assim, para (s,t) € Ay vem
(u'(s,t) — tk)Q > (2'!(s,t) — ul(s,t))2 = (2" - 1)2 u?(s,t)
e, consequentemente,
T = /Q (i (s, 1) — )2 (|Vuls, £)*" + 1) ds dt
> /A (u'(s,t) — tk)2 (u;™(s,t)) ds dt
> (1- 2l)2/A w? (s, t)uZ™ (s, t)dt ds.

Conclui-se, de forma analoga ao que se fez na demonstracao do Teorema 3.5.5, que

— 1 (21 — 1)2 m \*"
Ju| > - =cy >0 3.5.46
= i) (l + m) o (3540
1
para u € A, tal que |By| < 3
Assim, de (3.5.43) e (3.5.46), para [ impar,
inf J[u] >c¢>0. (3.5.47)
u€Ag°
Se [ & par, entao |u(s,t)] = |u(s,t) — u(s,0)| < Lt e, consequentemente,

1 &
lu(s, t)] — §t7 <0, Y(s,t) € ]0,1]x]0,¢].

Neste caso, substituindo u por |u| em (3.5.38),(3.5.39),(3.5.44) e (3.5.45) a demonstragao

é anéloga ao caso anterior. Assim, para [ par também se verifica (3.5.47). |
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No que se segue, mediante um raciocinio semelhante ao que foi feito em [22| para dimenséo
um, estuda-se o comportamento de um problema variacional sem condi¢oes de fronteira
face ao fenémeno de Lavrentiev. Seja (3 =]0,1[x]| — 1,1[. Reflectindo sobre o eixo Os o
exemplo apresentado no Teorema 3.5.14 obtém-se um problema variacional sem condigoes

de fronteira e que exibe fenémeno de Lavrentiev.

Teorema 3.5.15. Sejam [, k, m constantes inteiras positivas nas condi¢oes do Teorema

3.5.5, e considere-se o problema variacional
7[u] = / (u'(s,t) — tk)2 (|Vu(s,t)|2m +1)dsdt — inf. (3.5.48)
941

Se l e k sio ambos impares, entdo o problema variacional (3.5.48) exibe WP — TWhoo

Lavrentiev gap para p € [1, ﬁ [ Nos restantes casos J ndo exibe Lavrentiev gap.
1
Demonstracao Consideram-se trés casos possiveis, consoante a paridade de k e [. Assim:
e Suponhamos que k é par.

Uma vez que 7 [|t|%] =0, vem

inf
ueWL.p(Q)

l

u] =0,

1
para p € [1, 1k [
]

Considere-se a sucessao (U, )ney C WH>(€,) definida por

|t| ) _1§t§_%7 s € [071]

k
un(s,t) = (7)7 . —a<t<gse(0]
o L<t<1,s€l0,1]

Por simples célculos obtém-se

_ 1 2 4
Twnl = Sa <2+ Uh+1 k+1)
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e, consequentemente,

lim J[u,] = 0,
n—-—+00
0 que permite concluir que
inf 7[u] = inf 7[u] =0.
ueWbhr(0y) ueW°(Q)

Assim, para k par nao ha fenémeno.
e Suponhamos agora que k é impar e [ par.

Neste caso, para todo u € W'?(Qy) e p € [1, 0], vem
T = / (u(s,t) — )" (|Vuls, t)*™ +1) ds dt
1951

> / (' (s,t) — ") (|Vuls, )™ + 1) ds dt,
10,1[x]—1,0]
e uma vez que
(ul(s, 1) — t5) = u? 4 2% — 2%l > 12 (s, t) €]0,1[x] — 1,0],

para todo p € [1,400] vem

- 1
Ju 2/ t?* dsdt = . Yu e WhP(Qy). 3.5.49
[u] S 1 (1) ( )

Por outro lado, considerando a sucessao (uy)neny C W1°(£2;) definida por

.

0 , —1<t< -1 s5€]0,1]
t++ . —1<t<0,5€]0,1]
UN<S7t) - " K 13 )
1 , 0<t<(H)F, se0,1]
k 1 %
|t , (H)F<t<1, s€(0,1]
vem
= 1 1 2 2
Ju,] = 1— —
bl = 5T ( n2k+1) TR D) 2k )
4k! 1 1 2
+ + —

—nl+k+1(l +1) - (I+k+1) n2l+s né(2k+1)(2k +1) nlt (k1)
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e, consequentemente,
1

lim J[u,] = . 3.5.50
) = 5 (3.5.50)
Assim, de (3.5.49)-(3.5.50) conclui-se que
inf  Tu] = —— Vp € [1,+oc]
in u] = 0.
uweW.p(Qy) 2k +1’ p ’

e Considere-se agora k e [ impares.

Uma vez que 7 [t%] =0e 7 é nao negativo, conclui-se que

inf  Ju] =0,
ueWLP(Ql)

para p € [1, ﬁ[
l
Considere-se u € WH*(Q;) e os conjuntos

Dy ={s€10,1]: u(s,0) > 0}

Dy = {s€10,1]: u(s,0) < 0}.

N | —

1
Ambos os conjuntos sdo fechados em [0,1] e |Dy| > 5 ou |Dy| >

1
No caso de |Dy| > 2 faga-se D = Dy em (3.5.38) e (3.5.39).

Entao,

S
£

::./ (ul(5,1) — %) (|Vuls, )™ + 1) ds dt

951

z(/ (u(s,t) — ) (|Vuls, t)[*™ + 1) ds dt.
D> x]0,1{

Do facto de u ser lipschitziana, para (s,t) € Dy x [0, 1], resulta

u(s,t) <wu(s,t) —u(s,0) <|u(s,t) —u(s,0)] < Lt.
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Escolhendo ¢ €]0,1] tal que Lt~ 1 < T vem

k
1

u(s, t) — =tt <0, V(s,t) € Dyx]0,1],

N | —

e a demonstragao deste caso é anédloga & demonstragao do Teorema 3.5.14 em Dy x]0, 1],

1 1 1
tendo presente que |By| + |Bs| > 3 donde se conclui que |B;| > 7o | By| > T
1 . 1
Se |Dy| < 3 entdo |D;| > 5
Uma vez que
Tl = / (—0)'(s, 1) — (=% (IV (—u) (s, £) 2™ + 1) ds dt
951
fazendo uma mudanca de variavel t — —t, vem
Tl = / (—w)! (s, —t) — )% (1Y (—u)(s, —0)[*™ + 1) ds dt.
Q1
Como para todo o s € Dy, —u(s,—0) < 0, este caso reduz-se ao caso anterior.
Desta forma,
7[u] >y >0, Yu € WHe(Qy)
e, consequentemente,
inf 7[u] > ¢, (3.5.51)
weWiioo (Q)
donde se conclui que, com k e [ impares, 7 exibe fenémeno. |

Prova-se, de modo analogo ao que foi feito no caso em que havia condigoes de fronteira,

que o fenémeno persiste a certas perturbagoes aditivas. Assim:

Teorema 3.5.16. Sejam [, k, m, r constantes nas condi¢oes do Teorema 3.5.9, e considere-

sel e k impares. Entao, existe eg > 0 tal que para todo 0 0 < € < gy o problema variacional

1@]:/ (' (s,t) — ) (|Vuls, O)*™ +1) + £|Vu|" ds dt — in (3.5.52)
Q0

1
exibe WP — WL Lavrentiev gap para todo o p € [1, T E [
I
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Demonstracao A demonstragao ¢ analoga & do Teorema 3.5.9. |

Como ja foi referido, a diferenca significativa entre o que se passa em dimensao um e em
dimensao dois estd na prova da mensurabilidade de conjuntos, que no caso unidimensio-
nal sao intervalos. Com a técnica usada para ultrapassar o problema em dimensao dois
provam-se resultados semelhantes para problemas variacionais em dimensao superior a dois,

obtendo-se assim a extensao do exemplo de Mania a dimensao superior ou igual a dois.

No exemplo apresentado nesta seccao o Lagrangiano depende explicitamente apenas de
uma variavel independente. No que se segue apresentam-se Lagrangianos que dependem
explicitamente das duas variaveis independentes, e prova-se que tudo o que foi feito nesta

secgao € possivel ser feito para a classe de funcionais correspondente.

3.6 Exemplo em 2D com duas variadveis independentes

Seja ¢ uma fungao tal que
0 € C([0,1]),(s) > 1, Vs € [0,1]. (3.6.53)
Considere-se o funcional

2
Jlu] = / (ul(s,t) — (tgp(s))k) (Vu(s,t)|*™ds dt
0
onde © =]0,1[x]0,1[ e m,l € N, k > 0 com [ > k. Pretende-se verificar o que se passa com

inf J[ul,

p
ueA,

paral <p<ooe

AP = {u e WIP(Q) : u(s,0) = 0 A uls, 1) = (gp(s))?}.

Para v(s,t) = (tgp(s))% vem J[v] =0 e v € A? para 1 <p < . Uma vez que J[u] > 0
!

para todo u € A” e para todo o 1 < p < oo vem

inf Ju] =0

p
ueA,
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para 1 < p <

T
1
Dado u € A%’ pretende-se determinar

inf Jul.

UEA

Usando um raciocinio analoga ao usado na Secgao 3.5 prova-se que

inf J[u] > 0.

UEA

Apresentam-se algumas passagens da demonstracao, principalmente aquelas onde ha dife-

rencas. Assim

Lema 3.6.1. Sejam u € A3 e l, k constantes positivas. A fungao

B,(s) = inf {t €]0,1] : u(s,t) = %(tgp(s))llc}7 s €[0,1]

¢ semicontinua inferiormente.

Demonstragao Dado u € A¥para (s,t) € Q

u(s,t) < Ju(s,t) —u(s,0)]

IA

Lt, (3.6.54)
com L a constante de Lipschitz.

1
Considere-se a superficie auxiliar de equagao 3 (te(s)) 7. Atendendo a (3.6.54), para V(s,t) €
[0,1] x [0, 1] vem

~|=

u(s,t) = lte(s)f < Lt S (tp(s)

_ (Ltl—‘; _ %(¢(3))7) £, (3.6.55)

Escolha-se ¢ €]0, 1] tal que Lt'~1 < 1. Como ¢(s) > 1, Vs € [0,1], de (3.6.55) vem

k
]

u(s,t) — = (tp(s))

5 <0, (s,t) € [0,1]x]0,]. (3.6.56)
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1
1> §(¢<S)ﬁ para s €]0, 1], existe ¢

, 0 que permite concluir que a funcao 3, estd bem definida.

Por outro lado, como u é continua e u(s,1) = (¢(s))

k
1

1
tal que u(s,t) = 5(1&90(3))
Seja so € [0,1] e By,(s9) = ty. Por (3.6.56) conclui-se que 3,(s9) >t e, da definigao de 3,

1

u (80, Bp(s0)) = 5(@:(30)#3(50)) :

~|=

~|=

u(s0,1) # 3 (t(50))
para t €]0, to].

k
1

Por outro lado, como para t €]0,t] se verifica u(sg,t) < 2(tp(so)) 7, conclui-se que

1
u(so.1) < 5 (te(s0)) T,
para t €0, to].

Seja § > 0.

Considere-se o caso em que ¢ é tal que t, —d > t. Da definicao de (3,

o~

(s, ) — %(tgp(so)) <0, Ve [t.to — 0. (3.6.57)

Da continuidade da fung¢ao que esta no 1 membro de (3.6.57) resulta que

max (u(so,t) — 1(154,0(5‘0))]?) =u <O0. (3.6.58)

te[t,to—d] 2

Por outro lado,

max (u(s,t)—%(tgp(s)ﬁ) < max (u(s,t) — u(so,t))

tE€[t,to—I] tE€[t,to—I]
1 ;
) — =(t T
nax (u(So, ) = 5 (te(s0)) l)

&.‘?r
~|=

(t(s)) ) (3.6.59)

N | —

+ max (%(up(so))

t€(t,to—9]
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Do facto de u ser lipschitziana, para |s — sg| < ;—[’Lf resulta

—p
Ve B) < Lls = sol < 5~ 3.6.60
(ax (u(s,t) —ulso, t)) < Lls ol < = ( )

Como a fungao ¢ ¢ continua e p(s) > 1Vs € [0,1] , go% também é continua e, por conse-
guinte, existe £; > 0 tal que para s € [0, 1] e |s — s¢| < &1 vem go%(so) —w%(s) < —p, donde

resulta

o~

k
[

= 217 ((pls0)

~ Sl =

5 tp(s0) ~(elont) < 2 (3.6.61)

2
De (3.6.58)-(3.6.61) conclui-se que, para s € [0,1] que verifique |s — so| < € com ¢ =
min{e;, 57} se tem

max (u(s,t) - 1(up(s))?) <0.

te[t,to—o] 2
Assim, existe € > 0 tal que

k
1

u(s, 1) — 5(tp(s))} <0,

para (s,t) com s € [0, 1] tal que |s — so| < e et € [t,to— I
Da definicao de 3, resulta que B,(s) > to— 0 = [,(s0) — 9, donde é possivel concluir que

V6 >0, >0:Vs€[0,1] : |s —so| <e,By(s) > By(s0) — 0.

No caso de ty — 0 < t, como ]0,ty — 0] C|0,¢] vem

~I=

1
u(s, 1) < 3 (t0(s)
donde se conclui que B,(s) > B,(so) — ¢ para todo s € [0,1].

Assim, 3, é semicontinua inferiormente em s e, como sy é qualquer em [0, 1], 3, é semi-

continua inferiormente. n

Lema 3.6.2. Sejau € AZ. A fungao

ay(s) =sup {t € [0, B,(s)[: u(s,t) =0}, s€0,1]

€ uma fun¢ao mensurdvel.
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Demonstracao A demonstragao ¢ analoga & do Lema 3.5.3. |

Atendendo aos Lemas 3.6.1 e 3.6.2 prova-se, de modo analogo ao feito no Lema 3.5.4, que
o conjunto
Ay ={(s,t) : s €[0,1] A () <t < By(s)}

é mensuravel.

Teorema 3.6.3. Sejam [, k, m constantes positivas satisfazendo

2k +1
-k

1>k, 2m > l,l,meN

e ¢ uma fungao que satisfaz (3.6.53). Nestas condi¢oes o problema variacional

k
]

Jolu] = /Q (u' — (15(,0(5)]“))2 V(s t)[*™ dsdt — inf, u(s,0) =0, u(s,1) = @1 (s)

exibe WP — Whee Lavrentiev gap para 1 < p <

~|a

Demonstracao Como
Tolu] = [ (ul(s,t) = (bp(s))") " [Vuls, £)[*™ ds dt

(ul = (tp(s))")? [Vuls, 1) ™ dt ds,

WV
—5

®
e para (s,t) € A, vem

2

(W' (s, 1) — (tp(s))F)* > (2 = 1)" u?(s,1), (3.6.62)

conclui-se que

Jplu] > (28 — 1)2/,4 u? (s, 1) |Vu(s, t)]*™ ds dt.

©

Usando o Teorema de Fubini, a desigualdade de Jensen, o Lema de integragao parcial e o

facto de

(/jp(@ <ui+1)t(s,t)dt>2m _ (1)%(,&1) Bl ()

o (5)

gt (54 (5) g ts € (0,1,

v
|
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prova-se, de modo analogo ao Teorema 3.5.5, que

Jju] > (Ql_l)z( “ )2m,

22m(#+1) l+m

para todo o u € A*.

Consequentemente,
2l — 1) 2m
inf J[u] > ( - ) m > 0.
u€ A 2277’&(%4‘1) ) +m
]
2k+1 . . . ) .
Nota 3.6.4. Se 2m < - [ o funcional J, nao exibe o fenémeno de Lavrentiev, uma

vez que a sucessao (U, )nen definida por
1
up(s,t) = n’
1

é tal que (up)nen C AZ e lim Ju,] =0

n—-4o0o

Prova-se, de modo analogo ao que se fez na seccao anterior, que o fendémeno persiste a
certas perturbacgoes aditivas, obtendo-se uma classe de funcionais regulares que exibem

fenomeno de Lavrentiev.

Teorema 3.6.5. Considere-se k, [, m er nas condicoes do Teorema 3.5.11. Entao, existe

€o tal que para todo o € que verifigue 0 < & < €g, o problema variacional reqular

Jpe[u] = /Q (u'(s,t) — (tw(s))k)2 |Vu(s, t)*™ +&|Vu(s, t)|"ds dt, — inf, u € A? (3.6.63)

1
exibe WP — W Lavrentiev gap para p € [1, 1% [ .
T

Demonstracao Analoga a demonstragao do Teorema 3.5.9. |

Teorema 3.6.6. Sejam [, k, m constantes positivas nas condi¢oes do Teorema 3.6.3 € o

funcional

jo[u] = /Q (u'(s,t) — (cp(s)zf)k)2 (|Vu(s,t)\2m +1) dsdt — inf. (3.6.64)
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93

Se l e k sao fmpares, entao o problema variacional (3.6.64) exibe WP — WL Layrentiev

1
gap para p € [1, 1% [ Nos restantes casos nao hd fendmeno.
I

Demonstracao A demonstracao no caso de

k e | serem fmpares é andloga & demonstragao

do Teorema 3.5.15, bem como nos restantes casos, considerando as sucessoes:

([tlp(s)T e
un(s,t) = (L(s))T se
(p(s)t) T se
no caso de k ser par e
( 0
(t+2) ot (s)

U (s, 1)

\

no caso de k se impar e [ ser par.

-1<t< -1 s€(0,1]
—l<i<isefo],
L<t<1,5€l0,1]

se —1<t< -1 s€](0,1]

se  —+<t<0,5€l0,1]
se Ogtg(%)é,se[(),l]

e (L)F<t<1, se[0,1]






Capitulo 4

Fenomeno de Lavrentiev em dominios

nao rectangulares

4.1 Introducao

Nas Secgoes 3.5 e 3.6 construiram-se classes de funcionais em 2D, definidos num dominio
rectangular, e para os quais os problemas variacionais correspondentes exibem fenémeno
de Lavrentiev. Obteve-se, assim, uma extensao a 2D do exemplo de Mania com diferentes
condigoes de fronteira. No que se segue, usando uma técnica semelhante a usada nessas
secgoes, prova-se que os problemas variacionais ai apresentados continuam a exibir feno-
meno quando se consideram alguns dominios nao rectangulares. Apresentam-se exemplos
de problemas variacionais definidos em dominios cuja fronteira é fractal e que exibem fe-
némeno de Lavrentiev. Por fim, prova-se que dado um dominio limitado e aberto de R?

existe sempre um problema variacional ai definido que exibe fenémeno de Lavrentiev.

95
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4.2 Problema com condicoes de fronteira

Sejam mq, mg, My, My constantes tais que 0 < my < My e m; < My <0, I =]0,1] e 2 um

dominio limitado e aberto de R?, tal que:

° IX]Ml,mg[C Q;

Ix]my, Ma[D &

{(0,t) : My <t <mop U{(1,t): My <t <mop} C O

dado u € W'P[Q] & possivel estender u por continuidade a fronteira de 2 (ou, pelo

menos, a parte de 92 que interessa).
No que se segue representam-se por 0:€) e por 0,2, respectivamente, as partes da fronteira
que limitam (2 inferiormente e superiormente.

Considere-se [ e k impares, com k < [, m > 0, o funcional

Jlu] = /Q (u (s, 1) — %) |Vu(s, t) "™ ds dt (4.2.1)

k
[
’

= {fue WHQINC(Q) s u(s,t) =t1, (s,t) € hQU KA}, (4.2.2)
com p € [1,400].
Exemplo 4.2.1.
Q={(s,t) ER*: s €]0,1[ A 01(s) <t < bs(s)}
com 0y, 05 duas fungoes lipschitzianas em [0, 1], com 6;(s) < 0 < 05(s),Vs € I, 6,(]0,1]) =

[my, My e 05([0, 1]) = [ma, Ms] e tais que o dominio €2 é de Lipschitz.

Qualquer um dos dominios fractais apresentados na Sec¢ao 1.2.3 pode ser apresentado

como exemplo.
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1
TR
1=7

continua em R?, as condicoes de fronteira de ug sao a restricao de ug a 5.

o~

Seja ug(s,t) = tt. Assim definida, ug € Afc para p € [1 [ e Jug] = 0. Como ug é

Como jé foi referido no Capitulo 3,

inf J[u] =0

p
uGAf

1
para p < [1, 1_—& [
l

Para m tal que 2m <

1 . . .
[ considere-se a sucessao (uy)nen definida por

th , (s,t) € Q comtg—njno
un<37t) = <n+n0)(17%)t ) <S>t) € com — Flno sts n-‘rlno ’
th , (s,t) € Q com t > n+1n0

com ng = max {nl —1,ny — 1} e ny e ny dois nimeros naturais que verificam % < Mo

paran > no e —% > M, para n > n;. Assim definida, (u,)nen C A7 e, por aplicagao do

Teorema de Fubini, obtém-se

1

Ju,] = /01 </n+n0 ((n+mng) " — tk)2 (n+ no)Zm(l’%) dt) ds

1

e
_ 2m(1—%)—2k—1 2 2 . 4
(n+ o) (%+1+2k+1 I+k+1)

2k+1 & . .
Como 2m < ——1[, vem 2m(1 — %) — 2k — 1 < 0 e, por conseguinte, lim J|u,|] =0, o

l - k t n—-+oo
que permite concluir que

inf J[u] = 0.
uGA?O

Sendo assim, o funcional J nao exibe fenémeno de Lavrentiev para os valores de m consi-
derados.

2k +1
+k; l. Comega-se

Pretende-se provar que iIJ14f J[u] é estritamente positivo quando 2m >
ueA>®

por provar resultados auxiliares que serao necessarios para o que se segue.
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Dado u € A%, vem u(s,t) = t1 <0, para (s,t) € 9 e u(s,t) =1 > 0 para (s, t) € DS
Assim, da continuidade de u conclui-se que para cada sy € I existe ty tal que (sg,%y) € €2

e u(sg, to) = 0.
Seja u € AF. Os conjuntos

Dy={sel:u(s0) <0} (4.2.3)

Dy ={sel:u(s,0) >0} (4.2.4)
sao fechados em I e |Dy| > £ ou |Dy| > 5.

No que se segue hé necessidade de trabalhar em diferentes subconjuntos de €2, consoante
s € Dy ous € Dy. Sendo assim, estuda-se separadamente o que se passa nos casos em que

|D1| > % e |Dy] > 1. Comega-se por trabalhar com o caso em que |D;| > 3.

4.2.1 Mensurabilidade do conjunto no caso em que |D;| > %

Nesta subseccgao trabalha-se na parte do dominio
le{(s,t)EQ:seDl/\tEO}.
Lema 4.2.2. Sejam u € AY el e k impares com k <1. A fungao B, definida por
Bi(s) =inf {t > 0: (s,t) € U, u(s,t) = %tllc}, s € Dy, (4.2.5)

€ semicontinua inferiormente.

Demonstragao Sejam u € A¥ e s € D;. Uma vez que u ¢ lipschitziana e u(s,0) < 0

para s € Dy , conclui-se que, para alguma constante L,

u(s, t) < lu(s,t) —u(s,0)| < Lt, (4.2.6)
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para todo (s,t) € Q. Seja t > 0 tal que
1 1
Lz_fl_% < ——m— < —. (4.2.7)
2 7 2
ma
Note-se que ¢t assim definido é tal que (s,t) € 0y, Vs € Dy.
De facto, para sg € I considere-se
t; = max {t : (s0,1) € 819} e ty = min {t :(s0,t) € 629}. (4.2.8)

k
Como u € AP, u(so,t;) =t/ parai=1,2 e u ¢é lipschitziana, vem
|U(80,t2) — U(So, t1)| S L|t2 — t1|

ou

k k
th —t] < L(ty—t1).

k k k k
Atendendo ao facto de 0 < — < 1 el e k serem impares vem (to —t1)! < tg —t] e,

[
consequentemente,
1 < (tp—t )¥
L >~ 2 — U1 )
donde resulta
-k
1 1 ty—11\ "
=k <5 n212_m11 )
(M) L 2\

ou ainda,

1 o m
| S (b —h).
2(m2m) T L 2% (mg — my)

T

Uma vez que m; < t; < M;, i =1,2 e a fungao g(z) =
Tr — my

> .
to—t1 = mg —my

é crescente vem

(4.2.9)

(4.2.10)
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De (4.2.7), (4.2.9) e (4.2.10) conclui-se que

t < L m< L b (ty —t,) = <t
T\ FE ) T ol (e —t) 0 ok T

m2
Nestas condigoes, 0 < t < ty < t para todo o t tal que (sg,t) € 02Q2. Assim, (s,t) €
Ql, Vs € Dl-

1
Além disso, para 0 < ¢ < ¢ vem Lt 1 < 3 De (4.2.6) para (s,t) € D;x]0,t] obtém-se

1 1 1
u(s,t) — —t1 < Lt——t1 = (L1 — = ) ¢1,
2 2 2
donde se conclui que
1
u(s, t) < gﬁ, V(s,t) € Dyx]0,1]. (4.2.11)

Como para cada s € Dy, u(s,0) <0, u(s,t) = > %t% para (s,t) € 0,9 e a funcdo u é

continua, a fun¢ao f; definida em (4.2.5) estd bem definida.

k
Seja sg € D1. Para 31(sg) = to vem tq > t, u(so, to) — %té =0 e u(s,t) — %t% %0 parat €

10,to[. Da definigdo de 3, e da forma como foi escolhido ¢ resulta

1
u(so, t) — §tl < 0 para t €]0, .

Dado 0 > 0, duas situagdes podem ocorrer: to — d >t ou |0, ¢y — d] C]0, ]

No caso em que 0 é tal que to—0 > t vem u(sg,t) — %t% < 0, Vt € [t, to— ] e da continuidade
de u resulta

(s0,1) — —t+ <0
max | u(s - = = )
te[t,to—0) 0 2 H

Uma vez que u ¢ lipschitziana,

max (u(s, t) — %t?) < max (u(s,t) —u(se,t)) + (4.2.12)

teft,to—9] te(t,to—9]

1«
+ max } (u(so,t) — §tz>

tE[ﬁ,to—d
< L|s — so| + p.
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Assim, existe € > 0 tal que para todo o s € D; que satisfaga |s — so| < € vem

té[ﬁ,to—(ﬂ

1
max (u(s, t) — étlf) < 0. (4.2.13)

De (4.2.13) e (4.2.11) obtém-se

1
u(s,t) — Et% <0,

para t €]0,ty — 0] e s € Dy tal que |s — 59| < . Da definigdo de [y resulta que f;(s) >

to — 0 = P1(so) — 9, para s nas condigoes indicadas.

No caso em que § é tal que |0,ty — d] C]0, ], vem u(s,t) — %t% <0, Y(s,t) € D1x]0,t9 — 9]

e, por conseguinte, 31(s) > to — 0 = [1(so) — 6.

Conclui-se assim que, para todo 6 > 0, existe ¢ > 0 tal que para todo s em D; que
satisfaca |s — so| < e vem (31(s) > [1(sg) — 0, 0 que permite concluir que 3; é semicontinua

inferiormente em qualquer sy € Dy, ou seja, 3; é semicontinua inferiormente em D;. =

Lema 4.2.3. Sejam v € AP, | > k >0 com | e k impares e 3y definida em (4.2.5). A

fungao oy, definida por
ai(s) =sup {t € [0,5:1(s)[: u(s,t) =0}, s € Dy, (4.2.14)

€ mensurdvel.

Demonstracao A demonstragao é andloga & demonstracao do Lema 3.5.3. |

Parau € AF e para as fungdes 31(s), ai(s) definidas em (4.2.5) e (4.2.14), respectivamente,

prova-se, de modo analogo ao Lema 3.5.4, que o conjunto
Ay ={(s,t) € Qs an(s) <t < Pu(s)} (4.2.15)

é mensuravel.
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4.2.2 Mensurabilidade do conjunto no caso em que |D;| < 1

Da definigao de Dy e Dy, se |Dq| < % vem |Ds| > %

Dado s € Dy, u(s,0) > 0. Neste caso considera-se a parte do dominio
ng{(s,t)EQ:seDg/\tSO}.

O raciocinio é analogo ao feito na subsecgao anterior.

Assim, do facto de w ser lipschitziana, para todo (s,t) € o,

—u(s,t) < —u(s,t) +u(s,0) < | —u(s,t)+u(s,0)] < Lit|.

Uma vez que [ — k é par, considere-se ¢ < 0 tal que

1
Lt < ——— <

. (4.2.16)

N | —

—t S — M,
to—t1 = My — M,
ao da demonstragao do Lema 4.2.2, conclui-se que ¢ assim definido verifica (s,t) € {2y, para

Usando t; e ty definidos em (4.2.8), o facto de

e um raciocinio analogo

todo s € Ds.
Como
—u(s,t) + %t’? < Lt + %t’? = (L|t|1—’f - %) 17,
vem
1
u(s, t) > éﬁ, V(s,t) € Dy x [t,0]. (4.2.17)

Usando um raciocinio analogo ao efectuado para 3; e a; na subseccao anterior, o facto de
u(s,0) > 0 para cada s € Dy e us,t) = t1 < %t% para (s,t) € 012, conclui-se que as
funcoes

1
Bao(s) =sup{t <0:(s,t) € Qs A u(s,t) = it%}, s € Dy, (4.2.18)
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as(s) = inf {t €]4a(s),0] : u(s,t) =0}, s € D, (4.2.19)
estao bem definidas.

Lema 4.2.4. Sejam u € A® el e k impares com k < 1. A fun¢ao By definida por (4.2.18)

é semicontinua superiormente, e a fun¢ao ay definida em (4.2.19) é mensurdvel.

Demonstragao Considere-se ¢ definido em (4.2.16). Dado sy € D e Ba2(s0) = to, to < 1,
u(sg, tg) — %tg =0 e u(sp,t) — %t% # 0 para t €]tg,0[. Da defini¢ao de 3, e de (4.2.17)
resulta

u(so,t) — %tlf > () para t €]ty, 0]

Dado § > 0, duas situagoes podem ocorrer: to + 0 <t ou [tg + §,0[C [t,0[.

No caso de to + ¢ <t vem u(sg,t) — %t% >0, Vt €to+9,1], e

el

: Lk
min (u(so,t)—itl) =p>0.

tefto-+6,4]
U i (s0,1) — 4t (s0,1) + ¢+ ¢ lipschitzi
u\s —_ = = — Inax —Uuls — € u € l1pscnitziana
fma vez que teft%ﬂ,g 0 2 t€[to+4,1] 0 2 P ’
(s,) + ott) < (—u(s,t) +ulso, )+ (4.2.20)
max [ —u(s — max (—u(s, u(so, 2.
t€lto+4,t] ’ 2 T teftot+d ’

+ (s0,8) + ot
max —Uul\s —
tefto+,4] 0 2

< Lls—so| —p, s € Da.

1
Assim, existe ¢ > 0 tal que para s € Dy com |s—sg| < &, vem r{na:g } <—u(s,t) + 57517) <0,
te[to+ ,é

ou

1
min (u(s,t) - 57517) > 0. (4.2.21)

te[to+d,]
Sendo assim,

1
u(s,t) — at% > 0,
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parat € [to+6,t] e s € Dy tal que [s—sq| < . Nestas condigdes, B2(s) < to+06 = [F2(s0)+0.

Se 0 & tal que [to + 6,0[C [£,0] vem u(s,t) — %t% > 0 para todo (s,t) € Dy X [tg + 0,0 e,
por conseguinte, B2(s) < tg+ 0 = [a(so) + 6.

Assim definida, (5 é semicontinua superiormente em Ds.

A demonstragao de que as é mensuravel é anédloga a do Lema 3.5.3, considerando os

conjuntos

MY = {s € Dy :an(s) < ”y}

para v € R. |
Observacao 4.2.5. Uma vez que 5 é semicontinua superiormente pode-se concluir que o
seu hipografico, hypo 2 = {(s,¢) € DaxR : (a(s) > c}, e o conjunto {s € Dy : fs(s) > ¢}
para todo o ¢ € R, sao conjuntos fechados.
De modo analogo ao que se fez anteriormente prova-se que o conjunto

Ay ={(s,t) €Qy: Ba(s) <t < an(s)}, (4.2.22)
onde 35 e ap sa0 as fungoes definidas em (4.2.18) e (4.2.19), respectivamente, é mensuravel.

Fica assim provada a mensurabilidade dos conjuntos A; e As.

4.2.3 Lavrentiev gap

Teorema 4.2.6. Sejam [, k e m constantes com | e k impares e

2%+ 1
k<l 2mz = +k I meN,

J o funcional definido em (4.2.1) e a classe A’; definida em (4.2.2). O problema variacional

inf J[u]
A
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1
exibe WP — W Lavrentiev gap para p € [1, T [
I

Demonstragao Sejau € A7°. Considere-se os conjuntos A;, i = 1,2 definidos em (4.2.15)

1
e (4.2.22), respectivamente. Relembra-se que se considera A; no caso em que |D;| > 5» ou
1
seja, no caso de u ser tal que |{s €l:u(s0)< O}| > 5 e As no caso contrario. Assim,
Ju] > / (u' — tk)Q \Vul|*™ dsdt, i = 1,2.
A;

k
1

Suponhamos que |D;| > 3. Para cada (s,t) € A; verifica-se 0 < u(s,t) < $t7 e, conse-

1
2

quentemente,
(W (s,t) — 1) > (2l(s,t) —ul(s,1))* = (2 =1)° uZ(s,8), (s,1) € Ay (4.2.23)
Tendo em atencao esta desigualdade vem

Ju) > (21

~—

2/ u?(s,t) |Vu(s, t)|*" dt ds
A

2/A1 (u%(s,t) ut(s,t)> dt ds.

> (2'-1

~—

Usando um raciocinio semelhante ao usado na demonstragao do Teorema 3.5.5 conclui-se

que

/A1 (u#(S,t) Ut(S,t)>2m dtds = (mlﬂ)m /Al ((u#rl)t(s,t))?m dt ds
_ (mlﬂ)m /Q Xas ((u#l)t (s,t))Zm dt ds.
()" L))

Tl > (20— 1) <ml+l>2m /D1 </j1(:) ((u%“>t (s,t)>2m dt) ds. (4.2.24)

1(s
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Por outro lado, para cada s € Dy, por aplicacao da desigualdade de Jensen

Bi(s) L om B1(s) i 2m
/ (), 600) dtz(@(s)—;ms))?m* </ NG )JS’W) 7

1(s 1
(4.2.25)

e usando o Lema de integracao parcial obtém-se

Bi(s)
/ <u#+1> (s,t)dt = U%H(s,ﬁl(s)) — U%H(s, ai1(s)) para q. t.s € D;.
o1 (s) t

Uma vez que u(s,aq(s)) = 0 e u(s, fi(s)) = 331 (s)7, vem
(2 ) )= ) e
e. do facto de 2m > 2lk—+k;1l’ resulta
De (4.2.24)-(4.2.27) vem
] > 2(22;(_;)3 (z fmym A By (st () -2m o (4.2.98)

k
1

No caso de |Dy| < % considera-se Dy e a parte Ay do dominio na qual se verifica %t <

u(s,t) < 0. Nestas condigdes,
(u'(s,t) — tk)Q > (2'!(s,t) — ul(s,t))2 = (2' - 1)2 u?(s,t), (s,t) € As. (4.2.29)
Usando um raciocinio analogo ao anterior,

Ju] > (21—1)2//4 w?(s,t) |Vu(s, t)]*™ dt ds

2m

> (21_1)2//42 () (s, 1y w(s.t)) " deds

¢ (), (L (o) o))

. 2 2m P
o (zfm) /D B ()27 () —2mt1 g (4.2.30)

22m<%+1)

Y
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Sendo assim, de (4.2.28) e (4.2.30) conclui-se que, em qualquer dos casos, dado u € A%,

venm

<2l — 1)2 m am QmE(L—‘rl)—Qm—l—l .
Tz s () st ds,i=1,2

k(1
Por outro lado, como 2m7 (— + 1) —2m+1<0e|Bi(s) < M,i =12 com M =
m

max{Ms, |m1|}, vem

)

I _ 2 2m
Jlu] > 2(2( l +11;+1 (l :@ ) A2t (1) —2mt1
PANT m

para todo u € A%. Sendo assim,

. (21_1)2 m " 2mE (L 41)—2m+1
inf J[u] > M (Gt)=2mtl 5 (4.2.31)
uEA¥ = g2m(L+1)+1 \I+m ’
o que permite concluir que ha fenémeno de Lavrentiev. |

1
Exemplo 4.2.7. Seja Q = {(s,1) € R* : 5 €]0,1[ A 0(s) <t < 0a(s)}, com b;(s) = 53—1

1

€0y =—25> 425+ 3 Assim definido, €2 tem fronteira de Lipschitz e é possivel considerar
1 1

my = —1, M; = —g M2 = §eM2:1. Para 1 §p§+ooseja.,4§: {uEWl’p(Q):

Ju) = /Q (u’(s,t) — t3)2 |Vu|" ds dt, — inf, u € Al (4.2.32)
exibe WP — W1 Lavrentiev gap para p € [1, g [ com um valor nao inferior a
(25—1)2 /9\"
() (4.2.33)

Exemplo 4.2.8. Seja Q = {(s,t) € R? : s €]0,1[ A b1(s) < t < 6a(s)} com bs(s) =
n2(5) 10,11 € 01(s) = 11(8)]j0,1] 0 dominio apresentado no Exemplo 1.2.14. Como foi referido
na Subsecgao 1.2.3, dado u € WP[Q)] ¢ possivel definir trago de u para p > 2. Considere-

se o problema variacional (4.2.32) com A} = {u € W] : u(s,0i(s)) = (01(5))% A

1
u(s,0s(s)) = (92(5))%}. Neste caso também é possivel considerar m; = —1, M; = —5
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1
my =g e M, = 1. O problema variacional correspondente exibe WP — W1 Lavrentiev

5t
gap para p € {1, 3 [, com um valor nao inferior ao apresentado em (4.2.33).

Exemplo 4.2.9. Seja (). o dominio floco de neve de Von Koch construido a partir do

1 1 v3+1
triangulo equilatero de lado trés e vértices nos pontos (—17 —V3+ 5), (57 \/—2‘|’ ) e

1
(2, —V3+ 5) , como apresentado no Exemplo 1.2.15. Como foi referido na Subsecgao 1.2.3

é possivel definir trago para u € WH?(£2,) com p € [2, +00].

Considere-se 2 = Q. N {(s,t) e R? : s €]0, 1[} Assim definido é possivel considerar
=33 +1 1 V3+1

1
9 Mlz—\/§+§,m2:§eM2: 5 .

my

. = 3
Seja A} = {u e WQ)NC(Q) : u(s,t) = t5,¥(s,t) € 02U %0} onde 0,2 e %0
sao, respectivamente, as partes da fronteira que limitam €2 inferiormente e superiormente
O problema variacional apresentado em (4.2.32) exibe W1 — W1 Lavrentiev gap para

) - .
p € |1,=|, com um valor nao inferior a

2
(25 B 1>2 3 ' 5 2
229 14 3vV3-1

Usando um raciocinio anélogo ao feito na Secgao 3.5, prova-se que o fenémeno persiste
a certas perturbacoes aditivas, sendo assim possivel construir uma classe de funcionais

regulares que exibem fenémeno de Lavrentiev.

Teorema 4.2.10. Sejam k, [, m e r constantes positivas satisfazendo

4 2k +1 [
kE<l< <k, 2m>——I, 4 —
< <3, mz——-1 <r<(l—l-€) ,meN

com l e k impares. Entao, existe eq tal que para todo o € que verifica 0 < € < gg, o problema

variactonal

J[u] = /Q (u'(s,t) — t’“)z IVu(s, t)|*" + |Vu|" dsdt — inf, u € Al (4.2.34)

1
exibe WP — WL Lavrentiev gap para todo o p € [1, T E [
I
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Demonstracao A demonstragao ¢ analoga & demonstracao do Teorema 3.5.9, tendo

presente que para

P[u]:/|Vu(s,t)|Tdsdt:/ (u§+uf)§d3dt
Q Q

k: T
P [tﬂ = / —|1§|§_1 dsdt =:¢> 0.
o\l

el

Exemplo 4.2.11. Considere-se o dominio €2 e a classe de funcoes AI; apresentados no

Exemplo 4.2.7. O problema variacional

Ju] = /Q (u’(s,t) — t7)2 IVu(s, t)|® + ¢ |Vu|'dsdt — inf, ue Al

9
exibe WP — W1 Lavrentiev gap para p € [1, 3 [, para € > ( suficientemente pequeno.

4.3 Fronteira livre

Ao eliminar as condi¢oes de fronteira o problema variacional definido através do funcional
(4.2.1) deixa de exibir fenomeno. Com efeito, para u;(s,t) = ¢ ¢.t. €, com ¢ constante,

vem J[u;] = 0. Sendo assim, no que se segue considera-se o funcional

Ju] = /Q (u'(s,t) — sz)2 ([Vu(s, t)*™ + 1) dsdt, 1 <p < o0, (4.3.35)

%] = 0 vem inf J[u] = 0 para

com k, [, m nas condi¢des do Teorema 4.2.6. Como J[t i,
ue I

1
1<p< T ° A’ definida em (4.2.2). Atendendo a (4.2.31) vem
1

_ ol _ 1 2 2m M?mﬁ(%—i—l)—Qm-l—l
inf Ju] > inf Ju] > ( ) ( o ) l >0,
[4+m

ueA¥ ueA¥ — g2m(h+1) 2

o que permite concluir que o problema variacional infp J[u] também exibe feno6meno de
ueA
!

Lavrentiev. No que se segue prova-se que quando se eliminam as condigoes de fronteira,
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o problema funcional — inf J[u] continua a exibir fenomeno, tal como acontecia no
ueW1lr(Q)

dominio rectangular.
Considerando €2, =0, 1[x| My, mo[C © vem
Ju = / (u'(s,t) — tk)z (IVu(s, t)]*™ + 1) ds dt
Q
> / (u'(s,t) — tk)2 (IVu(s, t)*™ + 1) ds dt.
Qr
1

Lema 4.3.1. Sejam ty €]0, ma[ e u € WH*(Q) tal que u(s, t) < §t%’ V(s,t) € ]0,1]x]0, to],

[ e k constantes nas condigoes do Teorema 4.2.6, A um subconjunto fechado de [0,1] e os

conjuntos

£t} (4.3.36)

DO | —

Bl+ = {S € A:dt e]to,mz] : u(37t> >

1
Bf = {se€ A:u(s,t) < éﬁ,w €0, ms]}. (4.3.37)

Assim definidos, Bf e By sio conjuntos mensurdveis.

Demonstracao Sejam
1k
B ={(s,t) € Ax [tg,ma] : u(s,t) > §tl },
1k 1
C, = {(s,t) € A X [tg,ma] : |u(s,t) — étl\ < ;}
e T, a projeccao na 12 componente.

Uma vez que

1
ms(B) = B} = {S € A: 3t €lty,ma] : u(s,t) — 51&% > ()}
e
~ 1
ﬂ 7s(C,) = B = {5 € A: 3t €]ty,ma] : u(s,t) — 5# — ()}
n=1
vem

Bf = B, UB.
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Como B e C,,, para todo o n € N, sdo abertos em A X [tg, ms|, B} e m4(C,,) sdo abertos em

A e, por conseguinte, B} e By sdo mensuraveis. Assim, Bj" e By sdo mensuraveis uma vez

que Bf = A\By. ]

1
Lema 4.3.2. Sejam to € [My,0[, u € W'>°(Q) tal que u(s,t) > 575%, V(s,t) € [0, 1]x]to, 0],
[ e k constantes nas condigoes indicadas anteriormente, A um subconjunto fechado de [0, 1]

e 0s conjuntos

1
By ={s€A:3t € [Mitol: u(s,t) < 5t7} (4.3.38)
e
1
By ={s€A:u(st) > §ﬁ,w € [My,0[}. (4.3.39)
Assim definidos, By e B, sao conjuntos mensurdveis.
Demonstracao Demonstragao analoga & do Lema 4.3.1. |

Teorema 4.3.3. Sejam [, k e m inteiros positivos satisfazendo as condi¢oes do Teorema

4.2.6. O problema variacional
Ju] = / (u'(s,t) — tk)Q (|Vu(s, HF™ + 1) dsdt — inf (4.3.40)
Q

exibe WP — WL Layrentiev gap para p € [1, ﬁ [
l

Demonstragao Sejam u € W1°°(Q) e D; o conjunto definido em (4.2.3). Suponhamos

1
que |Dq| > 3" Nestas condigoes, considere-se A = D; em (4.3.36) e (4.3.37). Assim,
1 1 1
|Bf |+ |By | > 5 © consequentemente, |B;| > 7 ou |By | > 1

Considere-se o caso em que |B5| > ~. Nestas condicoes, dado s € By, u(s,t) < %ﬁ,Vt €

o |

10, ms] e, uma vez que [ é impar,
1 1
u(s,t) — 575? <0 = ul(s,t) < itk’

donde resulta,
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Usando o Teorema de Fubini vem

Ju) > / (u'(s,1) — t5) (IVu(s, £)[*™ + 1) ds dt

r

> / (u (s, 1) — t*)* ds dt
Q,

1 2
(—l — 1) / 2k ds dt
2 By x]0,mal
1 2
= (—l — 1> / (/ t%dt> ds
2 B;r ]07m2[
2 2k+1
> Ll gy me
— 4\ 2 2k +1

1
Assim, para v € WH>(Q), tal que |By | > 70U seja,

v

1 1
{s €l :u(s,0)<0Au(st) < Et%,Vt E]O,mg]}‘ > 7
vem ,
. 1 1 m?k:-i-l
Jul >~ (= -1) 22— =cp. 4.3.41
[u]_4(2l ) 1 ( )

—_

1
Se |BS| < 7 vem |Bf| > 1 Neste caso, dado s € By, existe t €|ty, ms] tal que u(s,t) >

k
1

1
%t , u(s,0) < 0 e u(s,t) < 525% para t €]0,ty]. Nestas condi¢bes, e uma vez que u é
1

continua, dado s € By existe t €]0, m»] tal que u(s,t) = §t%.
Assim, as fungoes

_ 1

B1(s) = inf{t €]0,mo] : u(s,t) = 525%}, s € BT, (4.3.42)
e

ai(s) = sup{t € [0, B,(s)[: u(s,t) =0}, s € Bf (4.3.43)

estdo bem definidas. De modo anélogo ao que foi feito anteriormente prova-se que 3, é

semicontinua inferiormente e que @; é mensuravel.

Nestas condigoes, o conjunto

Ay ={(s,t) € :s€Bf Aa(s) <t <B(s)} (4.3.44)
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t

¢ mensurével. Da definicdo de @; e (3, conclui-se que dado (s,t) € A; vem 0 < u(s, t) < 1 T,
donde resulta (u!(s,t) — tk)Q > (2! (s,t) — ul(s,t))2 = (2! - 1)2 u?(s,t) e, consequente-
mente,

Ju] > (2" - 1)2/ <u#(s,t) ut(s,t)>2m dt ds.

Aq

De modo analogo ao que foi feito na demonstragao do Teorema 3.5.5 conclui-se que

Tl > (2l_1)2< & >2mm

- 22m(#+1) l+m

2m% (h+1)—2m+1
2

1 = (12, (4345)

para u € WH(Q) tal que | By | >

A

1
Assim, de (4.3.41) e (4.3.45) conclui-se que, para u € W1H>(Q) tal que |D;| > 5> Ve

Ju] >e; >0 (4.3.46)

No caso de |D;| < & vem |Ds| > %, com D, definido em (4.2.4).

Considerando A = Dy em (4.3.38) e (4.3.39), e procedendo de modo analogo ao caso
anterior usando a definicio de 3, e @, andloga a definicio apresentada em (4.2.18) e

1
(4.2.19), respectivamente, prova-se que para todo u € WH>(Q) tal que |B, | > 7 vem

o 1 1 2 _M2k+1
J[U]Z—< —1) —1::621

2! 2k + 1
1
e, nos casos em que |By | < 7
B (2l B 1)2 N _M2m§(#+1)—2m+1
Ju] > ! = C2.
92m(5+1) \ I +m 4
1
Assim, dado u € WH(Q) tal que |Dy| > 5 vem
J[u] > ¢y > 0. (4.3.47)

De (4.3.46)-(4.3.47) vem

inf J[u] >c¢>0,
Wiee(Q)
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donde se conclui que o funcional J exibe fenémeno de Lavrentiev. |

No que se segue prova-se que dado um dominio qualquer nao vazio e aberto existe sempre

um funcional que exibe fenémeno de Lavrentiev.

4.4 Dominio aberto e existéncia de funcional que exibe

gap

Nesta Seccao 2 ¢ um dominio aberto e limitado de R2.

Fixe-se (so,tp) € ©2. Uma vez que €2 é aberto, existe r > 0 tal que B s, (s0,t0) C .
Considere-se o quadrado centrado em (s, tp) e lado [ = 2r, ou seja Q =|so —r, so+7[X]|to—

7,to + 7. Assim definido, Q@ C B, s, (s0,%0).

Considere-se p € [1, +00] e o problema variacional

Tl = [ (0= (6= t0)") (]Vu(s,t)|2m " (2r1)2m) dsdt — inf, u € W9(9),
(4.4.48)

com [, k e m nas condi¢oes da Teorema 4.2.6.

k
7

Para ug(s,t) = (t—to)T vem J[ug] = 0. Como Q ¢ limitado, ug € W'?(Q) parap € [1, —=F [
[}

e, por conseguinte,

inf J[u] =0,

ueWl.r(Q)

para esses valores de p.

Considere-se a mudanca de variaveis

s = (s—sg+r)

. (4.4.49)
= t—to
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Nestas condigoes, dsdt = 2rds’ dt’. Considerando v(s',t") = u(2rs’ + sog — r,t' + to) vem
1 2m—1 )
Ju] = (2—> / (V'(s', ) — (¢)F) (|VU(S’, P + 1) ds' dt’
r /
= Jl.

Se u € WP(Q), entao v € W'P()'), onde Q' ¢ o transformado de  pela mudanga de

varidveis considerada.

Seja . =]0,1[x] —r,r[. Da forma como se obteve §’ verifica-se Q). =]0,1[x] —r,r[C Q' e,

consequentemente,

= (3

Aplicando ao segundo membro de (4.4.50) o que se fez na Sec¢do 4.3 com o funcional

('(s', ) — ()% (|w<s',t')12m + 1) ds' dt'. (4.4.50)

/
T

definido em (4.3.35) e com o rectangulo €, =]0, 1[x|M;, mo[ vem
J'[v] > ¢ >0, (4.4.51)
para todo v € W1°°(Q), com ¢ = ¢(r, 1, k,m).
Como para todo u € W(Q) vem J[u] = J'[v], com v € WH>(Q'), conclui-se que
Ju] > ¢ >0,
para todo u € Wh*°(Q) e, por conseguinte,

inf Ju]>ec>0
Wheo(Q)

donde se conclui que o problema variacional (4.4.48) exibe WP — W1° Lavrentiev gap

1

para p € [1, 1%
I






Problema em aberto

Como ja foi referido anteriormente, para problemas variacionais auténomos em dimensao
um, cujos Lagrangianos satisfazem certas condigoes, existem resultados de regularidade
lipschitziana dos minimizantes. Tentou-se usar, em dimensao dois, uma técnica semelhante

a seguida por Dal Maso e Frankowska [21] em dimensao um.
Sejam €2 =]0, 1[x]0, 1], o funcional
Ju] = /QL(u(s,t), Vu(s,t))dtds,
com L: R x R? — R,
AP = {u e WY(Q,R) ¢ w(0,1) = ug, u(1,1) = u, }

para 1 < p < 400 e w um minimizante do problema

min J[u].
uc Al
Define-se
L(u(s,t), Lot Tty 00 gt se U1, v > 1
f(satavlaUQ) - ( ( ) v 2 ) 2 .
+00 se U1<%\/U2<%

Caso se verifique a igualdade

/f(s,t,w(s,t),w(s,t))dsdt:/f(s,t,vl(s),vg(t))dsdt,
Q Q

117
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1 1

para w € L'Y(Q),v1, v, € L'((0,1)), w(s,t), vi(s), va(t) € [5,2],/ vi(2)dz = 1,1 =
0

1,2, é possivel obter resultados de regularidade lipschitziana para problemas variacionais

autonomos em 2D cujos Lagrangianos satisfazem condigoes de crescimento superquadratico

em relacao ao gradiente.
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