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resumo

Com o presente trabalho pretende-se fazer uma abordagem ao
desenvolvimento do conceito Entropia.

Inicia-se esta dissertacdo com a apresentacdo de uma perspectiva
histérica da evolucéo do conceito.

Enunciam-se as propriedades mais importantes das entropias de
Shannon, Rényi e de Tsallis, assim como do ganho de informacéo de
Kullback-Leibler. Apresentam-se as demonstracdes de algumas
destas propriedades.

S0 expostas e analisadas as definicdpes axiomaticas da entropia de
Shannon e de Tsallis. Menciona-se ainda a definicdo axiomatica do
ganho de informacgéo de Rényi, que conduz a definicdo da entropia
de Rényi.



abstract

This work intends to be an approach of the development of the
concept of Entropy.

We start with an historical perspective of the evolution of this concept.

Several properties of the Shannon, Rényi and Tsallis entropies are
presented, likewise Kullback-Leibler's gain of information. Some of
this properties are followed by it's proof.

We present and discuss the axiomatic definition of Shannon and
Tsallis entropies. We also refer axiomatic definition of Rényi's gain of
information, which defines Rényi’'s entropy.
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Introducao

O conceito de entropia surge pela primeira vez no contexto da Termodinamica, no século XIX,
sendo atribuido ao alemao Rudolph Clausius. Desde entao, o destrincar do seu significado
tem obcecado Fisicos, Quimicos, Matematicos, Engenheiros, Bidlogos e muitos outros, que o
procuram aplicar nos diferentes contextos.

Um dos objectivos da presente dissertacao é o de reunir num tinico documento uma abor-
dagem a diversas definigoes de entropia, permitindo uma visao global da evolugao do conceito
e criando alguns dos alicerces necesséarios a uma anélise critica e fundamentada de diversas
aplicacoes da entropia.

O caracter multidisciplinar do conceito de entropia dificultou a escolha do rumo a seguir.
A frequéncia de um mini-curso sobre Mecanica Estatistica Nao Extensiva, que ocorreu no
Departamento de Matematica desta Universidade, veio alargar o ji vasto campo de escolha.
Porém, em vez de aumentar a dificuldade de deciséo, tornou inequivoco que o enfoque prin-
cipal deste trabalho seria o estudo da entropia de Tsallis.

Foi através das palavras do préprio Constantino Tsallis que tomei conhecimento da en-
tropia de Tsallis e consequente Mecanica Estatistica Nao Extensiva. A eloquéncia com que
apresentou a sua teoria, assim como desenvolvimentos e aplicagoes que muitos autores tém
elaborado, despertou a curiosidade e o interesse sobre o tema.

O conceito de entropia permitiu a estruturacao do corpo teérico da Termodinamica de
equilibrio e de processos irreversiveis, constituindo o conceito fundamental da Mecanica Es-
tatistica. Mais tarde exerceu um papel central na Teoria da Informacao, criada por Shannon,
em 1948. Para além disso encontrou terreno fértil em &areas cientificas tao diversas como a
Estatistica, as Ciéncias Computacionais, a Psicologia e a Linguistica. Dentro da Teoria da
Informacao foram formuladas algumas propostas de generalizacao da entropia, uma das mais
conhecidas é a de Rényi, em 1961.

A formulagao da Mecéanica Estatistica foi iniciada por Boltzmann, em meados de 1870,
ao associar uma varidvel macroscépica (entropia) a conceitos microscépicos. Posteriormente
Gibbs fez contribuicoes fundamentais a esta teoria, pelo que esta é conhecida como Mecanica
Estatistica de Boltzmann—Gibbs.

A Mecanica Cléassica formulada por Newton foi, no século XIX, considerada por pratica-
mente todos como universal. No entanto, quando as massas envolvidas sao muito pequenas,
como a de um electrao, sabe—se que a Mecanica Newtoniana tem de ser substituida pela sua
forma quantica. Se as massas forem muito grandes, como a do Sol ou de uma galaxia, tem de
se utilizar a forma relativistica. I possivel que o mesmo aconteca com a Mecanica Estatistica
de Boltzmann—Gibbs. Hoje sabe—se que esta Mecanica Estatistica nao é universal, nao é
valida para todos os fenémenos, nem ubiqua, nao é valida em toda a parte.

Em 1988, Constantino Tsallis [21] propos uma férmula de entropia, cuja grande diferenca
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com a férmula usual é a nao aditividade. A sua expressdo fundamenta uma generalizacao da
Mecanica Estatistica usual — a Mecanica Estatistica Nao Extensiva.

Nos tltimos anos muitos trabalhos tém mostrado a aplicabilidade do formalismo de Tsallis
nos chamados “sistemas complexos”, como por exemplo a turbuléncia e as colisbes muito
energéticas de particulas elementares.

A resenha histérica que acabamos de apresentar encontra—se tratada de forma mais por-
menorizada no primeiro capitulo, cujo objectivo é o de proporcionar uma visao global e
sintetizada da evolugao do conceito de entropia. Por restrigoes de tempo e de espago, con-
templamos apenas as areas onde o conceito teve mais notoriedade, como é o caso da Ter-
modinamica, Mecanica Estatistica e Teoria da Informacao. Este capitulo foca e contextualiza
cronologicamente cada um dos temas dos capitulos seguintes.

Com o titulo do primeiro capitulo pretendemos suscitar a duvida sobre a unicidade, ou
nao, das diversas entropias que tém surgido ao longo dos tempos. Apesar das formulas serem
diferentes, algumas delas estao claramente relacionadas, chegando mesmo a reduzirem—se a
mesma expressao nalguns casos particulares. Recorrendo a ideia relativista da realidade, sera
que se trata sempre de um mesmo conceito, olhado segundo diferentes “referenciais”? Em
relagao as entropias que sao estudadas neste trabalho, nomeadamente as de Shannon, de
Rényi e de Tsallis, ficimos convictos que todas traduzem um mesmo conceito. Contudo, a
questao fica em aberto em relagdo a uma extensa lista de entropia(s) que apresentamos no
final do referido capitulo.

No segundo capitulo é apresentada a entropia de Shannon assim como algumas das suas
principais caracteristicas. Shannon definiu axiomaticamente as propriedades que uma medida
de informagao deve obedecer. A axiomaética culmina com o Teorema da Unicidade de Shannon
e a medida por este definida, a entropia. Seguindo a abordagem efectuada por Shannon em
[20], apresentamos a demonstragao deste teorema, tecendo algumas consideragoes finais sobre
a mesma.

Ainda no contexto da Teoria de Informacao, o terceiro capitulo é dedicado a outras me-
didas de informacao, com especial enfoque na medida de ganho de informagao de Kullback—
Leibler, ou entropia de Kullback—Leibler. Esta quantidade, apesar de nao ser simétrica nem
respeitar a desigualdade triangular, é muitas vezes interpretada como uma distancia entre
duas distribuigoes. Sao enunciadas e demonstradas algumas das principais propriedades desta
medida.

No quarto capitulo apresentamos a entropia de Rényi, uma generalizacao da entropia de
Shannon. A sua férmula funcional para além de depender de uma distribuicao, caracteriza—se
por um parametro escalar, sendo apontada como a primeira formula paramétrica de entropia.
Ao contrario da entropia de Shannon, que é definida de raiz por uma axiomética, a entropia
de Rényi é formulada a partir de uma medida do ganho de informacao, esta sim, definida

axiomaticamente. Neste capitulo apresentamos as defini¢coes do ganho de informacao e da
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entropia de Rényi, enunciamos e demonstramos algumas das propriedades que esta ultima
verifica.

Por fim, no quinto capitulo, é apresentado o tema de exceléncia desta dissertacao — a en-
tropia de Tsallis. Esta entropia, tal como a entropia de Rényi, caracteriza—se pela existéncia
de um parametro escalar, um subindice ¢, dai que também seja designada por g—entropia.
Apébs a definicdo da entropia de Tsallis enunciamos e demonstramos algumas das suas pro-
priedades fundamentais, evidenciando semelhancas e diferencas entre esta e a entropia de
Boltzmann—Gibbs.

A entropia de Tsallis foi axiomatizada por Roberto Santos [19] em 1997, que enuncia
e demonstra um Teorema de Unicidade (da entropia de Tsallis), com base na defini¢do de
quatro propriedades que esta medida deve satisfazer. Na apresentacdo dessa axiomaética,
consideramos conveniente alterar (fortalecer) uma das propriedades. Esta decisdo encontra—
se devidamente justificada apés a demonstragao da unicidade da férmula de Tsallis.

O formalismo de Tsallis é uma proposta relativamente recente. Nas pesquisas efectuadas,
apenas se encontrou um livro relacionado com este tema [23]. Grande parte do trabalho
elaborado baseou—se em artigos relativamente recentes, publicados em diversas revistas in-
ternacionais.

As referéncias descritas em nota de rodapé referem-se a documentos nao consultados
por inacessibilidade. Pelo facto nao constarem da bibliogarfia final, é sempre indicado o
documento de onde foi retirada essa referéncia.

No decorrer do trabalho optou—se por analisar com um certo rigor e pormenor as pro-
priedades das entropias de Shannon, Rényi e Tsallis, para melhor apreender as alteracoes
introduzidas por esta iltima.

Temos consciéncia que uma compreensao mais estruturada das potencialidades de aplicacao
da entropia de Tsallis, passa por uma analise e estudo da prépria Mecanica Estatistica Nao
Extensiva, pelo que o trabalho desenvolvido ao longo deste ano, e aqui apresentado, nao é

mais do que uma base de conhecimentos que servira de suporte para algo mais elaborado.
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Capitulo 1
Entropia(S)

“Existem conceitos que resistem a passagem do tempo, uns pela
sua importancia, outros pela sua capacidade de se adaptar a
novos dominios da ciéncia. A entropia, mais do que qualquer
outro conceito, mantém bem viva a sua importancia, a sua utili-

dade e, porque nao, o seu mistério.”

Batel Anjo, [4]

A Entropia é uma ideia que nasceu no seio da Termodinamica Cléssica, nao como algo fun-
damentalmente intuitivo, mas sim fundamentalmente quantitativo definido por uma equacao.
Para Clausius e seus contemporaneos a entropia era uma propriedade muito importante, mas
do dominio estrito da Termodinamica, fora deste contexto simplesmente nao tinha significado.
No entanto, os fundamentos matematicos da Mecanica Estatistica sao aplicaveis a qualquer
sistema estatistico, o que permitiu a aplicacao desta quantidade noutros contextos.

A maior incursdo da Entropia em novos dominios talvez tenha sido a impulsionada por
Shannon no campo da Teoria da Comunicacao, nomeadamente na Teoria da Informacao.

Uma nova forma de entropia, a entropia de Tsallis, tem sido descrita por muitos como um
dos maiores avancos da Fisica. Esta entropia generaliza a entropia classica de Boltzmann e
muitos trabalhos recentes tém mostrado a sua eficiéncia. Desde entao a nova férmula tem
sido aplicada numa grande variedade de problemas e em diversas areas, como por exemplo
os problemas da turbuléncia.

Neste capitulo expomos de forma sucinta os aspectos, a nosso ver, mais importantes da
evolucao do conceito de entropia. Seccionando essa evolugao pelas principais éreas envolvi-
das e dispondo-as por ordem cronoldgica, apresentamos, na seccao 1, a interpretacao Ter-
modinamica. Esta utiliza a entropia como uma medida da irreversibilidade dos processos,

ou da capacidade de uma maquina realizar trabalho. Na seccao 2, mostramos como é que a



Mecénica Estatistica associa a entropia a uma quantidade de desordem. Na seccao 3, apre-
sentamos a férmula de entropia adoptada na Mecanica Quantica, baseados no artigo [28] de
Flamm. De seguida, na secgao 4, focamos a entropia no contexto da Teoria da Informagao,
onde é relacionada com uma medida da quantidade de informacao ou de incerteza. Ao longo
dos anos, foram criadas muitas generalizacoes do conceito de entropia, algumas das quais sao

mencionadas na seccao 5.

1.1 Termodinamica

A afirmacdo de que a energia nao pode ser criada nem destruida tornou-se conhecida como
a Primeira Lei da Termodinamica ou Lei da Conservagao da Energia. A descoberta deste
principio, nos inicios do século XIX, pos uma limitacao importante aos processos que se
podem produzir na natureza, sendo apenas possiveis aqueles em que a energia permanece

inaltersvel. E através da Segunda Lei da Termodinamica que surge o termo entropia [37].

A nocao de entropia foi definida pela primeira vez por Rudolph Clausius em 1865, baseando-
se no trabalho de Sadi Carnot e Lord Kelvin, no contexto da Termodinamica, nomeadamente
no estudo do engenho a vapor [17].

O engenho a vapor é uma construcao tedrica desenvolvida por Carnot ao estudar a ter-
modinamica de uma maquina a vapor. O rendimento de uma maquina a vapor é uma fungao
da variacao de temperatura, segundo a qual o engenho opera. Em 1824, Carnot descobriu que
quando se fornece calor a uma méaquina a vapor, apenas parte desta energia se transforma no
movimento de rotacao do veio do motor, o resto desperdiga-se inevitavelmente em forma de
calor residual. Isto significa que apenas uma porcao da energia calorifica da maquina pode
ser convertida em trabalho (mecéanico). Concluiu ainda que o calor poderia ser convertido
em trabalho mecanico apenas se existir uma diferenga de temperatura. Um engenho a vapor
a uma temperatura constante nao poderia converter nenhuma da sua energia calorifica em
movimento. Este resultado indicia a existéncia de outra lei limitadora, a Segunda Lei da

Termodinamica. [17]

Clausius deu o passo seguinte na compreensao da transformagéo do calor noutras formas
de energia. Este dirigiu a sua atencao para a distingao entre a fraccao de calor que se pode
transformar em energia mecanica e a que se deve desprezar como calor perdido. Descreveu
a primeira por “energia livre” e aquela perda de energia (ndo pode ser transformada em
trabalho 1til) por meio de um novo termo “entropia”, que tem origem numa palavra grega
entrepien que significa degradagao, e definiu-a como o quociente entre a quantidade de calor
transferido e a temperatura absoluta a que o processo é realizado.

Esta entropia é o que permite enunciar o segundo principio da Termodinamica. Clausius



sentiu que tanto a descoberta de Carnot como a Primeira Lei da Termodinamica eram fun-
damentais e baseou uma lei baseando—se nesses resultados. Essa viria a ser conhecida como
Segunda Lei da Termodinamica e afirma que, na natureza, sé podem ocorrer aqueles processos
em que a entropia aumenta ou, quando muito, permanece constante.

A entropia nao era medida em valor absoluto. Apenas se media a variagao de entropia de
um sistema quando este passa de um estado para outro. Considerando uma transformacao
reversivel, a variacao de entropia AS verifica a relacdo seguinte,

_AQ

AS T

onde AQ representa a variacao de calor de um sistema a temperatura 7' constante.
As primeira e segunda Leis da Termodinamica podem ser encerradas na famosa afirmacao

de Clausius,

“Die Energie der Welt ist Konstant. Die Entropie der Welt strebt einem Mazimum

2. »1

A entropia surge como algo cuja variacao se pode medir, mas da qual ndo se tem um
conceito concreto. Uma das mais frutiferas interpretagoes iniciais de entropia, talvez seja a

visao desta como medida da capacidade de realizacao de trabalho.

1.2 Mecanica Estatistica

No século XIX prevalecia a ideia de que o calor era uma substincia que fluia de um objecto
para outro, o “calérico”. Uma minoria de fisicos sustentava a visdo (agora universalmente
aceite) de que o calor era a energia resultante do movimento aleatério dos 4tomos. Quanto
mais elevada a temperatura de uma matéria, mais vigoroso é o movimento das moléculas que

a formam. [33]

James Maxwell foi o primeiro fisico a aceitar a existéncia dos atomos, tratando os gases
como uma coleccao de pequenas particulas movimentando—se a diferentes velocidades, coli-
dindo umas com as outras. Maxwell determinava as propriedades de um géas, assumindo que
este é composto por um grande nimero de atomos (ou moléculas) em movimento aleatério.
Apesar de nao ter sido o autor da Teoria Cinética dos Gases, foi o primeiro a aplicar métodos
estatisticos e probabilisticos? para descrever as propriedades das moléculas dos gases, pelo

que é considerado um dos fundadores da Teoria Cinética dos Gases.

!Traduzindo do alem&o, “A Energia do Universo é constante. A Entropia do Universo converge para o seu
maximo.” [§]
2Criou a ideia de “funcéo de distribuicdo” que governa as velocidades das moléculas do gés e analisou

previsoes concretas que podiam ser obtidas a partir da Teoria Cinética dos Gases.



Em 1859, Maxwell apresenta o seu primeiro trabalho em Teoria Cinética, que viria a ser
publicado um ano mais tarde com o titulo “Ilustrations of Dynamical Theory of Gases” na
Philosofical Magazine. Neste, propés um tratamento estatistico dos gases, dando os primeiros
passos em direccao a interpretacao estatistica da Termodinamica.

Anos mais tarde, em 1872, Ludwing Boltzmann utilizou os métodos estatisticos de Maxwell
para determinar um novo e mais geral tratamento da entropia. Utilizou as probabilidades
para descrever as propriedades da matéria a partir das propriedades dos dtomos.

Ao reduzir o calor a um movimento aleatério colectivo de muitos milhGes de dtomos,
Boltzmann transpos a entropia para o mundo reversivel da Fisica Newtoniana. De acordo
com a Mecanica Newtoniana, cada uma das pequenas particulas que formam a matéria pode
retroceder no seu percurso e voltar ao lugar onde comegou, revertendo exactamente o seu
movimento. Assim, a totalidade do sistema também deve poder voltar ao seu estado inicial,
o que contradiz o facto de um sistema termodinamico envolver irreversibilidade no sentido
do estado de maxima entropia e permanecer nesse estado. Boltzmann resolve esse dilema
interpretando a entropia como uma propriedade estatistica. Em principio nao hd nada que
impeca todas as particulas de reverter os seus percursos e irem espontaneamente de um
estado de desordem para um estado de ordem, porém, o grande nimero de particulas en-
volvidas, tornaria o evento muito raro. Segundo Boltzmann, a desordem irreversivel seria
apenas provavel, ndo certa. Ao introduzir a Teoria das Probabilidades na Segunda Lei da
Termodinamica, Boltzmann apresenta pela primeira vez uma lei da natureza diferente de
todas as outras. Em vez de determinista, esta lei é probabilistica.

Em 1877, Boltzmann formula uma expressdao de entropia no artigo “On the relation
betwenn the second law of mechanical theory of heat and probability calculus with respect to
the theorems on thermal equilibrium”?. Num sistema fechado a entropia S do sistema seria

proporcional ao volume do espaco de fase £ ocupado pelo macroestado do sistema, ou seja,
S o log Q2

actualmente é usual escrever na notacao
S=klnw (1.1)

onde k é a chamada constante de Boltzmann e w é o niimero de microestados do sistema,
compativeis com o macroestado observado®. Apesar da férmula ser atribuida a Boltzmann,
esta nunca foi escrita por ele. De facto, a férmula aparece pela primeira vez no livro “Theory

of heat radiation”® de Max Planck em 1906, ano da morte de Boltzmann [34].

3Titulo traduzido do alemio. A referéncia completa pode ser encontrada no artigo [28].
“Em sistemas atémicos, um macroestado é um estado do sistema observavel a grande escala. Um microes-

tado é um arranjo preciso de a&tomos num sistema. Em geral, ao mesmo macroestado corresponde um niimero
astronémico de microestados. [33]

"Traduzido do alemao “Theorie der Wirmestrahlung”, [38].



Tdmulo de Boltzmann em Viena®

A interpretacdo estatistica veio revelar a natureza da entropia como um crescimento da
desordem entre as particulas. De facto, o nimero de microestados pode ser considerado como
uma medida de desordem do sistema. Na equagdo de Boltzmann (1.1) quanto maior for o
numero de microestados possiveis, maior é a desordem e maior é a entropia.

Implicito na versdo de Boltzmann de entropia estd a nocao de que existem limites para
o que um observador pode saber sobre um sistema onde a energia estd em transformacao.
Pode—se saber mais sobre um sistema ordenado, tem entropia baixa, do que sobre um sistema
desordenado, tem entropia elevada. A relacdo entre aumento de entropia e diminuicao de
conhecimento nao se tornou explicita durante muitos anos. Boltzmann estava ciente desta
ligacao, mas apenas a referiu casualmente. Em 1884, afirmou que “a entropia estd relacionada
com a diminui¢do de conhecimento”, [33]. Com esta frase, cruzou a ponte entre informagao
e entropia, relacao tdo harmoniosa ao pensamento do final do século XX.

Willard Gibbs percebeu que os trabalhos de Maxwell e de Boltzmann iniciavam uma nova
disciplina cujo objectivo era o estudo de corpos de complexidade arbitraria que se movem
segundo as leis da mecanica.

Gibbs introduziu uma expressao mais abrangente para descrever a entropia,
w
S:—kZpilnpi (1.2)
i=1

onde p; é a probabilidade do sistema estar no microestado ¢ e w o nimero total de mi-
croestados. A maéxima entropia corresponde ao estado de equilibrio, aquele em que existe
a maxima desordem (microscépica) possivel. Quando todos os microestados do sistema sao
equiprovaveis, esta equagao reduz—se a equacao (1.1).

O desenvolvimento da Mecanica Estatistica é actualmente associado a Gibbs devido aos

SFotografado por Constantino Tsallis.



indmeros trabalhos que publicou. Desde 1884 estudou a formulagao de uma estrutura geral
para a Mecanica Estatistica publicando, em 1902, o livro “Elementary Principles in Statis-
tical Mechanics”, [28]. Boltzmann e Gibbs estabeleceram a ligagao entre a Termodinanica e
Mecanica por meio da Mecanica Estatistica, pelo que a equagao (1.1) ficou conhecida como

férmula de entropia de Boltzmann—Gibbs.

1.3 Mecanica Quantica

Tanto a Mecanica Estatistica como a Mecanica Quantica lidam intimamente com a estatistica
e as probabilidades. A férmula de entropia utilizada no contexto da Mecanica Quéantica, que
se deve a John von Neumann, é idéntica & utilizada na Mecéanica Estatistica (1.2), a dnica

diferenca estd na forma como as probabilidades sao calculadas.

Em 1897, Boltzmann e Planck terao tido uma disputa sobre a irreversibilidade do fenémeno
de radiacao em corpos negros, que tera estimulado Planck na sua descoberta da Teoria
Quantica, em 1900. Esta viria a permitir o desenvolvimento de uma teoria sobre a interacgao
entre a matéria e a radiacado, conhecida como Mecanica Quéantica, que generaliza a Mecanica
Cléssica.

Planck utilizou os métodos estatisticos de Boltzmann para explicar as suas leis de radiacao
de corpos negros. Para além disso, assumiu que a absorc¢ao de energia nao podia ser num pro-
cesso continuo. A energia seria absorvida em quantidades discretas, os quantum de energia.
No trabalho de Boltzmann ji era comum introduzir niveis discretos de energia para obter um
conjunto numeravel de estados. Planck tornou—se num dos proponentes mais importantes
das ideias de Boltzmann. Como ja foi referenciado atras, a chamada férmula de Boltzmann
foi pela primeira vez escrita num livro de Max Planck em 1906.

A Mecanica Quantica generaliza a estrutura da Mecanica Estatistica. Em 1932 foi apre-
sentado pela primeira vez um formalismo matematico para a Mecanica Quantica, no livro
“Mathematical Foundations of Quantum Mechanics” de John von Neumann. Este associou
a quantidade de entropia a um operador estatistico, em 1927. A entropia de von Neumann é

definida por
S(p) = —kTr(pInp) (1.3)

onde p é um operador de densidade e Tr denota o traco da matriz. Se, ao determinar a
entropia, forem usados os valores préprios \; da matriz densidade, a equagao (1.3) toma a

forma

S(p) = —k>_Xln

ou seja, reduz—se a forma de Gibbs (1.2).



1.4 Teoria da Informacao

A Teoria da Informacao surge na década de 40, com origem na telegrafia e telefonia. Poste-
riormente foi utilizada pela Cibernética, no estudo da troca de informagao num organismo
vivo ou mecanico.

Nos finais de 1940, Claude Shannon associou a entropia a uma quantidade de informacao.
Ao procurar um sistema telefénico que transferisse o maximo de quantidade de informacao
e uma forma de rectificar distor¢coes nas mensagens, criou uma teoria matematica para a

comunicacao.

Claude Shannon, pai da Teoria da Informacao’

O seu trabalho “A Mathematical Theory of Communication” foi publicado pela primeira
vez em 1948 na revista Bell System Technical Journal® e nele é apresentada uma expressio
matematica para a quantidade de informagao transmitida numa mensagem. Estalebeceu
entao um esquema de transmissao de informacao. Uma mensagem que parte de uma fonte,
é codificada e emitida por um transmissor, passa por um canal de comunicacao, sofre per-
turbacoes, designadas por ruidos, e chega ao receptor passando por um sistema de desco-
dificagdo. Ao falar de uma “mensagem seleccionada”, Shannon refere—se a uma sequéncia
informativa que pode ser escolhida entre muitas outras e define a quantidade de informacao
com base na incerteza ou dificuldade de previsdo dessa mensagem.

Independentemente da mensagem ou do seu impacto sobre o receptor, a quantidade de
informacao esté relacionada com a possibilidade dessa mensagem ocorrer. Se a possibilidade
de uma mensagem ocorrer for pequena entao ela contém muita informacao. Se, pelo contrario,
a mensagem for predizivel entdo conterd pouca informacgéo. Para medir a quantidade de

informacao, Shannon criou o conceito de entropia, algo diferente do conceito homénimo em

"Imagem retirada do enderego http://www.bell-labs.com/news/2001/february/26/1.html, em Marco de

2003.
8Em 1949, o mesmo trabalho viria a seu publicado, conjuntamente com um trabalho de Weaver, no livro

“The Mathematical Theory of Communication”, University Illinois Press.



Termodindmica. Ao que parece, esta denominacao foi sugerida a Shannon por Jonh von
Neumann, argumentando que a mesma funcao matematica ja era utilizada em Termodinamica

com esse nome. Teria dito, ironicamente, que

“No one really understands entropy (in the sense of Physics). Therefore, if you
know what you mean by it and you use it when you are in an argument, you will

win every time.”?

Shannon apresentou a quantidade de informacao de uma mensagem como uma medida
estatistica que obedece a um conjunto de axiomas e chamou-lhe entropia. No seu trabalho
define trés axiomas que essa medida deve satisfazer e deduz uma expressao para a entropia,

que prova ser Unica, nomeadamente
n
H=-k Z p; In p;
i=1

sendo p1, pa, ..., pn, as probabilidades associadas aos resultados possiveis de um acontecimento
e k uma constante positiva. A escolha da base do logaritmo corresponde a escolha da unidade
para medir a informagao, em particular, a unidade resultante da utilizacdo da base 2 é o
chamado digito binario ou simplesmente “bit”.

Na sua obra [6], Shannon desenvolve também um método a partir do qual é possivel co-
dificar a mensagem por forma a que maximize a capacidade do canal e, simultaneamente,
o grau de distorcao da mensagem se aproxime de zero. Este método envolve o conceito de

maxima entropia.

Naquela época, alguns matematicos viam a Teoria da Informacao simplesmente como um
ramo da Matematica. Consideravam que o mais importante seria tornar a teoria de Shannon
matematicamente correcta, através de critérios de rigor matemaéatico. Um exemplo tipico
desta formalizacao é o livro de Khinchin (1957), “Mathematical foundations of information
theory” [15].

A Teoria da Informacgdo surgiu essencialmente completa, com as definigoes e conceitos
bésicos formulados, com os teoremas e resultados fundamentais ja estabelecidos. Contudo,
os primeiros estudos no sentido de encontrar uma medida de informacao tinham jé surgido
na década de 20, pela mao de Harry Nyquist. Nos trabalhos “Certain Factors Affecting
Telegraph Speed”(1924) e “Certain Topics in Telegraph Transmission Theory” (1928), analisa
a relacao entre a velocidade de um sistema telegrifico e o niimero de sinais usados pelo
sistema. O artigo “Transmission of Information” de Robert Hartley, publicado em 1928, foi

possivelmente o tinico precedente do trabalho de Shannon no campo da Teoria da Informacao.

9Citado por E.T. Jaynes, [30].



Hartley reconheceu claramente que a recepgao de um simbolo possui informagao apenas se ha

outras possibilidades para o seu valor e propos uma féormula para quantificar a informacao,

I(X) =logw

onde X é uma varidvel discreta e w é o nimero de possiveis valores que X pode assumir!'®.

Quanto & base do logaritmo, nas préprias palavras de Hartley, a sua escolha determina a
unidade de medida da informacao. Estes trés trabalhos sao citados no primeiro paragrafo
do classico trabalho de Claude Shannon “A Mathematical Theory of Communication” (1948),
onde sao claramente reconhecidos como prolificos no desenvolvimento da Teoria da Informacao.

No mesmo ano em que é publicado “A Mathematical Theory of Communication”, Norbert
Wiener publica, independentemente, o trabalho intitulado “Cybernetics” [25], onde apresenta
resultados semelhantes aos de Shannon. Tanto Shannon como Wiener consideram a comu-
nicagao como algo em que um um sinal é transmitido por um canal. Porém, no modelo
de Shannon as mensagens sao codificadas antes de serem transmitidas, enquanto que no mo-

delo de Wiener o sinal é comunicado directamente através do canal, sem antes ser codificado.

Em 1951, Kullback e Leibler estudaram uma medida de informacao envolvendo duas dis-
tribuigoes de probabilidade, que tem recebido diversos nomes como entropia cruzada, entropia
relativa e divergéncia de Kullback—Leibler, entre outros''. Simultaneamente, estudaram uma
medida de divergéncia, chamada J-divergéncia'?, ja estudada por Jeffreys em 1946.

A entropia de Shannon e a informacado relativa de Kullback—Leibler sdo medidas de in-
formacao classicas. Nos tltimos anos tem aparecido na literatura vérias medidas que gene-
ralizam as anteriores, como por exemplo a medida de divergéncia de Taneja (1995) e suas
generalizacoes. A caracterizagao e o estudo de generalizacoes de medidas de informacéo e de

divergéncia podem ser encontrados em [31].

Em 1957, Jaynes reexamina o principio da méxima entropia de Shannon aplicando-o a
problemas caracterizados por informacdo insuficiente. Através deste principio é possivel
determinar a distribuicao de um acontecimento, do qual apenas sao conhecidas medidas
macroscopicas, tais como a média e a variancia. Este autor escreveu inimeras paginas que
estdo disponiveis apenas em formato electrénico [30], nas quais aborda vérios aspectos da

Teoria das Probabilidades e da Teoria da Comunicacao.

10Gejam A e B duas experiéncias aleatérias independentes e seja C' a experiéncia que consiste na realizacio
de A e B. Cada resultado de C nao é mais do que um resultado de A e um resultado de B. E natural impor
que a informacgdo contida em C' seja a soma das informagoes contidas em A e em B. A tnica fungao real de
variavel real, nao identicamente nula, que verifica essa propriedade é a funcao logaritmo.

HTyaduzido do inglés “crossed entropy”, “relative entropy” e “Kullback—Leibler divergence”.

127vaduzido do inglés “J-divergence”.



Nos ultimos sessenta anos, a Teoria da Informagao tem encontrado aplicagoes em dife-
rentes dominios, como por exemplo, Economia, Estatistica, Linguistica, Psicologia, Ecologia,

reconhecimento de padroes, Ciéncias Computacionais, etc.

1.5 Formas Generalizadas

Varios autores, e inicialmente Shannon, mostraram que a medida de quantidade de in-
formacao é unicamente determinada por alguns postulados naturais. A evidéncia de que
a medida de informacao de Shannon é a tunica possivel permanece vilida em relacdo aos
problemas de codificacao considerados por Shannon, mas nao necessariamente noutro tipo de
problemas. O matemaético Alfréd Rényi evidenciou que outras quantidades poderiam ajustar—
se igualmente, ou ainda melhor, a uma medida de informagao. Tal seria sustentado pelo seu
significado [de medida de informagao] operacional ou por um conjunto de postulados que a
caracterizasse, surgindo entao na literatura a ideia de entropia generalizada.

Em 1961, Rényi propdés uma entropia paramétrica (parametro escalar) que contém a en-

tropia de Shannon como caso limite,

n (Zzn] (pi) )
i=1DPi
1—«

Sa =

sendo 0 < >3- 1 p; < 1 e a € IR. Independentemente do valor deste parametro, a entropia é
sempre aditiva, no entanto, nem sempre é concava (ou convexa) em relacéo a distribuicao de
probabilidade.

Alfred Rényi'?

A entropia de Rényi é uma forma funcional mais geral que a de Shannon, porém esta

medida nao tem encontrado tantas aplicagoes como a de Shannon. Na Fisica, estudos recentes

13Imagem retirada do endereco:

http://www]l.cs.columbia.edu/~ sanders/graphtheory/people/Renyi.A.html, em Marco de 2003.
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tém revelado que a entropia de Rényi é apropriada na andlise de sistemas com estruturas

multifractais. [27]

Fora do contexto da Termodinanica e da Teoria da Informacao, a férmula de Boltzmann—
Gibbs mostrou ter limitacoes. Ela falha, por exemplo, ao tentar explicar a complexidade
de fenémenos como um ciclone, ou a geometria fractal das moléculas de ADN (4cido de-
soxirribonucleico) e de outras macromoléculas. Basicamente a férmula cldssica mostrou-se

inadequada quando a quantidade de entropia do sistema é nao aditiva [36].

Em meados da década de oitenta, Constantino Tsallis definiu uma forma generalizada de
entropia. A sua ideia deu origem ao artigo “Possible Generalization of Boltzmann—Gibbs

Statistics”, publicado em 1988 no Journal of Statistical Physics [21].

A entropia de Tsallis tem como caso particular a de Boltzmann—Gibbs. Estudos recentes
mostram que esta é adequada a muitos casos onde a entropia classica parece nao funcionar,
como no estudo de raios césmicos, movimento de Galdxias, impulsos cerebrais e cardiacos,
andlise da sequéncia de genoma no ADN e até em ciéncias humanas como a linguistica.
Segundo Tsallis, os trabalhos mais promissores sao os relacionados com a turbuléncia, um dos
problemas mais complicados da Fisica [35]. Esta entropia j& inspirou centenas de trabalhos

em todo o mundo'?.

Constantino Tsallis!®

A expressdo proposta para generalizar a Mecanica Estatistica de Boltzmann—Gibbs é ca-
racterizada por um parametro “q”. No caso limite em que ¢ = 1 a férmula reproduz a
entropia tradicional. A grande diferenga com a expressao de Boltzmann—Gibbs é a sua nao

aditividade.

No endereco http://tsallis.cat.cbpf.br/biblio.htm encontra-se uma lista com cerca de um milhar de tra-

balhos. A lista é regularmente actualizada por Tsallis.
15Tmagem retirada do endereco http: //www.abc.org.br/org/aca.asp?codigo=tsallis da Academia Brasileira

de Ciéncias, em Margo de 2003.
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A expressdo introduzida por Tsallis para a entropia generalizada é

1 - 2}:1 p?

S
q q_l

k

(1.4)

onde k é uma constante positiva cujo valor depende da unidade a utizar, ¢ € IR caracteriza a
estatistica particular e w é o nimero total de configuragoes microscépicas cujas probabilidades
sao {p;}.

A expressao (1.4) ja tinha sido anteriormente introduzida noutros contextos tais como a
Cibernética e a Teoria da Informacio (utilizando um factor diferente) por Harvda e Charvat!'6
em 1967. Em 1970, Daroczy!'” redescobre esta férmula. Em 1975, Sharma e Mittal'® definem
uma forma biparamétrica que tem como caso particular a entropia de Tsallis [23]. Con-
tudo, enquanto que estas tentativas foram elaboradas sem nenhum objectivo concreto para
a Fisica, Tsallis teve sempre como objectivo a generalizacao da Mecanica Estatistica e da

Termodinamica usuais.

Em 1997, é publicado um artigo da autoria de Roberto Santos [19], onde é apresentada
uma interessante discussao sobre a unicidade da equacgao da entropia de Tsallis. Santos es-
tabelece um conjunto de quatro axiomas e, seguindo as linhas da demonstragao apresentada
por Shannon [20], demonstra a unicidade da férmula de Tsallis. Na axiomética de Santos
procede—se a uma generalizagao natural dos axiomas de Shannon para sistemas nao exten-

sivos, estabelecendo de alguma forma um paralelismo com a axiomaética de Shannon.

Na mesma linha de pensamento, Sumiyoshi Abe publica, em 2000, o artigo “Axioms
and uniqueness theorem for Tsallis entropy” [1], no qual generaliza os axiomas de Khinchin
baseando—se no conceito de entropia condicional nao extensiva. Seguindo essencialmente o
raciocinio apresentado em [15], expde uma prova completa da unicidade do teorema de Tsallis,

completando assim a discussao de Santos.

Existem outras formas de generalizadas de entropia para além destas. Contudo, a entropia
de Tsallis e a de Rényi parecem ser as que, actualmente, despertam maior interesse na
comunidade cientifica. No trabalho de Taneja [31] encontra—se uma longa lista com cerca de
trinta férmulas de entropias generalizadas, que vao desde as paramétricas, trigonométricas

até as ponderadas!'®.

%Harvda e Charvat (1967), “Quantification Method of Classification Processes: Concept of Structural
a—Entropy”, Kybernetica, vol.3, pp.30-35. [23]

Daroczy, “Generalized Information Measures”, Information and Control, vol.16, pp.36-51. [23]
18Sharma e Mittal (1975), “New Nonadditive Measures of Inaccuracy”, J. Math. Sci., vol. 10, pp.122-133.

[23]
19A ideia de uma entropia paramétrica surgiu pela primeira vez através de Rényi em 1961. Dois anos
mais tarde, surgem as entropias trigonométricas por Aczél e Daréczy. Em 1968 as entropias ponderadas sao

iniciadas por Belis e Guaisu.[31]
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1.5.1 Lista de Formulas de Entropia

Em [31], Taneja organiza uma lista com diversas férmulas de Entropia, H;. Com a devida
autorizacdo do autor transcreve—se aqui parte dessa lista. As férmulas sdo diferenciadas por

um indice, que nao possui qualquer significado matematico.

No que se segue considere—se que os logaritmos sao de base 2 e que P = (p1,...,p,) é¢ uma

distribuicao de probabilidades no sentido usual, isto é,
n
0<pi<1l e Zpizl .
i=1

Contudo, em algumas das féormulas apresentadas é necessdrio assumir que p; > 0. Para

simplificar a notacdo, denota-se >_1' | apenas por »_,.
Shannon (1948):
H,(P) = =3, pilogpi

Rényi (1961):

1
Hy(P) = 1_rlog(zipf) r>0;r#1

Aczél e Daréczy (1963):

—2>.;p; logpi
H3(P)= —t+ =" r>0
®) > b
1 Zpr
Hy(P) = log — r#£s,r,s>0
(P) -r (Zipi ) 7
1 > p;" sin(slog p;)
Hs(P) = —arct =t 1; 0
5(P) S arc an(ZipiTcos(slogpi) s#1l;r,s>
Varma (1966):
1
Hg(P) = log (Zipf*mﬂ) m>Im—-1<r<m
m-—r
1 r/m :
H7(P)fmlog(zzpl ) m>10<r<m



Kapur (1967):

t+s—1
Hg(P)]L_tlog<z'£fpis ) EA£1 >0 8> 1

Harvda e Charvat?’(1967):

1

Hy(P) = gr5— Ooip® = 1) s#1;5>0
Belis e Guiasu (1968):
Hyo(P) = =32, pi wilog pi w; >0
Rathie (1970):
1 ) 'T+S,‘—1
HH(P):I—TIOg<Z§Zpisi ) 7“751;7“>0; s; >0
Arimoto (1971):
Hyp(P) = —— RO L£1>0
12()*215_1—_1 (Zipi)_ #1;t>
Sharma e Mittal?' (1975):
1
— & (9l pilogpi} _ .
Hy5(P) 2173_1(2 1) s#£1;5>0
Hu(P) = — )T -1 1;
14( )*2]_5—_1[(21'1% )T — } r,s#1;7,8>0
Sharma e Taneja (1975, 1977):
Hy5(P) = =213, p;" log pi r>0
] T 8
Hi6(P) = 55 2" —p°) r#sm,s>0
2177“
H7(P)=— " sin(slog p; km; k€ IN; 0
17(P) T Xi:pz sin(s log pi) s# km ke N;r>

20Repare-se que a expressao é igual & da entropia de Tsallis, a menos de uma constante.
21Se em Hi4 se tomar s = 7 = 2, obtém-se Hi4(P) = —2 o, p2 — 1), que é a entropia de Tsallis para o
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Picard (1979):

— -Ui]O 3
His(P) = —Zi-v- 5P
r—1
.. V;
Ho(P) = - _T10g<3§z%v> r£0;7r >0

Sant’anna e Taneja (1985):

Hag(P) = 3, pilog (%) O<s<m

Kapur (1988):

Hy(P)=—>logl’(1 + p;) ,onde I' é a funcao gama

A primeira das entropias aqui listada, a entropia de Shannon, foi definida axiomaticamente.

O capitulo seguinte é dedicado ao estudo dessa definicao e das suas propriedades.

caso de ¢ = 2, a menos de uma constante.
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Capitulo 2

Entropia de Shannon

“Suppose we have a set of possible events whose probabilities of
occurrence (...) are known, but that is all we know concerning
which event will occur. Can we find a measure of how much choice
is involved in the selection of the event or of how uncertain we

are of the outcome?”

Claude Shannon, [20]

No capitulo anterior vimos que o conceito de Entropia surgiu pela primeira vez no contexto
da Termodinamica em 1865 e, quase um século depois, é associado por Shannon a uma
quantidade de informagéo.

A definicao axiomatica de entropia elaborada por Shannon, foi publicada pela primeira vez
em 1948. A expressao que traduz a entropia é definida a partir de trés axiomas, dando origem
ao conhecido Teorema de Unicidade de Shannon. Na literatura encontram—se diferentes
formulagoes desta axiomética, por exemplo, as de Khinchin [15] e de Ash [3]. Este ultimo
assume quatro condigOes na sua axiomatica, uma delas, conhecida por “axioma de grupo”,
pode ser considerada como uma generalizacao do axioma III de Shannon.

Na secgao 1, apresentamos a axiomatica de Shannon, o consequente Teorema de Unicidade
e sua demonstragao (seguindo essencialmente os passos descritos por Shannon em [20]). A
demonstracao deste teorema recorre a uma forma mais geral do axioma III de Shannon.
Por esse motivo, propomos um raciocinio que leva a generalizacao do dito axioma, com
base em argumentos intuitivos. Na seccao 2, enumeram—se algumas das propriedades da
entropia. Na seccao seguinte definem—se entropias multivariadas, nomeadamente a entropia
conjunta e condicionada e enumeram—se algumas das suas propriedades. No contexto da
Teoria da Informacao, Shannon aborda também o caso das varidveis continuas definindo a

entropia diferencial. Na seccdo 5, apresentamos a definicdo desta entropia, assim como as
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das entropias condicionada e conjunta (para varidveis continuas). Na secgao seguinte faz—se

uma breve referéncia ao Principio da Maxima Entropia.

2.1 Definicao Axiomatica de Shannon

Um conceito fundamental da Teoria da Informacao é o de entropia que, muitas vezes, pode
ter um significado matematico como quantidade numérica mensuravel, com base num modelo
probabilistico. Esta interpretacao matematica permite que a solucao de muitos problemas
importantes de armazenamento e transmissao de informacao, possam ser formulados em
termos desta medida de quantidade de informacao. A entropia de uma varidvel aleatoéria é
definida em funcao da sua distribuicao de probabilidade e revela—se como uma medida de

incerteza ou de aleatoriedade.

2.1.1 Teorema da Unicidade

Considere—se uma, experiéncia aleatéria com n resultados possiveis cujas probabilidades de
ocorréncia sao pi,p2,...,pn. Segundo Shannon, se existir uma medida H(pi,...,pn) que
indique a incerteza sobre o resultado da experiéncia, é razoavel impor-lhe as seguintes pro-

priedades:

Propriedade 1.

A funcao H deve ser continua nos p;.

Propriedade 11.
Sepr=...=p, = % entdo H(n) deve ser uma fungdo mondétona crescente. Para acon-
tecimentos equiprovaveis hd uma maior incerteza sobre o resultado, quando o niimero

de resultados possiveis aumenta.

Propriedade III.

Se uma escolha for subdividida em duas escolhas sucessivas entdo a entropia original

deve ser a soma ponderada das duas entropias individuais.!

As propriedades descritas permitem enunciar o Teorema de Shannon:

Teorema: A iunica funcao H que satisfaz as propriedades I-11I € da forma
n
H(pl: ce 7pn) =—k sz In p;
i=1

onde k € uma constante positiva.

No original, “If a choice be broken down into two succcessive choices, the original H should be weighted
of the individual values of H”, [20].
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Esta quantidade H é designada por entropia do conjunto de probabilidades (p1,...,pn).
Apesar de nao estar enunciado no original, convenciona—se que xInz é igual a zero quando
x = 0. Esta convencao é justificada pelo facto de lim xInz = 0, pelo que se preserva a

z—0

continuidade de H. Por abuso de linguagem escreve—se 0Iln0 = 0.

A cada experiéncia aleatéria com espaco de resultados discreto e finito pode ser associada

uma variavel aleatéria X que traduz os n resultados possiveis dessa experiéncia (z1,...,zy)
e, consequentemente, a uma fungao de probabilidade (p1,...,py), isto é,
n
pp=PX=xz) , 0<p <1l e Y p=1.
i=1

Ao longo deste texto usam—se as notagoes H(X), H(P) ou H(pi,...,pn), para denotar a

entropia,

H(X) = H(P) = H(pr.....pn) =~k pilnp; (2.1)
i=1

A entropia pode ser interpretada como a quantidade de informacio que se obtém ao rea-
lizar a experiéncia, ou equivalentemente, como a quantidade de incerteza que se tem sobre o
resultado da experiéncia. Esta incerteza nao depende dos valores que a varidvel aleatoria X
assume, nem de qualquer outra caracteristica a nao ser das probabilidades associadas a esses

valores.

A funcao entropia de Shannon é facilmente representada graficamente, no caso de se terem
dois resultados possiveis. As probabilidade p; e py, verificam a relacdo po = 1 — p1, pelo
que H depende apenas de uma das probabilidades. O gréfico da fungdo H(p1,p2), ou seja,
H(p1,1—p1), é o seguinte:

Hip, )
08

o7k
06+
nsk
04k
03k
02k

01+

2]

Grafico da funcéo entropia de Shannon H (p1, p2).

19



A escolha da base do logaritmo corresponde meramente & definicdo de uma unidade para
a medida de informacao. Ao utilizar a base 2 a unidade resultante é o digito bindrios ou
abreviadamente bit, o que significa que a unidade de medida é a quantidade de incerteza
associada a uma experiéncia com dois resultados possiveis. Na base 10 obtém-se o digito
decimal e na base e o digito natural. A mudanca da base a para a base b requer apenas a
multiplicacao por log, a, pelo que a existéncia da constante positiva k permite a passagem
para qualquer base logaritmica (superior a 1). No livro de Shannon [20] é utilizada a notagao
log na definicdo da entropia, contudo, da leitura do livro, subentende—se que este simbolo
denota o logaritmo neperiano?. Por esse motivo adopta-se, nesta dissertacdo, a notacao

neperiana na definicdo da entropia de Shannon.

2.1.2 Generalizacao do Axioma III

Antes de proceder a demonstracdo do teorema, é conveniente tornar claro o sentido da pro-
priedade III. Em [20], Shannon apresenta uma situagao particular por forma a exemplificar

o seu significado. A expressao que resulta desse exemplo é a seguinte:

p1 P2 )

, (2.2)
pL+p2 p1+p2

H(p1,p2,p3) = H(p1 + p2,p3) + (p1 + p2)H (

A propriedade I1I é enunciada para o caso de se efectuar uma sequéncia de duas escolhas,
conquanto é generalizavel ao caso de se tomar mais do que duas sucessoes de escolhas. A
generalizagao encontra—se formulada, por exemplo, por Jaynes em [30].

Optou—se por descrever um processo que leva a generalizacdo de (2.2), com base em
raciocinios intuitivos (mas nao imediatos) apresentados de forma construtiva, como se passa
a descrever.

Considere—se um conjunto W formado por n elementos com probabilidades de ocorréncia
Ply...,Pn. A seleccdo de um elemento desse conjunto pode ser efectuada por uma sequéncia

de duas escolhas, da seguinte forma:

1. distribuem—se os elementos de W por k conjuntos C1,...,C%, sendo qi,...,qi as pro-

babilidades associadas a ocorréncia destes conjuntos;

2. cada conjunto C; é formado por n; elementos, sendo a;1,..., a;y,, as probabilidades

associadas a cada um quando ocorre C; (ou seja, as probabilidades condicionadas por

Ci)

Para seleccionar um elemento escolhe—se em primeiro lugar um conjunto e desse conjunto

escolhe—se um elemento. Esquematicamente, tem—se

2Em [20, pp. 89] encontra—se a passagem de % para log /e, pelo que se trata do logaritmo neperiano.
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1% escolha 2% escolha Prob. ocorrer
(conjunto i) P(C;) | (elemento jde C;)  P(elemento j|C;) | elemento j de C;
1 a1 b1
C1 q 2 az D2
nq an],l Pna
1 a3 Pni+1
Co q2 2 az? Pny+2
ng a2 no Prni+ng
1 Ak 1 Pra+..+np_1+1
Ck qk 2 a2 Pni+..4np_q1+2
ng Qf; ny, Prny+...4ny
k
k conjuntos Z n; = n elementos 1
i=1

sendo,

qi:P(C:CZ‘) (§] ai7j:P(X:xj\C’:C’i)

sendo C' e X as varidveis aleatérias que indicam, respectivamente, o conjunto e o elemento
seleccionados.

Repare-se que os elementos a ser seleccionados (pertencentes ao conjunto W) tém proba-
bilidades de ocorréncia pi,...,pn, pelo que a probabilidade de seleccionar o elemento j do

conjunto Cj, que ¢ igual a g; - a; j, tem de verificar

Qi * Qij = Pryt..tni_1+j (2.3)

ou seja,

Dm = Gqi Qi
i—1

m = Z ng+7J
k=0

ng =0

A condicao Il afirma que a entropia associada & escolha do elemento num s6 passo, isto
é,
H(pi...,pn)

deve coincidir com a soma ponderada das entropias individuais (da sequéncia de escolhas).
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Na primeira escolha tem de se optar por um de entre k£ possiveis conjuntos com proba-
bilidades qi,...,qk, pelo que a entropia associada é H(qi,...,qx). A entropia associada &
escolha de um dos elementos do conjunto Cj, que ocorre com probabilidade ¢;, é dada por
H(ai,...,0in,). Dado que antes da segunda escolha pode ter ocorrido qualquer um dos

conjuntos C4,Cy,...,Ck, entao a entropia associada a segunda escolha é
qH(ar1,...;a1m)+ ...+ H(ag,...,a5n,) -
E da condicao III resulta que
H(pi,....,pn)=H(q1,....,qr) + @1 H(a1,1,...,a10,) + ... +qx H(ar1,...,0kn,) -

Se algum dos g; for nulo, a parcela ¢; H(a;1,...,0;n,) ¢ também nula, pelo que pode ser
eliminada da expressao. Pode—se entao supor que todos os g; s@o nao nulos e aplicar a

relacdo (2.3) na igualdade anterior, obtendo—se

H(plv'--apn) = H(Q],,qk)+q]H<ﬂ@ pﬂ)

ST
q1 q1 q1

o H (pm—H : pn1+2’”.’pn1+n2) +..
q2 q2 q2

Pri+.Ang_n+1 Prad.Ang_q)+2 Pri+...+ny
+qk H ( ) R
ar ar q1

k pzi—l n Pi-1 P
—onktl Oy T ngt2 > Mk
= H(q1a---an)+quH< k=0 , k=0 el k=0 > ‘
=1 qi qi qi

Pelo que se pode generalizar a condicao 111 da seguinte forma:

Considerando um conjunto W com n resultados possiveis, sendo py, ..., p, a dis-
tribuicao de probabilidade associada, e particionando esse conjunto nos subcon-
juntos Wi, Wa, ..., Wi de modo a que o conjunto W; tenha n; resultados possiveis
(> n; = n) com probabilidades

i—1

Pbi+15 Pbj+25 + -+ Pbi+n; 9 sendo bl - Zn] € ng = 0
j=0

e consequentemente a probabilidade de ocorréncia do conjunto W; é

bi+n;

q; = Z Pm

m=b;+1

entao, exige—se que

k
Pv;+1 Pb;+2 Db;4-n;
i— 1 qi qi qi

qi7#0
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Este resultado é conhecido por axioma de grupo e encontra—se formalizado, por exemplo, por

Robert Ash em [3].

2.1.3 Demonstragcao do Teorema da Unicidade

Atendendo a interpretacao da entropia como uma quantidade da incerteza inerente ao re-
sultado de uma experiéncia, é 6bvio que, quando existe um unico resultado, a entropia seja
nula. Da expressao (2.2) facilmente se conclui que H(1) = 0. De facto, ao considerar n = 2,

p1 =1 e pa =0, resulta que
H(1,0)=H(1)+1-H(1,0)

e portanto,
H(1)=0. (2.5)

Consequentemente, pode—se provar que

H(p1,...,pn,0) = H(p1,...,pn) - (2.6)

De facto, basta observar que
H(pi,....00,0)=H((p1+...4+p2)+0) + (p1+ ...+ ) H1,--.,Pn)

H(pi,...,pn,0)=H(1)+ H(p1,...,pn)

pelo que,
H(p]w"apnao) :H(p17"'7pn) .

Na demonstracao do teorema de Shannon utilizam-se dois resultados, que podem ser

deduzidos a partir das propriedades I-I11, nomeadamente,

(i) A entropia associada a selecgao de um elemento, de entre um conjunto com s™ elementos
equiprovaveis (s,m € IN), numa unica escolha é H(SLm, el sLm) Ao particionar essa

escolha em m escolhas cada uma com s resultados equiprovaveis verifica—se que

(e ) e (L), e
S S S S

A dedugao deste resultado encontra—se em [2].

(ii) O segundo resultado a utilizar é um caso particular da equagao (2.4), generalizagao da
propriedade I1I. Considere—se um conjunto com n resultados equiprovaveis, isto é, com

funcio de probabilidade (pi1,...,p,) = (%,...,L). Se este conjunto for dividido em k

n’ ‘n
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conjuntos Wi,..., W, cada um com n; resultados equiprovaveis (Zi-“:l n; = n), entao

a probabilidade de ocorréncia de cada conjunto W; é

n
g =—. (2.8)

n

Da equagao (2.4) resulta

H(ly,,,,l)H(qu...,qk)Jriqz‘H(1/_,“""’1/_”)

n n q; q;
_\k 5
ecomon=> i—1 N4, €ntao

1 1 k 1 1
H — Hqy,... H(—, ..., — 2.9
(Zi”i’ ’Zini) (Ch, ,qk)+i;q <nz nz) ( )

sendo os ¢; definidos por (2.8). Repare-se que n% é exactamente a probabilidade de

seleccao de um determinado elemento do conjunto W;, condicionada pela ocorréncia de

Wi.

Tendo enunciado estas propriedades, procede—se agora a deducao da férmula de entropia,
seguindo as linhas apresentadas por Shannon em [20].

Seja A a funcao que define a entropia no caso da equiprobabilidade, isto é,

lun)zzy(lwu,l). (2.10)

n n

Seja s € N\{1} e k € IN. O resultado (i) garante que existe uma relagao entre a quantidade
de entropia envolvida numa escolha de s* resultados equiprovéveis e a envolvida numa série

de k escolhas todas equiprovaveis, nomeadamente
A(F) =k A(s) , Ve N, (2.11)

Seja t € N\{1}. Para um inteiro n suficientemente elevado é possivel® tomar um niimero

inteiro m que satisfaga as desigualdades
st < s (2.12)
Dado que s > 1, pode—se escrever a seguinte sequéncia de desigualdades,

mins <nlnt< (m+1)Ins

3De facto, a reunido dos intervalos da forma [s*, s’“} contém todos os nimeros reais superiores a s, isto
é, UieN [s%, 571 = [s, +o0o[. Para n suficientemente elevado verifica—se que t" > s, pelo que a quantidade "

tera obrigatoriamente de pertencer a um intervalo da forma [si, siH], para algum i € IN.
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mlins < nint < (m+1)Ins

nlns — nlns — nlns
— <l — < — 4, 2.13
n_]ns_n+n ( )

Por outro lado, atendendo & propriedade Il e & desigualdade (2.12) tem—se que
A(s™) < A(t") < A(s™H)
e pela equagao (2.11),
m-A(s) <nA(t) < (m+1)A(s). (2.14)
Sendo A uma funcao estritamente positiva® pode-se concluir que

A(t)
(s)

Das desigualdades (2.13) e (2.15) pode—se afirmar que

<

< —+

13
13
3.|>—‘

(2.15)

o

1
<

A(t) Int
'A(s) “lns| =

e
Dado que a desigualdade acima se verifica para um inteiro n arbitrariamente elevado, é

possivel tornar o valor de 1/n arbitrariamente pequeno. No limite com n obtém-—se

A(t) _ Als)

Int Ins

Da arbitrariedade de ¢ resulta que o quociente A(t)/Int é uma constante, pelo que a funcéo
A é do tipo
A(t)=kInt ,VteN.

Desta igualdade e da definicdo de A em (2.10), resulta que

1 1
Para que a propriedade II se verifique, isto é, para que a funcao H seja mondtona crescente

no caso de equiprobabilidade, a constante k tem de ser positiva.

Considerando agora o resultado (2.9), isto é,

1 1

L 1 1
o — H(py.....p» H (=~
<Zn ) ) =1 > (p17 » D )+Z:Z]p <nz >

=114 =11 e

“Na realidade a equagao (2.14) nao permite garantir que A(s) > 0, pois
mA(s) < (m+1)A(s), Yme N = A(s) >0

Nao foi considerado o caso A(s) = 0, pelo motivo que se explica na subsecgao (2.1.4).
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onde os p; sdo da forma p; = n;/ Z " n; e aplicando a igualdade (2.16) em ambos os

membros, obtém-se

k In an :H(ph...,pn)—i—Zpiklnni (2.17)
= i=1

ou seja,

H(pi,...,pn) =kln (an) —k Zpi Inn; .
j=1 i=1

n
Dado que Zpi =1, entao
i=1

H(py,....,pn) = k <Zpi> In (Zn]) — kY pilnn,
i=1 j=1 i=1
= kZpi In (an) —kZpilnni
i=1 j=1 i=1

= —kz —D; annj + p; lnni)

i=1 j=1

J=1

= —kz i {—annj+lnni

= —k ; In ni .
Zp (Z 1”3)

Por fim, aplicando a relagao (2.8) cujos ¢; sao agora p; obtém-se
n
H(pi,....pn) = —k> pilnp;.

onde os p; sao numeros fraccionarios. Devido ao axioma da continuidade, a expressao per-
manece valida para o caso geral.

Fica assim demonstrado que as propriedades I-I11 conduzem a uma tnica funcao.

2.1.4 Comentario a demonstragao

Na passagem da equacao (2.14) para a equagao (2.15) surge o problema de se ter, eventual-
mente, um denominador nulo, razao pela qual considerdmos que A(s) # 0. No original [20],

nao se encontra nenhuma, observacao sobre este facto.
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Tendo em consideracao a interpretacao da entropia como quantidade de incerteza associada
ao resultado da experiéncia, torna—se ébvio que A(s) = 0 apenas quando s = 1 (o que néo é o
caso). Com efeito parece—nos que os axiomas nao sao suficientes para concluir que A(s) # 0
quando s > 1, pelo que nao é legitimo adoptar este facto sem o ter definido previamente.

Para contornar este aspecto, propomos, por exemplo:
- que se considere a monotonia da funcao A no sentido estrito; ou
- que a unidade de medida de entropia seja definida por H(%, %)

No primeiro caso, devido ao facto que H(1) = 0, resulta que

A(n):H(l 1) >0 VneN\{1}.

n’ ey E
No segundo caso, devido a H(%, %) = 1 (unidade) e & monotonia, resulta que

A(n)HG,...,l) >1 WneN\{1}.

n n

Eliminando por completo a possibilidade de se ocorrer A(s) =0 quando s > 1.
Evidenciamos que nao é s6 na demonstracao de Shannon [20] que se encontrou a “possi-
bilidade” de ocorrer um denominador nulo. No trabalho de Khinchin [15], também néo se

vislumbra qualquer justificagdo para o facto de ser vidvel a divisao por A(s).

2.2 Propriedades da Entropia de Shannon

A fungdo H, definida por (2.1), é uma funcdo real de varias varidveis reais, definida no

conjunto

n
An:{(p1,...,pn)EIR,":ZpZ-:1, ngiglparaizl,...,n}.

i=1

Esta medida satisfaz muitas propriedades interessantes. Apresentam-se de seguida al-
gumas dessas propriedades. Por simplicidade de notacao, nos enunciados que se seguem,

considera—se que k = 1 e por vezes denota—se H(p1,...,pn) apenas por H(P).

S1. H(p1,...,pn) > 0 e a igualdade verifica-se se e s6 se 3' i € {1,...,n}
pi = 1 (pelo que p; =0, Vj # 1).

S2. H(p1,...,pn) é continua em A,,.
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S3. H(P) é uma funcao simétrica nos seus argumentos, ou seja,

H(pi,...,pn) = H(ps1ys - Pé(n))

onde § denota uma permutacdo de 1 até n.
S4. Tem-se H(p1,...,Pn,0) = H(p1,...,pn).
S5. H(p1,...,pn) ¢ uma fungado concava em A,,.

S6. A funcgao tem um maximo no caso de equiprobabilidade, isto é,

1 1
n n
S7. Tem-—se
D1 D2
H P :H + ) PRI + + H( 9 >
(p1 Pn) (P1+ p2,P3, . Pn) + (P1 + p2) pL+p2’ P+ D2

S8. Sejam P = (pi1,...,pn) € @ = (q1,--.,¢n) duas distribui¢des e P * Q a

distribuicdo produto directo’®. Entdo,
HPxQ)=H(P)+ H(Q).

E de notar que algumas das propriedades enunciadas acima resultam directamente dos
axiomas, como é o caso de (52.) e (S7.). A demonstragao da concavidade (S5.) e da existéncia
de maximo (S6.) nao foi encontrada na literatura consultada, pelo que a demonstragao destas
propriedades resultam unicamente do trabalho desenvolvido pelos autores deste texto.

Procede—se a demonstracao de algumas das propriedades enunciadas.

S1. Verifica—se que H(P) > 0 devido ao facto de —p; Inp; > 0, Vi e verifica—se a igualdade quando
a funcao probabilidade é igual a P = (1,...,0), ou a uma sua permutagao.
Por outro lado, se H(P) =0, entao p; Inp; + ...+ p, Inp, = 0. Como as parcelas tém todas o

mesmo sinal, a soma sé é nula quando estas forem todas iguais a zero. Assim,
pilnp; =0 , Vie {1,...,n}

o que implica p; =0 V p; =1 para cada i € {1,...,n}. Devido & condic¢do Y . ,p; = 1,
resulta que
Fie{l,...,n} :p=1.

"Define-se distribuicao produto directo de P = (p1,...,pn) € Q@ = (qi,...,qm) por P x Q = {piq;}:.j, com
1<i<nel<j<m.
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6

S5. Para provar que a fungdo H é concava®, considerem—se duas fungoes probabilidade (p1,...,pn)

e (q1,-..,q,) € A €0,1]. Entéo,

H({Api + (1 = Naihi) —[AH{pi}i) + (1 = A) H({g: }:) | =
- _Z()‘pi+(1 = A)g) In(Ap; + (1 _/\)qi)+)\zpi]npi+(] —/\)Zqilnqi
= Z—()\pﬁ-(] = A)g) In(Ap; + (1 =AN)gi) +ApiInp; + (1 = AN)giIng; .

=1

Considere-se ¢(r) = zInz, definida em IR". Como ¢”(z) > 0 em IR", entdo ¢ é uma funcio

convexa. Portanto, para todos os a,b € R" ¢ 0 < A < 1 tem-se,
p(Aa+(1=2)b) <Ap(a)+ (1 =) e(b).
Substituindo ¢ pela sua expresséo e fazendo a = p; e b = ¢;, obtém-—se
(Api + (1 =N g) In(Ap; + (1= A)gi) < Apilnp; + (1 =N g;Ing; (i=1,....n)
ou seja,
Qi+ (1 =Ng)In(Ap;+ (1 =N g)+IpsInp;+ (1= Ng;lng; >0 (i =1,...,n).

Conclui-se que o somatoério anterior é nao negativo e, portanto, H é uma funcao concava.

S6. Pelo facto de A,, (n € IN) ser um subconjunto fechado e limitado de IR™ e de H ser uma fungao

continua, é garantido que H atinge um valor maximo e um valor minimo em A,,.
Considerem—se duas fungdes probabilidade quaisquer, {p;}; e {g;};. Através do Teorema de

Lagrange (ou Teorema do Valor Médio) é possivel demonstrar que Inz <z — 1 em R". Logo,

lnﬂgﬂ
Y23 Y23

—1

qi .
pzlnjg(h_pz 71217"'7n

7

piln— < ¢G—p)=1-1=0
Portanto,

n .
Zpi In & <0
i=1 pi

6Seja f uma funcio definida num subconjunto convexo B de um espaco vectorial. Diz-se que f é uma

fungao concava em B se, e sé se, para todo o z,y € B, se verificar
JAz+(A=Ny) =2 Af(e)+ (A=A fly) ,0<A<T.

No caso de se verificar a desigualdade contraria, diz—se que f é uma funcao convexa em B.
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ou seja,
n n
= pilnp; <= pilng;.
i=1 i=1

Em particular, tomando ¢; = %, resulta que
" n ] "
= — , < n = = o
H(p1y..-,pn) ;pzlnpz_ ;pzlnn lnn;pZ Inn.
Dado que

H(p]7"'7pn)§]nn
H(%,...,%):lnn

conclui—se que o maximo de H é atingido no caso de equiprobabilidade.

S8. Considerem—se duas distribui¢des P = (p1,...,pn) € @ = (¢1,-.-,¢m). A distribuicdo produto
directo é P+ Q = ({pig;}) com 1 <i<nel<j<m.

H(P*Q) = _Zzpz% ln szJ ZZM% lnszFln%)

=1 j=1 i=1 j=1
n m n m n m
= =Y D mgpnpitpigiing ==Y pilpiy ¢;—» piy ¢jlng
i=1 j=1 i=1 j=1 =1 =1
n

—Zpilﬂpz' _qu]nqj = H(P)+ H(Q)
i=1 =1

Esta propriedade é conhecida por “aditividade”.

Da defini¢ao de esperanca matematica pode—se ainda observar que a entropia de Shannon

néao é mais do que a esperanca matemética’ dos {=k Inp;};. De facto,

H(pi,...,pn) sz (—=k Inp;)

= <—/€ Inp;) .

A entropia é uma medida da quantidade de informacao que se obtém ao realizar uma ex-
periéncia, dependendo de todos os resultados possiveis da experiéncia e nao apenas daquele
que efectivamente se concretiza. Tenha-se entdo em mente que esta medida traduz uma
quantidade média da informacao associada a cada um dos resultados possiveis e nao a quan-

tidade de informacado do resultado particular que se concretiza, aquando da realizacdo da

experiéncia.
TA esperanca matemética de uma varidvela aleatéria discreta X = (z1,...,2n) com funcao proba-
bilidade f é definida por (X) = Z:L zif(z;). O valor esperado de uma fungao ¢(X) é definido por
=0 (i) f(zi)
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2.3 Entropias Multivariadas

Na obra “A Mathematical Theory of Communication”, Shannon define os conceitos de en-
tropia conjunta e entropia condicionada, que envolvem duas variaveis aleatérias. Na Teoria
da Informacao estas quantidades multivariadas sao utilizadas na anélise do ruido e da capaci-
dade do canal. Efectivamente, numa mensagem, cada simbolo emitido é condicionado pelos
simbolos precedentes, ou seja, as sequéncias de simbolos sao produzidas de acordo com certas
probabilidades que dependem dos simbolos anteriores.

Sejam X e Y duas varidveis aleatorias discretas e finitas que assumem os valores z1, ..., T,
e Yi,...,Ym, respectivamente, com fungoes probabilidade individuais e funcao probabilidade

conjunta dadas por

p(z;) = P(X = z;) com Zp(xl) =1
i=1

p(yj) =P = yj) com ip(yj) =1
=1

p(ziy;) = P(X =z,Y =y;) com Y > p(z,y;) = 1.
i=1 j=1
A probabilidade de X = z; condicionada pela ocorréncia de Y = y; ¢ denotada por
p(xily;) = P(X = 2;]Y =y;) com Zp(:czly]) =1.
i=1

Intuitivamente, nao faz sentido definir a probabilidade de X tomar um valor z; condicionado
pela ocorréncia de Y = y;, ou seja, a probabilidade p(z;|y;), quando nao ha a possibilidade
de ocorrer Y = y;, isto é, p(y;) = 0. De facto, a probabilidade condicionada nao esté definida
quando o acontecimento condicionante tem probabilididade nula.

Para cadai=1,...,ne j=1,...,m, verificam—se as seguintes relacoes
m
p(zi) = > pziy;)
j=1
n
ply;) = > piy))
i=1

p(zily;) = p(;(i—l;jy)j) com p(y;) #0
p(yjlz;) = % com p(x;) # 0
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e, em particular, se X e Y forem varidveis aleatérias independentes tem—se

p(z; |yj) = p(zi)
p(yjlzi) = ply;).
p(x;, yj) = p(x;) P(yj)

A entropia conjunta de (X,Y) é definida por
—ZZ p(zi,y;) Inp(zi,y5) (2.18)

e as entropias individuais de X e Y sao, respectivamente,

n

H(X) = =) p(z;)np(z;)

=1
n

= => > pziy;) Inp(z;)
i=1j=1

m

HY) = => ply;)Inp(y;)
j=1

- Z Zp(a:i,yj) In p(y;)

i=1 j=1
convencionando que “0 In0 = 0” (abuso de linguagem j4 referido e justificado na péagina 19).
A entropia de X condicionada por um valor particular de Y, por exemplo Y = y;, é

definida por,

n

H(X|Y =y;) == plxily;) Inp(ziy;)

=1
desde que a probabilidade condicionada esteja definida, isto é, p(y;) # 0. A entropia con-
junta H(X,Y) pode ser interpretada como uma quantidade de incerteza sobre o resultado
da experiéncia conjunta XY ou, equivalentemente, como a quantidade de informacao que se
obtém apds a realizacao desta experiéncia.

A entropia de X condicionada por Y é, por definicao, a média dos H(X |Y = y;) ponderada
pelos p(y;), ou seja

H(X|Y) =) ply;) HX|Y =y;)
j=1
ou equivalentemente,
HXY) = =Y > ply;)p(xily;) np(zily;) (2.19)

=1 j=I

=D D p(i,y;) np(ailyy). (2.20)

=1 j=I
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Esta traduz a quantidade de incerteza sobre o resultado de X (ou, equivalentemente, a
quantidade de informagao que se obtém ao realizar X ), quando é conhecido o resultado de
Y. Se algum dos p(z;|y;) for nulo, a respectiva parcela em (2.20) toma o valor zero devido
a convencao “0ln0 = 0”. Assim, desde que a probabilidade condicionada esteja definida, a
equagao (2.20) tem significado.

As medidas de entropia conjunta e entropia condicionada apresentadas para duas variaveis
aleatérias podem ser generalizadas a trés ou mais variaveis. As defini¢oes encontram-se, por

exemplo, no livro de Ash [3].

Algumas das propriedades da entropia condicionada e da entropia conjunta sao as seguintes:

S9. H(X,Y)>0e H(X|Y)>0

S10. H(X,Y) = H(X) + H(Y|X) = H(Y) + H(X|Y)

SI1. H(X,Y) < H(X) + H(Y)

S12. H(X,Y)=H(X)+ H(Y) se, e s6 se, X e Y sao varidveis independentes
S13. H(X|Y)< H(X)

S14. H(X|Y) = H(X) se, e s6 se, X e Y sdo varidveis independentes

S15. H(X,Y) > max{H(X),H(Y)}

As demonstracoes resultam quase de imediato das defini¢oes anteriores. Repare—se que
a aditividade referida anteriormente (S8.), coincide exactamente com a igualdade da pro-
priedade (S12.).

2.4 Entropia Diferencial

A entropia de Shannon, pensada para varidveis aleatérias discretas, é também extendida a
variaveis continuas.

Para Shannon, a entropia de uma transmissdo que envolve um conjunto continuo de
simbolos pode ser obtida por um processo limite do caso discreto, dividindo a mensagem
continua por um grande numero (finito) de pequenas regices e determinando os vérios
parametros numa base discreta. A medida que o tamanho dessas regioes diminui, esses
parametros aproximam-se, em geral, dos valores limites do caso continuo. [20]

Seja X uma variavel aleatdria continua com funcéo densidade p(x). Shannon define a
entropia da distribuicao continua por

H(X) = —/oo p(z) In p(z) dz (2.21)

—0o0

desde que o integral exista. Esta medida é conhecida por entropia diferencial.
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De forma analoga ao caso discreto, também se definem entropias diferenciais multivariadas.
Se X e Y forem duas varidveis aleatérias com fungao densidade conjunta p(z,y), entdo a

entropia conjunta é definida por

H(X,Y) /+oo /+oo (z,y) Inp(z,y)dzdy (2.22)

desde que o integral exista, e a entropia de X sendo conhecido Y, isto é, a entropia condi-

cionada, é definida por

+00 00
HXY) == [ [ " pe.y)npely) dedy (2.23)
desde que o integral exista, sendo
p(z,y) p(z,y)
p\zy) = = )
(zly) p(y) HXp(z,y)da

a funcao densidade de X condicionada por Y.

A entropia diferencial verifica muitas das propriedades da entropia discreta, como por

exemplo,
$10. H(X,Y) = H(X)+ H(Y|X) = H(Y) + H(X|Y)
S, H(X,Y) < H(X) + H(Y)
S12. HX,Y)=H(X)+ H(Y) se, e s6 se, X e Y sa@o varidveis independentes
S13. H(X|Y) < H(X)
S14. H(X|Y) = H(X) se, e s6 se, X e Y sdo varidveis independentes

Uma das maiores diferencas entre a entropia de uma varidvel discreta e a entropia dife-
rencial estd no facto desta dltima poder ser infinitamente grande, positiva ou negativa.
Apresenta—se de seguida um exemplo de uma varidvel aleatdria continua com entropia
negativas:
Seja X uma varidvel aleatoria com distribuicao gausseana de média nula e variancia igual

a 02, entdo a sua funcdo densidade é

T) = e
p(z) =
e facilmente se conclui que
—Inp(z n(ov2m 2—
Assim,
+oo
HE) = = [ po)np)ds
Yoo +o0 22
= / p(z) In(ov2rm)dz + / p(x) 552 dx
s oo o
+o00 1 o0 )
= In(o 27r)/_0<> p(z )dx+2—2 p(x)x dz .
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Como p(z) é uma fungdo densidade entao fj;o p(z)dz = 1 e por defini¢do de variancia

tem-—se f:f: p(z)z?dr = o%(pois X tem média nula). Logo,
1
H(X)=In(ocv2r)+ 5= In(ov27) + In(y/e) = In(ov/2me) .

Portanto, basta que o < 1/+/2me para que a entropia de X seja negativa. Por exemplo,
para o = 0,01 tem-se H(X) ~ —3,7.

2.5 Principio de Maxima Entropia

Algumas distribuicées de probabilidade podem ser caracterizadas através do principio de
maxima entropia, desde que se conheca uma sua caracteristica como a média ou a variancia.
Seja X uma variavel aleatéria continua com funcéo densidade p(z). Supondo que se

conhece a média p de X, isto é
+oo
p= | " apla)ds,
—00

entdo existe um grande numero de funcoes que satisfazem essa igualdade. Segundo Jaynes
[30], se a fungao densidade p(z) é desconhecida, entao a incerteza sobre os valores de X é

méxima, pelo que p(z) deve ser uma fun¢do que maximiza a entropia

H(X)—/Jroop(x) Inp(x)dz .

—00
E este principio que permite restringir o conjunto inicial de func¢ées a uma tnica funcao
densidade.

O principio de méxima entropia ja tinha sido abordado por Shannon. No capitulo Continuous

Information de [20], é enunciada a seguinte propriedade da entropia diferencial:

A distribuicao de probabilidade p(x) que maximiza a entropia, sujeita & condigao
de que o desvio padrao da varidavel X tome um determinado valor o, é a dis-

tribuicao gausseana.

O autor explica que, para maximizar a entropia H(X), com as restrigoes

o? /;oo 22 p(z)dr e 1 :/p(x)d:c

é necessario resolver um problema de maximizacao que recorre ao cédlculo de variacoes. Uma

demonstragao completa desta propriedade encontra—se em [4].

Shannon foi o primeiro a estabeler uma relagao entre informagao e entropia, podendo esta
ultima ser interpretada como uma medida da primeira. Contudo, existem outras medidas
de informagao igualmente importantes na Teoria da Informagao. No préximo capitulo sao

estudadas duas dessas medidas.
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Capitulo 3

Informacao

“Information must not be confused with meaning.”

Warren Weaver, [20]

A informacao foi introduzida na estatistica por Fisher em 1925, num trabalho sobre teo-
ria de estimacdo'. Hartley, em 1928 definiu uma medida de informacdo, no contexto da
comunicacao, para aplicar na engenharia. Em 1948, Shannon e Wiener publicam, indepen-
dentemente, trabalhos onde descrevem medidas logaritmicas de informagao, para utilizar na
Teoria da. Comunicacao.

Para além da entropia, Shannon definiu outra medida de informagao que quantifica a
informacdo que um processo contém sobre outro, a qual chamou de razdo de transmissao®.
Nos trabalhos de Ash [3] e Yaglom [26] esta quantidade de informagao é interpretada como
uma reducao na incerteza, quantificando a informagao contida numa variavel aleatéria sobre
outra. Esta é conhecida como informagao mitua (ou simplesmente informagao).

Em 1951, Kullback e Leibler® definiram também uma medida de informacio associada a
duas distribuicoes de probabilidade.

Neste capitulo sao utilizadas as defini¢oes de entropia de Shannon, e respectivas entropias
condicionada e conjunta, definidas no capitulo anterior.

Na seccgao 1, apresentamos a medida de informagao mutua, introduzindo—a tal como Ash
em [3]. Na secgao 2, definimos o ganho de informagao de Kullback—Leibler (também conhecida

por entropia relativa), assim como algumas das suas propriedades. Dado que a fungao do

"Fisher (1925), “Theory of Statistical Estimation”, Proc. Camb. Phil. Soc., vol.22, pp.700-725. [16]

2Tradugao de rate of transmition, [20, pp.67-70.
3Kullback e Leibler (1951), “On information and Sufficiency”, The annals of mathematical statistics, vol.22,

79-86. [31]
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ganho de informacao nao é simétrica, apresenta—se uma sua versao simétrica que também foi

estudada por Kullback e Leibler, a J-divergéncia.

3.1 Informacao Mutua

Segundo Ash [3], a medida de informagao deve ser definida como uma reducéo na incerteza,
sendo esta ultima quantificada pela entropia.

Considerem—se duas experiéncias aleatorias a e 3, cujos espaco de estao associados as
varidveis aleatorias discretas X e Y, respectivamente. A incerteza sobre o resultado da
experiéncia a pode, eventualmente, ser reduzida pela realizacao da experiéncia 3. Este facto,

encontra—se reflectido na propriedade
H(X|Y)< H(X)

ja referida no capitulo anterior. A incerteza inicial sobre o resultado de o é H(X) e ap6s
a realizagdo de § é H(X|Y). Ocorre portanto, um decréscimo de incerteza igual a H(X) —

H(X|Y). Define-se a quantidade de informagao que Y contém sobre X por
I(X|Y)=H(X)—- H(X|Y) (3.1)

traduzindo—se assim a informacao numa quantidade numérica.
Sejam X e Y duas varidveis aleatérias que tomam os valores (z1,...,Zn) € (Y1, .-, Ym),

respectivamente. Sejam

{p(ziy;) Yig » {p@) i e {p(zily;) }ij

as func¢oes probabilidade conjunta, probabilidade marginal de X e probabilidade condicionada
de X por Y, respectivamente. Atendendo as equagoes (2.18) e (2.20), a informacdo mutua

I(X|Y) pode ser reescrita por

n m

p(z:)
I(X]Y) = —ZZp(xi,yj) In =222 (3.2)
P p(zily;)

A informagado mutua (ou simplesmente informagao) é uma medida da informagao par-
tilhada entre duas varidveis, caracterizando a dependéncia entre duas variaveis. Se o valor
for nulo as varidveis sdo independentes.

Na Teoria da Informacao, a importancia da medida de informacao deve—se a sua aplicagao

em transmissoes fidedignas de mensagens através de canais com ruido, [3].

Algumas propriedades da medida de informacdo mutua, que facilmente se provam a partir

das propriedades da entropia, sao as seguintes:
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IM1. I(X|Y)
IM2. I(X|X) = H(X)

IM3. I(X|Y) = H(X)+ H(Y) - H(X,Y)
IM4. I(X|Y) = I(Y]X)

IM5. I(X|Y) < min{H(X), H(Y)}

A propriedade (IM2.) evidencia a estreita relagdo entre quantidade de informagao e en-
tropia. Sendo X a varidvel aleatéria associada aos resultados de uma experiéncia aleatéria «,
a redugao de incerteza que se obtém sobre a quando se conhece o seu resultado, “I(X|X)”, é
exactamente igual & quantidade de informacao que se obtém ao realizar o, “H (X)”. E entdo
natural que a entropia seja também definida como a quantidade de incerteza associada ao
resultado da experiéncia, [10].

A medida de informagao é simétrica (IM4.). Intuitivamente, é surpreendente que a quan-
tidade de informacao que uma variavel aleatéria X contém sobre outra variavel aleatéria Y
seja igual & quantidade que Y contém sobre X. Devido a esta simetria, a quantidade I(X|Y")
pode ser simplesmente chamada de informacdo mutua entre X e Y, sem se ter de identificar

a ordem das variaveis.

3.2 Ganho de Informacao de Kullback—Leibler

Em 1951, Kullback e Leibler definiram uma medida para o ganho de informacao que quantifica
a variagao média da informacgao associada a duas distribuigoes de probabilidade. De seguida
apresenta—se uma deducao da expressao de ganho de informagcdo, com base no exposto no
artigo [7], de Tsallis e outros.

Considere—se uma variavel aleatoria discreta X que toma os valores z1, ..., z,, com funcao
probabilidade P = (pi,...,p,). A quantidade o; = —Inp; pode ser interpretada como a

informacao contida no resultado i, assim a entropia de Shannon

S(pl: ce 7pn) = _sz In p;
=1

pode ser interpretada como a esperanca matematica dos o;.

Pretende—se determinar uma expressao que traduza a variacao da quantidade de in-
formacgao que se obtém quando se substitui a distribuicdo P por uma distribuicao ). As-
sumindo que se efectua um conjunto de medic¢ées que levam a um novo conjunto de valores
para as probabilidades @ = (qi, ..., ¢n), a variagao de informagao sobre o resultado i é entao

igual a

Ao; = —Inp; — (—Ing;)
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e a variagdo média de informacao é obtida calculando a esperanga mateméatica dos Ao; (sobre

a nova distribuigao @), ou seja,

K(Q,P)=) qAci=) (—q¢iInp;+qlng) (3.3)
i=1 i=1
ou ainda,
K@ P) =Y g ]n% . (3.4)
i—1 i

A quantidade definida por (3.4) traduz o ganho de informacao resultante da substituigao
da distribuicao (de referéncia ou a priori) P pela distribuicdo (a posteriori) Q. Na literatura
encontram-se muitas designacoes e notacoes para o ganho de informagao. A ideia foi estru-
turada por Kullback e Leibler, pelo que a quantidade é vulgarmente designada por ganho de
informacéo de Kullback-Leibler* e denotada por K (@, P), notagao esta que serd a adoptada
neste texto.

A deducgéo da expressao do ganho de informacao de Kullback—Leibler que aqui se apresenta
teve por base o artigo [7]. Contudo, nem neste artigo nem na restante literatura consultada,
se encontrou qualquer referéncia sobre as restrigoes a que o argumento de K deve obedecer
para que a quantidade esteja bem definida. Observe—se no entanto que, impondo que a dis-
tribuicdo P ndo tome qualquer valor nulo e adoptando a convencio® “0ln0 = 07, a expressao
(3.4) fica bem definida.

Algumas das propriedades do ganho de informacao de Kullback—Leibler sdo as seguintes:

K1. K(Q,P) > 0 e a igualdade verifica—se se e sé se Q = P.

K2. K(Q, P) é uma funcéo simétrica nos seus argumentos @ e P, no seguinte

sentido,

K( (qu"'7qn)7 (p17"'7pn)) :K( (Q6(1)7"'7q6(n))7 (p6(1)7ﬂp5(n)))

onde ¢ é uma permutacido de 1 até n. No entanto, ndo é simétrica no par

(Q, P), pois pode acontecer que
K(Q,P) # K(P,Q)

K3. Tem-se K((q1,---,9n,0), (P1,---sPn,0)) = K((q1,---5an), (P1,---,Pn))-

4Também conhecida por entropia relativa, distancia ou divergéncia de Kullback—Leibler.

5Convencéo j4 referida e justificada na definicdo de entropia de Shannon (pagina 19).
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K4. K(Q, P) é uma fungao convexa do par (@, P).

K5. Verifica—se que K(Q1 * Q2, P1 x Py) = K(Q1, P1) + K(Q2, P») .

Na propriedade (K5.) o simbolo * denota a operacao produto directo entre duas dis-
tribuicoes, conforme definido na pagina 28 do capitulo anterior.

A maior parte das propriedades enunciadas tem demonstracdo quase imediata, razio pela
qual apenas de apresenta a demonstracao da néo negatividade (K1.) e da convexidade (K4.).
A demonstracdo desta ultima propriedade nao foi encontrada em nenhuma da literatura
consultada, pelo que esta é de exclusiva autoria dos autores deste trabalho.

Seguem—se as demonstracoes:

K1. Através do Teorema de Lagrange é possivel demonstrar que Inz < z — 1 (verificando—se a

igualdade apenas quando z = 1) em IR™. Logo,

mP<P g i n
q; q;
qilnﬁgpi—qi ,t=1,...,n
q;
n
Zqzln— Z y=1-1=0 (3.5)
i=1
verificando-se a igualdade apenas quando qz-/pi =1 (i=1,...,n). Por fim, dado que

Z%]n_ :_Z%]n_

entdo K(Q, P) > 0, verificando-se a igualdade apenas quando P = Q.

K4. Considerem-se distribuigdes de igual dimensdo P = {p;}s, Q@ = {g;}s, P = {B;}s e Q = {qG; }s,
quaisquer. Para que a funcao K seja convexa, é necessario que para todo o A € [0, 1] se verifique

o seguinte

ou seja,

K({Aqi + (1= Ng:}e s {Api + (1= NP} ) S AK({ai}s, {pidi) + (1 = A) K({@;}a, {Bi}i) -
Substituindo K pela sua expressao, pretende—se provar que a desigualdade

% — 1y AG + A)g g
Agi + (1 — Ng,]1In ——/\ qzln——]—/\ g, In 2 <o. 3.6
;:][ (1= Nzl o= E );:] = (3.6)

é vélida para todo o A € [0,1].
Da desigualdade (3.5) pode-se concluir que para duas fungoes probabilidade {w;} e {z;} quais-

Zwi Inz;, < Zwl Inw; .
i i

quer, se verifica
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Wy

Em particular, se para cada ¢ =1,...,n se fizer w; = Ag; + (1 = N)q; ¢ 2, = ————F————,
P P a+ (1= Api+ (1= 2A)P

pode—se concluir que

- o Aa (=0T % _ G
Agi+(1-Ng] In ———F——=—= — Ag; In = — 1-=X)g In=

;[ ( )@l Api+ (1 =A)p; ; Di ;( ) Di

n _ _ n @ n _ az

< ZP\%‘+(1_/\)Q¢] In(Ag +(1=N)7g,) — Z/\Qi IH; - Z(l_)\)% ln%
i=1 i=1 b=t ¢

n

- Z{ Mg+ (1 =XNg]In(Ag; +(1—=XN)7q;) — Ag; Ing; — (1 —N)g;Ing; } +
e (3.7)
+ Z{)‘Qi]npi + (1= NG Inp; }

Por um lado sabe-se que a fungao ¢(x) = = In x é convexa, pelo que o valor do primeiro somatério
de (3.7) é ndo positivo. Por outro lado, devido ao facto de A, p;,D;, ¢:,q; € [0, 1], resulta que as
parcelas do segundo somatério séo todas nao positivas. Assim, a desigualdade (3.6) verifica—se,

pelo que K é uma fungao convexa.

O ganho de informagao de Kullback—Leibler é uma quantidade que pode ser considerada
como uma espécie de distancia entre duas fungoes probabilidade, uma vez que é nao negativa
e é nula se, e apenas se, as duas fungoes forem iguais. Contudo, esta nao é uma distancia no
sentido usual, uma vez que nao é simétrica e nao satisfaz a desigualdade triangular [13].

A versdo simétrica, conhecida por J-divergéncia (estudada por Jeffreys® em 1946 e por
Kullback e Leibler em 1951) é dada por

J(Q,P) = K(@Q,P)+K(P,Q)

qk
= qr — pr) In —.
Y (o~ pe)

A k

A J-divergéncia verifica todas as propriedades de uma distancia, excepto a desigualdade
triangular.

A informagao mitua, definida por (3.2), pode ser considerada como um caso particular do
ganho de informacao de Kullback—Leibler. Efectivamente, no caso de se terem duas varidveis
aleatérias discretas X e Y, sendo Q = {p(z;,y;)} a funcao probabilidade conjunta e P =
{p(xi)p(y;)} o produto directo das fun¢ées probabilidade marginais, o ganho de informagao

de Kullback—Leibler reduz—se a informagao mutuas:

6 Jeffreys (1946), “An invariant form for the prior probability in estimation problems”, Proc. Roy. Soc
(London), Série A, vol.186, pp.453—461. [16]
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K@P) = 2.2 plany)hn e

p(ily))
= p(zi, ;) In
ZZ e p(z;)
L _PlEi)
= - p xlayj
ZZ " plaily))
= (X IY) :
Portanto, a informacgdao mutua, pode ser interpretada como uma “distancia” entre a dis-
tribuicao conjunta e a distribuicao produto, indicando se duas varidveis sao, ou nao, inde-

pendentes.

O ganho de informacao de Kullbach—Leibler também se encontra definido para o caso
continuo. Seja X uma varidvel aleatéria continua com func¢éo densidade de probabilidade p

e seja ¢ uma funcao densidade estimada, o ganho de informagao de Kullback—Leibler é dado

p0r7
K(q,p)/_:o q(z) 1n% dz

quando o integral existe, sendo p designada por distribuicao de referéncia. Esta definicao é

referida em diversa literatura, como é o caso de [14] e [22].

A titulo de curiosidade apresenta—se uma expressao, muito semelhante & da entropia de
Shannon, mas que envolve duas distribui¢des de probabilidade. A medida de Kerridge” é

definida da seguinte forma
- qilnp;.
i

Esta medida verifica as propriedades enunciadas para o ganho de informacgao de Kullback—

Leibler, excepto a de convexidade (é convexa apenas na segunda varidvel, P).

Neste capitulo foram apresentadas algumas medidas de informagao cuja definicdo envolve
o conceito de entropia de Shannon que, como se viu no segundo capitulo, foi definida axio-
maticamente. No préximo capitulo, onde é apresentada a entropia de Rényi, é invertida a
ordem de definicao de entropia e de ganho de informagao: é a partir da definicao axiomaética

de ganho de informagao que é deduzida uma expressao para a entropia de Rényi.

"A medida, também conhecida por inaccuracy (que se traduz por falta de exactidao), foi definida por
Kerridge em 1961 no artigo “Inaccuracy and Inference” do Journal of the Royal Statistical Society (série B,
vol.23, pp.184-194). [31]
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Capitulo 4
Entropia de Rényi

“(...) we give another characterization of the information; this
approach will show what other quantities can be considered as

measures of information besides that of Shannon’s.”

Alfred Rényi, [18]

O matematico Rényi evidenciou que existem quantidades que podem ajustar—se a uma
medida de informagao tao bem como a entropia de Shannon, ou ainda melhor do que esta.
Em 1961!, apresentou uma férmula para a entropia que, para além de depender da funcéo
probabilidade, esta sujeita a um parametro real.

Como vimos no capitulo anterior, a partir da entropia de Shannon é possivel definir uma
quantidade para o ganho de informagao, como é o caso da de Kullback—Leibler. Rényi propoe
que se faca o raciocinio contrario. Como ponto de partida, define uma medida para o ganho
de informagao e, s6 depois, uma medida para a informagao (entropia).

Neste capitulo propomo—nos a apresentar a entropia de Rényi, seguindo o raciocinio ex-
posto por este em [18]. Na primeira secgao, definimos alguns conceitos preliminares, nomeada-
mente, varidvel aleatoria incompleta, distribuicao incompleta e distribuicao condicional com-
pleta. Na seccdo 2, descrevemos a proposta de Rényi para a definicao da medida de ganho
de informagao. Seguidamente, na seccao 3, é estabelecida a féormula da entropia de Rényi,
de acordo com o conceito de ganho de informagao, para distribuicoes discretas e finitas. Na
ultima seccao apresentamos algumas propriedades da entropia de Rényi, apenas para o caso
de distribuicoes completas, evidenciando as principais diferencas entre esta e a de Shannon.

No livro de Rényi [18] tanto a definigdo de ganho de informagao como a de entropia

envolvem o logaritmo de base 2. Contudo, vamos aqui adoptar a base neperiana, mantendo

'Rényi (1961), “On Measures of Entropy and Information”, Proc. 4th. Berk. Symp. Math. Statis. and
Probl., University of California Press. [31]
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assim a notacao utilizada no capitulo “Entropia de Shannon”. A base do logaritmo apenas
tem influéncia sobre a unidade da medida de informacao, pelo que se pode proceder a esta

mudancga de base.

4.1 Distribuicoes incompletas

Seja (€2, A, P) um espaco de probabilidade?. Rényi define varidvel aleatéria incompleta como
uma funcdo X = X (w) mensuravel em relacdo & medida em A e definida num subconjunto
Qp de 2, onde Q1 € Ae P(Q1) > 0. A tnica diferenga entre uma variavel aleatéria usual e
uma variavel aleatoria incompleta é que a ultima nao estd necessariamente definida em todo
o espaco de resultados. Neste sentido, as variaveis aleatérias usuais podem ser consideradas
como casos particulares de varidveis aleatorias incompletas.

A funcéo probabilidade de uma variavel aleatéria incompleta X designa—se por funcao
probabilidade incompleta (ou distribui¢do incompleta). Se a varidvel X assume os valores

(xz1,x2,...,Ty) com probabilidades (p1,p2,...,pn) tem—se

n
0<) pi<i
i=1
e nao necessariamente > . ; p; = 1. Neste sentido, as distribui¢bes usuais podem ser consi-
deradas como casos particulares de distribuigoes incompletas. Repare—se que para este tipo

de distribuigbes, a funcdo distribui¢do de probabilidade, F' = P(X < z), verifica as seguintes

propriedades
Zgr_rlooF(x) =0 e wgr}goo F(z)=s
sendo Y1t p; = s € [0, 1].
A cada fungao probabilidade incompleta P = (pi,...,p,) pode-se associar uma fungao

probabilidade usual® P’ = (p},...,p,) fazendo
p;:& (i=1,...,n). (4.1)

Assim, P’ pode ser interpretada como uma funcao probabilidade condicional de X em relacao
a condicao de que o resultado da experiéncia seja observavel. Por isso se diz que P’ é a func¢ao
probabilidade condicionada completa da varidvel aleatéria de X. A toda a fungdo probabili-
dade incompleta P pode ser associada uma funcao probabilidade condicionada completa P’

através das relagoes (4.1).

2Num espaco de probabilidades (92, A, P), o conjunto €2 é um espacgo de resultados, A é uma familia de
subconjuntos de 2 que constituem uma o—algebra de elementos de €2 e P é uma medida de probabilidade que
a cada elemento de Q faz corresponder um nimero real (que é a sua probabilidade).

3Isto &, tal que dopi=1
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Define—se ainda o produto directo de duas fungées probabilidade incompletas P = (p1, ..., pp)
e®Q =(q1,...,qm), e denota—se por PxQ, a funcao que toma os valores {p; ¢;} comi=1,...,n

ej=1,...,m.

4.2 Ganho de Informagao de Ordem «

Rényi definiu axiomaticamente [18] uma quantidade para o ganho de informagao que se obtém
ao substituir uma distribuicao por outra.

Seja X uma varidvel aleatéria. Ao substituir a distribuigao (a priori) incompleta P pela
distribuicdo (a posteriori) incompleta @, dd—se um “ganho” de informagao que é denotado
por [(Q||P). Rényi impde que o ganho médio de informacédo inerente a esta substituicao,
satisfaca um conjunto de seis postulados, que nao se transcreve aqui por estar fora do ambito

deste trabalho. Dos postulados resulta um teorema que define o ganho de informacao.

Sejam Q = (q1,...,qn) € P = (p1,...,pn) distribui¢des incompletas com o mesmo niimero
de termos, estando os seus indices relacionados por uma funcao biunivoca, sendo os p; nao

nulos.

Teorema: Se 1(Q||P) satisfaz os postulados I-VI*, entdo ou existe um ntimero

real o # 1 tal que

1.(QIIP) 11111( Ly W“) (4.2

S a- ka1 G = (o)

ou se tem I(Q||P) = I,(Q||P), com

@R = s — Y ae i (£) (13)

B ZZ:I qk k=1 Dk

A prova deste teorema encontra—se em [18, pp. 574-578].
A quantidade I,(Q||P) representa o ganho de informagao de Rényi de ordem « e I (Q||P)
é o de ordem 1 ou, simplesmente, ganho de informagao de Rényi. Facilmente se averigua que

I;(Q||P) é um caso limite de I,(Q||P), como se demonstra de seguida:

Por (4.2), tem—se

e =ty (g ) <t e () e ()

k

*0Os postulados estao definidos em [18, pp. 570-573)].
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Defina—se

fla)=—1n (qu) +ln (Z pqgl)

o
k k k

Entao, o limite procurado é dado por

hm I,(Q||P) = 1 fla)

1a1

Aplicando a Regra de Cauchy, vem

B qk (q_k)
——f(a) P 1
= lim 29~ _ |im <q ln—)—I(QHP).
ey TR Y 2oy ) =0

Se P e @ forem distribuigoes completas, I1(Q||P) coincide com o ganho de informacao de
Kullback—Leibler, definido por (3.4).
Em [18] é exigido que os p; sejam nao nulos. Contudo, se < 0, o ganho de informagao

(4.2) apenas estd definido quando os g; sdo todos nao nulos.

4.3 Entropia de Rényi

A partir da definigdo de ganho de informagao — (4.2) e (4.3) — Rényi deduz uma férmula para
a medida de informacao, isto é, para a entropia.
Seja P = U,, uma distribuicdo uniforme discreta de n termos®, @ uma distribuicio incom-

pleta qualquer e a # 1, entao de (4.2) tem-se

I.(Ql|Ur) = o In

1 1 ”(
1 Zk1qkk1(1

k
pelo que se verifica a seguinte relagao

n

> (qw)®

1 —
Lo(Q|ltn) = mn — ——1n | =5 : (4.4)
> ak
k=1
Para uma distribuicdo incompleta P = (py,...,p,) qualquer®, define-se

n

> (pe)”

1 —
SH(P) = = | =5

> o
k=1

5
Ou seja Uy, = (£,...,1).
S Apesar de, em [18], nao existirem nenhumas adverténcias neste sentido, considera—se aqui que, no caso de

a < 0, a distribuigdo terd de ser tal que p; #0,Vi=1,...,n
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entdo, de (4.4) vem que
Lo (QI[tn) = S5 (Un) — S5(Q) - (4.5)

Uma vez que I(Q||Uy,,) traduz o ganho de informagao que se obtém ao substituir U, por Q,

e essa quantidade ¢é igual ‘q diferenca
SaUn) = SH(Q)

entdo, é natural que se interprete S® como uma medida da quantidade de informacio asso-
ciada & distribuicao no seu argumnento. Define-se entao SO]?(P) como a entropia de Rényi
de ordem a. No caso particular de P ser uma distribuicdo completa, a definicio de SZ(P)

reduz—se a

SE(P) = ——n (i@k)a) .

k=1
Define-se de seguida a entropia de Rényi para o caso limite de @ = 1. Da equacéo (4.3),

facilmente se averigua que

n 1
> aein ()
L(QUy) =Inn— e ——
>k
k=1

Por forma a estabelecer uma expressao similar a (4.5) para o caso o = 1, define—se

" 1
> prIn (—)

R
Sl (P) - n
> ok
k=1
sendo P = (p1,...,p,) uma distribuigdo incompleta qualquer. Assim,

L(Q||Uy) = SH(Uy) — STHQ).-

Fazendo uma interpretacéo andloga ao caso anterior, define—se Sf% como a entropia de Rényi
de ordem 1. Se P for uma distribuicao completa, Sf”(P) reduz—se a entropia de Shannon. De

facto,
ST(P) == pr Inpy.
k=1

Repare—se ainda que a entropia de Rényi de ordem 1 traduz exactamente o caso limite de

SO]? para o = 1. Para toda a funcao distribuicdo completa ou incompleta, verifica—se que
lim SE(pPy=skp).
o—
Em suma, a entropia de Rényi pode tomar as seguintes formas:
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(i) Para uma distribuicdo incompleta P = (p1,...,pn) € o # 1, a entropia de
Rényi de ordem o é dada por

n

> (o))"

SE(p) = L= . (4.6)

1 -« n

>
k=1

No caso limite a = 1, tem—se

> nmn(y)
sEpy=t=t _ " (4.7)

n
> P
k=1

(ii) Para uma distribuigdo completa P = (pi1,...,pn), a entropia de Rényi de

ordem 1 é dada por

SH(P) =

—

In (f]pk)a) . (18)

k=1

No caso limite @ = 1, obtém—se a entropia de Shannon

SR(P) = kzn:]pk In (l) . (4.9)

Pk

E evidente que em (4.6) e em (4.8), as probabilidades nédo podem ser nulas quando a < 0,
pois em tal situagao as expressoes nao tém significado (néo estao definidas). Apesar de tal
nao ser referido em [18] considera—se aqui que, quando o < 0, a fungao é aplicdvel apenas a
distribuicoes em que os p; sao todos positivos.

No caso de a > 0, o dominio da funcao SO}} é

n
A, = {(Ih,...,pn):ogpi < 1/\0<sz' < 1} .
i=1
Como se acabou de expor Rényi nido define a sua entropia de forma axiomética’ (ao
contrario de Shannon). A entropia de Rényi resulta de algumas consideragoes naturais que
sao tomadas depois de ter definido axiomaticamente uma medida para o ganho de informacao.
Em 1964, esta entropia foi axiomatizada por Daréczy® e em 2002, Arimitsu e Jizba [27],
propoem uma axiomatica que caracteriza simultaneamente a entropia de Rényi, para dis-

tribuicoes completas, e a entropia de Shannon.

"Em [27] é afirmado que Rényi define a entropia axiomaticamente, facto com o qual nao concordamos.

8Daréezy (1963), Acta Mathematica Academiae Scientiarium Hungaricae, vol.15, pp.203. [27]
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Apesar da entropia de Rényi estar definida para distribui¢oes incompletas, a maior parte da
literatura consultada refere—se a entropia de Rényi apenas no caso de distribui¢ées completas.
Tendo em conta esse aspecto, daqui em diante trata—se apenas este caso particular, isto é, a

entropia de Rényi na forma (4.8).

4.4 Propriedades da Entropia de Rényi

A entropia de Rényi, podendo ser interpretada como uma generalizacdo da entropia de
Shannon verifica muitas das suas propriedades, nomeadamente, é nao negativa, aditiva e
tem um extremo no caso da equiprobabilidade. A diferenca fundamental entre estas en-
tropias consiste na nao conservacao de concavidade, propriedade esta que depende do valor
do parametro a.

Na figura seguinte esta representado o grafico da fungao entropia de Rényi para diferentes

valores de a, no caso de distribuicoes completas com dois resultados possiveis.

T A

06

0.4+

=20
02r

Entropia de Rényi para distibuicoes completas.

Gréfico de SE(py, p2) para diferentes valores de a.

De seguida, listam—se algumas das principais propriedades da entropia de Rényi definida
por (4.8), algumas das quais estdo enunciadas no original de Rényi [18] e no artigo de Curado
e Tsallis [9]. Uma vez que se estd a considerar o caso particular (4.8) da entropia de Rényi,

o dominio desta funcdo é um subconjunto de A,, nomeadamente

n
on = {(ph---,pn):OSpi <TAY pi :1}
i=1
exceptuando o caso de @ < 0 para o qual os p; tém de ser nao nulos. No que se segue,

P = (pi,...,pn) denota uma distribui¢ao de probabilidade completa.
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R1.

R2.

R3.

RA.

R5.

R6.

R7.

RS.

RO.

SE(P) > 0 verificando-se a igualdade no caso da certeza e de a > 0, isto é,
a>0 A Fie{l,...,n} :p=1.

Sa(p1,-..,pn) é continua no seu dominio.

SE(P) é uma funcdo simétrica nos seus argumentos, isto é, se 6 for uma

permutacao de 1 até n, tem—se
SEmr,....pn) = SEPoys - Pom)) -

Se a > 0, entdo SE(p1,...,pn,0) = SE(p1,...,pn).

Se P = (%, ey %), entao a funcao é mondtona crescente em n e é definida
por
SE(P) =1
o =lnn.
Quando 0 < a < 1, a fungdo SZ(P) é concava na variavel P.

A fungdo SE(P) tem um extremo no caso de equiprobabilidade. E verifica-se
que,

So]?(plv"'apn) <Inn, paraca €]0,1]
SE(pi,...,pp) > Inn, paraa ¢]0,1].
Sejam P e @ funcoes probabilidade e P x ) o seu produto directo. Entao,

SEP Q) =SE(P)+SHQ).

Sejam P e @ as funcoes probabilidade marginais de duas varidveis aleatorias

e C a sua distribuicao conjunta. Entao,

SHC) < SHP)+SHQ) & a=1.

Para quem estd familiarizado com a entropia de Shannon, a propriedade (R9.) é uma

grande surpresa. De facto, a desigualdade é vélida® para a entropia de Shannon. A sur-

preendente implicagao contraria encontra—se demonstrada em [18]. De seguida procede—se a

demonstragao das propriedades (R6.) e (R7.).

9Cf. propriedade (S11.) da entropia de Shannon, enunciada na pagina 33.
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R6. Seja0 < a < 1. Considerem—se duas fungoes probabilidade (p1,...,pn) € (g1, -, Gn)-
Para que a fungdo S seja concava é necessdrio que, para todo o A € [0, 1], se veri-

fique o seguinte:
S+ (1= Naiki) 2 AST({pidi) + (1= NS ({aiki) -
A funcio ¢(z) = z é concava em [0,1] para 0 < a < 1, portanto
Api+ (0 =XNg)* > Apf+(1—N)g para i=1,...,n

logo,
"

D Opi+(1=Na@)* =AY pf+(1-2) Y af (4.10)

=1

A funcio ¢(x) = Inz é concava em IR, portanto

In </\ ipf‘ +(1-=X iqﬁ) >Aln (ip?) +(1—=XA)In (iqﬁ) . (411)
i=1 i=1 i=1 i=1

Uma vez que 0 < a < 1, entao ﬁ é positivo e pode-se escrever as seguintes

desigualdades
SE{Api + (1= Nai})
S, (Z()\pi+(1 —A)qi)a>

11—« <
i=1

Y

] S (&4 S Q
1_aln<)\;pi +(1_/\);%‘> por (4.10)

> % </\ In (;pf) +(1—=X)1In (Z qf‘)) por (4.11)

i=1

=ASE{p}) + (1 =N SE({a}) -

Portanto, se 0 < a < 1 a fungao S% é concava.

No caso limite o = 1, a entropia de Rényi coincide com a entropia de Shannon, que
é uma fungao concava.

No caso de a > 1, é possivel concluir graficamente que a entropia de Rényi nem
sempre mantém o sentido de concavidade. Veja—se o exemplo de o = 20 no gréfico
anterior. Contudo, através da anslise grafica da segunda derivada da funcio SF,
conjecturamos que a entropia de Rényi é ainda concava para 1 < a < 2.

Na literatura consultada, nao se encontrou nenhuma referéncia sobre a concavidade
da fungéo no caso de a < 0. Graficamente, conjectura—se que a fungao seja convexa,
no entanto nao foi possivel demonstra—lo. A andlise deste aspecto fica destinada a

um estudo posterior.

53



R7. Para valores de a > 0, a funcio SE(pi,...,p,) estd definida em &, que é um
subconjunto fechado e limitado de IR", pelo que é garantida a existéncia de minimo
e méaximo da funcao em 0d,,.
Aplicando o método dos multiplicadores de Lagrange, os candidatos a extremantes

da funcio S, sujeita & condicio de S pi =1, sdo tais que

VSE(pr,. .. pn) = AVg(p1,. .., Pn)
(4.12)
g(plv cee ,pn) =1
desde que as derivadas parciais existam, sendo g(p1,...,pn) = .y pi- Do sistema
(4.12) obtém-se
1 ot
ap
l—a > pf

Yopi=1

portanto as derivadas parciais existem sempre em J,. Resolvendo este sistema
obtém-se
1
Pl = .. =Pp=—.
n

Portanto, um extremo da fungio S% é

1 1
Sf(—,...,—) =Inn.
n n

Quando « €]0,1] a fungdo é concava, pelo que se pode concluir que este extremo é
um maximo. No caso limite de a = 1 a entropia de Rényi reduz—se a entropia de
Shannon, que é méxima no caso da equiprobabilidade!'®. Por fim, no caso de o > 1
tem-se S%(1,0,...,0) = 0 < Inn, pelo que o extremante determinado ndo pode ser
um minimizante. Consequentemente é um maximizante.

Para valores de a negativos, o dominio da funcdo j4 ndo é um conjunto compacto,
pelo que nao garante a existéncia de maximo e minimo. Contudo, verifica—se que
se um dos p; tender para zero ou um, a funcao diverge para valores infinitamente

grandes (veja a propriedade (R11.) e (R12.) mais adiante). E uma vez que a fungéo
1

no

é continua no seu dominio e o ponto ( ,%) pertence ao seu interior, pode—se

concluir que o extremo determinado pelo método dos multiplicadores de Lagrange

é um minimo.

Rényi apercebeu—se que, se a < 0, a quantidade 55” verifica determinadas propriedades,
que sdo inconvenientes para uma medida de informacgao. Assim, considerou que a quantidade
SO]? deve ser interpretada como uma medida de informacao, apenas quando « é positivo. O

autor explica esta adverténcia através das seguintes propriedades:

R10. SJ(P) é constante, quaisquer que sejam os termos positivos de P = (p1, ..., pn),

SE(P)=Inn.

19Cf. propriedade (S6.) enunciada na pagina 28.
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R11. Se a < 0, entao
lim Sg(ph...,pn) = 400
pi—0
sendo 7 um numero natural entre 1 e n.

R12. Se a < 0, entao
I}iglsg(p]""’pn) = +OO

sendo ¢ um numero natural entre 1 e n.

A propriedade (R10.) evidencia que a entropia S§¥(P) é independente da distribuicao de
probabilidade P, dependendo apenas da sua dimensao (nimero de resultados possiveis). Por
sua vez, a propriedade (R11.) revela que, depois de adicionar um novo evento de probabilidade
quase nula, o ganho de informacéo é infinito!'. Ambas as propriedades sdo impréprias para
uma medida de informagao. A propriedade (R12.) é uma consequéncia de (R11.).

A quantidade SO]? deve ser interpretada como uma medida de informagao, apenas quando
a é positivo. Contudo, em certas situagoes é desejavel admitir a possibilidade de o ser nega-

tivo, pois existem sistemas cadticos em que o parametro o toma valores negativos [27].

No préximo capitulo apresenta—se uma outra forma de entropia paramétrica, a entropia
de Tsallis. Esta entropia é mais recente que a de Rényi e tem merecido grande atencao por
parte da comunidade cientifica. Durante a tdltima década muitos trabalhos tém revelado a

sua aplicabilidade em dominios tao complicados como o do estudo da turbuléncia.

"Em oposicio ao que acontece no caso de a > 0. Relembre-se a propriedade (R4.) que afirma que a

entropia nao se altera quando se adiciona um evento de probabilidade nula
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Capitulo 5

Entropia de Tsallis

“Tive a ideia de propor o uso de uma generalizacao da férmula de
Boltzmann em 1985. Levei trés anos para estudar se esta equacao

fazia sentido fisicamente.”

Constantino Tsallis, [35]

A Mecanica estuda as interaccoes entre a matéria e as forcas que nela actuam. A Mecanica
Estatistica! é um ramo da Fisica onde os métodos estatisticos sdo aplicados sobre as com-
ponentes microscépicas de um sistema, por forma a permitir a previsao de propriedades
macroscopicas. A Mecanica Estatistica e Termodinamica nao extensivas extendem o dominio
de aplicabilidade dos procedimentos da Mecéanica Estatistica usual, a sistemas onde a es-
tatistica de Boltzmann—Gibbs apresenta sérias dificuldades matematicas, ou até mesmo falha.
De entre uma longa lista, dao—se os exemplos de sistemas que envolvam interacgoes de longo
alcance, memoria microscépica de longo alcance o os buracos negros [23]. Esta nova corrente
que atravessa os fundamentos da Mecanica Estatistica iniciou—se, em 1988, com a proposta
de Tsallis [21] de uma entropia nao extensiva, a entropia de Tsallis ou gq—entropia.

Neste capitulo propomos uma viagem sobre a entropia dos subindices q. Na primeira
seccao, apresentamos algumas fungoes generalizadas necessarias a abordagem da Mecanica
Estatistica Nao Extensiva, nomeadamente g—exponencial, q—logaritmo e q—esperanca. Na
seccao 2, definimos a g—entropia e na sec¢do seguinte sdo enunciadas e demonstradas algu-
mas das principais propriedades desta entropia. Na sec¢ao 4, apresentamos a generalizacao do
conceito de ganho de informagao de Kullback—Leibler. Por fim, na sec¢ao 5, efectuamos uma

andlise critica ao artigo [19] de Santos, que propoe uma definigdo axiomatica da g—entropia.

L«Mechanics” e “Statistical Mechanics”— A Dictionary of Physics. Ed. Alan Isaacs. Oxford University
Press, 2000. Oxford Reference Online.
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5.1 Definicoes

A definicao das funcoes g-exponencial e g—logaritmo encontra—se num artigo de Tsallis publi-
cado em 1994 (Quimica Nova, vol.17, pp.468). Nao sendo possivel consultar esta fonte, o que

aqui se apresenta baseia—se num apéndice de um trabalho posterior do mesmo autor, [23].

Funcao q—Exponencial

A generalizacao da funcao exponencial, denonimada fun¢édo gq—exponencial, é dada por

1

eg=[1+(0—-qg)z]"« (¢€R) (5.1)
e verifica—se que tem as seguintes caracteristicas:

1. Para ¢ > 1, a fungdo é continua e mondtona crescente em | — oo, q%][ 0]

grafico da funcdo tem uma assimptota horizontal £ = 0 quando £ — —oo e

uma assimptota vertical em x = qi—l' O contradominio da funcdo é R™. A

fungao ej é convexa.

1
q—1’

de 0 a +oo. Para valores de x inferiores a ﬁ, a funcdo é definida como

2. Para ¢ < 1, a funcéo é continua e monétona crescente em | +oo[ variando

T

g € convexa para 0 < g < 1 e concava para

identicamente nula. A funcéo e
q < 0.

xz

2 coincide com a fungao exponencial

3. No caso limite ¢ = 1 verifica—se que e
T n
usual. De facto, tendo em conta que lim (1 + —) = e”, tem-se
n—o0 n

T—q
lim e* = lim(1+(1—q)x)ﬁ =lim (14— =e*
g—1 q q—1 q—1 1

4. Quando z — 0 tem-se ej ~ 1 + z. Esta aproximagao resulta da expansao

em série de Taylor em torno de x = 0,

n—
—i—%(H(iq—i—i—l))x”—i—... (Vg; = — 0)
i=1

Graficamente, esta aproximacao significa que o grafico da funcao q—exponencial

se aproxima da recta y = 1 + z quando x — 0.

Verifica—se ainda que

0 _ x z+y+(1—q)zy
eq = 1 e €q €q .

Q)
Qe
Il
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Apresenta—se de seguida o gréafico da funcio q-logaritmo, para alguns valores de g

q-e)cp(}c})1 =3

1
05 %
5 -1 -0.5 n] 0.5 1 1.5
%

Lo

Funcgao g—exponencial para valores tipicos de q.

Em 1995 foi publicada uma abordagem diferente a definicao de g—exponencial, baseada

em séries? [5].

Funcao q—Logaritmo
A funcao inversa da g—exponencial é a chamada funcao q-logaritmo, que se define por

Ingz = T (reRT; g€ R) (5.2)
e verifica o seguinte:

1. No caso ¢ = 1, a funcao gq—logaritmo reduz-se ao usual logaritmo neperiano.
n

" —
De facto, tendo em conta que lirrb ——— = Inz, resulta que lim1 Ingz =Inz.
n— n q—

2. Para g > 1, a funcdo é monétona crescente em IR*. O grafico da funcio tem
uma assimptota horizontal de equacao y = q%] quando z — +o00, € uma
assimptota vertical em z = 0. O contradominio da fungao é | — oo, ql—l[ A
funcao Ing é concava.

3. Para ¢ < 1, a funcdo é monétona crescente em IR™. A funcdo converge para

1

7T quando z — 07 e diverge quando z — +o00. A fungao Ingz é concava

quando 0 < ¢ < 1 e convexa quando g < 0.
4. Quando z — 1 tem-se Ingz ~ x — 1. De facto, da expansao em série de

Taylor em torno de y = 0 obtém-—se

In,(1+y)= y— %yz + Q((Igrl)yi)’ _ q(q+12{4(q+2)y4 T

n—2
+£_—]ngL+ <H(q+i)> y"+... (Yg,y—0).
=0

2McAnally (1995), J. Math. Phys, vol.36, pp.546-573; Kassel (1995), “Quantum Croups”’, New York,
Springer.
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Fazendo z = 1 4+ y obtém-se que Ingz ~ x — 1 quando z — 1.
Graficamente, esta aproximacao significa que o grafico da g—exponencial se

aproxima da recta y =z — 1 quando z — 1.

Verifica—se ainda que

Ing(1) =0

Ing(zy) = Ing(x) +Ing(y) + (1 — q) Ing(z) Ing(y) .

Uma vez que as funcoes In, e e, sao inversas uma da outra, entao
eqolng =Ingoe, =id.

Na figura que se segue ilustra—se o grafico da fung¢ao gq—logaritmo, para alguns valores do

parametro q:

5 g=-inf =4 =2 =1 =0

151
=1

11 L
0sr 2

. =3

o g=10
-0.8

-1
161

-2

] 0.s 1 15 2 25 3

Funcao g-logaritmo para alguns valores tipicos de q.

Funcao q—Esperanca
O conceito de esperanga também é generalizado. Considerando que {p;}; sdo as probabilida-
des dos resultados associados & varidvel aleatéria X, a q-esperanca® é definida por

(X)y =D (p) ;. (5.3)

7

30u, esperanca de segunda espécie
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Obviamente que (X); = (X).

5.2 Funcao q—Entropia

A forma entrépica nao extensiva definida por Tsallis é

n

1 - Z(pi)q

_ i=1
Sq(p1s...,pn) =k p— (5.4)

onde g € IR, k é uma constante positiva que define a unidade em que a entropia é medida e
n é o nimero de configura¢oes microscépicas possiveis, cujas probabilidades sao {p;};, sendo

i1 pi = 1. A funcéo S; chama-se q-entropia ou entropia de Tsallis. No caso de ¢ > 0, o

dominio da funcao (5.4) é

n
A, = {(pl,...,pn) eR":0<p; <1 A Zpi: 1}
i=1
E no caso de g < 0, deve impor—se ainda que as probabilidades sejam estritamente positivas.
Na figura seguinte estao representados gréaficos da g—entropia de uma distribuicao com

dois resultados possiveis S;(pi1,p2), para alguns valores de q.

Gréfico de S;(p1,p2), para os valores de ¢ indicados.

Ao tomar o caso limite ¢ = 1, a g—entropia reduz-se & entropia de Boltzmann—Gibbs—
Shannon, recuperando todo o formalismo usual da Mecanica Estatistica. De facto, tendo em

conta o limite notével,
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hm — ]nx
n—~0 n
verifica—se imediatamente que,
. 1=t
Si(pty...,pn) = éLrI%Sq(p],...,pn) = %ﬂkﬁ
TS Y U 273 A TNND WY [ (el A0
q—1 q— 1 g—1 q— 1
1— qul
= kY ,p lim ——— = kY, pi(—Inp)
—1 q—1
= —k>,;pilnp;.

No caso de uma variavel continua, com funcao densidade de probabilidade p, a g—entropia

Sy € definida por,

1- /+oo p(z)ldx

Sq(p) =k q—1

Tal como a entropia de Shannon representa a esperanca matematica dos {—kInp;};, a

entropia de Tsallis pode ser interpretada como a g-esperancga dos {—kIn, p;};. De facto,

1= = 1— pifq
Sy(p1,y.-vpn) = k Tll —k Zpiq ﬁ
=1
w
i=1

Na entropia de Shannon os eventos com probabilidade muito alta ou muito baixa nao tém
grande peso no valor da entropia. Porém, na entropia de Tsallis, no caso de ¢ > 1, os eventos
com probabilidades mais elevadas contribuem mais para o valor da entropia do que os eventos
de probabilidade baixa (e o reciproco para ¢ < 1). Estabelecendo um paralelo com a entropia
de Shannon, a média usual é aqui substituida por uma média de poténcia g. Assim, uma
mudanca do valor de g altera a contribuicao relativa a um dado evento para a soma total.
Quanto mais elevado for ¢, mais peso tém os eventos de probabilidade elevada, na soma total.

Citanto o préprio Tsallis?, a origem da sua proposta para a entropia

...estd no facto de que, em muitos fenomenos da natureza, percebe—se um viés,
no sentido que alguns eventos pouco provdveis (ou entdo muito provdveis) pare-
cem controlar o fendmeno. A forma mais simples que encontrei de traduzir isto

matematicamente foi introduzir na entropia termos do tipo p9.

“Excerto de uma mensagem electrénica escrita por Constantino Tsallis, em Outubro de 2002.
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5.3 Propriedades da q—Entropia

De seguida, apresentam—se algumas das propriedades mais importantes da entropia de Tsallis.
No que se segue, considera—se que £ = 1. No entanto, todas as propriedades permanecem
validas para qualquer valor positivo de k.

A entropia de Tsallis satisfaz algumas das propriedades da entropia de Shannon e da de
Rényi. As principais diferencas entre estas encontram—se, fundamentalmente, na aditividade
e na convexidade. Enquanto que a entropia de Shannon e de Rényi verificam a aditividade
usual®, a entropia de Tsallis néo verifica a aditividade, mas sim a q-aditividade. A entropia
de Shannon é concava, enquanto que as de Rényi e de Tsallis nem sempre o sdo (dependendo
tal propriedade do valor dos parametros « e g, respectivamente). Para além disso, a entropia

de Shannon e de Tsallis nao sao aplicaveis a distribui¢oes incompletas.

5.3.1 Nao Negatividade

A propriedade ndo negativa da funcio usual de entropia’® é preservada nesta generalizacio.

De facto, ao reescrever a equagao (5.4) na seguinte forma
1 & 1
Sq=—=> pi(1—p] ")
-1

e tendo em conta que p; € [0, 1], facilmente se conclui que S, é uma funcéo nao negativa para

todo o valor de ¢, como se segue:

¢g=1=20 g—12>0 : »
= Oﬁpgilﬁl 1—pg*120 T ipi(l—pf )=
¢-1=0 g—1<0 ) |
= p?{zl 1_pg*1§0 q—1 Zzpl( b; )_

Estas implicagoes resultam do facto da funcdo exponencial de base a €]0, 1] verificar a de-
sigualdade 0 < a® < 1 quando z > 0 e verificar a®* > 1 quando x < 0.

A funcao S, toma valor nulo apenas quando o resultdao ¢ conhecido, ou seja:

5 Aditividade de uma funcao f, no sentido de se verificar a igualdade f(P * Q) = f(P) + f(Q), onde P x Q
representa o produto directo de P e Q).

SA entropia de Boltzmann-Gibbs ou de Shannon.

63



(i) quando existe apenas um resultado possivel (n = 1);

(ii) se existirem vérios resultados possiveis (n > 1), todos os eventos tém de ter

probabilidade nula, excepto um (que tem probabilididade unitaria).

5.3.2 Concavidade e Extremos

A entropia de Boltzmann—Gibbs é definida por uma fungéo concava, pelo que apresenta um
tinico maximo. E esta a propriedade na qual se baseia a Segunda Lei da Termodinamica e que
garante a estabilidade dos sistemas (os sistemas tendem para o estado de maxima entropia,
num sistema em estado de equilibrio a entropia é méxima).

A entropia generalizada é uma fungao concava para todo o ¢ > 0 e convexa para todo o
q < 0. Desta forma, a Segunda Lei da Termodinamina deve ser reescrita como, a entropia de
um sistema em equilibrio é um extremo [6]. Esse extremo poderd ser um méaximo (se ¢ > 0,
estando aqui incluido o caso usual de ¢ = 1) ou pode ser um minimo (se ¢ < 0), como se

mostra de seguida.
Considerem—se duas fungoes probabilidade (p1,...,pn) € (¢1,.-.,Gn), € defina—se
Cq = Sq({Api + (1 = Nai}) — ASg({p:}) — (1 = N)Ss({@:}) -
Para que a fungao S, seja concava, ou convexa, é necessario que C; nao mude de sinal para todo
o A €[0,1]. Tem-se
1 n
Cq = m Z[(/\pi +(1=Ng)?=Ap = (1-XNg].
i=1

Para estudar o sinal de C, vai-se recorrer & funcéo auxiliar ¢(z) = 2, definida em [0, 1], que é

convexa quando ¢ < 0 ou g > 1 e concava quando 0 < ¢ < 1.

(i) Se¢g<O0:

Por um lado tem-se que ﬁ > 0 e por outro, como @ é convexa, tem—se
Api+(1=Nag)=Apf—(1-XN)g?' <0 Vie{l,...,n}

Portanto, C4 < 0, pelo que S, é uma funcao convexa.

(ii) Se0<g< 1:

Dado que ¢ é concava, entao
Api+(1=Xg) = Ap? —(1-XN)g?>0 Vie{l,...,n}

Adicionando o facto de que ﬁ > 0, resulta que C; > 0. Portanto, S, é uma funcao
concava.

(iii) Se ¢ = 1:
Neste caso S, coincide com a entropia de Boltzmann—Gibbs, pelo que é uma fungao

concava’.

TCf. propriedade (S6.) enunciada na péagina 28.
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(iv) Se g > 1:

Tem-—se ﬁ < 0 e ¢ é convexa, pelo que Cy > 0. Logo, S, é uma fungao concava.

Determinam—se de seguida os extremos da fun¢ao g—entropia:

No caso ¢ > 0 a funcéo S, é continua e o seu dominio é um subconjunto compacto de R™,
pelo que é garantida a existéncia de extremos. Para os determinar pode—se recorrer ao
método dos multiplicadores de Lagrange, pelo que os candidatos a extremantes da funcgao

Sy, sujeita & restrigao de > ; p; = 1 sao tais que

{V‘S’q(pla-'-apn) = )\Vg(p1,...,pn)
g(p1,...ipn) =1

sendo g(py, .-, pa) = S0, pi- O seja,

—1
—qp;

q—1

"

> opi=1
i=1

Resolvendo o sistema, obtém-se a solugdo p1 = ... =p, = % Uma vez que a fungao Sy é
]

‘n

=X,i=1,...,n

concava quando ¢ > 0, entdo o ponto (%, ..., =) é um maximizante da fungéo.Pelo facto

de S, ser uma fungao nao negativa, acresce ainda que

n'—1—1

0<S, vy pPn) <
>~ q(p17 ap)— q—l

No caso de ¢ < 0, o dominio da funcao nao é compacto, pelo que nao garante a existéncia
de extremos. No entanto, a fungéo é continua e convexa, pelo que o ponto critico é um

minimizante. Assim,
1—q _ 1
n
Sq(pl,---ypn) Z qT > 0.

Em relagao a interpretacao da g—entropia como uma medida da desordem atémica, Borges
[6] considera que, quando ¢ é uma constante positiva, pode—se manter a interpretacio de en-
tropia como medida de desordem do sistema (quanto maior o valor da entropia, maior é a

desordem); quando ¢ é uma constante negativa, a associacdo entre estes dois conceitos con-

tinua vdlida, mas agora o estado de completa ordem é S; = +oo.

5.3.3 Equiprobabilidade

Como se acabou de demonstrar, é no caso da equiprobabilidade que a entropia atinge o seu
valor extremo. A distribui¢ao uniforme discreta (caso de equiprobabilidade) reveste—se da

maior importancia precisamente pelo facto de assumir o papel de distribuicao de maxima ou

de minima entropia. Se essa distribuicao tiver w pontos, a entropia é dada por
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1—q _ 1
Y ok Ing(w)
(sendo k uma constante real positiva). No caso limite ¢ = 1, obtém-se a conhecida férmula
de Boltzmann—Gibbs,
Si(w)=khnw.

A fungao Sy(w) é estritamente mondtona crescente na variavel w. No caso de ¢ > 1, esta

k
qg—1

aproxima—se assimptoticamente de um valor limite (assimptota y = ) e se g <1 afungao

é divergente, como se verifica de seguida.

(i.) Sy(w) é uma fungdo mondétona crescente na varidvel w:

d 1 —wla d k k k
= - (= 4 e = — (1— 1—-¢—-1
dw( q—1 ) dw(q—]—i_]—qw ) l—q( 9)
=kw 1>0 , poisk>0ew>0
(ii.) Se ¢ > 1, a funcéo S, (w) tem assimptota horizontal y = qul:

1—w'e k k k
lim k& d = 11— lim w'77)=—— |, pois 1 —¢<0.
w—+00 q—1 q—1 q—1w—vtoo q—1

(iii.) Se ¢ <1, a funcéo Sq(w) diverge:

1 —w'=4
lim k————— =+o00 , pois 1 —¢>0.
w—+00 q—]

5.3.4 qg—Aditividade

A generalizacdo de uma teoria puderd pressupor a violagdo de um dos seus postulados. No
caso da entropia generalizada proposta por Tsallis, é quebrada a propriedade aditiva da
entropia usual®.

Considerem—se duas varidveis aleatérias X e Y, com fungoes probabilidade marginais P =
(P1y---yPn) e Q =(q1,---,qm), respectivamente. Se X e Y forem independentes, no contexto
da Teoria das Probabilidades, a entropia generalizada da distribuicio composta® verifica a

chamada regra da qg—aditividade, ou seja,

Sq({pigitiz) = Se({piti) + Se({g5}5) + (1 = q) Sy({pi}i) Sy({g;}5)

Como se passa a verificar:

8No capitulo 2, viu-se que Shannon [20] define a entropia de forma axiomética, sendo a aditividade nao
um dos axiomas, mas uma sua consequéncia. Em Khinchin [15], a aditividade é considerada como axioma.

9Interprete-se a distribui¢io composta como a resultante do produto directo entre P e Q.
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Sq({pi}i) +S4({g;}5) + (1 = ) Sg({pi 1) Sy ({g;}5)

mn m mn m

=Y ) 1= (@) L= )" 1= D (@)
_ =1 j=1 + (] o q) =1 j=1
q—1 q—1 q—1 q—1
1- Z(pz)q +1- Z(Qj)q — 1) (@) Z pi)! — Z(pi)q > ()"
— _ J= (;11 1= 1= j=

1Y (pigy)°

= S, (g}

E a esta propriedade que se deve o nome de mecanica estatistica ndo extensiva. O valor
(1 — q) caracteriza o grau de nao-extensividade'® de um sistema. O caso 1 —¢q > 0 (¢ < 1)
corresponde & superextensividade e o caso 1 —q < 0 (¢ > 1) corresponde a subextensividade
de S,.

5.3.5 qg—axioma de grupo

A g-entropia permite a generalizacdo de uma propriedade da entropia usual conhecida por
axioma de grupo''.

Considere—se um conjunto com w configuragoes microscopicas de probabilidades

P1,P2y+ s Pw -

Divida—se este conjunto em dois subconjuntos L. e M cada um contendo, respectivamente, wy,
e wys configuracoes. Entao,

wr, +wy =w.

Sejam {p1,...,Pu,} € {Pw,+1:.--,Pw} as probabilidades associadas a L e a M. Definam-se
pr. € pp como as probabilidades de uma configuracao pertencer a cada um dos conjuntos L
e M, isto é,
wr, w
PL=Y.Pi € pu= Y. pi
i=1 i=wp,+1
entao,

b1 Puw Puwrp+1 Puw
Sq(p1s- -, pw) = Sg(pr.pm) + (pr)? S, <_""’ L) T (pM)q5q< " ’_> (5.5)
pL pL Py bm

1005 conceitos de extensividade e aditividade sao diferentes, contudo, em grande parte dos casos estudados
na fisica, a aditividade implica a extensividade [32].

A relacdo definida por (2.4), na pagina 23.
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onde {p;/pr} e {pi/pm} sdo as probabilidades condicionadas.

A igualdade anterior s6 se diferencia do axioma de grupo da entropia de Shannon (2.4)
pelo facto de apresentar as probabilidades p;, e pys elevadas a g, isto é, surge a q—esperanca

(5.3) das entropias condicionadas, em vez da esperanga usual.

Facilmente se comprova a relagao (5.5):

Salpripa) + (p)1Sg (22 B0 ) + (o)1 S, (B2, 2

M ' pMm

wr \¢ w D q
-3 (2) -3 (E)
1—(pL)* — (pm)* g i1 \PL ¢ d=wrtl
= | + (pL) 7—1 + (pwmr) ]
wr, D; q w »
1=t S22 = (o) _a)
DY () - ow) P (&
_ —
wr w w
=3 )= Y, () 1- > ()"
- i=1 i=wr+1 - i=1 s ( )
- q_l - q_l = g\P1y-++yPw

A equagao (5.5) pode ser generalizada ao caso em que, em vez de dois, existem r subcon-

juntos disjuntos [1], como se passa a enunciar.

Considere r subconjuntos, cada um com w; elementos, sendo w1 +...4+w, = w. Denotando

as probabilidades associadas & ocorréncia dos elementos do conjunto j por (pj1 ..., Pjw;) €

definindo

Wy
WjEij7i (jzl,...,’l")
i=1

a generalizacao é dada por
- Pl P
Wy
Sq(p1,- .- pw) ZSq(ma---:Wr)+Z(7Tj)q5q< T j) (5.6)
=1 j j

onde {p;/m;} é o conjunto das probabilidades condicionadas associadas a w;. Verifica-—se a
igualdade (5.6):
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T W

Y Y —[z
k=1

j=11i=1

= Sq(ph---apw)

5.4 qg—-informacao de Kullback—Leibler

A semelhanca das generalizacoes efectuadas para a funcéo exponencial, fungao logaritmica,
esperanca matematica e entropia, o ganho de informagao de Kullback—Leibler também sofre
uma generalizacdo que o associa a um parametro real ¢. Em 1998, Tsallis [22] definiu
essa generalizacao, que aqui é designada por g—informacao de Kullback—Leibler. De seguida
apresenta—se uma dedugao dessa forma generalizada, baseada no exposto no artigo [7], da
autoria de Borland, Plastino e Tsallis.

No terceiro capitulo definiu—se o ganho de informacao de Kullback—Leibler como uma
variagao média da informacao associada a duas distribuicoes de probabilidade. Empregando
o formalismo nao extensivo em vez do formalismo usual, é estabelecido um raciocinio paralelo
ao apresentado naquele capitulo por forma a generalizar a medida de Kullback—Leibler.

Seja X uma varidvel aleatéria com distribui¢io P = (p1,...,pn). Uma vez qua a q—
entropia (5.4) é a q—esperanca matematica (5.3) dos

17
b; -1

(O-i)q = - 1 —q
entao (o), pode ser interpretado como a informagao generalizada contida no resultado i.
Considerando uma nova distribuicao de probabilidades P’ = (p},...,pl,), a variagdo da

informacao (generalizada) é dada por
1 L .
A(oi)q = m((1 -p H-0-0;"7).
A variacao média de informacao é obtida efectuando a g-média dos A(o;), sobre a nova

distribuicao p}, ou seja,
= 1 1 1
KyP',P)=> pf m(pli T—p
i=1
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que traduz o ganho de informagao generalizado de Kullback—Leibler. Fazendo uso da definicao

de g-logaritmo (5.2), obtém-se a forma

n a
Ky(P' P =37 Ing o (5.7)
i=1 g

muito semelhante a ji conhecida para o ganho de informacao de Kullback—Leibler (3.4).

A fungao generalizada do ganho de informacao de Kullback—Leibler (5.7) é néo negativa,
anulando—se apenas quando as distribui¢oes coincidem (ou quando g = 0). Por esse motivo, e
apesar de nao ser simétrica nem respeitar a desigualdade triangular, esta quantidade pode ser
interpretada como uma espécie de “distancia”. Pode—se ainda provar que a funcao é convexa
para ¢ > 0 e concava para g < 0, [7].

No caso de X ser uma variavel aleatéria continua, a q—informacao de Kullback—Leibler é
definida [22] por,

Neste caso, a g—informacao de Kullback—Leibler apenas é nao negativa quando ¢ > 0, sendo

identicamente nula quando ¢ = 0 e nao positiva quando g < 0. Tsallis propoe ainda a medida

(Kq(p,p') + Kq(p',p))

N =

K™ (p,p') =

para o caso em que se pretende uma medida simétrica.

5.5 Definicao Axiomatica

A entropia de Tsallis generaliza a entropia de Boltzmann—Gibbs—Shannon e muitas das suas
propriedades. Uma relacao interessante entre estas duas entropias foi a encontrada por
Roberto Santos [19] em 1997. A partir de quatro postulados, e seguindo o raciocinio de
Shannon, provou que existe uma tnica funcao que satisfaz todos esses postulados, nomeada-
mente, a entropia de Tsallis.

No trabalho de Santos apenas é provada a unicidade da entropia de Tsallis para o caso
g > 1, ficando o caso ¢ < 1 por provar. De seguida apresenta—se a axiomaética proposta
por Santos, tendo—se considerado que, no caso de equiprobabilidade, a funcao de entropia é
monotona crescente no sentido estrito (e ndo no sentido lato, como no original). Esta pequena
alteracdo permitiu provar a unicidade da férmula de entropia para o caso de ¢ > 1, assim
como para o caso de ¢ < 1. Para a anélise do artigo, foram pedidos alguns esclarecimentos

ao proprio autor, que se mostrou sempre muito prestavel.
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5.5.1 Axiomatica de Santos

Sejam pq,...

aleatoria.

,Prn.as probabilidades associadas aos resultados possiveis de uma experiéncia

Considerando que a funcao de entropia S, associada a este espaco de resultados

satisfaz as seguintes condigoes:

I.
11.

I11.

IV.

Para 0 < p; < 1, a funcao S, é continua nos {p;}.

No caso da equiprobabilidade, isto é p; = 1/w, S; é funcdo estritamente
crescente!? em w.

(q—aditividade)

Para dois sistemas independentes A e B, no contexto da teoria das probabi-

lidades, a entropia do sistema composto verifica
Sq(A UB) = Sq(A) + Sq(B) + (1= Q)Sq(A)Sq(B)

(q—axioma de grupo)

Seja pi,...,p, a distribuicao de probabilidades de um conjunto com w re-
sultados possiveis. Particione—se este conjunto nos subconjuntos L e M com
wr, e wy elementos, respectivamente (w = wy, + wpr). Sejam {p1,...,pu, }
as probabilidades associadas aos elementos de L e {py; 41, ...,Pu} as proba-

bilidades associadas aos elementos de M. Defina—se

wr, w
Pr = Zpi (wr, termos) Py = Z p; (wpr termos)
i=1 izwL+1
entao
y2! p DPuwr+1 /4
SQ(pla ce 7pw) = Sq(pLapM)+(pL)q Sq <_7 ) ﬂ)“_(pf\/f)q Sq (La ey _LU)
pPL pbL bamr bPum

Repare-se que na condigao 1V, os p;/pr, e os p;/py s@o as probabilidades condicionadas

por L e M, respectivamente.

Do postulado IV resulta imediatamente que

S,(1) =0 (5.8)

e consequentemente,

Sq(p];an"'apUJaO):Sq(p17p27""pw)' (59)

12No trabalho de Santos [19], a condigao II exige apenas que a fungao Sg(w) seja mondétona crescente.
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De facto, para w = 2, se wr, = 2 e wyr = 0, o postulado IV garante!® que

Y4l D2 )
pi+p2 P+ D2

Sq(p1,p2) = Sy(p1 + p2) + (p1 + p2) - Sy(
e em particular, se p; =1 e p; = 0, entao
Sq(1,0) = Sy(1) 4+ 19-.5,(1,0)

pelo que se verifica (5.8).
Por outro lado, se para a distribuicdo {pi,...,p,,0} se tomar wy como a soma das
primeiras w probabilidades, entdo a partir do postulado IV e da equagao (5.8), obtém-se

imediatamente a equagao (5.9). Pois,

Sa(p1sp2 52w, 0) = Sa(3_pi) + (i)~ Sg (glpz"‘“’ ;j%;%)

i=1 i=1
Sq(plap27 s 7pLU7O) = Sq(l) + (1)(1 : SCI(pb ce apw)

Sq(p17p27 v 7puJ7O) - Sq(pla v 7pu))

Acompanhando as linhas de [19] mostra—se de seguida que a fungao que satisfaz simul-
taneamente todas estas propriedades é a féormula da entropia de Tsallis, definida por
Sqe(p1y---, = &i=lT
q(pl pn) q— 1
Denote-se por A,(r) a entropia associada a um sistema com r resultados igualmente

possiveis, isto é,

1 1
Ar) =S, (--) (reNN). (5.10)
r r
Considere—se m sistemas estatisticamente independentes W1,..., W,,, cada um contendo

r(> 2) resultados igualmente provaveis. Entao, conforme (5.10), para cada um dos sistemas

tem—se
S,(W;) = 8, (11) = Ayr) (i=1,...,m).

T T

Como os sistemas sao independentes, pode—se aplicar a propriedade III, resultando que

L+ (1—q) A" — 1

S(MWiu...uW,,) =
oM ) 1—g

(5.11)

De seguida apresenta—se a deducdo da equagao (5.11):

13 Convencionando que se um dos pr, ou pas forem nulos entéo o termo que, no postulado IV, estd multiplicado

por essa probabilidade é nulo.
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Seja ¢ # 1. A condigao III garante imediatamente a igualdade (5.11) para o caso m = 2,
Sg(W1UWy) = Sqg(Wh) 4+ Sq(Wa) + (1 — q)Sq(W1)Sq (W)
=24,4(r)+(1—4q) Aq(r)2

2(1 — q)Ay(r) + (1 — q)* Ay(r)?
l—gq

14+2(1 = q)Ag(r) + (1 = q)* Ag(r)* — 1
1—gq

[+ (1 —q) Ag(r)? — 1
1—g¢q '

Considerando como hipétese de indugdo que a equagao (5.11) se verifica para m = k,

averigua—se que também se verifica para m = k + 1:
S(WiU...UWyq) =
=S,(WLU...UW)UWiq)
=S (Wi U...UWe)+S;(Wiq1) + (1 —q) Sq(Wi U...UW)Sq(Wii1)

_ r) 1k —
_ [1+(1 IQ)_Aqq( )] 1+Aq(r)+(1—q)

[+ (1 —q)Ag(r)] — 1
l—gq

Aq(r)

1+ =q)Ag(r)][1+ (1 —q)Ay(r)]* —1
1—g¢

[T+ -g A )] —1
1—gq ’

Dado que 7™ representa a existéncia de m conjuntos (escolhas), cada um formado por r
elementos equiprovaveis, entao existem '™ possibilidades equiprovaveis. Desta forma, e de
acordo com (5.10), tem-se
S U...UWp,) = Ag(r™)

pelo que a equagao (5.11) pode ser reescrita por

1+ (=g ()" =1

Ag(r™) = 1—¢

(5.12)

Sejam r,t € IN\{1} fixos. Para n suficentemente elevado é possivel encontrar um nimero

natural m tal que

< T < T (5.13)

e dado que a condicao II garante o crescimento estrito de A4,, entao
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A (r™) < A (") < Ag(r™T) (5.14)

aplicando (5.12), resulta que

[+0-gA,m" =1 [+0-gA4O" -1 [+01-9q Ag(r)™ Tt —1

- = < L (5.15)
pelo que,
m  In(1+(1—q)A4t) m 1
= 2y 1
n <]n(1+(1—q)Aq(r)) <7 +n (5.16)

De seguida apresenta—se com maior detalhe a passagem da equagao (5.15) para a equagao
(5.16):

Se g < 1, tem-se 1 — ¢ > 0, logo da equacao (5.15) resulta
[14+ (1= q) Ag(n]™ < [1+ (1 =) Ag()]" < [1 4 (1 — q) Ag(r)]™*1.

A desigualdade anterior permite concluir'® que 1+ (1 — q) A4(r) > 1, pelo que se pode

tomar o logaritmo, obtendo—se
mIn(l1+ (1 —q)Ay(r)) <nln(l+(1—q) A1) < (m+1) In(1+ (1 —q)Ay(r))
e como o argumento do logaritmo é superior & unidade, tem-se

ShIt0-9Am) T

% In(1+(1—q)Aq(t) m+1 %Jr

1
~
Se g > 1, tem—se 1 — ¢ < 0, logo da equacéo (5.15) resulta

[+ (1 =q) Ag()]™ > [1+ (1= q) A(1)]" > [T+ (1 — q) Ag(r)]™ .

A desigualdade anterior permite concluir!® que 0 < 1+ (1 — q) A,(r) < 1, pelo que se

pode tomar o logaritmo, obtendo—se
mIn(1+4+ (1 —q)Ag(r)) >nIn(1+ (1 —q) Ag(t)) > (m+1) In(1 + (1 — q) Ag(r))

e como o argumento do logaritmo é inferior a unidade, tem-se

m _In(1+ (1 —q)Aq()) - m+1 _m

1
St (94, " n  n i n

o que equivale & equagao (5.16), pelo que esta é vélida para todo o ¢ # 1.

¥De facto, a™ < a™ ' VYmeN=a> 1
5De facto, a™ > a™ ' VYmeN=0<a< 1
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A partir da inequagao (5.13), obtém—se
mnr <nlnt<(m+1)Inr

e dado que r > 1 tem—se,

+ (5.17)

m Int m+ 1 m 1
n Inr n n n

Combinando as equagoes (77) e (5.17), resulta que

Inr In(14+(1—q)A4(r))| n
tomando n — co tem—se % — 0, pelo que no limite com n se verifique

In(1+ (1 —g)Ag(r)) _In(1+(1—q)At)

Inr Int

Assim, a quantidade
In(1+ (1 —q) Aq(t))
Int

apenas depende de g, pelo que pode ser denotada por p(q), ou seja,

In(1 + (1 = q) Ag(t))

p(q) = e

Resolvendo a equagao anterior em ordem a A,(t), obtém-se

rla) _
- s

Falta agora determinar p(q). Por simplicidade de notagao ir-se—4 utilizar p em vez de
p(q), assim,
tr—1

Aglt) = 7= (5.18)

Considere—se um conjunto com w possibilidades equiprovéaveis (isto é cada uma com pro-

babilidade 1/w), que é particionado em k conjuntos wy,...,wg, cada um deles com n; possi-
bilidades (3°F_, n; = w), conforme a figura (5.1).
Para cada i = 1,...,k, a probabilidade!® de ocorrer w; é
n;
pi = Pwi) = —— (5.19)
Zj:l nj

16Segundo a definicio cldssica de probabilidade, a probabilidade de ocorrer um acontecimento com nimero
finito de resultados possiveis é a razao entre o “niimero de casos favoraveis ao acontecimento e o nimero total

de casos possiveis, supondo todos os casos igualmente possiveis.”
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Figura 5.1: Divisao de um conjunto com w elementos em k conjuntos, wi,...,w,

cada um com n; elementos (X8 | n; = w).

Da generalizacao da condigao IV (ver subseccao g—azioma de grupo) resulta que

1 1 k 1/ 5% n; /3% n,
Sq<T,~~« T>Sq(p1,--~pk)+2(pi)q Sq( ;,1 L, ;‘1 J
 — ] i=1 (3 (3

‘W argumentos ‘W argumentos

e tendo em consideragao a equagao (5.19) obtém-—se

k
s, <# #> = Syp1ee ) - ()T S, (nii) . (5.20)

% Py
i=1 TV Zi:1 n;

Na fungao (5.18), a varidvel ¢ representa a existéncia de t escolhas de igual probabilidade.

1 1 i
S, e, =A E n;
! (Zfﬂ n; Z§:1 nz) ! (i] )

s, (ll> A, (n)

n; n;

Dado que

entdo pode—se reescrever a equagao (5.20) por
k k
Aqg (Z nz) = S¢(p1,- -, p1) + Z(pi)q Ag(ni) .
i=1 i=1

Aplicando a igualdade (5.18), obtém—se

P
Zi‘{:] n;) —1 i )1
( ) :Sq(pl,...,pk)—l-Z(pi)qL
e i=1 l—gq
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ou seja,

i—=1 =1

(nz p - pz (Z nj)

substituindo na equagao (5.21) obtém-se

p k k
Sq(p1s-- - k) ((Z n) — 1= (p)* (na)? + Z(pi)q) : (5.21)

Da equagao (5.19) tem—se

P i k
Saprs-- i) = ((Z”z) = 1= (p)" (p)” (Z
j=1

=1

Py
nj) + Z(Pi)q)
i=1

p k k Pk
Sq(p1y.. ., Pk) ((Z nl> —1- Z(pl.)qﬂ) (Z nz) + Z(pi)q> .
i=1 i=1

i=1

ou seja,

Para que a condicao I seja satisfeita, é necessario eliminar a dependéncia com os n;. Para
tal tem de se tomar p =1 — g,

l1—q

k
1
Sq(Prs--pK) = T4 (an

i=1

k - k
> (pyetia (an) —1+) (pi)*
i=1

)
_% <§k:n>1q fjpz (an)lq—uziz(pi)q
)

1—q k 1-q f N
- (Z”a) — 1+ (p)? | ,pois Y p;i=1
i=1 i=1

Portanto,

Sq(p1s---spk) = (5.22)

q—1
onde os p; sado todos fraciondrios (consequéncia da relagao (5.19)). Devido ao axioma da
continuidade, a equagao (5.22) permanece vélida para qualquer distribuigao de probabilidade
(p1,...,pn). Ficando assim demonstrado que a fungdo que satisfaz as condigoes I-1V é a

entropia de Tsallis.
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5.5.2 Comentarios

Ao considerar os axiomas, [-IV sem exigir que a funcao S; seja estritamente crescente no
caso da equiprobabilidade, os axiomas sao suficientes para garantir que a equagao (5.16) se
verifica? Serd necessédrio acrescentar alguma condigao sobre a fungao 5,7

Ao néo exigir a monotonia estrita da funcado A, (funcéo g—entropia no caso da equiproba-
bilidade), surge o problema da validade da aplicacdo do logaritmo nas desigualdades (5.15),

que passamos a discutir.

Para q < 1:

A inequacéo (5.14) tem de ser substituida por
Ag(r™) < Ag(t7) < Ag(r™*H)
pelo que,
[+ (1= q) Ag(M]™ < [1+ (1= q) Ag(1)]" < [1+ (1 = q) Ag(r)]™H
e esta desigualdade permite concluir!” que
1+(1=¢q)Ag(r) =0 ou 1+ (1—-q)Ay(r)>1. (5.23)

1. Se 14+ (1—q) Ay(r) = 0, resulta que Ay(r) = 1_—jq < 0 (pois, g < 1), surgindo o problema
da impossibilidade da aplicagao do logaritmo sobre aquela quantidade. Contudo, esta

situagdo é matematicamente impossivel, devido & equagao (5.8),

2. No segundo caso patente em (5.23) nao existe qualquer problema em se aplicar o lo-
garitmo. Contudo, se o argumento do logaritmo for igual a unidade, nao é possivel
proceder a divisao por In(1+ (1 —¢q) A4(r)), pelo que esta situagao tem também de ser

analisada em particular. Como se estd a considerar ¢ # 1, entao

1+ (1—q)Ay(r)=1w Ay(r)=0

A quantidade A,(r) representa a g—entropia de um sistema com r resultados equiprovéaveis.
Dado que r > 1, é sabido que este resultado é fisicamente impossivel, mas sera matemati-
camente impossivel? Os axiomas -1V permitem concluir que A4(r) = 0 é um absurdo?
Consideramos que ndao. Uma forma de contornar esta situacao seria a de considerar que

a g—entropia apenas se anula quando um dos p; iguala a unidade, ou seja

Sq(p1y...,pp) =0=3ie{l,....,n}:p;=1

"De facto, a™ < a™ ' VYmeN=a=0Va>1
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Para q > 1:

A inequacao (5.14) tem de ser substituida por
Ag(r'™) = Aq(t") = Aq(rmH)
pelo que,
[+ (1= q) Ag(M]™ = [1+ (1= q) Ag(1)]" = [1 + (1 = q) Ag(r)]™
e esta desigualdade permite concluir'® que
0<14+(1—q)Ay(r)<1.

1. Se 14+ (1 — q) Ay(r) = 1, ndo existe qualquer problema na aplicacdo do logaritmo.
Contudo, se o argumento do logaritmo for igual a unidade, nao é possivel proceder a
divisao por In(1 4+ (1 — q) A4(r)). Uma forma de contornar esta situacao é, tal como ja
indicado no caso ¢ < 1, considerar que a g—entropia apenas se anula quando um dos p;

iguala a unidade.

2. Se 14 (1 —q) A4(r) = 0, ndo se pode aplicar o logaritmo nesta quantidade. E dado que
Ay (r) = I_T]q > 0 (pois, ¢ > 1), entdo os axiomas ndo permitem eliminar este caso.
O que devemos aqui impoér para eliminar este caso? Nao sabemos. Nao sera a toa que

o artigo de Santos [19] ndo contempla o caso ¢ > 1.

k 3k ok

Apresentadas estas consideragoes sugere—se que, para contornar o caso problematico
14+ (1= q) Agr) =1

quando g < 1, se acrescentem novos axiomas aos indicados em [19], reformulando a axiomatica

apresentada. Nomeadamente,

i. Para 0 < p; < 1, a fungado S, é continua nos {p;}

ii. No caso da equiprobabilidade, isto é p; = 1/w, S; é funcdo monétona cres-

cente em w.

iii. Para dois sistemas independentes A e B, no contexto da teoria das probabi-

lidades, a entropia do sistema composto verifica

Sq(A UB) = Sq(A) + Sq(B) + (1= Q)Sq(A)Sq(B)

BDe facto, a™ > a™ ' VYmeN=0<a<1
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iv. Nas condicoes referidas em IV, S, verifica

pi pw W pw
Sq(p1, ..., pw) = Sq(pr, Par) + (pr)? Sy (—7 ey —L) + (pm)? Sy (7#1 foeey
PM PM

pL pPL

v. Sq(p1y...upn) =0=>3ie{l,...,n}:p =1

Repare—se que a condicdo (v.) ndo é mais que um conceito intuitivo: se a entropia é nula,
entao um dos resultados possiveis é certo, pelo que nao hé incerteza. Mas serd adequado
aceitar de animo leve esta ideia intuitiva? Nao se fazer dela um axioma?

Mesmo apés o aditamento da condi¢ao (v.), é necessério ter em atengao que os axiomas
permitem deduzir a equacao (5.4) apenas no caso de ¢ < 1. Para o caso ¢ < 1, nao nos foi
possivel chegar & mesma concluséo (tal como a Santos em [19]).

Ao considerar a monotonia no sentido estrito, facilmente se conclui que a entropia de
Tsallis se anula apenas quando existe o resultado certo. Assim, todos os valores de ¢ sao
contemplados na demonstragdo da unicidade da férmula (5.4), tal como foi mostrado na
subsec¢ao (5.5.1).

Tendo ponderado todos este aspectos, emerge a vantagem de, no axioma II, se considerar
a monotonia no sentido estrito.

Uma vez que o trabalho de Santos generaliza a ideia de Shannon sobre uma axiomaética que
define a entropia, e este nao considerou a monotonia no sentido estrito, pudera parecer que a
generalizacao se torna artificial. Contudo, tal ndo é o caso. Relembre—se que no capitulo 2 se
fez precisamente uma observacao sobre a necessidade de considerar a monotonia no sentido

estrito, devido & passagem da equacdo (2.14) para a equacao (2.15).
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Conclusao

O conceito de entropia tem as suas origens no contexto da Termodinamica, mais tarde passa
pela Mecanica Estatistica e Mecanica Quantica. E através de Shannon que este conceito
se expande a um dominio bastante distinto dos que até ai o envolveram, nomeadamente a
Teoria da Informagao. Um dos campos mais recentes onde a entropia desempenha um papel

fundamental é a Mecanica Estatistica Nao Extensiva.

Ao longo deste trabalho abordou-se a entropia do ponto de vista matemé&tico, dando
especial atencao a definicao de Shannon, de Rényi e de Tsallis. Outros conceitos e definigoes
foram aqui estudados, tais como o ganho de informacao de Kullback—Leibler, a funcao q—

exponencial e a funcao g-logaritmo.

O objectivo deste trabalho nunca foi o de analisar aquelas trés entropias do ponto de vista
da Teoria da Informacgao ou da Mecanica Estatistica, conforme o caso, mas sim o de proceder
a uma abordagem matematica. Assim, apds uma breve contextualizagao das ideias que dao
origem a cada uma das féormulas de entropia, foram analisadas e discutidas as demonstragoes
de algumas das propriedades que estas verificam. Este estudo incidiu essencialmente sobre a

aditividade, concavidade e existéncia de extremos.

E usual que a entropia total de dois sistemas coincida com a soma das entropias individuais.
No entanto, existem fenémenos em que a entropia total ndo se resume a uma simples soma
das partes, ou seja, a entropia do sistema é nao aditiva. Isto ocorre quando um dos sistemas
interfere substancialmente com o outro. Esta caracteristica estd patente na entropia de
Tsallis, que é nao aditiva (quando ¢ # 1). A entropia de Shannon e a de Rényi sdo formas
aditivas.

Relativamente a concavidade averiguou—se que a entropia de Tsallis tem uma concavidade
bem definida para todos os valores de g, é concava quando ¢ > 0 (estando aqui incluido o caso
da entropia de Shannon) e convexa quando ¢ < 0. Com a entropia de Rényi ndo acontece
0 mesmo, existem valores de « para os quais a fung¢do nem é concava nem convexa. Sobre
a existéncia de extremos concluiu—se que as trés formas de entropia atingem um extremo no
caso de equiprobabilidade, mas este nem sempre traduz o maximo de entropia. Para a > 0,
na entropia de Rényi, e para ¢ > 0, na entropia de Tsallis, esse extremo é um méaximo. Nos

restantes casos é um minimo.
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Como se pode averiguar, existem diversas féormulas que traduzem a entropia. Estas
referem—se a diferentes interpretacoes, nao deixando, no entanto, de envolver um mesmo
conceito: uma quantidade estatistica associada a diversidade de ocorréncias possiveis num
sistema.

A elaboracéo deste trabalho permitiu a aquisicdo de uma visdo global da evolucao do con-
ceito de entropia, assim como a andlise de aspectos particulares que caracterizam as varias
abordagens. Como foi referido na introducao, o objectivo principal desta dissertacao era
o estudo da entropia de Tsallis, cuja férmula tem sido aplicada numa grande variedade de
problemas de diversas areas. Muitos dos resultados obtidos sobre esta entropia foram encon-
trados e sistematizados por cientistas de diversas areas, particularmente fisicos. Alguns destes
resultados carecem, entretanto, de uma fundamentacao completa e de uma generalizacao sis-
tematica. Do ponto de vista puramente da Matemadtica existe ainda um longo caminho a
percorrer.

Futuramente, pretende—se fazer uso desta mesma base de conhecimentos no estudo de uma
aplicagdo da entropia de Tsallis na Andlise em Componentes Independentes e no tratamento

de algum dos muitos problemas em aberto nesta area.
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