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palavras-chave

resumo

Valores proprios, pares de matrizes espectralmente completos, transformacdes
elementares e de semelhanca.

No primeiro capitulo é feita uma pequena divagacéo por conceitos e topicos da
Teoria de Matrizes, necessaria para a compreensdo dos resultados dos
capitulos seguintes.

No segundo capitulo € iniciado um estudo sobre os valores proprios da matriz
-1 . ~ . .
XAX™+ B, onde as matrizes A e B s&do matrizes fixas com entradas no

corpo F e X € F™" é uma matriz ndo singular, tendo como base a definigéo
de par de matrizes espectralmente completo

Por fim, no terceiro capitulo é feita a identificacdo de todos os pares de
matrizes espectralmente completos.
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Eigenvalues, spectrally complete pairs of matrices, similarity transformations.

In the 1st chapter a small divagation is made about concepts and topics of
Matrix Theory. This explanation is needed to a better understanding of the
results of the next chapters.

In the 2nd chapter is started a study about eigenvalues of the matrix
XAX ™+ B, where A, Bare fixed matrices with entries in a field F and
X eF™" is a nonsingular matrix. With the purpose of studying the

eigenvalues of XAX™+ B, it was introduced in this chapter the concept of
spectrally complete pair of matrices.

Finally, in 3rd chapter the identification of all spectrally complete pairs of
matrices is made.
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Introducao

Sejam A e B matrizes quadradas com entradas num corpo F.

No primeiro capitulo sao apresentados conceitos e resultados da teoria de matrizes consi-
derados pertinentes para o desenvolvimento e percepcao dos resultados apresentados nos dois
capitulos seguintes.

No segundo capitulo é introduzido o conceito de par de matrizes espectralmente completo.
O par (A, B) é espectralmente completo se, para todo o n-uplo (ci, ..., ¢,) de elementos de F
que satisfaz ¢; + - - -+ ¢, = trA 4+ trB, existe uma matriz nio singular X tal que XAX '+ B
tem valores préprios ¢y, ..., ¢y, ou, 0 que é equivalente, se para todo o n-uplo (c1,...,c,) de
elementos de F' que satisfaz ¢; + - -+ + ¢, = trA + trB, existem matrizes A’ e B’ semelhantes
a A e B, respectivamente, tais que A’ + B’ tem valores préprios cy, ..., cy.

O mesmo conceito foi também estudado por F. C. Silva ([8]) e revelou-se muito importante
para a resolucao completa do problema da caracterizacao dos valores préprios de A’ + B. Este
resultado é apenas referenciado nesta dissertacao.

Relativamente a matriz A’ + B conhecem-se alguns resultados sobre os possiveis niimeros
de polinémios invariantes diferentes de 1. Alguns resultados parciais podem ainda ser en-
contrados no segundo capitulo desta dissertacdo mas a sua completa descricao estd apenas
resolvida para corpos algebricamente fechados por F. C. Silva e Wasin So (ﬂg[])

Neste segundo capitulo prova-se que, se existir uma matriz ndo singular X € F™*™ tal
que XAX !+ B é nio derrogatéria, entdo i(A) +i(B) < n+ 1. F. C. Silva provou uma
generalizacao deste resultado e estudou o seu reciproco ([10]).

Usando os resultados anteriores, F. C. Silva () identificou em todos os pares de matrizes
espectralmente completos quando F' # {0, 1}. Essa identificagao é apresentada no 3° capitulo

desta dissertacao.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo é dedicado a apresentagao de alguma notacao e resultados que sao usados
ao longo do trabalho.

Apresentam-se alguns tépicos de Teoria de Matrizes considerados importantes para a com-
preensao dos resultados apresentados nos capitulos seguintes e que podem ser encontrados,

na sua generalidade, nos volumes existentes na lista de referéncias ,@.

1.1 Algumas Convencoes de Notacao

Ao longo de todo o trabalho F' denota um corpo.

Representa-se por F uma extensio algebricamente fechada de F'.

Seja x uma indeterminada. Representa se por F'[z] o anel dos polinémios na indeterminada
x com coeficientes em F'.

Dado um polinémio f € F[z]\{0} o grau de f representa-se por gr(f). Diz-se também
que f é monico se 0 monémio de maior grau que ocorre em f tem coeficiente 1.

Se f, g € Flz], f|g significa que f divide g.

Se m e n forem inteiros positivos, F[z]™*™ e F™*™ representam os conjuntos das matrizes
de tamanho m x n com coeficientes em F[x] e F', respectivamente.

Representa-se por 0, e 0, respectivamente, a matriz nula de tamanho n X n e a matriz
nula de tamanho nao especificado e por fi(n) a i-ésima coluna da matriz identidade, I,,.

Sendo A € F™*™ car(A), tr(A) e det(A) representam, respectivamente, a caracteristica,
o traco e o determinante da matriz A. Representa-se por AT a transposta da matriz A e, se

A for invertivel, representa-se a sua inversa por A~ L.



Sejam A € F™*™ e iy,..., ip, J1,..., Jq inteiros tais que
1<ii<io<--<ip<n e 1< <jo< - <jg<m,

onde p e g sdo inteiros positivos. Denota-se por:

Alit, ..., ip|J1,- .., Jq) asubmatriz de A correspondente as linhas i1,. .., i, € as colunas
jla SER) jqa

A(ir, ..., 4| J1,- .., Jq) asubmatriz de A que se obtém da matriz A eliminando as linhas

i1,..., lp € as colunas ji,..., jq € mantendo invariantes as restantes linhas e colunas.

A - 0

N Ao
Sejam A; € F ™ ¢ € {1,2,...,p}. A matriz diagonal por blocos

0 - A
chama-se soma directa das matrizes A, As, ..., A, e representa-se por A; @ Ax @ --- D Ap.

Dados elementos ai,...,a, € F, a matriz A cuja entrada (i,j) é d;;a; designa-se por
matriz diagonal e representa-se por diag(aq,...,a,).
Representa-se por m.d.c.(a, $) o maximo divisor comum entre os elementos «, 3 € D,

onde D é um dominio de integridade.

1.2 Factores Invariantes de uma Matriz Polinomial

Nesta seccao definem-se factores invariantes e divisores elementares de uma matriz com

entradas no anel de polinémios Fx].

Definicao 1.2.1. Seja A € Fx]™*"™ com r = carA. Sendo j € {1,...,r}, chama-se divisor
determinantal de ordem j da matriz A ao mdximo divisor comum monico dos menores de

ordem j de A e representa-se por d;(A).
Por convengao, dp(A) = 1.
Proposigao 1.2.1. Dada a matriz A € Flz|™*", tem-se que dj_1(A)|d;(A), j € {1,...,7}.

Demonstragao. Recorra-se ao processo de indugao sobre j para se proceder a demonstragao
do resultado.
Para j = 1, tem-se que dy(A) = 1, que divide qualquer divisor determinantal.
Suponha-se agora que j > 2 e que B = [b;;| é submatriz de A de tamanho j x j arbitréria.

Tem-se, pela regra de Laplace,



detB = z]:(q)”ibu detB(1]i), (1.1)
em que detB(1]i) é o determinante déima submatriz de A de tamanho (5 — 1) x (j — 1).
Mas, por inducao, tem-se que

dj—1(A) | detB(1]i), Vie {1,...,7}.
Assim sendo, pela igualdade , d;j—1(A) divide todas as parcelas de detB, pelo que
dj—1(A) | detB.
Como a submatriz B é arbitraria, conclui-se que
dj—1(A) | dj(A), paratodoo je {1,...,r}.

O]

Definigao 1.2.2. Seja A € F[z]™*". Chama-se k-ésimo factor invariante da matriz A ao

elemento

em que k€ {1,...,r}.

Por convengao, ig(A) = 1.

Prova-se que ix_1(A4)|ix(A), k€ {1,...,r}.
Definicao 1.2.3. Sejam A € F[z|™*"™ com r = carA e i1,...,i, 0s factores invariantes da
matriz A. Suponha-se que:

11 ,,1012 | 1t

11 =Dy Py Dy

iy = p71121p322 . ,p?zz

i?" — p?rlp;’"rﬁ . p?'r't
onde p;, para j € {1,...,t}, sao polindmios irredutiveis distintos dois a dois e ny; > 0 para
ke{l,...,r} eje{l,...,t}, sdo numeros inteiros. Os elementos p?kj para 0s quais ny; > 0

designam-se por divisores elementares de A.
Se F' é um corpo algebricamente fechado, entao os polinémios irredutiveis considerados
sao polindmios monicos de grau 1 da forma p; = z — «; e, portanto,
(x — o)™

sao os divisores elementares da matriz A € F[z]™*".



1.3 Matrizes Equivalentes. Forma Normal de Smith

Nesta secgao é apresentado o conceito de matrizes equivalentes com entradas em F[x],
bem como um resultado cléssico de Teoria de Matrizes habitualmente designado por Forma

Normal de Smith.

Definicao 1.3.1. Sejam A, B € F[z|™*". Diz-se que as matrizes A e B sao equivalentes se

existirem matrizes invertiveis U € Fx]™*™ e V € Flx]"*" tais que B=U AV.

Prova-se que toda a matriz A € F[z]™*" com carA = r é equivalente a uma Unica matriz

com a forma

(ieelf o0 0,0 1 (1.2)

onde fi, ..., f, s2o polinémios ménicos tais que fi|...|f,. Mais ainda, os polinémios fi, ..., fr
sao os factores invariantes de A.
A matriz da forma 1) chama-se Forma Normal de Smith.

mXN 530 equivalentes se e s6 se tém os

Daqui resulta que duas matrizes A , B € F|z]
mesmos factores invariantes, donde, se e s6 se tém os mesmos divisores determinantais.
Tem-se ainda que A , B € F[x]™*" sao equivalentes se e s6 tém a mesma caracteristica

e os mesmos divisores elementares, contando com as repetigoes.

Ha ainda a considerar a equivaléncia de matrizes & esquerda e a direita. Assim sendo:

Definicao 1.3.2. Sejam A, B € F[z]™*". Diz-se que a matriz A € equivalente a esquerda a

matriz B se existir uma matriz invertivel U € Fx]™*™ tal que B = U A.

Repare-se que a matriz A ser equivalente a esquerda & matriz B é um caso particular da
equivaléncia das matrizes A e B. Com efeito basta, na equivaléncia de matrizes, considerar

V=1,

Definigao 1.3.3. Sejam A, B € Fx]™*™. Diz-se que a matriz A é equivalente a direita a

matriz B se existir uma matriz invertivel V- € Flx]™*™ tal que B = AV.

Mais uma vez se constata que a matriz A ser equivalente a direita a matriz B é um caso
particular da equivaléncia das matrizes A e B. Basta agora considerar U = I,,.

De forma andloga se define equivaléncia de matrizes com entradas no corpo F'. De facto,

Definicao 1.3.4. Sejam A, B € F"™ "™, Diz-se que as matrizes A e B sdo equivalentes se

existirem matrizes nao singulares U € F™*™ eV € F™" ™ tais que B=U AV.



1.4 Matrizes Semelhantes. Matriz Companheira

Nesta secgao define-se a relagao de semelhanca de duas matrizes com entradas no corpo
F.

Dada a matriz A € F™*", seja xl, — A a sua matriz caracteristica. Atendendo ao Teorema
Fundamental para a Semelhanga que estabelece que duas matrizes, com entradas num corpo,
sao semelhantes se e s6 se as respectivas matrizes caracteristicas forem equivalentes, definem-
-se conceitos e estabelecem-se propriedades relativas a matrizes com entradas num corpo e a

nocao de semelhanca de matrizes.

Definicao 1.4.1. Sejam A, B € F™*". Diz-se que as matrizes A e B sdao semelhantes se

existir uma matriz ndo singular P € F™" tal que A = PBP™1,

Definigao 1.4.2. Seja A € F"*",
Chamam-se divisores elementares de A aos divisores elementares da matriz caracteristica
de A.

Chamam-se polinomios invariantes de A aos factores invariantes da matriz caracteristica

de A.

Tendo em conta que as matrizes A, B € F™*" sao semelhantes se e s6 se as matrizes
xl, — A e xI, — B forem equivalentes, conclui-se que as matrizes A e B sao semelhantes se
e sO se tém os mesmos polindmios invariantes.

A matriz caracteristica de A é ndo singular pois o polinémio caracteristico de A € F™*",
det(xI, — A), é diferente do polinémio nulo. Assim, a matriz zI,, — A tem precisamente n
factores invariantes.

Representa-se por 7 = i(A) o nimero de polindmios invariantes da matriz A que sao

diferentes de 1.

Proposigao 1.4.1. Sendo A € F™*", o seu polinémio caracteristico € igual ao produto dos

seus polinomios invariantes.

Demonstragdo. Sejam f1,..., f, os polinémios invariantes da matriz A tais que f1 | -+ | fn.
Note-se que f1 | --- | fn s@o os factores invariantes de zI,, — A. Assim, pela Forma Normal

de Smith existem U,V € F[z|"*", matrizes invertiveis, tais que

U(.Z’In - A)V = diag(fh ) fn)



Desta igualdade resulta que
det(U(xl, — A)V) = det(diag(f1,...,fn)) >
ou seja, pelas propriedades dos determinantes,
det(UV)det(xl, — A) = fi-- fu.

Como as matrizes U e V sao invertiveis, tem-se que det(UV') # 0. Por outro lado, o polinémio

caracteristico e os polinémios invariantes de A sdo ménicos, pelo que det(UV') = 1 e, portanto,
det(zl, —A) = fi--fn -
O

Definigao 1.4.3. Seja A € F™*™. Diz-se que o polindmio f € F[z| € um polindmio anulador

de A se f(A) =0, onde f(A) = A" +a, 1 A"+ + a1 A + agl,.

Pelo Teorema de Hamilton-Cayley, se p(x) for o polinémio caracteristico da matriz A,
tem-se que p(A) = 0. Mais, a aplicacao ¢ : Flx| — F™™ definida por ¢(f) = f(A), para
qualquer f € F[z], é um homomorfismo de anéis. Assim, o conjunto {g(z) € F[z] : g(A) = 0}
é um ideal de F[z]. Como F[z] é um dominio de ideais principais existe um tnico polinémio

monico de grau minimo h(z) € F[z]\{0} tal que h(A) = 0.

Definicao 1.4.4. Chama-se polinémio minimo de A € F"™ ™ ao polindmio h € F[x]\{0}

mdnico de grau minimo tal que h(A) = 0.

Se F' for algebricamente fechado, pode-se estabelecer outro facto importante:
Sejam A € F™™™e Aq,..., A\, 0s seus valores préprios. Entdo, existe uma matriz U € F™*"
nao singular, tal que

UAU™ =T = [t;4]
é uma matriz triangular inferior, com t; = A;,i € {1,...,n}.

Definicao 1.4.5. Seja f(x) = 2"+ ap_12" ' +---+a1x +ag, n > 1, um polinémio de F|xz].

Chama-se matriz companheira de f a matriz
c(f) = [fQ(n) o )T onde a = [—ag- - — an—1]”. (1.3)
Proposicao 1.4.2. Seja f € Flz]| um polindmio mdnico de grau n diferente de 1. Entdo

det(zl, — C(f)) = f(x).



Demonstracao. Recorra-se ao processo de inducao sobre n para se proceder a demonstragao.
Seja C'(f) a matriz companheira do polinémio f.
Para n = 1, tem-se que f(x) = x+ag, pelo que C(f) = [—ap]. Entao zI1 —C(f) = [x+ag]
e, portanto,

di(xly — C(f)) =x+ao = f(x).

Suponha-se agora que n > 2, e calcule-se o determinante da matriz x1I,,—C( f) desenvolvendo-

-0 segundo a primeira coluna da respectiva matriz, usando a regra de Laplace.

_nci—l 0 o |
0, x 0 0
det(zI, — C(f)) = det | : 3 SR : =
0,0 T —1
_aol al an—2 T+ Ap-1
[ 1 0 0o | 1 0 0o 0 |
0 = -1 0 z -1 0 0
=(=1)?xdet| : - : : +ao(—1)"*! det
0 0 - z ~1 0 0 - —1 0
| a1 az -+ Gp—2 T+ ap—1 | | 0 o - z -1]

Usando a hipétese de inducgao, tem-se

det(z, —C(f)) = (@' +ap12" %+ -+ a2x +a1) +ag(=1)"H(-1)"!
= 2" ap 12"+ +ar? +arz + ag
= f(@)
Esté entao provado que det(xI, — C(f)) = f(x), para todo o n € N. O

Proposigao 1.4.3. Seja f € Flz| um polindmio mdnico de grau n > 1. As matrizes
xl, — C(f) e diag(l,...,1,f)
sao equivalentes.

Demonstragdo. Suponha-se que se tem f(z) = 2™ + ap_12" ! + ... + a12 + ag com a; € F,

i €{0,...,n—1}. Portanto



zr —1 0 0 0

0 x -1 0 0

0 0 T 0 0
xl, — C(f) =

0 0 o - T —1

a ay ay -+ Ap—9 T+ Qp_1

Seja k € {1,..., n— 1}, arbitrrio. Seja C} a submatriz de xI,, — C(f) definida por
Cr=(xI, —C()[, 2,..., k|2,..., E+1].

Entdo C} é uma matriz de tamanho k x k tal que det(Cj) = (—1)*. Consequentemente o
divisor determinantal de ordem k de xI,, — C(f) é igual a 1. Tem-se entao di(xI, —C(f)) =1
e, portanto, dada a arbitrariedade de k € {1,...,n — 1} tem-se que ix(zl, — C(f)) = 1 e,

pela Proposicao [1.4.2

dn(zln — C(f)) = det(zl, — C(f)) = f(x).

Assim, a Forma Normal de Smith de xI,, — C(f) é diag(1,...,1, f). O

1.5 Matrizes Elementares. Transformacoes Elementares e de

Semelhanca

Seja D um dominio de integridade. Definem-se, nesta seccdo, matrizes elementares e
transformacgoes elementares sobre as linhas ou colunas de uma matriz com entradas num
dominio de integridade. Verifica-se sem grande dificuldade que cada transformacgao elementar
sobre as linhas ou colunas de uma matriz pode ser escrita como o produto adequado da matriz
por uma matriz elementar.

As transformacoes:

ap) trocar, na matriz A, as linhas i e j, mantendo as restantes linhas invariantes,

az) somar, na matriz A, a linha j multiplicada por @ € D & linha i, mantendo as restantes
entradas invariantes,

a3) multiplicar, na matriz A, a linha i por ¢, onde ¢ é uma unidade de D, mantendo as
restantes entradas invariantes,

b1) trocar, na matriz A, as colunas i e j, mantendo as restantes colunas invariantes,



by) somar, na matriz A, a coluna j multiplicada por a € D & coluna i, mantendo as
restantes entradas invariantes,

b3) multiplicar, na matriz A, a coluna i por ¢, onde ¢ é uma unidade de D, mantendo as
restantes entradas invariantes,

designam-se por transformagoes elementares.

Definam-se de seguida matrizes elementares.

Definicao 1.5.1. Designa-se por matriz elementar uma matriz com alguma das trés formas
indicadas de sequida:

1) P(i,j), i,j € {1,...,n}, i # j, a matriz que se obtém da matriz identidade I, trocando
as linhas © e j e mantendo as restantes linhas invariantes,

2) S(ayi,j), coma € F,i,5 € {1,...,n}, i # j, a matriz que se obtém da matriz identidade
I,, substituindo a entrada (i,7) por a e mantendo as restantes entradas invariantes,

3) M(c,i), com ¢ uma unidade de D, i € {1,...,n}, a matriz que se obtém da matriz

identidade I, substituindo a entrada (i,1) por ¢ e mantendo as restantes entradas invariantes.

Seja A uma matriz n x n. E um exercicio simples verificar que:

a1) P(i,j)A é a matriz que se obtém de A trocando as suas i-ésima e j-ésima linhas e
mantendo invariantes as restantes linhas;

az) S(a;i,j)A é a matriz que se obtém de A somando a sua j-ésima linha multiplicada
por a a sua i-ésima linha e mantendo invariantes as restantes linhas;

as) M(c,i)A é a matriz que se obtém de A multiplicando a sua i-ésima linha por ¢, onde
c é uma unidade de D, e mantendo invariantes as restantes linhas;

b1) AP(i,j) é a matriz que se obtém de A trocando as suas i-ésima e j-ésima colunas e
mantendo invariantes as restantes colunas;

by) AS(a;i,7) é a matriz que se obtém de A somando a sua i-ésima coluna multiplicada
por a & sua j-ésima coluna e mantendo invariantes as restantes colunas;

bs) AM(c,i) é a matriz que se obtém de A multiplicando a sua i-ésima coluna por ¢, onde
¢ é uma unidade de D, e mantendo invariantes as restantes colunas.

Repare-se entao que duas matrizes sao equivalentes se e s se é possivel obter uma a partir
da outra efectuando uma sequéncia de transformacgoes elementares sobre as suas linhas e/ou

colunas.



Definem-se, de seguida, transformacoes elementares de semelhanca.
Observe-se, em primeiro lugar, que as matrizes elementares sao invertiveis e que a matriz

inversa de cada uma das matrizes elementares também é uma matriz elementar. Com efeito

tem-se que:
(PG = P, )),
[S(a;i, )17 = S(=a;i,j)
[M(c,7)]7' = M(c',5), onde c é uma unidade de D.

Seja Z uma matriz elementar de uma das trés formas indicadas. Efectuar uma trans-
formacdo de semelhanca sobre A é transformé-la na matriz ZAZ !, pelo que as matrizes A
e B tais que B = P(i,j) AP(i,5), ou B = S(a;i,j) AS(—a;i,5), ou B= M(c,j) AM(c™!,j)
sao semelhantes.

A operacao ZAZ ! tem um dos seguintes resultados:

a) trocar as linhas i e j de A e, em seguida as colunas i e j, mantendo as restantes linhas
e colunas inalteradas,

b) somar a linha j de A, multiplicada por a € D, a linha i e, seguidamente, subtrair a
coluna ¢, multiplicada por a, a coluna j, mantendo as restantes linhas e colunas inalteradas,

¢) multiplicar a linha j de A por ¢, uma unidade de D, e, em seguida, multiplicar a coluna

I mantendo as restantes linhas e colunas inalteradas.

j por c~
Atendendo a que toda a matriz invertivel é produto de matrizes elementares, duas matrizes
quadradas A e B sao semelhantes se e sé se é possivel obter uma a partir da outra efectuando

uma sequéncia de transformacoes de semelhanca.

1.6 Forma Normal Companheira. Matriz nao Derrogatoria

Sao apresentadas, nesta seccao, duas formas para a semelhanca de matrizes, a Forma

Normal de Jordan e a Segunda Forma Normal para a Semelhanga.

Proposicao 1.6.1. Sejam A € F™ ", f1,..., fr € Flz]| polindmios ménicos diferentes de 1
tais que f1| ... | fr, com r =i(A).
Entao a matriz A é semelhante a matriz C(f1) ® --- ® C(f,) se e s6 se fi1,..., fr sao

polindmios invariantes da matriz A.

Demonstragdo. Sejam i € {1,...,r} arbitrario e d; = gr(f;). Suponhamos que a matriz A é

semelhante & matriz B = C(f1) @ --- ® C(f). Como, pela Proposicao xly, — C(f;) é
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equivalente a diag(1,...,1, f;), existem matrizes invertiveis P; e Q; € F[z]%*% tais que
Pi(zlq, — C(f;))Qi = diag(l, ..., 1, f;).
Entao xI,, — B é equivalente a
(P& @ P)(lh = B)(@Q®--- ©Qr).
Permutando convenientemente as linhas e colunas desta matriz obtém-se a matriz

diag(lvlv'”717f17"‘7f7“)'

Como esta é a Forma Normal de Smith da matriz xI, — B, tem-se que fi,..., fr sdo os
polinémios invariantes de B, diferentes de 1. Como as matrizes A e B sao semelhantes, entao
fi,.-., fr também sao os polinémios invariantes de A diferentes de 1.

Reciprocamente, suponha-se que fi|- - - | f, sdo os factores invariantes de z1,, — A diferentes

de 1. Seja i € {1,...,r}, arbitrario. Como

Pi(xlg, — C(fi))Q: = diag(1,1,..., fi),

tem-se que,
(P& @ F)((zly, —C(A)) & & (xlg, = C(/)) QL& S Q) =

= Pi(zlg — C(f1))Q1© - @ Pr(xly, — C(f+))Qr
é equivalente a

diag(1,...,1, f1i,..., fr)

apds conveniente permutacao de linhas e colunas. Entao, 1,...,1, f1,..., fr sao os factores
invariantes de xI,, — B, onde B = C(f1) @ --- ® C(f,). Como duas matrizes sdo semelhantes
se e sO se tém os mesmos polinémios invariantes e, como zl, — A e I, — B tém os mesmos

factores invariantes, tem-se que A e B tém os mesmos polinémios invariantes e, portanto, sao

semelhantes. ]

A matriz C(f1) @ --- ® C(f,) onde fi1, fa,..

rentes de 1, tais que fi|...|f,, designa-se por Forma Normal Companheira da matriz A.

., fr s@0 os polinémios invariantes de A dife-

Chama-se bloco de Jordan de tamanho k& x k associado a A9 € F' a matriz

i Ao 1 0 0 ]
0 X 1
Ji(Xo) 0 | e FF<k,
0 0 X 1
0 0 0 X




Em particular .J;(\g) = [\o]. Repare-se também que (z — A\o)* é o tinico divisor elementar,
diferente de 1, da matriz xI; — Jy.
Seja A € F™* ™ esejam Aq,..., s € F e, ..., inteiros positivos tais que y1+- - -+7y5 =

n. Prova-se que a matriz A é semelhante a
J=J, & & J,

se e s6 se

(@ = M), (= M)

sao os divisores elementares de A.
A matriz J é unica, a menos da ordem dos blocos de Jordan e designa-se por Forma

Normal de Jordan.

Proposicao 1.6.2. Sejam A € F"™ e fi,..., fn polindmios invariantes de A tais que

fil-- 1fn- O polindmio minimo da matriz A € fy.

Demonstragao. Seja r o nimero de polindmios invariantes de A que sdo diferentes de 1.

Entao, pela Proposicao [1.6.1] a matriz A é semelhante a matriz

B =C(fors1) @ @ C(fn)-
Seja j € {n —r+1,...,n}. De acordo com o Teorema de Hamilton-Cayley,
fi(C(f3)) = 0.
Como fj|fu, fu(C(f;)) = 0. Assim,

fn(A) = fn(c(fn—r+1)> ©---® fn(c(fn)) =0,

o que mostra que o polinémio minimo de A, p, divide f,.

Por outro lado,
0= N(A) = :U'(C(fn—r-‘rl)) S---D :U’(C(fn))a
pelo que

w(C(fn)) =0,

o que mostra que o polinémio minimo de C(f,), f, divide pu. O

Proposicao 1.6.3. Se A € F"*"™, com F algebricamente fechado, entdo A é semelhante a

uma matriz diagonal sobre F se e so se as raizes do seu polindmio minimo sdo distintas.
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Demonstracao. Caso as raizes do polindmio minimo da matriz A sejam distintas, ou seja, os
divisores elementares do polinémio zI — A tém grau 1, da Forma Normal de Jordan conclui-se

que A é semelhante a uma matriz diagonal.

Suponha-se agora que A é semelhante a matriz diag(A1, Ag, ..., A,). Entao, tem-se que as
matrizes I, — A e diag(z — A1,z — g, ..., x — \,) sdo equivalentes. Os divisores elementares
de xI,, — A sao entao divisores de z — \;, i € {1,...,n}, pelo que terdo que ser de grau 1. [

A matriz diagonal atras referida designa-se por Segunda Forma Normal para a Seme-

lhanga.

Definigao 1.6.1. Seja A € F™". Diz-se que A € nao derrogatéria se o seu polindmio

minimo coincidir com o seu polindmio caracteristico. Caso contrdrio diz-se derrogatoria.

Pode verificar-se que a matriz companheira de um polinémio é nao derrogatéria. De facto,
atendendo a defini¢ao de polinémios invariantes de uma matriz quadrada sobre um corpo F’,
conclui-se que os polindmios invariantes da matriz C(f) sao 1,...,1, f. Pela Proposigao
conclui-se que o polinémio minimo de C(f) é exactamente f. Pela Proposicao m,

o polinémio caracteristico é exactamente f, o que permite concluir que a matriz C(f) é nao

derrogatoria.
Conclui-se entao que se fi,..., fr, 7 = i(A), forem os polinémios invariantes da matriz A
diferentes de 1, ordenados de modo que fi|...|f, entao os polinémios minimo e caracteristico

sdo, respectivamente h = f,. e f = f1--- fr. Logo uma matriz A € F™*™ é ndo derrogatdria
se e s6 se i(A) = 1.
Seja F uma extensao algebricamente fechada do corpo F' e seja
Rz(A) = mincar(A — \,).
AEF
Observe-se que no calculo de Rz(A) se pode substituir a matriz A por qualquer matriz
semelhante a A. De facto, sendo B = U 'AU, com U matriz nio singular, uma matriz

semelhante a A e, atendendo a que

car(A—\I,) = car(U (A - \I,)U)
= car(UYAU — U Y(AL,)U)
= car(B — \I,),
tem-se
Ri(A) = Rp(B)

13



Proposigao 1.6.4. Sejam F uma extensdo algebricamente fechada de F' e A € F™"*™. Entdo

Rz(A) = n—i(A).

Demonstragao. Pela observacdo feita acima podemos substituir a matriz A pela sua Forma
Normal Companbheira.

Sejam f1|...|fr os polinémios invariantes de A diferentes de 1 e

=C(fhe---a0(f)

a sua Forma Normal Companheira.
Seja B € F. Entdo
car(K — 1) anr — BI,,)

onde para todo o i € {1,...,7r}, n; = gr(f;). Tendo em atencao a forma da matriz C(f;),

temos que, para todo o 3 € ﬁ,

car(K — BI,,) > i ,(n;—1)

= Yiani—T
= n-—r.
Por outro lado, seja By uma raiz de f;. Como fi|...|fr, fo é uma raiz de f;, i € {1,...,r},

que é o polinémio caracteristico de C(f;). Portanto, 3y é valor préprio de C(f;) e
car(C’(fi) — /BOInZ) < n;.

Assim,

car(K — foln) = 3y car(C(fi) — Boln,)
> i1 (ni —1)
= iaani—T

n—r.

IN

Assim tem-se

R=(K)=Rz(A)=n—r=n—1i(A).
O

Observe-se que A € F™*™ é nao derrogatoria se e s6 se i(A) = 1. Assim, A € F™*™ é nao

derrogatoria se e s6 se Rz(A) =n — 1.
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Capitulo 2

Sobre os Valores Proprios da

Matriz XAX '+ B

Neste capitulo inicia-se o estudo sobre os possiveis valores préoprios de X AX !+ B, onde
A e B sao matrizes fixas com entradas num corpo F' e X percorre o conjunto das matrizes
nao singulares do mesmo tamanho que A. Este problema foi completamente resolvido por F.
C. Silva ([8]). Observe-se que, este estudo, pode ser feito para a matriz XAX ! + Y BY !
quando X e Y sdo ndo singulares. No entanto, como as matrizes XAX ' + YBY ! ¢
(Y1 X)A(Y ' X)~! + B sdo semelhantes é suficiente estudar os valores préprios de X AX ~! 4
B. Observe-se ainda que os papeis de A e B podem ser trocados.

Pretende-se também indicar em que condiges existe uma matriz nao singular X € F"*"
tal que a matriz XAX ! + B é ndo derrogatéria.

Apresenta-se a definicao de par de matrizes espectralmente completo.

Sejam (A, B) um par de matrizes de F"*" e F uma extensao algébrica de F' contendo os

valores préprios de A e B.

Definicao 2.1. O par (A, B) ¢é espectralmente completo se para cada n-uplo (v1,...,v,) de
elementos de F satisfazendo vi + - - - + v, = tr A+ tr B, existe uma matriz nao singular X

tal que XAX ' 4+ B tem valores proprios v, . .., Un.

Repare-se que se o par (A, B) é espectralmente completo também o par (A, B+ (a+()1,)
¢é espectralmente completo, para «, 6 € F. De facto, seja (vll, ceey ’U;L) um n-uplo de elementos
de F' tais que

U'1+...+v;l:trA—l—tr(B—i-(Oé"i'ﬁ)In)'

Pretende-se provar que existe uma matriz ndo singular X € F™*" tal que a matriz X AX 1 +
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’

B + (a4 3)I,, tem valores préprios vy, ..., u,,.

De
v/1_|_..._|_v;1:trA—i—tr(B—‘r(Oé‘f‘ﬁ)In)

vem
v — (a4 B) 4 +uv, — (a+ ) = trA + trB.

Como o par (A, B) é espectralmente completo, existe uma matriz nao singular X € F"*"
tal que XAX ! + B tem valores préprios v; — (a + 3),...,v, — (a + B). Ora, isso significa
que XAX '+ B+ (a + B)I,, tem valores préprios vll, .. ,v; e portanto (A, B + (o + ()I,)
é espectralmente completo.

Repare-se também que se a matriz N = XAX ' + B é nao derrogatéria, para a, [ € ﬁ,
também a matriz N + (« + )1, é nao derrogatéria. Com efeito, suponha-se que a matriz

N + (a + §)1I,, é derrogatéria. Entao
Rz(N + (a+p)1,) <n—1,
pelo que existe v € F tal que
car(vl, — (N + (a+ 0)I,)) <n—1,

o que é equivalente a

car((v—a—p0)[, —N)<n-—1,

ou seja, existe t =v—a — (§ € F tal que

car(tl, — N) <n—1,

o que implica que

RZ;(N)<7’L—1

o que é absurdo uma vez que a matriz N é nao derrogatéria.

Proposicao 2.1. Seja F' um corpo com pelo menos trés elementos. Seja 6 € F\{0}. Entdo

existem elementos a, b € F\{0} tais que 6 = a +b.

Demonstragao. Como F tem mais que dois elementos existem a’, a” € F\{0} tais que a’ # a”.
Seja b =30 —a e b’ =6 — a’. Facilmente se constata que b’ # 0" e pelo menos um deles é
nao nulo pois, caso contrario, ter-se-ia a’ = a”.

Suponha-se que b’ # 0. Seja b =1 e tome-se a = a'.
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Se v/ =0, entao b’ # 0. Tome-se b=0" e a=a".

Entao a+b=d0coma#0eb#0. O

O préximo teorema apresenta uma condicdo necessaria para que a matriz XAX ! + B,

com X nao singular, seja nao derrogatéria.

Teorema 2.1. Sejam A, B € F"*". Se existe uma matriz X € F™*™ ndo singular tal que

XAX ™!+ B € ndo derrogatoria, entio i(A)+i(B) <n+ 1.

Demonstragdo. Sejam «a, 3 € F. Se a matriz N = XAX ! + B ¢ ndo derrogatéria, também
a matriz N + (a + ()1, é ndo derrogatéria e, portanto, car(N + (o + ()I,,) > n — 1. Tem-se
também que

car(N + (a+ p)I,) < car(A+ aly,) +car(B+ (1)

ou seja,

car(X(A+ al,) X'+ (B+pl,)) < car(A+aly,) +car(B + 81,)

e, portanto,

car(A + al,) +car(B+ pI,) > n-—1,

ou seja,

car(A + ol,) + car(B+ 1) >n—1, Va, B € F.
Atendendo a definicao de Rx(A) e Rx(B) tem-se
Rz(A)+ Rz(B) >n — 1.

Por outro lado,

pelo que

O]

Tendo em atencgao a definicdo de par de matrizes espectralmente completo para a soma

prova-se o seguinte teorema:

Teorema 2.2. Sejam A, B € F"™*™. Suponha-se que o corpo F' tem pelo menos 3 elementos.

Se o par (A, B) € espectralmente completo, entao i(A) + i(B) < n.
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Demonstragao. Atendendo a Proposicao provar que
i(A)+i(B)<n
é equivalente a mostrar que
car(A + al,) + car(B + 8I,) > n, para todos a, 3 € F.

Considerem-se, de seguida, os dois casos:
Casola+pg€F.
Escolha-se v € F'\{0}. Como F' tem pelo menos 3 elementos, existem em F' dois elementos

nao nulos a e b, que satisfazem
a+b=tr(A+ B+ (a+05),) — (n—2)y.

Assim,
trA+tr(B+ (a+ 8),) =a+b+ (n—2)y,
ou seja,
tr(A4+ B+ (a+6)I,) = (n—2)y+a+b.
O par (A, B) é espectralmente completo e, como consequéncia, o par (A, B + (« + ()I,)

também é espectralmente completo, pelo que existe uma matriz nao singular X tal que

C=XAX"'4 B+ (a+ B)I, tem valores préprios v,7,...,7,a,b. Mas,

C = XAX'4+ B+ (a+p)I,
= XAX '+4al,+ B+ 31,
= X(A+al,)X '+ (B+31L).

Como todos os valores proprios de C sao nao nulos,

n = carC
< car (X(A+ al,)X 1) + car(B + B1,).
= car (A+ aly) + car(B + B1,).
Provou-se que

car(A + al,) + car(B + B1,) > n,Va, 3 € F.

Em particular, esta desigualdade vale para o valor minimo da caracteristica. Por isso pode-se

dizer que

RF(A) + Rﬁ(B) > n.
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Caso2a+ (¢ F.
Como o par (A, B) ¢é espectralmente completo, existe entdo uma matriz nao singular X €
F™7 tal que 0,...,0,tr(A+ B) sdo os valores préprios da matriz D = X AX ! + B. Assim
sendo, os valores préprios de D+ (a+ 3)I sao os elementos a+ 3, ..., a+ 5, tr(A+ B)+a+ 3,
pelo que a matriz D + (a + 3)I,, é ndo singular. Pode-se assim dizer que car(D + (« + 3)I)

é n. Assim, tal como no caso anterior,
car(A + al,) + car(B + (I,) > n,

e, pela Proposicao da desigualdade,

obtém-se

O]

O teorema que se apresenta a seguir estabelece uma condicao suficiente para que um par

de matrizes (A, B) seja espectralmente completo.

Teorema 2.3. Sejam A, B € F™*". Se uma das matrizes é nao derrogatoria e a outra é nao

escalar, entao o par (A, B) é espectralmente completo.

Para a sua demonstragao sao necessarios alguns lemas, que se apresentam de seguida,

assim como as respectivas demonstragoes.

Lema 2.1. Sejam M € F™™ uma matriz ndo escalar, a € F e b € F\{0}. Entio M ¢é
semelhante & matriz B = [b;;] que satisfaz:
1)bii=a,bip,=0beby;=0paral <i<n,

2) sen >3, B(1|1) € nao escalar.

Demonstragao. Pretende-se mostrar, em primeiro lugar, que M é semelhante a uma matriz
M@ com pelo menos um elemento néo nulo fora da diagonal principal.

Caso M verifique a propriedade referida, tome-se M) = M.

Caso contrario, ou seja, se fora da diagonal principal todos os elementos sdo nulos entao
M = diag(mn,mgg,...,mii,...,mjj,.. . ,mnn), 1,] € {1,...,71}.

Como M é nao escalar, hd na sua diagonal principal dois elementos diferentes entre si.

Sejam esses elementos mg; e m;j, com my; # myj.
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Suponha-se, sem perda de generalidade, que ¢ < j. Pretende-se obter uma matriz seme-
lhante & matriz M, cuja entrada (1,n) seja b # 0.

Comece-se por determinar a matriz M), semelhante & matriz M, com uma entrada nio
nula. Para tal efectue-se uma transformacao elementar de semelhanca sobre M. Adicione-se
a sua j-ésima linha a ¢-ésima linha e, de seguida, subtraia-se a sua ¢-ésima coluna a j-ésima

coluna. Obtém-se assim a matriz:

my; 0 0 0 0
0 moo 0 0 0
MO = [ = 00 mi e 0 0
0 0 mi; — ij ij 0
0 0 0 ... 0 Mnn

Observe-se que como mj; # mjj, tem-se que my; — mj; 7 0.

De seguida efectuem-se uma série de transformacoes elementares de semelhanga, de modo

a obter uma matriz semelhante em que o elemento mﬁ) = my; —mj; # 0 esteja na posicao
pretendida, a posicio (1,7), de uma matriz semelhante & matriz M%),

Comece-se por trocar as linhas 1 e j e, de seguida, as colunas 1 e j. Obtém-se a matriz:

mjj 0 My — Myjj 0 0
0 maoo 0 0 0
MO 0 0 M 0 0
0 0 0 mi 0
00 0 0 M |

De seguida, efectue-se a transformacéo elementar de semelhanca, sobre M(2) que consiste

na troca das linhas i e n e, de seguida, das colunas ¢ e n da matriz. Obtém-se a matriz:
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-mjj 0o .- o --- 0 .- mii_mjj_
0  ma 0 0 0
e 0 0 - Mmpy -+ 0 - 0
0 0 0 mi1 0

i 0 0 0 0 mi; |

Jé estd determinada a matriz semelhante a matriz M, cuja entrada (1,n) é nao nula, como
pretendido. Falta provar que esta matriz é semelhante a uma matriz cuja entrada (1,n) é
o elemento b # 0. Efectue-se, sobre a matriz M®), a seguinte transformacio elementar de
semelhanca: multiplicar a sua n-ésima linha por b=!(m;; — m;;) e, de seguida, multiplicar a

sua n-ésima coluna por b(m;; —mj;)~!. Obtém-se a matriz:

mj; 0 0 0 b
0 moo - 0 0 0
@ 0 0 M 0 0
0 0 0 mi1 0
0 0 . 0 . 0 e My

De seguida pretende-se encontrar uma matriz semelhante a M) e cuja entrada (1,1) seja a.

Efectue-se uma nova transformacio elementar de semelhanca sobre a matriz M®: somar &

(4)

sua n-ésima linha a primeira linha multiplicada por (m;;” — a)b~! e, de seguida, subtrair &

(4)

sua primeira coluna a n-ésima coluna multiplicada por (m;; — a)b~!. Obtém-se a matriz:
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-a 0 0 0 ) -
0 mo - 0 0 0
Nom 0 0 - mp, -+ 0 - 0
0 0 0 mi 0

| * o - o .- 0o .- myj — a+mi |

Repare-se que na matriz M®) j4 se tem mg‘? =ae mg‘jl) =0b.

Caso nas posicoes (1,7), j € {2,...,n— 1}, existam elementos nao nulos, efectue-se sobre

a matriz M®) a seguinte transformacio elementar de semelhanca: adicionar & sua n-ésima

linha a j-ésima linha multiplicada por mgi)

n-ésima, coluna multiplicada por mg? b=l para j € {2,...,n —1}. Obtém-se a matriz M 6)

b~—! e, de seguida, subtrair & sua j-ésima coluna a

semelhante & matriz M®), cujos elementos das entradas (1,2),...,(1,n — 1) sio nulos e as
entradas (1,1) e (1,n) s@o iguais a a e b, respectivamente. Repare-se que esta situacao pode
ocorrer sob a condicao inicial do presente lema, ou seja de M ser semelhante a uma matriz
M@ com pelo menos um elemento néo nulo fora da diagonal principal.

Tem-se, para ja, uma matriz M (6) semelhante & matriz M em que:

- os elementos das entradas (1,2),...,(1,n — 1) sdo nulos,
B mﬁ) =a,
- mgi) =b.

A demonstracao da primeira parte do lema estd entao concluida.
Sen >2e M©(1]1) é nio escalar, a segunda parte do lema estd também concluida.

Suponha-se que n > 2 e M©)(1]1) é escalar. A matriz M©) terd a forma

a:O 0 b
0

|

l

0 al, 1

|

|

1

o

com « € F.
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Pretende-se encontrar uma matriz M(7)(1|1), semelhante a M) (1|1), ndo escalar. Efectue-
-se entao sobre a matriz M) a transformacio elementar de semelhanca que consiste em somar
a sua segunda linha a primeira linha e, de seguida, subtrair a sua primeira coluna a segunda

coluna. obtém-se a matriz:

a 0 0 b
a—aa 0 b
|
|
M = | '
0 0 « 0
|
L
Como b # 0, tem-se que M(7(1|1) é néo escalar, como se queria provar. O

Lema 2.2. Seja M € F™*" uma matriz nao escalar. Sejam v um elemento de F' e m um

intetro tal que 1 < m < n — 1. Entao existe uma matriz B, semelhante a M, que se pode

Bi1 Bio
escrever na forma B = com By €

By1 B

FmXm e trByy = 0.

Mazs:
1) se m > 2, By € nao escalar;

2) se n —m > 2, Bog € ndo escalar.

Demonstracdo. Pelo Lema 2.1, existe uma matriz

P11 o - 0 0 0 Pin
|
p21 P22 T P2m 1 P2m+1 P2n—1 DP2on
|
|
I
|
p Pm1 Pm2 Pmm ' Pmm+1 Pmn—1 Pmn
= = e e e e - - = - - i R i i)
Pm+1,1 Pm+12 °° Pm+lm : Pm+1m+1 °° Pm+ln—1 Pm+ln
I
I
|
|
Pn-11 Pn—-12 *° Pn—1m | Pn—-1m+1 ° Pn—1n—1 DPn—-1n
|
Pn1 Pn2 T Prnm ' Pnm+1 T Pnn—1 Pnn

semelhante a M, com p1, #0epy; =0, 1 <i<n.

Comece-se por mostrar que existe uma matriz P(!), semelhante & matriz P, tal que
trPW[L,... m|l,...,m] =v.

Efectue-se, sobre a matriz P, a seguinte transformacao elementar de semelhanca: adi-

cionar & sua n-ésima linha a primeira linha multiplicada por (3., pii — v)pl_n1 e, de seguida,
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subtraia-se & sua primeira coluna a n-ésima coluna multiplicada por (3 ;" pu'—v)pfl. Obtém-

-se a matriz:

P11 — Y iey Dii + v 0
* D22
1
P( ) = * Pm2
* Pm+1,2
L * Pn2

em que, efectivamente, se tem

n

|
0 | 0 Pin

|

P2m : P2,m+1 P2n
|
[
|

Pmm J‘ Pmm+1 Pmn ’
|

Pm+1,m 1+ Pm+1,m+1 Pm+1n
|
[
|
[

Pnm ' Pnm+1 *

m
PO, mlL,. L m] =p11—Zpii+v+p22+-~-+pmmzv~

=1

Analise-se, de seguida, o que se passa quando m > 2 en —m > 2.

Sem>2e PW[1,....,m|l,...,m] é ndo escalar, o resultado estd provado.

Se PU[1,...,ml1,..

.,m] é escalar e, de modo a manter a condigao do trago, tem-se que

p11 € F, paa = -+ = pm (= 6, por exemplo) e v = mf. A matriz PW tem entdo a forma:

0 0 0 | 0 Din
|

0 0 0 | P2mt Don
|
|
1 |

P( ) = 0 0 0 J‘ Pm,m+1 Pmn
|

*  Pm+41,2 Pm+1,m 1 Pm+1,m+1 Pm+1n
|
|
|
|
| * Pn2 Pnm ' Pnm+1 Pan |

A finalidade é obter uma matriz P®), semelhante & matriz P, com a submatriz

PO1,...,m[1,...,m] nio escalar.

Atendendo a que p1, # 0 e aplicando transformagoes elementares de semelhanga que

envolvam as m-ésima e n-ésima linhas e colunas da matriz P respectivamente, consegue--

-se obter uma matriz semelhante a P cuja entrada (1,m) é —p1,. No entanto, e dada a

necessidade de se manter o traco, previamente ha que anular a entrada (m,n) da matriz p),

Aplique-se, sobre a matriz PV, a transformacao elementar de semelhancga que consiste em

adicionar a sua m-ésima linha a primeira linha multiplicada por —pmn p3,,
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subtrair a sua primeira coluna a m-ésima coluna multiplicada por —p,(%Zl p&)_l. Obtém-se a

matriz: ~ ‘ _
9 0 0 : 0 et Pin
|
0 0 0 | P2mi1l P
|
|
|
P(2) =10 0 0 J‘ Pmm+1 0
,,,,,,,,,,,,,,, R
¥ Pm+1,2 0 Pm4lm 0 Pm+lm+1l 00 Pm4ln
|
|
|
|
i * Dn2 ce Pnm ' Pnm+1 ce * ]

Finalmente, & matriz P aplique-se a transformacao elementar de semelhanca: adicionar a
sua n-ésima linha a m-ésima linha e, de seguida, subtrair a sua m-ésima coluna a n-ésima

coluna. Obtém-se a matriz:

0 0 C =Pl 0 Din
0 ¢ * i P2,m+1 P2n
l
P =19 o 0 i Prmt1 0
*  Pm+1,2 * i Pm+1,m+1 *
|
Como p1, # 0, a matriz P(3)[1, ...,m|l,...,m] é nao escalar, continuando a verificar-se a
condicio trP3[1,...,m|l,...,m] = v, uma vez que p£,2”)1 =0.
Sen—m > 2e caso PG [m+1,...,n|m+1,...,n] seja ndo escalar, o resultado esta
provado.
Se P®) [m+1,...,n|m+1,...,n] é escalar, a matriz P®) tem entdo a forma
P11 — Y ity i+ v 0 o |, 0 “t+ DPlin
* D22 D2m i P2m+1 0 P2n
P
S f Pmz_ vt PPt P |
* DPm+1,2 DPm+1,m i 0 0
|
L * Pn2 - Pnm : 0 0 |
onde 6 € F.
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Recorrendo, mais uma vez, ao facto de pi, ser nao nulo, efectue-se sobre a matriz P®) a
transformagao elementar de semelhanca: adicionar a sua (m+ 1)-ésima linha a primeira linha

e, de seguida, subtrair & sua primeira coluna a (m + 1)-ésima coluna. Obtém-se a matriz:

DIl — Doy Pii + 0 o | 0 “ Pin
|

* P22 P2m : P2m+1 0 P2n
: |
: |
4 |

P( ) = * Pm2 Pmm ipm,m—‘rl Pmn )

|

* Pm+1,2 Pm+1,m 1 0 Pin
|
|
|
|

L * Pn2 T DPnm 1 0 0 |
cuja submatriz PM[m +1,...,n|m+1,...,n] é nio escalar.

Repare-se que em relacio & matriz P®) as tnicas alteracdes sofridas com as operacoes
indicadas, para além da entrada (m + 1,n), sdo as entradas (i,1), i € {2,..., m + 1}, pelo

que o trago da submatriz de P@ se mantém, ou seja, trP(4)[1, ,ml|l ... m]) = . ]

Lema 2.3. Sejam B € F™*™ wuma matriz nao escalar, p um inteiro tal que 1 < p < n e
(t1,...,tp) um p-uplo de elementos de F tais que t + --- +t, = trB. Seja (n1,...,np) um
p-uplo de inteiros tais que n; > 1,i € {1,...,p} eni1+---+n, =n.

. . ; . ; .
Entao existe uma matriz Q € F™*™, semelhante 4 matriz B, que pode ser escrita na forma

Q = [Qijl,1,7 € {1,...,p}, com Q;j matrizes de tamanho n; X n;, que verificam:
]‘) tI‘Q” = tzal € {1, s 7p})
2) Qii € nao escalar sempre que n; > 2,1 € {1,...,p}.
N . , . . Cn Cri2
Demonstragao. Pelo Lema |2.2] a matriz B é semelhante & matriz C = , onde
Co1 Co

C11 é uma matriz de tamanho ny x ny e trCi1 = t1. Se n; > 2, entao (1 é nao escalar
e no caso em que n —ny > 2, Cos é nao escalar. Note-se que n — nq > 2 é equivalente a
ng + -+ +mny > 2. Suponha-se agora que ng + ng + --- +n, > 2. Entdo, pelo Lema a

matriz C9s é semelhante & matriz

D11 Dq2
D1 Do

onde D71 é uma matriz de tamanho ng X ng e trDy; = t9. A matriz D11 é ndo escalar se

ng > 2 e a matriz Dag € nao escalar se n3 +ny + ... +np > 2.
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A matriz B é entao semelhante & matriz

011 * *
D= x Dy %
* * D22
Continuando este processo obtém-se uma matriz () com as propriedades pretendidas. ]
Lema 2.4. Seja f(\) = A" — cA\" 1 + ... um polinémio ménico de grau n com coeficientes

em F. Seja a € F tal que f(a) #0. Sejam Yij,1 <1 < j < n, elementos de F tais que:
1) Z?:l Yii = G,
2) v1;,=0,1<i<n,
3) sen > 2, v, # 0.
Entao existe uma matriz n X n nao derrogatoria, com entradas em F', tal que g;; = vij,

1 <i<j<n e cujo polindmio caracteristico é f(\).

Demonstracdo. Para n = 1, o resultado é trivial.

De facto, f(A\) = X —¢, 711 = ¢, ¢ G = [y11]. O polinédmio caracteristico de G é, entao
det(AM —G) =A—qy1=A—c= f(A).

Suponha-se entao que n > 2.

Considere-se a matriz

a 0 0o - 0 0 Yin
—fa)¥in Y22 Y3t Yem—2  Ym—1 T
0 1T 783 -+ Y8n-2 V3n-1 To
Cz) =C(z1,...,Tp-1) = "
0 0 o - 1 Tn—-1n—1 Ln-—2
0 0 0o - 0 1 Tp_1

Inicie-se a demonstragdo provando que a matriz C(z) é nao derrogatéria. Utilizando a

Proposigao bastard provar que

Rz(C(x)) = ﬁiyﬁlcar()\l —C(z))=n—-1
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Ae 0000w
fla)v,, A—122  —723 —Y2,n—2 —Y2,n-1 i —z1
M = Clz) = 0 -1 A—s3 —73',1172 —V3n-1 3 —x9
: 1
0 0 0 -1 A= Vn—1n-1 : Tp—2
0 0 0 0 ~1 o A—ae

Desenvolva-se segundo a primeira coluna o determinante da submatriz que se obtém da matriz

Al — C(x) eliminando a primeira linha e a ultima coluna. Obtém-se

fla)v,l A—722  —Y3 o —Yom—2 —Y2,n—1
0 -1 A=733 t —Y3n—2 —¥3,n—1
det : : :
0 0 0 =1 A Yaim
0 0 0 - 0 -1

= (=1)’f(a) v, (=1)"% = f(a) v, (=1)" #0,
pois tanto f(a) como 71, sdo nao nulos. Mais, o determinante desta submatriz nao depende
de \. Assim,

mincar(Al — C(z)) =n—1
AEF

e, portanto, Rz(C(z)) = n — 1, pelo que a matriz C(z) é nio derrogatéria, para quaisquer
valores de x; € F, i € {1,...,n—1}.

Prove-se, de seguida, que C(z) tem f(\) por polinémio caracteristico. Seja
h(A,z) = det(A] — C(x))

e P(A, x) o determinante da submatriz que se obtém de A\ — C(z) eliminando a primeira
linha e a primeira coluna.
Usando a regra de Laplace, desenvolva-se h(\, z) segundo a primeira linha da respectiva

matriz. Tem-se entao:
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h(A, x)

(A —a)(=1)*p(\,2) +

f@) v, A=z
0 -1
+(=1n) (=)' det
0 0
0 0

—723
A — 33

0
0

—72,n—1

—Y3,n—2

A — Tn—1,n—1
-1

(=1)* (A= a) v\ 2) + (=7a) (1) f(a) 77, (=1)* (=1)" 2
(>‘ - a) @Z}(A? l’) + (_1)n+2+n Yin '71}1 f(a)
(A —a) p(A, ) + f(a),

Usando a regra de Laplace, desenvolva-se ¥(\, ) segundo a tltima coluna da respectiva

matriz. Tem-se entao

A—22 —723 —24 Yon-1 , —T1
|
-1 A—v33  —: V-1 1 —2
|
0 -1 A—u —Yap-1 | —x3
(N, z) = det E k . |
1
0 0 0 A— Tn—1,n—1 : Tn—2
0 0 0 S
-1 A—33  —v34 —Y3,n—2 —V3;n—1
0 -1 A= Van—2 —Yan-1
0 0 —1 5,m—2 —Y5,n—1
0 0 0 -1 A= Yn—1n-1
0 0 0 0 -1
A—"722 —7Y23 —24 —Y2,n—2 —Y2,n—1
0 -1 A=y —Y4n—2 —Van—1
0 0 -1 —V5,n—2 —Y5,n—1
+(—22)(—1)"*+1 det " " +
0 0 0 -1 A— Yn—1,n—1
0 0 0 0 -1
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+(=1)2"73(—2,,_o) det

F(=1)27F2(\ — 2,,_1) det

A — Y22
0
+2y,_o det
0
0
A =722
-1
0
+(—l’n_1) det
0
0

=21+ (=22)(A —y22) + -+

—723

A — 733

A — Y22
-1

—723
A — 733

0 -1

A — 22
-1
0

—723
A — 33
-1

_|_

—7V24
V33 —734

A — Va4

—723 —7V24
—34

A — Y44

—724 —2,n—-2 —72,;n-1
—734 —Y3n—2 —Y3,n—1
A — Y44 —V4,n—2 —Y4,n—1
+
0 A= Tn—2,n—2 —TYn—2n-1
0 0 -1
—724 —72,n—2 —Y2,n—1
—Y34 —Y3,n—2 —Y3,n—1
A — Y44 —Y4,n—2 —Y4,n—1
0 A— Tn—2,n—2 —Yn—2,n—1
0 —1 A= Tn—1,n—1
—Y2,n—2 —Y2,n—1
—Y3,n—2 —V3,n—-1
—V4,n—2 —Y4n—1
+
A— Tn—2n—2 —In—-2,n—1
0 —1
—Y2,n—2 —Y2,n—1
—Y3n—2 —V3n—1
—Y4,n—2 —Y4,n—1
+
A= Yn—2n-2 —Vn-2mn-1
-1 A— Yn—1,n—1
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A — 722 —723 —724 —72,n—2 —Y2,n—1
-1 A—v33  —n —Y3,n—2 —Y3,n—1
0 -1 A — Y4 —V4,n—2 —Yan—-1
) det . Y4n V4
0 0 0 A— Tn—2,n—2 —Yn—2n—1
0 0 0 -1 A= Yn-1,n-1
=z1(=1) +z2(y22 = A) + -+ +
A—y2 —723 —724 —Y2,n—2 —Y2,n—1
-1 A—7v33  —y: —Y3,n—2 —V3n—1
0 -1 A= —Va,n—2 —Yan—1
+(—xp_1) det
0 0 0 A — Yn—2,n—2 —Tn—2,n-1
0 0 0 -1 A— Tn—1,n—1
A — Y22 —723 —724 —V2,n—2 —V2,n—1
-1 A—733  —n —Y3,n—2 —Y3,n—1
0 -1 A — Y4 —Van—2 —Yan—-1
) det Y- Y4n Y4
0 0 0 A— Tn—2,n—2 —Tn—2,n—1
0 0 0 -1 A= Yn-1,n-1
= 21%o(A) + 22tp1(A) + - - + Zp—1¥Vn—2(A) + Yr_1(N),
com t,,—1(A) polinémio ménico e 1;(\) polinémio de grau i € {0,...,n — 1}.

Assim, podem escolher-se 1, . .
f)—f(a)
A—a

de grau n — 1. Como

priada u = (uq, ..

h(Au) = (A= a)p(Xu) + fla) = (A —a)

. Up—1) de x. Assim,

¢ ménico, temos (A, z)

S

) — fla)
A

A—a

+ f(a)

—a

., Tp—1 tais que Y (A, z) seja um qualquer polinémio ménico

— [)=f(a) para uma escolha apro-

f,

ou seja, o polindmio caracteristico de C'(u) é f(A). Aplicando agora, sobre a matriz C'(u), a
transformacao de semelhanca que consiste em adicionar a sua n-ésima linha a primeira linha
multiplicada por 'yl_nl (a — 711) e, de seguida, subtrair & primeira coluna a n-ésima coluna

multiplicada por vfnl(a — 711), obtém-se a matriz
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m 0 0 .- 0 Vin
Y22 Yo Y2,n—1 u1l
C'(u) = * 1 33 - Ba1 U
* 0 0 0 Yn—1,n—1 Unp—2
* 0 o - 1 Up—1 + a — Y11

Por forma a obter uma matriz semelhante a C’(u), em que os elementos das entradas (i, n),
i €{2,...,n— 1} sejam iguais a 7;,, efectuem-se as seguintes transformagoes elementares de
semelhanga sobre a matriz C’(u): adicionar & sua i-ésima linha a primeira linha multiplicada
por ’anl (7in —u;i—1) e, de seguida, subtrair a sua primeira coluna a i-ésima coluna multiplicada
por v} (Yin — ui—1). Obtém-se uma matriz G semelhante & matriz C(z), que verifica as
condicoes do lema.

A entrada 7, é acertada pela condigao do trago. Com efeito como
tr C(u) = ¢,

tem-se

a+vy2+ -+ Yp—1n-1+ Un—1 =G,

0 que é equivalente a

G+ Up—1—Y11 =C— Y11 —7V22 — V33— — n—1n—1-

Assim,
G+ Up—1 =711 =C—Y11 =722 =733~ "~ Ya-1n-1= Vnn-

O]

Lema 2.5. Sejam A1 € F"™, Ay € F™*™ (C € F™™. Suponha-se que os polindmios

caracteristicos de A1 e Ay sdo primos entre si.

~ . Al 0 A1 C N
Entao as matrizes P = e Q= sao semelhantes.
0 AQ 0 A2

Demonstragao. Seja F' uma extensao algébrica de F' que contém as raizes dos polinémios
caracteristicos de A1 e Ay. Estes ndo tém em F nenhuma raiz em comum. Considere-se a

matriz

xl, — Ay -C
0 IL‘Im — A2

zl — Q=
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Como a matriz caracteristica xI, — Ay é ndo singular, o seu determinante é um polinémio

7fn)

de grau n. Tem-se entdo que xl,, — A tem precisamente n factores invariantes fi,...
tais que

fil | fo e det(zl, — A1) = fi(x) -

fn(x).

Analogamente, xl,, — Ao tem m factores invariantes g1 , ... , gm, tais que

gil -+ lgm e det(zl, — Az) = gi(z) -+ gm(x)
e, assim sendo, I — ( é equivalente a
dia, ) s J iy yJn ‘ -C
(] — Q)M = |- - 7%([17 S ;f, oL ,f,),: ,,,,,,,,,,,,,,,
0 Idla'g(gh:g]:vgm)

onde —C = [my;] € F"*™.

Como os polinémios caracteristicos de A; e Ay s@o primos entre si, existem z;,y; € Fz],
tais que m;; = fi x; + gj yj, para todoo i € {1,...,n}, j € {1,...,m}.

De facto, como m.d.c.(fj,g;) = 1, tem-se que 1 = v f; + v* g;, para v, v* € Flx] e,
portanto,

mi; =mi; v fi + mij V* g,

com m;j V = T; € Mj V* = Y.

Assim, é possivel escolher polinémios em F'[z| tais que somando & coluna n+ j a coluna i
multiplicada por —z; e, somando a linha ¢ a linha n + j multiplicada por —y;, a entrada m;;
da matriz resultante é nula.

Obtém-se assim uma matriz equivalente a (zI — Q)™),

diag(f1,. .., fn) i 0

|
0 | diag(gi1, .-, 9m)

Tem-se entao que xI — ) é equivalente a xI — P e, portanto, a matriz () é semelhante a

matriz P.

Lema 2.6. Sejam A, ..

o0s polinomios caracteristicos de A; e A; sao primos entre si. Entdo

sao semelhantes.

Al 0 Al R12 Rlp
Ag 0 AQ R2p
(&
| 0 Ap | | 0 Ap |
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SAp, Ryj e F (1 <i<j<p), A € F"*™ . Suponha-se que




Demonstracdo. A demonstragdo deste lema é feita por indugdo em p.
Para p = 2 o resultado é uma consequéncia do Lema 2.5

Seja p > 3 e considere-se como hipétese de indugao o facto de as matrizes A1 @ ---® Ap_1

e

[ A Ry - Rip—1 ]
Ay Ry 1

0 Ay

serem semelhantes entre si. Sejam 61, . .., 6, os polinémios caracteristicos de A;,i € {1,...,p}.
Ay - *

O polinémio caracteristico de L. : ¢ 01---0,_1. Suponha-se que 6, nao ¢é

0 - Ay
primo com 6 - --6,_1. Entéao existe j € {1,...,p — 1} tal que 6, | §;, o que contraria o facto

de os polinémios caracteristicos de A; e A; serem primos entre si, parai # jel <i < j <p.

Sendo assim e uma vez que o argumento é véalido para p = 2, temos que a matriz

_A1 0 : 0 ]
Ao i
l
0 Ap—li 0
0 0 1A,
¢ semelhante a matriz ) ‘ )
Al % * : *
0 A * :*
|
l
0 Ap—l: *
L0 0y

O]

Esta-se em condicoes de proceder a demonstracao do principal resultado deste capitulo,

o Teorema 2.31

Demonstragao. Sejam A nao derrogatéria e B ndo escalar.
Seja (v1,...,v,) um n-uplo de elementos de F' tais que vj + - -+ + v, = tr A + tr B.

Seja f(\) o polinémio caracteristico de A.
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Considerem-se 2 casos. O primeiro, ¢ um caso particular do segundo, e sera utilizado na
sua demonstracao.
Caso 1. Existe a € F tal que f(a) # 0.

Pelo Lema [2.1] a matriz B é semelhante & matriz

bi1 0 0 bin
bo1 bao bas ... bop
B =
bp—11 bn-12 bp—13 ... bp_in
b?’Ll an b’I’LS ees bnn

com by, # 0. Sem perda de generalidade faga-se B = B’.
Sejam

Vi =v; — b, 1 €{1,...,n};

%‘jZ—bij, 1<i<j<n.
Repare-se que
n n n
Z(Ui — b“) = Zvi — Zb” = (tI"A—l-tI‘B) —trB = tr A.
i=1 i=1 i=1

Entao as condigoes do Lema sao verificadas, pelo que existe uma matriz nao derrogatéria
G, tal que gij; = vi; para 1 <7 < j <n e tem f(\) por polinémio caracteristico.

Como A e G sdo nao derrogatdérias e tém o mesmo polinémio caracteristico, tem-se que
A é semelhante a G, ou seja, existe a matriz nio singular W tal que G = W A WL

Pode verificar-se que W AW ~! + B é uma matriz triangular inferior com vy, ..., v, como

elementos da diagonal principal. De facto,

(o —by 0 0 . 0 b |
* vy —bao  —bogz --- —b2.n-1 —ban
WAW '+B=G+B= : : Y : : +
* * * o Upel —bp—ip—1 —bn—ip
i * * * e * Un — bnn |
by 0 0 - 0 b | [w 00 - 0 0]
bo1 boo bos . b2n—1 bon, * vy 0 --- 0 0
+ -
bp—11 bn—12 bn-13 -+ bp—in—1 bn—in x % % .- vp_1 O
bn1 bno bps 0 bnn—t ban | R *  Up |
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Entdo W AW ™! + B tem valores préprios vy, ..., v, e, portanto, (A, B) é espectralmente

completo.
Caso 2. Sejam ¢1,. .., ¢, os divisores elementares de A, com gr(¢;) = n;.
Seja A; a matriz companheira de ¢;. Mudando a notagao, escreva-se (vi,...,v,) da

seguinte forma

e Un U1 sy Upg s e e

(vgl), oW @ v?) ,vgp), ... ,1)7(32)).

Seguidamente faga-se
n

t; = v,(:)—trAi, ie{l,...,p}
k=1

ou sejam,
t :vgl) +~~-+1)(1) trA;

ny

ty=v +. 0@ —trd,

no

ty =0+ 0 —tra,

Tendo em conta a Proposicao as matrizes A e A=A} @ - @ A, sao semelhantes.

Entao tém o mesmo traco, isto é, trA = trA. Por outro lado,
trA = trAy + - -+ tra,.
Facilmente se constata que Y »_, t; = trB. Com efeito,

bt = Ugl)+"‘+U7(111)+’U§2)+“'+’U7(122)+”-+’U§p)—l-‘--—i-’l)?(g;)—tI‘Al—tI'AQ—"’—tI'Ap
= vi+uve+--+uv,—trd
= tr(A+B)—trd
= trB

Pelo Lema existe uma matriz Q = [Q4;], ¢ € {1,..., p}, semelhante a B, que verifica:
) trQu=t;,i€{l,..., p}
2) Qs é nao escalar sempre que n; > 2, i € {1,..., p}.

Os polinémios ¢; sdo poténcias de polinémios irredutiveis com coeficientes em F', pelo
que existe a; € F tal que ¢;(a;) # 0.

Quando n; > 2, como Q;; € nao escalar e A; é nao derrogatéria, pelo Caso 1, tem-se que
o par (A;, Qi) é espectralmente completo, para qualquer i € {1,...,p}.

Sabendo que

trQy = ti, 1 € {1,...,p}
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ng

trA; +t; = Z 1},(:)

k=1
temos
s .
trA; + trQ;; = Zv,(;), ie{l,...,p}
k=1
Do exposto conclui-se que existe uma matriz U; nao singular, de tamanho n; x n; tal que
UiAiUi_l + Q;; tem valores préprios UY), véi), e vq(fi), ie{l,..., p}.
Considere-se agora a matriz
Ay A Ay A\l,pfl g1,10
0 Ay Ay ‘A\Zp—l fAlQ,p
1 . .
0 0 0 Ay Ay,
. 0 0 0 0 Ap ]
com zzl\ij = —Ui_lQijUj, para 1< j <n.
Como A é nao derrogatéria e ¢; sdo primos entre si dois a dois, para i € {1,..., p}, pelo
Lema A é semelhante a g, e portanto, A é semelhante a A.
Seja
U=U,6--aU,e K=UAU'+Q.
Entao:
K = UAU'+Q
[ U1A1Uf1+Q11 0 0 0 |
Q21 U AUyt + Qop -+ 0 0
Qp-1,1 Qp-1,2 . Up—lAp—lUp__ll +Qp-1p-1 0
L @p1 Qp2 Qpp-1 UpApUp ' + Qpp |
1 1
(1) (1) 7ng)?_“,%(ll;).

Assim sendo, os valores préprios de K sao vy ’,...,vn/, ...

Como A é semelhante a A e @ é semelhante a B, tem-se que U AU+ Q é semelhante a
UAU~'+B, pelo que U AU ~'4 B também tem por valores préprios v%l), cel %(111)7 ce v%p), ce v,(nf;),
ou seja, UA U + B tem valores préprios vy, ..., Up.

Conclui-se entao que o par (A, B) é espectralmente completo.
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Capitulo 3

Pares de Matrizes Espectralmente

Completos

No capitulo anterior foi introduzido o conceito de par de matrizes espectralmente com-
pleto. Neste capitulo identificam-se todos os pares de matrizes espectralmente completos
quando F # {0,1} e n > 2. O resultado principal, o Teorema teve como motivagao
principal os teoremas demonstrados por G. N. Oliveira, E. Marques de S4 e J. A. Dias da

Silva, os Teoremas e do capitulo anterior.

O teorema que se enuncia a seguir serd usado na demonstracao do Teorema[3.2] o principal
resultado deste capitulo, e serd aqui apresentado sem demonstragao, a sua demonstracao

poderd ser encontrada em F. C. Silva ([7]).

Teorema 3.1. Sejam Ay € FP*P, Agy € F*9. n =p+yq, c1,...,¢n € F, fi|l...|fp
0s polindmios invariantes de A11. Suponha-se que p > q. FExistem matrizes A1 € FP*1,
A A

Aoy € FT*P tais que a matriz A = tem wvalores proprios ci,...,c, Se € S0 se
A1 Aso

sdo satisfeitas as condi¢des sequintes:

1)c1+ -+ 4 cp =trAp + trdgs

2) i fpmal @ =) (2 = )

3) Uma das sequintes condigoes € satisfeita:

cl) pelo menos uma das matrizes A11, Ago € nao escalar

c2) An = aly,, Agp =bl,, coma, b € F, e existe uma permuta¢ao o : {1,...,n} — {1,...,n}
Co(2i—1) T Co2iy =a+b, parai€{l,... q}

tal que:
Co(j) = & para j € {2¢+1,...,n}
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Seja C' € F™*™ uma matriz da forma

[ cp 0 - 0 0 |
x ok Co93 0 0
C= ) (3.1)
R T U Y O
B T * ]
ou seja, ¢ = 0, se r > k + 1. Denota-se por x(C) o nimero de indices k € {1,...,n — 1}

tais que ¢y x+1 # 0.

Nao é dificil provar a proposicao:
Proposicao 3.1. Seja A € F™*™ uma matriz da forma . Entao i(A) <n — x(A).

Demonstracao. Seja F uma extensio algebricamente fechada de F' que contem os valores
préprios da matriz A e suponha-se que x(A) = k.

Entao, qualquer que seja A € F , as linhas l1,...,l de A — A, sdo linearmente indepen-
dentes. Logo, car(A — AI,) > k pelo que também se tem Rz(A) > k.

Atendendo a que, pela Proposicao m Rz(A) =n —i(A), tem-se entdao n —i(A) > k o
que é equivalente a i(A) < n — x(A4). O

Também se constata que se K = K1 & --- ® K, é matriz de tamanho n x n, em que cada
bloco K; é uma matriz companheira de um polinémio, entao x(K) =n —r.

Com efeito, para cada matriz K;, de tamanho n; X n;, sabe-se que x(K;) = n; — 1,
ie{l,...,r},peloque x(K)=n; —14+ny—1+---4+n,—1=n—r.

O principal resultado deste capitulo é o teorema que a seguir de enuncia.

Teorema 3.2. Sejam F um corpo, A, B € F™"*™ com n > 2. Sejam fi,..., fr polindmios

invariantes de A, diferentes de 1, e gy,...,gs polindmios invariantes de B, diferentes de 1.
1. Sei(A) +i(B) < n e pelo menos uma das sequintes condigoes é verificada:

(a) n=2,

(b) hd pelo menos um polindmio f1,..., fr,91,---,9s que ndo tem grau 2,
entao (A, B) € espectralmente completo.

2. A reciproca de 1. verifica-se se F' tem pelo menos trés elementos.
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Os lemas a seguir enunciados, assim como as respectivas demonstragoes, serao usados na

demonstragao do Teorema [3.2]

Lema 3.1. Seja K =K;®---® K, € F™" n> 3, onde cada K; ¢ da forma . Sejam
a, b, c € F com c # 0. Suponha-se que, pelo menos um dos blocos K; é de tamanho t X t com

t> 3, e quer>2 FEntio K é semelhante a matriz

:c
% Ko, 0 |,
N
¥1 % 1D

onde Ky € F9X(m2) ¢ yma soma directa de blocos da forma e satisfaz x(Kg) =
X(K) — 1.

Além disso, se r < n — 3, isto €, se x(K) > 3, entdo Ky pode ser escolhido de modo que
pelo menos um dos blocos da forma que aparecem em Ky seja de tamanho p X p, com

p> 3

Demonstracao. Sem perda de generalidade suponha-se que o bloco K7 é de tamanho ¢ xt, com
t > 3. Com efeito, se o primeiro bloco nao verifica esta condicao pode-se, com as adequadas
permutacoes de linhas e colunas, colocar um bloco nestas condigoes na posicao pretendida.
Se x(K) > 3, tem-se um dos seguintes casos:
i) um dos blocos K; é de tamanho t X ¢, com t > 4,
ii) um dos blocos K; é de tamanho 3 x 3 e outro bloco é nao escalar.
Caso a matriz K satisfaga a condigao i), suponha-se que a matriz K; é de tamanho ¢ x ¢,
com t > 4. Caso a matriz K nao satisfaca i) e satisfaca a condigao ii), suponha-se que a

matriz K é de tamanho 3 x 3 e que a matriz Ko é nao escalar.

Assim,
0 1i 0
K=|0 0,10 01,
o N

onde x(N) = x(K) — 2.
Note-se que N = N1 ® Ko @ - -+ @ K, a matriz N; é de tamanho 1 x 1 caso a condigao ii)
seja verificada, e é de tamanho s x s, com s > 2, tendo a forma ([1.3)), caso a condigao i) seja

verificada. Tem-se entdao que
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K ‘

I
o
o
_
o
o

Com as adequadas permutagoes das linhas e colunas da matriz K, obtém-se a matriz

semelhante a K,

0: 0 :1
KW = x, N |k
oo
0r1 O 010

Na matriz K| subtraia-se & segunda linha a n-ésima linha multiplicada por a + b e,

de seguida, some-se a n-ésima coluna a segunda coluna multiplicada por a + b. Obtém-se a

matriz: - ‘ _
0! 0 1
N 1
| |
x ! Ky ok
2
ko= |, |
| |
| |
IR O B
01 1 0 0 1atb

A matriz Nl(l) é diferente da matriz N; quando muito na sua entrada (1, 1), pelo que continua
a ter-se X(Nl(l)) = x(N1), mas a matriz Nl(l) deixa de ter a forma e passa a ter a forma
B-1).

Considere-se que a matriz Nl(l) @ Ko é de tamanho p X p. De modo a obter uma matriz
semelhante a K com a forma pretendida, adicione-se & (p+1)-ésima linha da matriz K @) a
sua n-ésima linha e, de seguida, subtraia-se a sua n-ésima coluna a sua (p + 1)-ésima coluna.

Obtém-se a matriz:

0' 0 S | — -

Mo
i1 Ny | ’**********:**’
: " : 0 . .. 0,

* 3 * |

KG — | | , onde Ny = :Kg

: : 0 0"
| K, :

e 1 0 0
011 0 0 1a+bd B ‘ B
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Com permutacgoes apropriadas nas linhas e colunas da matriz N, obtém-se a matriz

semelhante a No,

NV =

Repare-se que a matriz N2(1) ¢ uma matriz na forma 1' Entao,

pelo que

X(NEY) = x(Ka) + x (N +1=p—1,

N <p— xS =p—(p—-1) =1.

. . 1), o~ - ~ . 1) . . .
Conclui-se que a matriz NQ( ) 6 no derrogatoria. Entao, a matriz N2( ) 6 semelhante 4 matriz

companheira do seu polinémio caracteristico, ou seja, a uma matriz Nz( ) da forma (1.3). A

matriz K@) é entdao semelhante & matriz

K@ —

0: 0 : 1
N2 |
| |
*: K3 : *
| |
l l
R o N
0: * :a—i—b

Seja Ko = N2(2) ®K3P - @ K,. Tem-se que x(Kp) = x(K) — 1. Com efeito,

X (Ko)

XNE) 4 x(Ks) + -+ X ()

(X(K2) + X(ND) + 1) + x(K3) + -+ x(K;)
X(N1) + x(K2) + x(K3) + -+ x(K,) + 1
X(V) +1

X(K)—2+1
(K) — 1.

=

Para finalizar a demonstracao do lema pretende-se ainda obter uma matriz semelhante a

anterior onde as entradas (1,1), (i,n) com i € {1,...,n}, fiquem com a forma pretendida.

Para cada i € {2,...,n — 1} adicione-se & i-ésima linha da matriz K4 a sua primeira linha
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multiplicada por «; e, de seguida, subtraia-se a sua primeira coluna a sua i-ésima coluna
multiplicada por «;, e para os adequados valores de ;. Com estas transformacoes elementares
de semelhanca anulam-se as entradas da tltima coluna da matriz K®, com excepcio das

entradas (1,n) e (n,n), obtendo-se a matriz:

Subtraia-se de seguida, & n-ésima linha da matriz K(®) a sua primeira linha multiplicada
por a e seguidamente, adicione-se a sua primeira coluna a sua n-ésima coluna multiplicada

por a. Obtém-se a matriz:

a: 0 :1
K©) — 7>,i:7]g07:97 7
*: * :b

semelhante a K®), com as entradas (1,1) e (n,n) pretendidas.
Finalmente, e de modo a obter uma matriz semelhante em que a entrada (1,n) seja igual
a ¢, multiplique-se a n-ésima linha da matriz K© por ¢! e, de seguida, multiplique-se a sua

n-ésima coluna por c. Obtém-se a matriz:

a: 0 :c
KD=14x'Ky'0 |,

S

1 % 1D

semelhante a K(® ¢, portanto, semelhante a K, onde Ky é soma directa de blocos da forma

(1.3) e x(Ko) = x(K) — 1.
Se x(K) > 3, a suposicao inicial dos tamanhos de K; e Ky implica que N2(2) seja de

tamanho p X p, com p > 3. ]

Lema 3.2. Sejam K =K;®--- K, € F"™" e L=L;&---@® Ly € F™*", onde cada bloco

K;, Lj € da forma .
Ser+ s < n e pelo menos um dos blocos K;, L, i € {1,...,r} ej € {1,...,s}, € de

tamanho t x t, com t >3, entao o par (K,L) é espectralmente completo.

Demonstracao. Para a demonstracao deste lema vai usar-se o processo de inducao sobre n.

Sen=1oun =2, oresultado ¢é trivial pois as hipéteses do lema nunca sao verificadas.
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Suponha-se entao que n > 3, r+s < n e que pelo menos um dos blocos K1, ..., K, L1,..., Ly
¢é de tamanho t x t, com t > 3. Sem perda de generalidade, suponha-se que r < s.

Seja (c1,...,¢,) um n-uplo de elementos de F' tal que

n
Zcz- =tr K +tr L. (3.2)
i=1

Mostrar-se-4 que existem matrizes K’ e L', semelhantes as matrizes K e L, respectivamente,
tais que a matriz K’ + L’ tem valores préprios c¢1, ..., Cy.

Observe-se que:
1) Da condigao r + s < n conclui-se que r < % De facto, como r+ s <n e r < s resulta que
r <n —r e portanto 2r < n, donde r < 3.

Se r < 3, pelo menos um dos blocos Kj, ..., K, é de tamanho ¢ x t com ¢t > 3. De facto,
se r < 5 e com vista a um absurdo, suponha-se que todos os blocos K1, ..., K, tém tamanho

inferior ou igual a 2. Ter-se-ia entao

n=gr(fi)+---+gr(fr) <2r,

pelo que 7 > 5, o que é um absurdo.

Suponha-se agora que r = 5. Se r = 5, também se tem s = 5 e podemos supor, sem
perda de generalidade, que pelo menos um dos blocos K; é de tamanho t > 3.
2) Da condigao r 4+ s < n, conclui-se que as matrizes K e L sao nao escalares. Com efeito, se
a matriz K ou a matriz L fossem escalares, ter-se-ia 1 = n ou s = n, pelo que da condigao
r + s < n se concluiria que s < 0 ou r <0, o que é absurdo.

De seguida, sob a condicao r 4+ s < n, estudem-se as possiveis variagoes de r e s.

Considere-se entao © = 1 ou s = 1. Repare-se que, se r = 1, entdo a matriz K é
nao derrogatéria. Como L é nao escalar, pelo Teorema conclui-se que o par (K,L) é
espectralmente completo. O mesmo se conclui quando s = 1.

Suponha-se agora que r > 2 e s > 2. Note-se que, neste caso, n > 4.

A condicao r + s < n implica que pelo menos um dos blocos Lq,...,Ls; é de tamanho
superior a 1.

Surgem entao duas alternativas:
i) pelo menos um dos blocos L, ..., Ls é de tamanho 2 x 2.

Com convenientes permutacoes das linhas e colunas da matriz L obtém-se uma matriz

LM semelhante a L,
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onde a,b € F, Ly é soma directa de blocos da forma (1.3]) e x(Lo) = x(L) — 1.
ii) pelo menos um dos blocos Ly,..., Ls é de tamanho superior a 2.

Entao, pelo Lema [3.1] pode-se dizer que a matriz L é semelhante a uma matriz da forma

onde a € F, Ly é soma directa de blocos da forma (1.3]) e x(Lo) = x(L) — 1.
Independentemente da alternativa que se considere para a forma da matriz L) e, pelo

Lema [3.1] a matriz K é semelhante a uma matriz da forma

onde Ky é soma directa de blocos da forma (1.3 e x(Kop) = x(K) — 1.

Prove-se agora que o par (Kjy, Lg) é espectralmente completo.

Como r + s < n com r,s > 2 tem-se que r,s < n — 2, ou seja, x(K) > 2e x(L) > 2.
Entao, x(Ko) > 1 e x(Lo) > 1, e portanto, as matrizes Ky e Ly sao nao escalares.

Por outro lado, como r < &, ou seja x(K) > 5, tem-se

X (Ko) X(K) —1

- 1.

v
N3

Analise-se 0 que se passa quando n > 4.

Se n = 4, tem-se que x(Ky) = 1, ou seja, a matriz K é nao derrogatéria e, pelo Teorema
o par (Ko, Ly) é espectralmente completo.

Se n > 5, a condigdo x(K) > § implica que x(K) > 3. Entdo pelo Lema pode
escolher-se uma matriz Ky de modo que, pelo menos um dos seus blocos seja de ordem t X ¢,

com t > 3, e da forma (|1.3)). Por outro lado, como
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X(Ko) +x(Lo) = x(K)—-1+x(L)—-1
= x(K)+x(L) -2

n—r+n—s—2

= 2n—(r+s)—2
> n—2,
por hipdtese de indugao, o par (Ko, Lg) é espectralmente completo. Consequentemente, e
atendendo a que
trKg+trLog=co+c3+ - +cn1,
(

existem matrizes Kol) e Lél), semelhantes a Ky e Ly, respectivamente, tais que a matriz
K(gl) + L(()l) tem valores préprios ca +c3 + -+ 4+ Cp—1-

Com efeito, repare-se que de
trKg=trK —c1 —cp,+a e trlg=trlL —a,

obtém-se

trKog+trLg=co4+c3+ -+ cp_1.

Facilmente se constata que as matrizes K1) e L(Y) sdo, respectivamente, semelhantes a

c1 : 0 : -1 0 : 0 : 1
K(Q) * : K(gl) : 0 L(Q) = * : L(l) : 0 ,
St B T T
¥ 1 % lcp—a X1 ok 1@
e K@ + L@ tem valores préprios ci, ca, ..., ¢n. Como a matriz K(® é semelhante & matriz

K e a matriz L® ¢é semelhante & matriz L, conclui-se que o par (K, L) é espectralmente

completo. O

Nas condi¢oes do Teorema demonstre-se a sua condicao 1., ou seja, demonstre-se que
se i(A) +i(B) < n e pelo menos uma das condigdes (a) ou (b) sdo verificadas, entdo o par
(A, B) ¢ espectralmente completo.

Considerem-se as matrizes A, B € F™*" e suponha-se que i(A4) +i(B) < n.

Se n =2, tem-se que i(A) = i(B) = 1. Entao as matrizes A e B sao nao derrogatorias (e
nao escalares). Pelo Teorema o par (A, B) é espectralmente completo.

Se no conjunto {fi,..., fr,g1,-..,9s} ha pelo menos um polinémio que nao tem grau 2,
entdo, pela condigdo r + s < n ha, pelo menos, um polinémio de grau superior a 2. Com

efeito, se todos os polinémios no conjunto referido fossem de grau menor ou igual a 2, ter-se-ia
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n=gr(fi)+ - +egr(fr) e n=gr(g)+ - +er(gs)

n<2r e n<2s

ou seja,

r4+s>n.

Se r 4+ s > n, contradiz imediatamente a suposicao inicial.

Admita-se que r + s = n. Note-se que se estd a admitir que o grau de todos os polinémios é
inferior ou igual a 2. Por hipédtese, em {f1,..., fr,g1,...,9s} hd um polinémio que ndo tem
grau 2. Entao é porque existe um polinémio de grau 1. Suponha-se que esse polinémio se
encontra no conjunto { fi,..., f}. Logo, n < 2r, e portanto r +s > & + % = n, que contradiz
novamente a suposigao inicial.

Considerem-se as matrizes

Pelo Lema o par (K, L) é espectralmente completo. Como as matrizes K e L sao seme-

lhantes a A e B, respectivamente, entdo o par (A, B) também é espectralmente completo.

Demonstre-se de seguida a condigao 2. do Teorema (3.2} recorrendo, para tal, ao método
de reducao ao absurdo.

Seja F' um corpo com pelo menos trés elementos e suponha-se o par (A, B) espectralmente
completo, onde A, B € F™*™, Suponha-se que n # 2 e que todos os polinémios invariantes
das matrizes A e B diferentes de 1 tém grau 2.

Com as condigoes apresentadas e pelo Teorema conclui-se que i(A4) +i(B) < n.

Tem-se também que n = 2m, com m > 2. Repare-se que se fi,..., f, sdo os polinémios
invariantes diferentes de 1 da matriz A, como sao de grau 2 e existe entre eles uma relagao
de divisibilidade, ter-se-4 f; = --- = f,.. Analogamente, se ¢i,...,9gs sa0 0s polinémios
invariantes de B diferentes de 1, ter-se-a g1 = - - - = gs.

Seja f (respectivamente g) o unico polinémio invariante diferente de 1 da matriz A (res-

pectivamente B). Entao A e B sao, respectivamente, semelhantes a:

AV =@r o(f) , BY=@", Cly).

As matrizes C(f) e C(g) sdo, respectivamente, semelhantes sobre F a matrizes N e M

que pertencem ao conjunto
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~ a 1 ~
,a,ceF . a#c,a+ceF, | ,a€F, 2a e F
0 ¢ 0 a

a

2

Com efeito, suponha-se que f(z) = z* — (a + ¢)x + ac € F[z]. A matriz companheira do

0 1
polinémio f é C(f) =
—ac a+c

Se as raizes de f sao distintas, entao C(f) é semelhante a uma matriz diagonal. Sem

a 0
0 c

perda de generalidade suponha-se que C(f) =

0 1

Se as raizes de f coincidem, entdao C(f) =

—a? 2a

Subtraindo a segunda linha da matriz C(f) a sua primeira linha multiplicada por a e,

de seguida, adicionando a sua primeira coluna a segunda multiplicada por a, tem-se que

a
C(f) é ainda semelhante & matriz . Sem perda de generalidade suponha-se que
0 a
a 1
c(f) =
0 a

Assim sendo, A® e BM sio semelhantes, respectivamente, a
A@) = @Zn:l N, BB = @7;1 M.

Facilmente se constata que as matrizes A® e B®) sio permutacionalmente semelhantes a

matrizes K e L pertencentes a reuniao dos dois conjuntos:

al, I,

al 0 ~ ~
" ,a, ceEF a#c,a+ceF U ,a€F, 2a e F

0 clpy 0 al,

H& entao a considerar quatro casos distintos, consoante a variacao da forma das matrizes K

e L, que sdo as seguintes:

K — al, 0O CL- bl,, O ’
0 clp 0 di,
K — al, I, CL- bl,, I, 7
K — al,, I, . bl, O
0 al, 0 dil,
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Proceda-se entao a analise de cada um dos casos:

al, O bl,, 0 ~
Caso I. K= , L= com a,b,c,d € F, a # ¢, b#d,
0 clp 0 dl,

a+ceF,b+deF.
Repare-se que a+d € F se e s6 se b+c € F. Com efeito a+d = (a+¢)+ (b+d)— (b+c),
com (a+c),(b+d)€F.

Escolha-se um 2m-uplo (Ag,..., A2y,) de elementos de F' da seguinte forma:

ze F\{0,1+a+d—-b—c
(1) se a +d € F escolha-se M I e tome-se

we F\{0,a+d—-b—c}

)\1 = a+d
Ao = b+c—1
)\3 = b+c+z
)\4 = a+d+1-—2x
Am+s = - =Xom=b+c+ w.

reF\{0,1—a—-d—-b—c
(7i) se a + d ¢ F escolha-se M J e tome-se
we F\{0, a+d+b+c}

A= 0

Ao = a+bt+ec+d—1

A3 = a+b+ct+d+x

M = 1—=x

As = - =Apj2=a+btct+d—-w
)\m+3 = =Xy = w.
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Para ambas as hipoteses as trés observagoes seguintes sao verificadas:
12 Observagao. Ndo ezistem j, k € {1,...,2m}, j #k, tais que \j =a+d e A\, =b+c.
Quer a+d € F quer a+d ¢ F, o resultado é trivial, uma vez que resulta da escolha dos

proprios elementos.

22 Observagao. Nao existe i € {2,3,...,2m} tal que \1 + N\ =a+b+c+d.
De factose a+d € F:

AM+N=a+bt+c+d-—1,

M+N=a+b+c+d+x#a+b+c+d, pois x # 0,
MA+MM=2a+2d+1—z#a+b+c+d,poisx#a+d—b—c+1,
M+Ap=2a+2d—w#a+b+c+d poisw#a+d—b—c, parape {5,...,m+2},
M+AN=a+b+ct+d+w#a+b+c+d, poisw#0, parage {m+3,...,2m}.

Sea+d¢gF:

AM+X=a+b+c+d-—1,

M+A3=a+b+ct+d+x#a+b+c+d, pois x # 0,
M+M=1l—-zx#a+b+c+d,poisx#1—a—d—c—d,
M+AN=a+bt+c+d—wH#a+b+c+d, poisw#0, parar € {5,...,m+ 2},
M+ Ads=wHa+b+c+d, poisw#a+b+c+d, parase {m+3,...,2m}.

3% Observagao.

> Xi=m(a+b+c+d) =trA+trB.

Quer a +d € F quer a + d ¢ F, facilmente se constata que

2m

Z)‘i =m(a+c)+m(b+d) =trK + trL.
i=1

Por outro lado, como a matriz K é semelhante & matriz A, a matriz L é semelhante & matriz
B e o trago de uma matriz é invariante por semelhanca, tem-se que

2m

Z A = trA + trB.
=1
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Por hipétese o par (A, B) é espectralmente completo pelo que existe uma matriz nao
singular X € F2mx2m ta] que XK X~ + L tem valores préprios A1, ..., Agm.

Considere-se que as matrizes X e X ! tém, respectivamente, as formas:

X, Xo x| X
Xy X4 X5 X

com X; e X/ matrizes m x m, para i € {1,2,3,4}.

42 Observagao. Se carXi = p, entdo existem matrizes ndo singulares Wy, Wa, Z1, Zs €

Fmxm tais que Y = (Wi ® Wa) X (Z1 @ Zs) € a sua inversa tém as formas:

I, 0 :* 0 * * :* 0
| |
yo |00 0 e e e
* 0 :* * * * :* 0
0 Lppix x| (0 Tnpi 0 0|

De facto, se carX; = p, existem matrizes nao singulares Uy, V; € FmXm taig que
U, X1V = Ip D Om—p'

Sejam Us, V5 € Fmxm pag singulares tais que Us(X3V1) é triangular inferior e (U1 X2)Va
é triangular superior.

Considere-se a matriz X1 = (U @ Up) X (V; @ V3). Tem-se entéo que:

Up; 0 Vi 0
X
0 U 0 VW

x@  —

(U1 X)W1 (U1 X2)Va
(U X35)V1 (U2 Xy)Vs

I, 0'R Ry

| Rz Rg 1 Ry R

onde Ry, Ry, Rs € FP*P. Ry, Rg € FPX(m=P) Ro Re Ryp € FMm=P)X(m=p) ¢ R Ry €

F(m—p)xp_
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Atendendo a que a matriz X é nao singular, entao também as matrizes Rz e Rg 0 sao.
De facto, se a matriz R3 fosse singular, a sua caracteristica nao seria maxima e Rg seria
equivalente a uma matriz com m — p — car(R3) linhas nulas. Entao também a matriz X @
teria o mesmo numero de linhas nulas, pelo que a matriz X seria singular. Um raciocinio
analogo, mas em termos de colunas, mostra que a matriz Rg também é nao singular.

Pretende-se uma matriz equivalente a X1 onde, na posicao da submatriz Ry apareca a

matriz 0 e na posi¢ao da submatriz R3 apareca I,,—,. Multiplique-se entao a matriz X M, 3

esquerda, pela matriz W, onde

I, 0'0 0 I, —ReRz''0 0
1! I
woo |0 Beli0 0 0 Iny 100
0 0 'L, 0 0 0 'I, 0
(0 000 Inpy |0 0 10 I,

(5, 0'R 0 |
|
wx® = x® — | 0 ,9,:,0, mep
Ri 0 'Rs R
| Rr RsiRy Ru

. . R . 1 .. .
Pretende-se uma matriz equivalente & matriz X,E ) onde, na posicao das submatrizes Ry

(1)

e [y aparecam, respectivamente, as matrizes 0 e I,,,_,. Multiplique-se entao a matriz X, "/,

a direita, pela matriz Z, onde

I, 0 '0 0 L, 00 0
“Rg'Ri Inp1 0 0 0 RZ'i0 0

J = |--=-="=-=---=--"= lm——— ] |- === F—————-
0 0 'L, 0 0 0 'L 0

0 0 10 Inp | O 0 10 Iny
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I, 00 0
“Rg'R; Rg 00
0 0, o
0 010 In,

A matriz Xil) é entao equivalente a matriz Y = X,El)Z. Com efeito,

I, 0'R 0 I,
! -1
wxWyz — ,P,,QJ,Q,gT?, Ths R
Ry 0 'Rs Ry 0
R Rs'Ry Rig || 0
I, 0 'R 0
0 0 10 In,
= |- —m-—-—_—— - - e R
Ry 0 'Ry Ry
| 0 In,i Ry R
- v

Falta determinar a matriz Y 1.

|
R3' | 0
e D
0 'I, 0
0 10 I,

Tenha-se em conta que YY1 = Y=Y = I. Particione-se a matriz Y ~! na forma

Yy l=
De YY1 =1, tem-se
(5, 0 'm0 || Py
0 0 10 In, || P
,,,,,,, P (O B B
Ry 0 |Rs Rs Py
|
I | Ry Ry | Pu

Rig | Ri3 Ry

e obtém-se Py =0, Pyo = I;,_p, P43 =0 e Pyy = 0.
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I, 0 '0 0
0 Impi 0 0
0 0 ' o
0 0 10 In,




De Y'Y = I, tem-se

[Py P 'Ps Pul[L, 0 'R 0 ] (1, 0 '0 0 |
Py Py 1 Py Py 0 0 10 Iup| |0 Lupi 0 0

Py P Py Pu||R 0 R R | |0 0l o
0 Inypi 0 0 0 Imp' Ry R 0 0 10 Iny

e obtém-se Py =0, Poy = I,,_p e P34 = 0.

* * : % 0
|
* * 1k L
A matriz Y1 tem entdo a forma: Y1 = |- - - - - - P
* * : * 0
|
i 0 Ijy—p1 0 0 |

52 Observagao. A matriz X1 € nao singular.

Seja carX; = p. Escolham-se matrizes nao singulares Wy, Wy, Z1, Z5 € FmXm gaig que
Y = (W, @ W2)X(Z1 @ Z3) e Y~! tém a forma indicada na 4* Observacao.

Note-se que L = (W, @ Wo)L(W; '@ Wy ) e K=(219 Z)K(Z '@ Z;1).

A matriz XK X! + L é entdao semelhante a

W1 @ Wo)(XKX P+ L) (Wt e wyh)

= WeW))XKX'Wite W, ')+ (W e W) LWy e Wy )
= WeW)X(Z1® Z)K(Z ' e Z, )Xt W lew, )+ L

= YKY'+L
[ I, 0 : * 0 | [ * * : * 0 |
0 0 10 Iny || aly' 0 £ x 0% Iy bl ! 0
= |TT 77" ] N (I N oo L i
* 0 | =* * 0 el * * x 0 0 1dly,
0 Lnpix x| 0 IpiO 0O |
[ aly, 0 el 0 17 « * 1k 0 |
0 0 10 clpy || * * 1% Ly bL,, ! 0
= |--=-=-=-=--- ———-=-=-=-=-[[--=-=--- - - - —=- + |-
al) 0 clp clyny * * 1k 0 0 dl,
0 alypicl, clyp | | O LupiO 0
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_* * :* 0 |
0 clypi 0 0 bl ! 0
= |- T I —— - + |-
* x|k 0 0 IdIm
| * * :* alpm—p
_* * :* 0 ]
0 (c+b)Imypi 0 0
I P
K * :* (a+d)Lm—p

Assim sendo, se a matriz X; fosse singular, que é o mesmo que dizer que p < m, entao
XKX~! 4+ L teria, pelo menos, um valor préprio igual a a + d e outro igual a b+ ¢, que

contradiz a 1* Observagao. Logo a matriz X; é nao singular.

62 Observacao. A matriz X| € nao singular.
As matrizes XKX '+ Le (XKX '+ L)1 = (X "HTKTXT + LT tém os mesmos valores
préprios. Entdo, se X7 é nao singular, também o serd X|. Assim, esta observagdo é uma

consequéncia da observacgao anterior.

72 Observagao. Se carXs = ¢, entdo existem matrizes nao singulares Wi, Wo, Zy, Zo €

Fmxm tais que Y = (W1 & Wa) X (Z1 @ Zs) e a sua inversa tém a forma:

_Iq 0 :* * ] _* 0 :* * 1
| |
yo [0 Smo e [ e
I, 0 I, O * 0 1% %
(0 0 10 Iny (0 0 10 Iny

Como carX3 = ¢, existem matrizes nao singulares Us, V] € Fmxm taig que U X3V =
I, ® 0pp—yg.

Sejam Uy, Vo € F™X™ matrizes nao singulares tais que Uy(X1V1) é triangular inferior e
(U X4)Va é triangular superior.

Seja X(1) = (U; @ U)X (V1 @ Vo). Entdo,
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Si 0 'S S
| S S8 S
Tl 0SS
0 010 S

Como a matriz X é nao singular, também as matrizes S5 e Sig sao nao singulares.
Pretende-se uma matriz equivalente a X1 onde, na posicdo da submatriz Sy apareca a
matriz nula e na posicao da submatriz Sig aparega Ip,—,. Multiplique-se entao a matriz X O

a esquerda, pela matriz W, onde

(5, 0o 'o o [ oo o ]
| |
wo— [V Imar 0 0 40 dmeg 0 0
0 0 !'I, O 0 0 !'I; —SoSi
0 0 0 S [0 0 0 Iu, |

A matriz X é entdo equivalente a

wx® = xM - [ 227 ST

(1)

Pretende-se uma matriz equivalente a X,/ onde, na posigao da submatriz S5 apareca

I;,—q e na posicao da submatriz S; apareca a matriz nula. Multiplique-se entao a matriz
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Xil), a direita, pela matriz Z, onde

B o 'o o [ oo o ]
—S:18y Im_g1 0 0 0 S0 0
J = |-=-=—-----= | |-=-=-=-== _————— -
0 0 'I, 0 0 0 'L 0
0 0 10 Iug || O 010 Iy,
1, 0'0o o |
~S:18 S0 0
= |- = - - = |— — — — — — -
0 0 'I, 0
0 0 10 Ty
Tem-se entao que a matriz X,El) é equivalente a
(s 08 S |[ o1, oo o0 ]
| |
Sy S518 S -S18y Sztio 0
xWz = [[ZLP20 7T 5P Zs LT
I, 0'Sy 0 0 0 'I, 0
0 010 In, 0 010 In,

Como a matriz X é equivalente & matriz X, nao singular, entao também se tem que a

matriz X(? é nao singular. Pode entdo determinar-se a matriz (X2)~1,

De X@(X®H~1 = [,,,, tem-se

S0 'Sy S Py P! Py Pu I, 00 o
0 Im_gq1Ss S Py PpiPys Pu| |0 Lugi 0 0
L 0 'S 0 || Py PPy Pal| |0 01, 0
0 0 10 Inyg||Pa Poi Py Pu 0 0 10 Ing

e obtém-se Py =0, Pyo =0, Pyi3=0e Py = Im_q.
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De (X®)=1X®) = [, tem-se

[Py Po'Ps Pu | S 0 'S, S ] (I, 0 '0 0 |
Py Poi P Py 0 Im_q1Ss St 0 Imgi 0 0

Py P Py Pu || L, 0 'ss o | o o L o
[ 0 010 Tug |0 0 10 Iny, 00 10 Ty

e obtém-se Pio = 0, Py = I,,_4 e P33 = 0.

A matriz (X®)~! tem entdo a forma:

[ 0 :* .
|
(X®)~1 = K dnegrx 2
* 0 :* *
|
[0 0 10 I,

S1Ty+ 85T, 0 | S1Ty+ STy S1T3 + STy + S3

Ty + Selx Im,q 1 T + SgTy Ts + STy + S7
F

e de X@(X®)~1 = I,,, conclui-se que:
T1 + SgT7 = 0 o que é equivalente a T7 = —SgTx.

Tem-se também que a matriz X ! é equivalente & matriz (X (2))*1, pelo que a matriz X 1 é

Ty 0
equivalente a matriz , com X{ matriz nao singular, pelo que também a matriz

Ty Ijm—g
Ty é nao singular. Conclui-se que também as matrizes Sg e T7 sao nao singulares.

Por outro lado, como a matriz X é equivalente & matriz X @, tem-se que X; é equivalente

S0

a , com X nao singular, pelo que também a matriz S; é nao singular.
0 Iy

58



Para se obter a matriz Y pretendida, multiplique-se a matriz X & esquerda por

sst0 "o 0

e a direita por

I, 0'0 0

0 Imgi O 0

,,,,,,, SR

0 0 'S5t o0

(0 0 0 Iy

Entao,
(I, 0 s x|
|
0 ILp—g * *
(S1! @ Iom—) X (I © S5 @ I —g) = R =Y.

I, 0 'I, 0
[0 0 10 Iny,

* 0 :* *
|
N L
* 0 :* *
|
_0 0 10 I—q

Suponha-se agora que carXs = q. Sejam Wi, Wo, 7y, Z5 € F™mXM matrizes nio singulares

tais que Y = (W7 @ Wa) X (Z1 @ Z3) e a sua inversa tém a forma indicada na 7* Observagao,

ou seja
_Iq 0 :* * ] _* 0 :* * |
| |
I I S IR R B
I, 0 I, O x 0 x o x
0 0 10 Iy (0 0 10 Iy
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A matriz XKX 1 + L é entdao semelhante a
(W & Wa) (XKX 1+ D)W & Wy )

= WeW)XKX YW tew, )+ (W e W) LW, e W, )
= Wi eW)X(Z1® Z)K(Z ' @ Z; )X (Wit e Wy ') + L

= YKY '+1L
1, 0 iP1 P | Q0 in Qs |

o e p ety 0 | @ byl @ Qo | [ bl 0

I, 0 ', 0 0 el || Qr 0 'Qs Qo 0 1 dI,

(0 0 10 Tny | | 0 0 10 Ty | |
[(@-dQu+E+il, 0 (-0 (a-c)Qs |

O B L o L S B Lo R L

: (a =)@ 0 l@-0Q+(ctdl, (a-c)Qs
i 0 0 0 (c+d)Inyg |

A matriz anterior resulta do facto de que YY ™! = I,,,. De facto, efectuando alguns

calculos, de YY1 = Iy,

I, 0 'P B Qi 0 'Q Qs I, 0 '0 0

0 Ing'Ps Py Qs Inmg1Qs Qg 0 Ingi 0 0O
7777777 it B e e I it e iC e
L, 0 'l 0 Qr 0 'Qs Qo 0 0 'I, 0
(0 0 10 Tug || O 0 10 Iug| LO 0 10 ILiy

tem-se
Q+PQ7 0 Q2+ PQs Q3+ PiQy+ I I, 0 ;0 0
| |

Qs+ P3Q7 Ij—g 1 Q5+ P3Qs Qs+ P3Q9+ Py 0 Ip—(g1 0 0
777777777777 e I e EE Y N
Q1+ Q7 0 | Q2+Qs Qs + Qo o 0 I, O
0 0 1 0 g 0 0 10 Ing |
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PQr=1,— Q1

PiQs = —Q2

PiQyg=—P—Qs3

P3Q7r = —Q4
concluindo-se que ¢ P3;Qg = — Qs

P3Qg = —Py — Qg

Qr=—-

Qs =1I; — Q2

| @3 =—Q

Repare-se ainda que a matriz Y KY ~! + L é semelhante a

(@D} (@-9Q (a-0Q | (a-0Q |

. 0 @=Qu+Hbl,  (@-9Q 1 (a—)Qs
0 (a=9g@ | (a-0)@x+(c+d)ly, (a=c)Qs
0 0 0 (et d) g |

| |

l l
T= |- - (YKY ' 4Ly |- oo

l l

| |

| |

Como matrizes semelhantes tém os mesmos valores préprios, conclui-se que a matriz
YKY ! + L tem m — q valores préprios iguais a a + b, m — ¢ valores préprios iguais a ¢ + d

e os restantes 2¢q valores proprios sao os valores préprios da matriz

(a—c)Q1+ (c+b), (a—c)Q2
(a —c)Q1 (a—c)Q2 + (c+d)],

C =

Tem-se também que a matriz C7 é semelhante a

I, '0 I,'0
I e
I, 1, I, 1,

(a=c)(Q1+Q2)+ (c+b); (a—c)Q2
(d—-0b)I, (c+d)1,
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De Y~Y = I, tem-se que

(0 0 '@ @ || oA P ] (5, 0 '0 0 |
Qs Img1 Qs Qg 0 Ing'Ps Py 0 Imgi 0 0
7777777 + - — - - — — - e T - - - - = - E ey
Qr 0 Qs Q I, 0 'I, 0 0 0 !'I, ©

0 0 10 Ing|| 0 0 10 I, 0 0 10 Ing

@+Q O : Q1P+ Q2 Q1P+ Q3 I, 0 } 0 0
@t Qs Ing QAP Qs QuPa4 P4 Qo || 0 Ing) 0 0

Qr+@s 0 | QrPi+Qs QP2 + Qo 0 0 'I; 0
0 0 0 Iy | (0 0 10 Ty

Conclui-se que Q1 + Q2 = I, e, portanto,

(a—=c)(Q1+Q2)+ (c+b); (a—c)Q2

c =
(d-b), (c+d)I,

(a+0b)1; (a—c)Q2
| -1, (c+a,

Pelo Teorema os valores préprios de C’F) podem agrupar-se em pares de tal forma
que a soma dos dois valores de cada par é a + b+ ¢ + d. Entao, para cada valor préprio A;
de T', ha um valor préprio A; tal que \; + A\j = a + b+ c+d, com i # j, que contradiz a 2*
observagao.

Conclui-se entao que a hipétese inicial das condigoes n#2 e todos os polinémios invariantes
de A e de B diferentes de 1 terem grau 2 se verificarem simultaneamente nao pode ocorrer,

ou seja, pelo menos uma das condigoes nao se verifica, e, portanto, o caso 1 é impossivel.

Caso II. K = . L= coma,be F,2acF,2b€F.

Escolha-se um 2m-uplo (\q,..., A2y,) de elementos de F' da seguinte forma:
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(i) se a + b € F escolha-se z € F\{0,1}, e tome-se

A1l = a+b

A = a+b—-1

A3 = a+b+x

M = a+b+1—2x

As = - =Apy2=a+b+r=
Am4+s = - =Xom=a+b—zx.

x e F\{0,1—2a—2b
(7i) se a + b ¢ F escolha-se \ J , e tome-se
w € F\{0, 2a + 2b}

Ao o= 0

)\2 = 2a+2b—1

)\3 = 2a+2b+z

)\4 = 1l—=z

As = - =Apy2=2a+2b—w
)\m+3 = =gy =W

Para ambos os casos as trés observacoes seguintes sao verificadas:
1# Observagao. Nao existem j, k € {1,...,2m}, j # k, tal que \j = A\, = a+0.
Quer a+b € F quer a+ b & F, o resultado é trivial, uma vez que resulta da escolha dos

préprios elementos.

22 Observagao. Nao existe i € {2,3,...,2m} tal que A1 + \; = 2a + 20b.
Sea+beF:

AM+A=2a+2b—1%# 2a+2b

A1+ A3 =2a+2b+ x # 2a + 2b, pois x # 0
M+AM=2a+2b+1—x#2a+2b, poisz #1

A+ Ap = 2a+ 2b+ x # 2a + 2b, pois x # 0, parap € {5,...,m + 2}
M+ Ay =2a+2b—x # 2a+2b, pois x # 0, para g € {m+3,...,2m}
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Sea+b¢g F:

AM+A=2a+2b—1#2a+2b

A+ A3 =2a+2b+ x # 2a + 2b, pois x # 0

M+ A =1—1x#2a+ 2b, pois © # —2a — 2b+1

A1+ A =2a+ 2b — w # 2a + 2b, pois w # 0, para r € {5,...,m+ 2}
A1+ As = w # 2a + 2b, pois w # 2a + 2b, para s € {m +3,...,2m}

32 Observacao.
2m

Z Ai =2m(a +b) = trA + trB.
i=1
Quer a+b € F quer a+ b ¢ F, facilmente se constata que

2m
> X =m(2a) + m(2b) = trK + trL.
=1

Por outro lado, como a matriz K é semelhante a matriz A, a matriz L é semelhante a matriz

B e o trago de uma matriz é invariante por semelhanca, tem-se que

2m
Z \; = trA + trB.
=1

Como o par (A, B) é espectralmente completo, existe uma matriz nao singular X €
F2mx2m ta] que XK X! + L tem valores proprios Aq, . . ., Aam.

Considere-se que as matrizes X e X ! tém, respectivamente, as formas:

X, X, X| X
X3 X4 X, X

com X; e X/ matrizes de tamanho m x m, para i € {1,2,3,4}.

_ ~ u S V. T
4% Observacao. Se carXs = q existem matrizes nao singulares , €
0 U 0 Vv
~ oo ~ . u s VT . A
Femxam s com U, V, S, T € F™*™, tais que Y = X e a sua inversa tém
0 U 0 Vv
a forma
I, 0 © I, 0 0
Y=10 Iy, O , Y =10 I,, 0
* 0 * * 0 *
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Seja car X3 = ¢. Existem entao matrizes Uy, Vi € FmXm n3o singulares tais que U1 X3V =
I, ® 0y—g. Logo

U 0 Vi 0
X
0 Uy 0 W

x@  —

,77‘777‘777
Ry Rs 1 Rg

p— 77—‘—77‘777
I,' 0 'R

| 010 R |

onde Ry € F9%4, Ry € F9*(m=0) R. R, € Fo*m R, ¢ Fm-Oxa¢ R c Flm-a)x(m=-q) ¢
Rg, Rg € Fm—axm,

Pretende-se uma matriz equivalente & matriz X () onde, nas entradas correspondentes as
submatrizes R; e Ry, aparecam blocos nulos.

A matriz X1 ¢ entdo equivalente a:

(I, 0 '—R 0 Ry Ry 'Ry
| |
o _— |9 Iwegr—Re O ) Ra B B
0o 0 I, 0 I, 0'R;
0 0 1 0 Iy, |0 0iRs
0 Ry' R
0 Rsi RY
= |--=--- - - - =
I, 0! Ry
0 0 Ry

Determine-se, de seguida, a matriz equivalente a X(® em que na entrada correspondente

Ry
a submatriz Rs apareca a matriz I,,_,. Repare-se que a matriz é de tamanho
Rs
Ry . - o
m x (m — q), pelo que car =m — ¢q. Com efeito, se a sua caracteristica fosse inferior
R

a m — g, na matriz X haveria colunas nulas e, consequentemente, como as matrizes X
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e X@ sdo equivalentes, X seria singular. Assim sendo, existe uma matriz nio singular

mxm Ry _ 0 _ -
Us e F tal que Us . Tem-se entao que
R5 Iqu
[0 Ry Ry
Uy 0 0 Rsi R
X6 — SO I I S
0 U, I, 0, Ry
| 0 0 Ry
0 o0 'Ry
= | 0 Ing Ry
Ry 0 1 Ry

A matriz Rg é uma matriz de tamanho m x ¢, a matriz Rijg é de tamanho m x m e

Iy
0

carRg = q, pelo que existe entao uma matriz nao singular Us € Fmxm ¢a] que UsRg =

Tem-se entdo que X é equivalente & matriz

- 0 0 §R§3>
x@w = | e
0 In || -----+- -
- Ry 0 1 Ry
(5, 0 'RY
= | 0 luq R
| Ry 0 1R
Finalmente, seja,
(1, 0 RO ][, 0 o
Q = | 0 Ing O 0 Ip_g, —RY
(0 0 Ly Jl0 0 L.
(1, 0 '-RY
= | 0 Iy, —RY
0 0 1 I, |
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A matriz

Y = XWQ
(1, o 'BP |1, o '-RY
= |0 Ing RY || 0 L., -RY

I, 0 '0
= 0 Imyg, 0O |,
Lo mze D
Ry 0 1R

6 ainda equivalente & matriz X* e tem a forma pretendida.

Repare-se ainda que

(I, 0 '-R 0 ]
U S In Us | | U2 0 0 Imgi—-Ri 0 Uy 0
=1+ 1T N4 4--=-=--=-=--=4 | = = = = — = - - s
0 U 0 ILn|| o0 W||lo o '1 o0 0 U
00 0 Iy
e que
1, 0 '—-RY
VT Vi 0 e
= 0 In_g —RS
O V 0 V1 ******* |- T T T
0 0o + I,

Para determinar a matriz Y ~! recorra-se, mais uma vez, as igualdades YY ! = I, e
Y = I,.
De YY ! = I,,, tem-se

1, 0 : 0 Py Py | P13 I, 0 : 0
0 Ineg O ||\ Pa Pn Pu | =0 Ineg, O |
Re 0 RY || Py PyipPy 0 0 i1,
e obtém-se P11 = I, P1g = Po1 = P13 = Py3=0e Py = Ip,_4.
Por outro lado, de Y'Y = I, tem-se
I, 0 10 I, 0 10 I, 0 : 0
0 Ipmg, O 0 Img, O = | 0 Lug, 0|,
Py Po Py || R 0 IR 00 L,

e obtém-se P35 = 0.
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Obtém-se entdo a matriz Y ! com a forma pretendida.

52 Observagao. A matriz X3 € nao singular.

(1, 0 '0 0] [, 0 '0 0]
0 Ingi 0 O 0 Imgi 0 0

Seja carXs = qeY = |------- ————- eY b= | —----= o — -
Ry 0 U U S0 W W
R, 0 U Uy Sy 0 Vi Vi

, com

R, Ui, S1eVi € F1%4 Uy, Vy € FX(m=0) Ry Uy, S5, V3 € FIm—0%t e Uy, Vy € Fm=a)x(m=a),

Repare-se que as matrizes Y e Y ! sdo da forma referida na 4% observacao.

Tem-se ainda,

U s U s
L =,
0 U 0
(§
- - -1
VT vV T
K - K.
0V 0V
Entdo a matriz X KX ! 4 L é semelhante a
-1
U s U s
C = (XKX71+1)
0 U 0 U
= YKY'+L
[, 0 0 0] (1, 0 '0 0]
0 Ingi 0 0 || aly! In 0 Imygi 0 0O L | Y I
= |-=-=-=-== - --——_——|l------—_-] |-----_ F-——_-—_-- 7 |------ - -
R 0 U Uy 0 ral, || S 0 'Vi W 0 1 by,
Ry 0 Us U | (S 0 Vs Vi
(a+b)I;+ 51 0 } Vi+1, Va
So (a+b)Im,q : Vs Va+ Ln—g
= |- - - - - - - - - - - - = - - — - - - - - - - - - - - - = - - - - = = -
aX1+ R1S1 0 : R\Vi +aXs+ qu RiVo +aXy
aXs + RS, 0 | RVi+aXs  RoVo+aXe+bln g

em que:
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( X1 =Ry + U151 4+ U5,
Xo = Ry + U3S1 4+ Uy
X3 =U1Vi +U2V3
Xy =U1Va+ UV}
X5 =U3V1 +U4V3
Xe = UsVo + U4V,

Calculando o produto YY ! = I,,,, conclui-se que:

Ri + U151+ UsS2 =0, UiVa + UsVy =0,
Ry + U3sS1 + UySy = 0, UsVi +UsV5 = 0,
Ui +UV3 = I, UsVo + UsVy = Iy,

e, portanto
(a+b)I;+ 51 0 } Vi+1, Va
. Sy (a+b) g Vs Vi+ Inq
= |- - - - — — — — — — — — — — — — — = |— — — - = — — = — - - - - = - = - - = = = = = -
R 51 0 Ry Vi (a+b)], RV3
RyS: 0o RoVi RoVa + (a+ b)Ip_q
Uma vez que C é semelhante a matriz
(a+b)Im—q So Va Va+ Iy
e
o 0 ' (a+b)I,+ 51 Vi+1, Va
e |
0 : RS RV + (a—i—b)lq RV
0 RSy RoVi RoVa + (a+b) g |

os valores proprios de C' sao os valores préprios de

(a+ b)) —q ® [(a + b)Im+q + £,

onde
I, 0 I, 0
E = R1 Sl ‘/1 V'Qi|+ 0 0 O
Ry 0 0 O

Suponha-se que a matriz X3 é singular, ou seja, que carXs = ¢ < m. Entao:
1) a matriz E é singular.

Repare-se que
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1, ] 0 I, 0
carF = car Ry [51 Vi Vs ] +({0 0 O
| Ro | 0 0 0
1, ] 0 I, 0
< car Rr [51 i VQ] +car [ 0 0 O
| Ro | 0 0 0
1y
< min car Ry ,[Sl i Vo +q
Ry
< 2

e, como g < m, a caracteristica da matriz F ¢é inferior ao seu tamanho.
2) (a + b)Ipm4q + E tem pelo menos um valor préprio igual a a + b.

Repare-se que a submatriz (a + b)I,, 4 tem todos os valores préprios iguais a a +b. A
matriz E tem, pelo menos, m + g — carE valores préprios nulos e, portanto, (a + b)Ipn1q + E
tem, pelo menos um valor préprio igual a a + b.

A matriz C, que é semelhante & matriz (a + b)Ip,—q @ [(a + b)Ip4q + EJ, tem entéo, pelo
menos, dois valores proprios iguais a a + b, que contradiz a 1* observagao.

Conclui-se entao a matriz X3 é nao singular.

v ~
6% Observagao. FExistem matrizes nao singulares , € [2mx2m ais
0 Vv
que
u S vV T 0o w
X - )
0 U 0 Vv I, O
onde W € Fmxm.
: X1 Xo : -
Seja X = . Atendendo ao facto da matriz X3 ser nao singular, tome-se
X3 Xy
U s X0 =Xt xaxgt xX;t oo I, —X1 I, 0
0 U 0 X;! 0 In 0 In 0 X3!
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Tem-se

o |U S [ X, X, o
0 U || X5 Xy I X3'Xy
Finalmente tome-se _
vV T Im —X3'Xy
0V o I ’
tem-se entao
sy | Im ~Xg' Xy | |0 W |
0 I I, 0

onde W ¢ Fmxm,

A matriz XKX !+ L é entdao semelhante & matriz

- - -1

u s u s
C = (XKX '+ 1)
0 U 0 U
- - -1 -1
u S vV T vV T u S
= X K X1 +L
U 0V 0V 0 U
0 W aly I 0 I N bl I
I, 0 o aly w-t o 0 bl
(a+b)Ip, I,
W=t (a+b),

Pelo Teorema (3.1 os valores préprios da matriz C' podem ser agrupados em pares de

tal forma que a soma de dois valores préprios de cada par é 2a + 2b, que contradiz a 22

Observacao.
al, I bl, 0 ~
Caso III. K = ol L= " com a,b,d € F,b+#d, 2a €
F,b+deF.

Repare-se que a+b € F'seesésea+d € F. Com efeito a+b =2a—(a+d)+(b+d) € F,

com 2a,a+bée F.
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Escolha-se um 2m-uplo (\1,..., A2y,) de elementos de F' da seguinte forma:

(i) se a+b € F, escolha-se x € F\{0,d — b}, e tome-se

A1 = a+b

A = a+d+x

)\3 = a+b

M = a+d—=x

Ay = - =Apy2=a+b+zx
Am+s = - =Xm=a+d—zx.

xre F\{0,1—-2a—-b—d
(77) se a + b & F, escolha-se \ s , e tome-se
w € F\{0, 2a + b+ d}

A= 0

A = 2a+b+d-—1

A3 = 2a+b+d+z

N = 1—x

Ay = - =Apy2=2a+b+d—w
)\m+3 = :)\Qm:w

Para ambos os casos tem-se:
1? Observagao. Nao eziste i € {1,...,2m} tal que \; = a +d.

Quer a+b € F, quer a+ b ¢ F, a conclusao resulta da andlise dos elementos escolhidos.

22 Observagao. Nao existe i € {2,3,...,2m} tal que \; + \; =2a+b+d.
De factose a+b € F:

AM+A=2a+b+d+x#2a+b+d, pois x # 0,

A1+ A3 =2a+2b# 2a+ b+ d, pois b # d,

M+M=2a+b+d—1x#2a+b+d, pois x # 0,

M+ =2a+2b+x#2a+b+d, poisx#d—b A b#d, parape {5,...,m+ 2},
M+N=2a+b+d—x#2a+b+d, poisx #0, parag e {m+3,...,2m}.
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Sea+b¢g F:

AM+XA=2a+b+d—1#2a+b+d,
M+A3=2a+b+d+x#2a+b+d, pois x # 0,
M+M=1—-z#2a+20#2a+b+d, poisx#1—2a—0b—d,
MAN=2a+b+d—w#2a+b+d, pois w # 0, para r € {5, ..
AL+ As = w # 2a + b+ d, atendendo a escolha de w, para s € {m

32 Observagdo. Y2 \; = m(2a + b+ d) = trA + trB

Facilmente se constata que

2m
> X =m(2a) + m(b+d) = trK + trL.
=1

,m+ 2},

+3,...,2m}.

Por outro lado, como a matriz K é semelhante a matriz A, a matriz L é semelhante a matriz

B e o trago de uma matriz é invariante por semelhanca, tem-se que

2m
Y Ai=m(2a+b+d) =trA+trB.
=1

Como o par (A, B) é espectralmente completo existe uma matriz X € F 2mx2m 30

singular, tal que X KX ~! + L tem valores préprios A1, ..., Agm.

Particionem-se as matrizes X e X ~! da seguinte forma:
X1
X3

Xo
Xy

X
X3

X5
X3

X1 =

4% Observagao. Se carX| = p, entdo existem matrizes ndo singulares

~ ~ . W 0
F2mx2m com W, Z,V eT € F™ ™ tais que Y =
0 Z
B, 00,0 1, 0,0,
) 01 0 1% x £ K1
tém as formasY = |- ——-———-4--| | Y l=|- -4+
_O:Im,p:*:*_ _*:*:*:
Seja carX; = p. Existem entdao matrizes Wi, Vi € Frmxm

W0 vV T
0o z| o v
vV T .
€ a sua tversa
0 Vv
.
m=p
0
0 |

, hao singulares, tais que

WiXxXiVi = I, ® 0p—p. Seja 2y € F™*m yma matriz nio singular tal que Z;(X3V7) é

triangular inferior.
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Considere-se a matriz

Wy 0 Vi 0
0 Z 0 W

(Wi X))V (M X2)Vy

| Ts Ty 1T T

em que Ty, Ts e Ty € FPXP, Ty, Ty € FPX(m=P) Ty Ty e Tyy € Fm=P*XP Ty Ty e Ty €

F(m=p)x(m-p)_

I, 0 00
|
. . ) 0 0 1% =
Pretende-se assim obter uma matriz equivalente a XM naformay = |- - - - - - - e I
* 0 | * x
|
0 Ip—pi® *

Analisando a matriz X conclui-se que a submatriz Ty é nio singular. De modo a obter
uma matriz equivalente a X em que o bloco correspondente & posicao (4,2) seja Iy—p,

multiplique-se a matriz X & direita por

I, 0'0 0
1!
po_ |0 B0 0
0 0 'L, 0
(0 0 10 Iny
obtendo-se
x? = x®Opd
L, o' || 00 0
0 0Ty Ty 0 Tyl 0
= |--- - - + ——_—_—_—— -] |- —_-—-- - - —-_—— - - -
0T T 0 0 'I, 0
| Ts Ty T T || 0 0 10 In,
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Pretende-se agora obter uma matriz equivalente a X (2) em que o bloco correspondente &

posigao (4,1) seja nulo. Para isso multiplique-se a matriz X @ & direita, por

L, 0 '0 0
|
g _ | 7B Inp 00
0 0 'L 0
L0 0 10 Tny
Obtém-se a matriz
X6 — x@pe
', o 'n n|[ 5 o0 o |
0 0 Ty Ty || -Ts Inpi 0 O
= |-—-—-—- - - - F—-—_—_——_——]l]l----—-—_- - - | = == - - -
50 Ty Ty 0 0 'I, 0
Ts Tnp i Tio Tu || 0 0 10 I,

|
0 Iy—piTio T
Novamente, por forma a obter uma matriz equivalente a esta em que o bloco correspon-

dente & posigao (1, 3) seja nulo, multiplique-se a matriz X ()| & direita, por

I, 0 '-Ty 0
|
g _ |0 Impr O 0
0 0 'I, 0
00 0 Iny

Obtém-se assim a matriz
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x4 = xGp®B
(5, o 'n ][5 o om0 ]
0 0 Ty Ty 0 Inpi 0 O
"m0 nmonm o o, o
[0 LnpiTio T J L0 0 1 0 Iny
(5, 0 '0 ]
0 0 Ty Ty
N S A
s 0 | = Ty
0 Lypi T Tu |

Finalmente, e de modo a obter uma matriz equivalente a X em que o bloco correspon-

dente a posigao (1,4) seja nulo, multiplique-se a matriz a direita, por

BW —

Cy

0! -7 ~T
Tyl Ty VIRTy Ty INT,
o tal1 To A8ty
0 ' I 0
01 0 Iy

0 '0 -7
Impi 0 0

7777777 ‘777777
0 'L, 0

0 10 In,

De modo a obter uma matriz C com a forma pretendida, multiplique-se de seguida a matriz

C1, a direita, por

(5, 0 ! 0 o ][5, o 1o o]
0 Impi O 0 0 Impi 0 0O
0 o0, o |lo o o
0 0 Ty Ly, [ [0 0 10 Tyt
Obtém-se entao a matriz
S 0 DI -T -TTyt ]
oo | T <
0 0 I, 0
0 0 —TylTy i




A matriz X® = X tem entdo a forma pretendida. De facto,

0 'BTy'Ts—Ty —ToTyt
Tg_lw * *
A
0 I, 0
0 —Ty'Tk il
Vi 0
0 W
vV T
0V
LTy ' s — T —ToTy*
Wi
* *
I 0
Vl —pl —1
Ty Ty Ty

x6 = xMcg
I, 0,171 T I,
0 0.7y Ty —Ty Ty
= |--=--- R e B
5 0, Tg 17 0
| T3 T91T1o Tw || O
I, 0 (00
0 0 1% =
= |-=-=- == = - | = — - -
* 0 % *
i 0 Im_p:* * ]
Tem-se entao que
Wy 0
Y = X
0 i
W 0
= X
0 Z
Com efeito, repare-se que
[ I e
Vi p1 1 :
Vil 0 _ Lo B T |
0 W !
0 l
L |
vV T
0V

52 Observagao. A matriz X1 € nao singular.

Seja carX; = p. A matriz XK X! + L é semelhante a
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W 0 0
C = (XKX7'+1)
0 Z 0 Z
- - -1 -1
W 0 vV T vV T W 0
= X K X1 +L
0 Z 0V 0V 0 Z
-1 -1
W 0 1% vV T W 0
= K -1 + L
0 Z 0V 0V 0 Z
= YKY '+

Repare-se que se usou a notacgao referida na 4* Observacao. FKEfectuando um calculo

directo,
C = YKY '+L

(1, 0 '0 0] (5, 000 0 ]
0 0 1% % || aln In x ki k Inoy bl 0

= |[--=--=--= === - e +
* 0 :* * 0 al, * *:* 0 0 di,
0 Im_p:* * ] | x *:* 0 |
_* *:* 0 ]
* *:* 0

= R I R
* *:* 0
B ! (a+d)Ly—p

Caso a matriz X; seja singular, ou seja se p < m, a matriz C tem m — p valores préprios

iguais a a + d, que contradiz a 1* Observagao deste caso.

- ] ) o W 0 vV T ~ o _
6% Observacao. FExistem matrizes nao singulares , € Fem>x=m tais
0 Z 0V
W 0 V. T I, O ~
que X = , com R e Fm>m,
0 Z 0 Vv R I,
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Multiplique-se a matriz X, a esquerda, por ! . Obtém-se a matriz

In X{'Xo
X3 Xy
: . : . L —X1{'X2
Seguidamente, multiplique-se a matriz X (1| & direita, por . Obtém-se
0 I,

a matriz

x@ =

X3 —X3X['Xy+ X4

Repare-se que se a matriz X é nao singular, entao também a submatiz de X @), X4—X3X 1 1X,

é nao singular.
Ly 0

Multiplique-se ainda a matriz X(@), & esquerda, por
0 (—X3X7'Xo+ Xy)™!

Obtém-se a matriz

0 (—X3X;'Xo+ Xy)7! X3 —X3X['Xo+ Xy

xXB3 =

I, 0
(—X3 X' X0 + X4) ' X3 Iy,
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Tem-se entao que:

I,
0

Y

0
(—X3X ' X + Xy) ™!

A matriz XKX ! + L é entdao semelhante & matriz

w0

0
Cc = (XKX'+1)

0 Z 0 Z
W 0 vV T vV T
0 Z 0V 0V

W 0 vV T

0 Z 0V

= YKY '+1L.

:

-1

W 0
0 Z

oXImefXQ
Im 0 I
vV T
0V
-1
W 0 W 0
+
0 Z 0 Z
-1
V. T W 0
0V 0 Z

Repare-se que se usou a notacao referida na 5* Observacao,

Continuando,

C

w0
0 Z

Y =

Vv
0

I, O al,, I, I,
R I, 0 al, R
(a+b)I,—R I,

—R? (a+d)I,—R

T
V

W 0
0 Z

W 0
0 Z
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C é semelhante & matriz

c) =

(a+0)Ip, I,
L d=bR (a+d)In

Pelo Teorema os valores préprios da matriz CM) podem agrupar-se em pares de tal
forma que a soma de dois valores de cada par é 2a + b+ d, o que contradiz a 2% Observacao.
Entao, também para o 3° Caso considerado conclui-se que a hipdtese inicial das condigoes
n # 2 e que todos os polinémios invariantes de A e de B diferentes de 1 tém grau 2, se

verificarem simultaneamente nao pode ocorrer, ou seja, pelo menos uma delas nao se verifica.

al 0 bl,, I ~
Caso IV. K = " , L= e com a,b,c € F, a# ¢, 2b €

F,a4+ceF.

Tendo em conta que
X YXKX '+ 10X =K+ X 'LX,

e que matrizes semelhantes tém os mesmos valores préprios, este caso resume-se ao Caso III.
Com a analise dos quatro casos anteriormente referidos estd concluida a demonstragao do

Teorema
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