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palavras-chave

resumo

Equacao diferencial, solugao classica, solucéo de Carathéodory, solucao de
Hermes, solucéo de Euler, solucéo de Krasowski, solu¢éo de Filippov, incluséo
diferencial.

O objectivo desta dissertacao é estudar as solucdes de equacdes
diferenciais definidas por campos vectoriais descontinuos e suas rela¢cdes com
as inclusdes diferenciais.

Comecamos por analisar a existéncia, unicidade e dependéncia continua
dos dados iniciais, das solucdes de Carathéodory. De seguida estudamos as
solucdes generalizadas recorrendo a duas abordagens. Uma primeira
abordagem consiste em definir solucdo generalizada como limite uniforme
duma certa sucesséo de soluc¢des aproximadas, introduzindo assim as
solucdes de Hermes e de Euler: A outra abordagem baseia-se em definir
solucdo generalizada, como sendo solu¢gdo duma incluséo diferencial
associada a equacéo diferencial. Estuda-se desta forma a regularizacdo das
equacdes diferenciais com lado direito descontinuo, e introduz-se os conceitos
de solucéo de Krasowski e de Filippov.



keywords Differential equation, classical solution, Carathéodory solution, Hermes
solution, Euler solution, Krasowski solution, Filippov solution, differential
inclusion.

abstract The aim of this dissertation is to study the solutions of differential equations
defined by discontinuous vector fields and its relationship with differential
inclusions.

We begin by analyzing the existence, uniqueness and continuous
dependence with respect to initial data of Carathéodory solutions. Then we
study the generalized solutions using two approaches. One approach is to
define general solution as uniform limit of a certain sequence of approximate
solutions, thus introducing the solutions of Euler and Hermes. The other
approach consists on defining general solution as solution of a certain
differential inclusion associated with the differential equation, and we use it
study the regularization of differential equations with discontinuous right side,
and to introduce the concepts of Krasowski and Filippov solutions.
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Capitulo 1

Introducao

Vérios processos evolutivos (fisicos, quimicos, biolégicos, sociolégicos, etc.)
podem ser modelados por equagoes diferenciais ordindrias

dz
i f(t,x) (1.1)
onde f :  C RxR" — R" descreve a dindmica interna do processo e
x = x(t) descreve o estado do processo no instante ¢. Uma solugao desta
equacao descreve a evolugao do estado do processo.

Se f for continua entao o conceito cldssico de solucao é apropriado. Uma
fungao ¢ definida e derivdvel num intervalo I diz-se solugao cldssica da
equagao (1.1) se satisfazer a condigao

Cfi_f (t) = f(t,¢(t)) para todo t € I. (1.2)
As solugoes clédssicas nao existem se f for descontinua, mas, surgem fre-
quentemente modelos matemédticos com equagoes diferenciais da forma (1.1)
em que f é descontinua. A teoria do controlo, por exemplo, ¢ uma fonte
importante de tais equacoes, onde f é apenas mensurdvel em t, e para qual o
conceito de solucao cldssica nao é apropriado. Por esta razao, é interessante
procurarmos generalizar o conceito de solu¢ao duma equacao diferencial.

O objectivo desta dissertacao é apresentar algumas generalizagoes do con-
ceito de solucao duma equacao diferencial. Comega-se por estudar as solugoes
de Carathéodory, que podem existir mesmo no caso em que o campo vectorial
nao é continuo, mas satisfaz as chamadas condigoes de Carathéodory.

Para estudar as equagoes diferenciais cujo termo direito nao satisfazem
as condigoes de Carathéodory, duas alternativas podem ser seguidas. A
primeira consiste em procurar condicoes mais fracas do que as condigoes
de Carathéodory, mas que no entanto, garantem a existéncia de solugoes
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de Carathéodory. A segunda, consiste na introducao de solucoes generali-
zadas. Esta ultima é seguida na teoria do controlo. Nesta dissertacao
seguimos as duas alternativas e para além das solugoes de Carathéodory
para equagoes definidas por campos vectoriais direccionalmente continuos,
estuda-se as solugoes de Euler, de Hermes, de Krasowski e de Filippov.

Comecamos por relembrar alguns conceitos bésicos, na Seccao 2, entre
eles, o conceito de conjunto convexo, de funcao absolutamente continua e
algumas nocoes da andlise multivoca. Fixamos também algumas notacoes
que serao utilizadas posteriormente.

A Secgao 3, é dedicada as solugdes de Carathéodory (solugoes C) para a
equacao diferencial (1.1) com f satisfazendo as condigoes de Carathéodory.
Recorrendo ao principio das contraccoes de Banach provamos a existén-
cia, unicidade e dependéncia continua dos dados iniciais das solugoes de
Carathéodory para (1.1) . Apresentamos também um resultado de existéncia
de solugoes de Carathéodory sob condigoes mais fracas de que as condigoes
de Carathéodory, sobre o campo vectorial, nomeadamente, a continuidade
direccional.

Ao longo da Seccao 4, estuda—se a existéncia de solugoes para inclusoes
diferenciais do tipo

z(t) € F(t,x) (1.3)

para F' semi-continua inferiormente e F' semi-continua superiormente, com
imagens fechadas e convexas. Nesta seccao apresenta-se também um resul-
tado relativo a regularizacao de equacgoes diferenciais com lado direito des-
continuo, importante para a compreensao de algumas solucoes generalizadas
descritas a posteriori.

Associamos a equagao diferencial (1.1) uma inclusao diferencial (1.3) com
F uma multifungao definida de tal modo que, F(¢,x) contém f(¢,x) para
todo (¢,x), e coincide com f (¢,x) nos pontos (t,z) de continuidade de f.
Toda a solugao desta inclusao diferencial satisfaz a equacao nos pontos de
continuidade de f.

Na Seccao 5, definem-se as solugoes generalizadas de Euler (solugoes &),
de Hermes (solugoes H) obtidas como limite uniforme de sucessoes de solugoes
aproximadas (afins por partes) para o problema (1.1). Introduzem- -se, tam-
bém, as solugbes de Krasowski (solugdes K) e de Filippov (solugoes F). Com-
parando as solucoes apresentadas chegamos a conclusao que

Fc K OH
U
C



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas notagoes, defini¢oes e resultados bési-
cos que iremos utilizar ao longo desta dissertacgao.

O conjunto dos nimeros reais sera representado por R. Com R" indicamos
o conjuntos dos n-uplos (x, s, ...,z,), onde ; € R para 1 <7 < n. Em
relacao as operacoes de adicao e de multiplicagao por escalares definidas por:

(X1, %2, ooy Tn) + (Y1, Y25 s Un) = (T1 + Y1, T2+ Y2 ooey Ty + Yn)

M@y, Toy oy ) = (A1, ATg, .oy ATy,)

respectivamente, verifica-se que R"™ é um espaco vectorial. Tem-se também
que a aplicagao (-,-) : R" x R" — R definida por

(x,y) = 21y1 + T2y2 + ... + TpYn

com x = (x1,%2, ..., T,) € Yy = (Y1,Y2, ..., Yn) € um produto interno em R™ e a
aplicacao [|-|| : R" — R* definida por

o]l = v/ {z, z) (2.1)

¢ uma norma em R", chamada a norma euclidiana.
Para todo x = (1,2, ...,x,) € R" e para todo o nimero real A € R, a
norma euclidiana verifica as seguintes propriedades:

(7) |lz|| = 0 se e s6 se x = 0;
(@) Azl = [Al«];

(@2) llz +yll < [lz]l +[lyll-



Se X é um espago vectorial e se ||| : X — R" satisfaz as condigoes (i),
(1) e (i17) entao diz-se que ||-|| € uma norma em X e que (X, ||-||) € um espago
(vectorial) normado. Em particular, R" & um espac¢o normado com a norma
definida em (2.1) .

Observa-se que todo o espago vectorial normado (em particular R"™) é um
espaco métrico, com a distincia d : X x X — R definida por

d(z,y) = |lz =yl

Se zp € X e r > 0 entdo o conjunto B, (zg) = {x € X : ||z — x| < r}
chama-se bola aberta centrada em xy e de raio r. O conjunto B, (zy) =
{z € X :||x — x|| < r} chama-se bola fechada centrada em xq e de raio 7.

Se 29 = 0 e r = 1 entdo denotamos por B := B; (0) e B = B (0) as bolas
unitdrias centradas na origem, aberta e fechada, respectivamente.

Observa-se que se, x e y pertencem a X, ||z|| < r, ||y|| < re X € [0,1]
entao

Az + (1 =Nyl <7

Com efeito,

Az + (1 =Ny Azl + (T =Nyl = Mzl + (1 = M) [yl

<
< A+ (l=XNr=r.

Relembramos que um conjunto A C X diz-se convexro se para todo o
x,y € Ae A €]0,1] tem-se que

A+ (1= )Ny € A.

Pela observacio anterior tem-se que B, (7() é um conjunto convexo. Uma
afirmacao andloga vale para B, (z9) .
Resulta facilmente pela defini¢ao de conjunto convexo que:

(1) A intersecgao de conjuntos convexos é um conjunto convexo.
(77) Se A, B convexos e «,  nimeros reais entao
aA+pB={aa+pPb:ac€ A, be B}
¢ convexo.

(i11) Se A convexo entdao o seu interior int(A) e a sua aderéncia A sao
CONVexos.



Seja A um subconjunto de um espago vectorial normado (X, ||-||) (em
particular R™). Chamamos invdlucro convezo de A, denotado por co(A) a
interseccao de todos os conjuntos convexos que contém A, ou seja, 0 menor
conjunto convexo que contém A.

Chamamos invdlucro convexo fechado a interseccao de todos os conjuntos
fechados e convexos que contém A e denotamos por ¢o(A), ou seja, 0 menor
conjunto convexo e fechado que contém A.

Pelo Teorema de Carathéodory temos que, o invélucro convexo de um
conjunto compacto é um conjunto compacto. Paraz € X, A € Re A, B C X,
definimos

A+AB={a+MN:acAebeB} ex+B={r+0b:be B}.
Observa-se entao que

B, (z9) = B(xo,7) = 20+ rB1 (0)

A+ B, (0)={z e R": d(z,A) <1}

onde
d(z,A) =inf{||]z —al|| :a € A} ,2 € R". (2.2)

¢ a distancia de x € X ao conjunto A C X.
Se A e B sao dois subconjuntos nao vazios fechados e limitados de X
entao
dy(A, B) = max {sup d(a, B),sup d(b, A)} (2.3)
acA beB
chama-se distdncia de Hausdorff-Pompeiu entre A e B.

Uma aplicagdo ¢ : X — X diz-se localmente compacta (localmente limi-
tada) se para todo o ponto do dominio de ¢ existe uma vizinhanca cuja
imagem é um subconjunto compacto (subconjunto limitado).

Relembremos que num espaco normado (X, [|-||), uma sucessao (), oy
¢ chamada sucessao de Cauchy se Ve > 0 existe um inteiro N tal que
|Tm — xn|| < e, ¥Ym,n > N.

Uma sucessao (,,),,cy diz-se convergente se existe T € X e se para todo
e > 0 existe n. € N tal que para todo o n > n. tem-se que ||z, — 7| < e.

Dizemos que um espago normado X é espaco de Banach se toda a sucessao
de Cauchy converge para um ponto limite em X.

Ao considerar um subconjunto 2 C R", dizemos que a aplicacao f : Q —
R™ é Lipschitz continua se existe a constante L tal que,

1f () = FWll < Lllz —yll, Va,y € Q.
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O espago Lip(Q2,R"™) de todas as aplicagdes Lipschitz continuas é um
espago de Banach com norma

_ /() ~ 1)
10y = sup )]+ sup =0

Um conjunto A C R"™ diz-se mensurdvel sequndo Lebesque se para todo
e > 0 existe V' aberto e K compacto tal que

KCACVepuV\K)<e,

sendo
VAK ={z;zeVex¢ K}

a diferenga entre os conjuntos e p a medida de Lebesgue. Uma fungao f :
[a,b] — R™ diz-se mensurdvel Lebesque se para todo o conjunto aberto V' C
R™ a sua pré-imagem

fV)={telab]; f(t) €V}

¢ um conjunto mensuravel Lebesgue. Em particular, toda a fungao continua
é mensuravel.

Seja I C R um intervalo. Uma propriedade P diz-se verificada q.t.p em
I se essa propriedade verifica-se em I\ N, onde N é um conjunto de medida
Lebesgue nula.

As funcoes absolutamente continuas tém um papel fundamental na teoria
das Equagoes diferenciais. Uma fungao ¢ : [a, ] — R™ diz-se absolutamente
continua se Ve > 0, existe 0 > 0 tal que para toda a familia numeravel
{law, By] : k € N} de subintervalos disjuntos de [a, (] tais que

Z |8, — a| <6
k=1

tem-se que,
o

Z lp(Br) — plar)| < e.

k=1
Uma fungao absolutamente continua é continua e de variacao limitada (o
contrério é falso). Toda a funcao Lipschitziana é absolutamente continua.
E conhecido que uma funcio com variacio limitada, em particular uma
funcao absolutamente continua, tem derivada finita, excepto no maximo num
conjunto de medida nula.



Temos o seguinte resultado:
Teorema. Uma funcdo continua ¢ : [a,b] — R" é absolutamente continua
se e s0 se

t1

o (t1) — @ (to) = /gp(t) dt para todo tg,t; € [a,].

to

Seja C' ([a, b] ,R™) o espago normado das fungdes continuas ¢ : [a, b] — R"
com a norma definida por

lelloe = sup [le@)]-
t€la,b]

Uma sucessao (¢,),cy em C ([a, b] ,R") diz-se equicontinua se,
Ve >0,3a>0:Vt,s€a,b], |t —s| <a=|p,(t)—p,(s)] <e,VneN.
A sucessao (¢,,),cy chama-se equilimitada se
IM >0 g, ()] < M, Vt € [a,b],Vn e N.

O Teorema de Ascoli-Arzela diz-nos que: se (¢,)  C C([a,b],R") ¢
uma sucessao equicontinua e equilimitada em C/([a, b] ,R™), entao existe uma
subsucessao de (¢,,),cy que converge uniformemente para alguma funcao

v € C([a,b] ,R™).

De seguida apresentamos alguns conceitos da Anélise das multifungoes
(fungbes com valores conjuntos). Suponhamos que X e Y sdo espagos topologi-
Cos.

Uma aplicagao F' que associa a cada z € X um unico subconjunto
F (z) C Y é chamada multifungdo ou func¢ao multivoca de X em Y e indica-se
por F': X — 2. Cada conjunto F (z) chama-se valor de F em .

O grifico de uma multifuncao F' é definido por

Graf(F)={(r,y) e X xY :y € F(x)}.

Diz-se que F' é uma multifuncao fechada ou com grifico fechado se o seu
gréfico é um subconjunto fechado de X x Y (isto é, sempre que x, — =,
Yy — Y ey, € Fx,) Yu > 1 temos que y € F(x)).

Uma multifungao F : X — 2" diz-se semi-continua superiormente (s.c.s)
em xo € X se para todo o conjunto aberto U C Y tal que F(zq) C U existe
uma vizinhanga V' de ¢ tal que F(x) C U,Vx € V. A multifuncao F diz-se
semi-continua superiormente em X se é s.c.s em todo o xg € X.
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Uma multifungao F : X — 2Y diz-se semi-continua inferiormente (s.c.q)
em xo € X se para qualquer yy € F(z0) e qualquer vizinhanca N (yo) de o,
existe uma vizinhanga N (x¢) de g tal que Vo € N (zq), F(x)NN(yo) # 0. A
multifuncao F' diz-se semi-continua inferiormente em X se é s.c.i para todo
oxg € X.

Uma multifungao F' : X — 2 diz-se continua em X se for semi-continua
superiormente e semi-continua inferiormente em X.

Exemplo: A multifungio F* : R — 2% definida por
YN {0}  sex#0
=

sex =20

é s.c.s em xg =0 mas nao € s.c.i. em xy = 0.

Com efeito, ygo =1 € FT(0) eUd = (%, %) = B% (1) é uma vizinhanga de
Yo = 1. Para toda a vizinhanca V' = (—¢,¢) de 2y = 0 existe 2. = 5 € V tal
que F*(x.) NU =0, provando que F'* nao é s.c.i. em xy = 0.

Obviamente, F't é s.c.s. em xy = 0 porque se Y C R é tal que F7(0) =
[—1,1] C U entao para qualquer vizinhanca V de xg = 0 e para todo = € V

tem-se que F'*(z) C [-1,1] C U.

Exemplo: A multifuncio F~ : R — 2% definida por

_ [—1,1] sex #0
F(x):{ {0}  sex=0

é s.c.i. em xog =0 mas nao é s.c.s. em xy = 0.

Para ver que F'~ nao é semi-continua superiormente em xy = 0, seja
U= (-11 = By (0) e observa-se que U ¢ aberto e F'~(0) = {0} C U.
Para qualquer vizinhanga V' = (—¢,¢) de xy = 0 existe z. € (—¢,¢) tal que
F~(xz.) = [-1,1] € U. Portanto F~(x) ndo é semi-continua superiormente
em xg = 0. Verifica-se facilmente que F'~ é s.c.i. em xy = 0.

Sejam X e Y espacos métricos e seja dy a distancia de Hausdorff-Pompeiu
definida por (2.3) . Uma multifungao F : X — 2V diz-se Hausdorff continua
em X se para todo x € X tem-se que

lim dy (F(y), F(z)) = 0.

Yy—x

Observamos que se F' toma valores compactos entao F : X — 2Y ¢
Hausdorff continua se e s6 se F' é continua.

Definicao. Chama-se seleccdo da multifuncio F' : X — 2¥ uma funcao
f: X =Y tal que f(z) € F (z) para todo = € X.
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Teorema de Michael. Se X é um espaco métrico, Y é um espaco de
Banach e se F : X — 2Y ¢ uma multifuncdo semi-continua inferiormente
com wvalores fechados e convexos, entao existe f : X — Y, uma selecgcao
continua de F.

Definigao. Se Y é um espaco de Hilbert e se A C'Y é fechado e convexo
entdo m (A) € A tal que

[m (A)|| = inf {{Jw[| : w € A}
chama-se elemento minimal de A.

Teorema. Se X é um espago métrico, Y é um espaco de Hilbert e se
F: X — 2Y ¢ uma multifuncio continua com valores fechados e convezos
entao a aplicagio © — m (F(x)) é uma selec¢ao continua de F' (e chama-se
a selecgao minimal de F').
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Capitulo 3

Solucoes de Carathéodory

Neste capitulo vamos definir as solugoes de Carathéodory e estudar a existén-
cia, a unicidade e a dependéncia continua dos dados iniciais das mesmas.

3.1 Resultados auxiliares

Um dos principais interesses da matematica é resolver equacoes, no entanto,
em muitos casos nao é possivel encontrar uma férmula para a solucao.

Segundo o Teorema de Banach (Principio das contracgoes) se a equagao
diferencial pode ser escrita na forma

T = ¢()‘7 33),

onde ¢ (A, ) é uma contracgao para cada valor dado ao parametro A, entao
existe uma unica solucao, que é o ponto fixo da aplicagao ¢(A,-) e pode ser
encontrada por um processo iterativo.

Definigao. Seja (X,d) um espago métrico. Uma aplicagio ¢ : X — X,
diz-se uma contracgao se existe o € (0,1) tal que

d(¢(x), ¢(y)) < ad(z,y), para todos os x,y € X.

Teorema de Banach (Principio das contracgées). Seja X um espaco
de Banach com norma ||-|| e A espago métrico. Seja ¢ : Ax X — X continua
tal que, para algum k € (0,1)

o\ 2) — o\ y)l| < kllx —y||, VA € A, Va,y € X.
Entao:

(a) Paratodo o X € A existe um unico x (N) € X tal que x (\) = ¢ (A, z (N)).
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(b) A aplicagio N — x (\) é continua.

(¢) Para todo o A € A e todo y € X tem-se que
1
ly = 2N < 7= lly = o(A 9. (3.1)

Demonstragao. Fixamos um y € X qualquer e para A € A definimos a
sUCessa0 (Yn),>o C X da seguinte forma:

Yo=Y, Y1 =0(N,Y0), s Yn+1 = O, yn).
Prova-se por inducao que para todo n > 0 tem-se que

NYnt1 — ynll < E"Jy1 — ol = K" Jly — (A, )| (3.2)

Para n = 0 a relagao (3.2) toma a forma

lyr — voll < K%y — woll = llvr — voll,

portanto é verdadeira. Suponhamos a relagao (3.2) verdadeira para n e prova-
mos que fica verdadeira para n+1. Ora, pela defini¢ao de y,,, o facto de ¢ (A, -)
ser uma contracgao e a hipdtese de indugao obtém-se sucessivamente

Y2 = Unarll = 16N Yns1) — d(A, 40|
< K Yns1 — vall
< kE"[lyr = woll
= ’an”yl—yOHa

logo a relagdo (3.2) resulta verdadeira para n + 1, e por consequéncia essa
¢ verdadeira para todo n > 0. Sendo 0 < k£ < 1 utilizando a relagao (3.2)
provemos que a sucessdo (y,),so ¢ de Cauchy no espaco de Banach X, e
consequentemente, converge para algum ponto limite que chamamos z ()) .
Vamos verificar que (y,),,-, ¢ uma sucessao de Cauchy, ou seja, que para
todo € > 0 existe n. > 0 tal que para todo n > n. e para todo p > 0 tem-se

que Hyner - yn” S €.
Observa-se que

Hyn—i-p - ynH = ||yn+p = Yntp—1 + Yntp-1 = Yntp-2 T oo T Ynt1 — ynH
< Hyner - yn+p71H + Hynerfl - ynerfZH + ...t Hyn+1 - ynH
< KPPy — woll + K72y — woll + -+ KM |y — ol

p—1 oo
K" ly1 — yoll ij < E"[lyr = woll Zkﬂ
j=0 j=0

=l
= 1—l<;y1 Yol|-
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Como k < 1 resulta que k™ — 0 quando n — oo. Resulta entao que para
todo € > 0 existe n. € N tal que para todo n > n. tem-se que k" < ¢. Seja
e > 0 qualquer e seja

1-%&
gl = ———=¢.
ly1 = Yol
Entao e/ > 0 e existe n, = n. € N tal que para todo n > n. tem-se

que k" < ¢’. Logo

||yl - yo|| 1—k
Hyn - ynH < g =¢
i 1—Fk ||yl —y0||

como pretendfamos. Seja x (A\) € X o limite da sucessao (yn),>¢ -
Por outro lado pela definigao de y,,_; e a continuidade de ¢(\, -) obtém-se
que

ficando provada a existéncia anunciada na alinea (a).
Suponhamos por reducao a absurdo que existem 7 (A) e x5 (\) € X tais
que

21 (A) = o (A1 (X)) e (A) = o (A 22 (X))

Entao

1 (A) =22 (M) = [[¢ (A, 21 (A) = ¢ (A, 22 (W) | < k|1 (A) = 22 (A)]]

e sendo 0 < k < 1, resulta ||x1 (A) — 29 (N\)]| = 0, portanto z1 () = x5 (\).
Provdmos a unicidade, portanto fica provada a alinea (a).
Para provar (c¢) observa-se que

ly = Ynsall < Z ly; — yg+1!|<z Ky — ¢\ v)
< = ly— (A
S

e passando ao limite obtém-se (3.1), provando a alinea (c).

Falta provar a continuidade de A — x (). Seja (\,),~; uma sucessao de
parametros que converge para )\, aplicando (3.1) para A = \, e y = 2()\)
obtemos

— 1 — —
lz(2) =2l = 7= l12(3) = ¢(h, z(V))]

1

< 7zlo 2 () = 6 2V (3.3)

14



e tendo em conta a continuidade de ¢, passando ao limite para n — oo
obtém-se

[o(\, (X)) = ¢(An, z(N))]| — 0
e a relagao (3.3) implica
i [2(%) — 20\ = 0

completando a demonstragao da alinea (b) e do teorema.ll

Seja D C R x R™ um conjunto aberto e seja f : D C R x R® — R" uma

fungao (campo vectorial em D). Para (to,x¢) € D consideramos o problema
de Cauchy

x = f(t,x), x(ty) = 0. (3.4)

Defini¢cao. Chama-se solugao classica do problema de Cauchy (3.4) a uma
fungao p € CH(I,R") com I uma vizinhanga de ty tal que Graf(p) C D,

o(to) = 20 e (t) = f(t,p(t)) para todo t € I. (3.5)

Observagdo. Se ¢ € C'(I,R") satisfaz (3.5) entao ¢ ¢ continua e satisfaz

t
o(t) = xo + /f(s, ¢(s))ds para todo t € I,
to

isto é, ¢ é uma solucao da equagao integral
t
o) = slta) + [ £(s.a(9)ds (3.6)
to

Se f & continua, entdo o problema de Cauchy (3.4) é equivalente a equagao
integral (3.6), no sentido que ¢ : I — R" é uma solucao de (3.4) se e s6 se ¢
¢ uma solucao de (3.6) .

Para a teoria cldssica de equacoes diferenciais ordindrias assumimos que
f € continua em ambas as varidveis em todo o seu dominio D. No entanto
para algumas aplicacoes das equacgoes diferenciais, na teoria de controlo por
exemplo, é importante considerar o caso em que f s6 é mensuravel na varidvel
t.
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Observa-se que se a continuidade de f em (3.5) é necesséria para que a
solugao ¢ de (3.4) seja de classe C', a equagao integral (3.6) faz sentido e
admite solugoes para muitas fungoes descontinuas. Um bom exemplo do caso
em que f é continua em z mas descontinua em t é a equacio linear z — Azx =
f(t) com f(-) integravel de Lebesgue.

O seguinte resultado serd utilizado para provar a unicidade das solugoes
de Carathéodory para o problema de Cauchy (3.4) :

Lema de Gronwall. Sejam to > 0, v > 0, o, 5 : [to,T] — R fungoes
integrdveis e seja Z(-) uma funcao absolutamente continua em [to, T], nao
negativa e tal que

Z(ty) <7 e Z(t) < a(t)Z(t) + B(t) q.t.p. em [to, T). (3.7)

Entao Z(-) satisfaz

ftoa(s)ds ! foa(a)da
Z(#) <o+ / B(s)eo " ds, Vit € [to. T (3.8)
to

Demonstragao. Note-se que o lado direito de (3.8) é precisamente a solugao
do Problema de Cauchy

W (t) = ()W (L) + B(t), W (o) = 7.

A fim de estabelecer a desigualdade, considere a fun¢ao absolutamente con-
tinua

t t
7fa(s)ds a(o)do
W(t) =e ' Z(t) — /ﬁ(s)esf e ds
to

Usando (3.7) demonstramos por célculo directo que

w(t) < 07 q.t.p. em [thT]a

portanto,
P(t) < h(to) = Z(to) <7,V € [to, T1. (3.9)

[ a(s)ds
Multiplicando (3.9) por e'o , a partir da defini¢do de ¢ obtemos (3.8).1
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3.2 Solucgoes de Carathéodory, existéncia e
unicidade

Definigao. Uma funcio ¢ : [to,to + a] — R", com a > 0, diz-se solug¢do
de Carathéodory (ou solugao C) do problema de Cauchy (3.4) se ¢ é
absolutamente continua em [tg,to + a], com grifico Graf(p) C D e satisfaz

p(to) = 20 € (t) = f(t,¢(t) ¢.t.p em I. (3.10)
Definicao. Seja D := 1 x Q onde I é um intervalo aberto de R e Q) é um
subconjunto aberto de R™. Diz-se que uma fungio f : D =1 x Q — R"

satisfaz as condi¢coes de Carathéodory em I X D se:
(1) = — f(t,x) é continua em ) para todo ot € I.
(17) t — f(t,z) é mensurdvel em I para todo o x € Q.
(1i1) FEziste uma fungao integrdvel nao negativa m : I — R tal que

1 £(t, )| < m(t),Vt eI

Vamos agora enunciar e provar o resultado relativo a existéncia e a uni-
cidade das solucoes de Carathéodory. Para formular as hipéteses sobre o
campo vectorial introduzimos primeiro algumas notagoes.

Se D C R x R™ é um conjunto aberto entao indicamos por:
D,={teR:(t,x)e D}, D,={z €R": (t,z) € D},

ese f: D — R"” é uma funcao entao indicamos por f, e respectivamente f;
as fungoes parciais:

fo: De— R, fi(x) = f(tx).

As hipéteses sobre o campo vectorial f sao as seguintes:

1 a : ¢ .

(Hy) A funcado f: D C R x R* — R" ¢ tal que
(I) fo: D, = R, f.(t) = f(t,z) é¢ mensurdvel em D, para todo o z,
(II) fi : Dy = R, f; (x) = f(t,x) é continua em D, para todo o t.
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(Hy) Para todo o compacto K C D existem constantes C'x, L tal que
’f(tvx” < Ckv |f<t,13) - f(t,y)\ < Ly |ZC - y' V(t,ﬂ?), (t7y) € K.

Teorema. (Existéncia e unicidade de solugoes de Carathéodory)
Seja f: D CRXxR" —R" e para (ty, xg) € D consideramos o problema de
Cauchy

x = f(t,x), z(ty) = 0. (3.11)

i) Se f satisfaz (Hy) e (Hz) entdo eziste € > 0 tal que (3.11) tem solugao
local z(-) definida para t € [tg,to + €].

ii) Se D =R x R" e se existem as constantes C, L > 0 tal que:
|f(t2) <O, |f(tx) = fty)| < Lz —yl V(E,2),(t,y) € D, (3.12)

entao para todo T > ty, o problema de Cauchy (3.11) tem solugao global
inica x(-) definida em [to, T].

Para além disso a solugdo x(-,tg, xo) : [to,T] — R™ do (3.11) tem uma
dependéncia continua de xy, ou seja a aplicagdo xo — (-, tg, o) é continua
da Dy, para C([te, T],R™).

Demonstragao. Vamos comecar por provar ii).
Consideremos T' > t; e suponhamos que f é definida no espaco R x R" e
existem as constantes C, L > 0 tal que sejam verificadas as condi¢oes em
(3.12).

Recorremos ao Principio das Contracgoes para obter uma solugao do pro-
blema (3.11) definida no intervalo [to,T]. Consideramos X = C/([to, T],R")
o espago das fungdes continuas de [to, 7] em R™ dotado com a norma |-||,

definida por

—2Lt
. = m t 3.13
()l ¢ te[t?i%]e |z(t)], ( )

com L dado por (3.12). Esta norma resulta equivalente a norma habitual
definida por

()l = sup |z(t)].
te(to,T)

Logo, X ¢é espaco de Banach com a norma [|z(-)[| . Seja A = R" e defina-se
¢: A x X — X da seguinte forma,

d(zo, w(+))(t) = xg +/t f(s,w(s))ds,t € [to,T]. (3.14)
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Temos de provar que ¢ é bem definida e toma valores em X, para toda a
fungao w(-) € X. Paraisso é preciso verificar que s — f(s,w(s)) é integrével,
0 que nao é ébvio uma vez que f nao é continua.

Consideremos uma sucessao de fungoes seccionalmente constantes ou em
escada {wy},~,; onde wy(t) — w(t) com

1
wn(t):w(thr%) set € |:t0+%5,to+u

Sabemos por (H;) que f,.(-) é mensurdvel. Logo t — f(t,w,(t)) é men-
surdvel para todo n > 1. Por outro lado, pela hipétese (3.12)

T [£(w(t) = f(hw(®)] < Jim L fu(t) - w, (0] =0.

Logo f(t,w,(t)) — f(t,w(t)) e como f(-,w,(-)) ¢ mensurdvel entao re-
sulta que f(-,w(-)) também é mensuravel.

Mais uma vez, por (3.12), |f(¢,x)| < C, logo |f(s,w(s))| < C Vs o que
implica que s — f(s,w(s)) é integravel. Assim temos o que pretendiamos
o(zo, w) € bem definida.

Observa-se que xy — ¢(zg, w) é continua. Para estudar a dependéncia
continua de ¢ relativemente a w, ¢ (g, w)(t), consideremos w,w! € X e

_ — ol = —2Lt —wi(B)] .
§ = llw = wll, = max e [w(t) — wi(o)

Entao,

e 2ls lw(s) —wi(s)] < IItlaIX e 2t lw(t) —w!(t)| =0,Vs € 1,
€

o que implica
lw(s) — wl(s)] < s, Vs € 1.
Pela continuidade de Lipschitz assumida em (3.12) temos:

/ F(s, w(s)) — £(s,wi(s))] ds

to

e p(xo, w)(t) — P(wo, wr)(t)] = e

< e / F(s.w(s)) — [(s,wi(s))]| ds

IN

t
e_QLt/ Lijw(s) —w/(s)|ds
to

t
6_2Lt/ 5L€2Lsd8
t

o

IN

o 2Lt ( 2Lt _ €2Lt0)

(60 . €2L(to—t))‘

NN >

—
Ne}



Portanto,

e 2 o (w0, w) () — @0, wr)(t)] <

1
= 5w =],

DO | >

l¢(z0, w)(t) = d(zo, wr)(t)| . = max e [p(z0,w)(t) — p(zo, w/)(t)]

tel

1
S §||w—w/||+

Verificando-se as hipéteses do teorema de Banach obtemos a existéncia
de um tnico ponto fixo x (-, zg) da contracgao ¢(xg,w) definida em (3.14),
isto é, tal que

x(t, o) = xo + /t f(s,z(s,x0))ds, Vt € [to,T]

ou seja x (-, xg) : [to, T] — R™ é uma solugao do problema (3.11).

Vamos agora provar a afirmagao i) relativamente a existéncia local, sem
assumir (3.12).

Escolhemos ¢ > 0 pequeno tal que o cilindro

K={(tz):|t—t| <e, |z—zo <e}

¢ inteiramente contido no dominio D. Entao consideremos ¢ : RxR™ — [0, 1]

tal que
|1 se(t,x) e K
ot w) = { 0 se (t,x) ¢ K

e definimos f* : R x R®™ — R"™ por

+ | o(t,x)f(t,x) se(t,z)e D
/ (t,:c)—{ 0 se (t,x) ¢ D.

A fungdo f*:R x R™ — R™ satisfaz (H;) e (Hs) e pela demonstragao
de ii) para todo T' > 0 existe solugao x (-, z) : [ty,T] — R"™ do problema de
Cauchy

= fr(t,z(t)), z(ty) = 0. (3.15)

Seja e > 0 suficientemente pequeno tal que o ponto (¢, z(t,xy)) € K para
t € [to,to + €] . Entao, para t € [to, to + €] :

fr(tx(t, o)) = f(E,x(t, 20))
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e portanto x(-,xo) : [to,to + €] — R™ é solugao local do problema original
(3.11).

Uma vez provada a existéncia da solugao resta-nos provar a sua unicidade,
para isso vamos considerar, z1(-) e xz(:) solugoes de (3.11) definidas nos
intervalos [tg,t1] e [to, ta], respectivamente. Para 7" = min {¢,t5} veremos
que

Il(t) = l’g(t),vt S [tO,T] . (316)

Se x1(-) e xa(+) sdo solugoes de (3.11), entao
21(t) = f(t,21), atpemt € [to,t1] e xa(t) = f(t, 22), q.t.p em t € [to, to],
sabendo isto e por (Hy) temos que,

vi(t) —@a(t)| = [f(t,21(t) — f(£,22(2))]
< Lg|21(t) — 22(t)| q.t.p. em [to, T]

onde L representa a constante de Lipschitz de f, para o conjunto compacto
K = {(t,z:(2)), (£, 22(t)) : € [to, T]}.
Se consideramos Z(t) = |x1(t) — z2(t)| entdo
Z(ty) =0 e Z(t) < L Z(t), q.t.p. em [to,T].

Aplicando o lema de Gronwall para a = Ly, § = v = 0 temos que,

Z(t) <0,Vt € [to, T] .
e tendo em conta a definicao de Z podemos concluir que

Z(t) =0,Vt € [to, T]

logo verifica-se (3.16) como pretendido. H

3.3 Solucgoes de Carathéodory e continuidade
direccional

Vamos introduzir a nocao de continuidade direccional duma funcao f :
[0,7] x R™ — R™ e obter existéncia de solu¢oes de Carathéodory requerendo

sobre f condicoes mais fracas do que as condigoes de Carathéodory consi-
deradas na secgao anterior.
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Para definir uma tal propriedade, sejam M > 0 e '™ o cone em R x R"
de abertura M,

M = {(t,z) e Rx R": ||z|| < Mt}.

Uma funcio f : R x R® — R" diz-se I'M continua se para todo o (t, ) €
R x R™ se tiver que
lim f(t,,z,) = f(t,2),

n—oo
para toda a sucessao (t,, =) convergente para (¢, x), tal que, para todon € N,
(t, —t,z, —x) € TM.
Uma fungao f : R x R — R" (que pode ser descontinua), diz-se direc-
cionalmente continua se for I'M contfnua para algum M > 0.

Temos o seguinte teorema:

Teorema. Seja f : [0,T] x R® — R"™ uma funcao limitada, T'™ continua
e tal que |f (t,x)| < L para algum L < M e para todo (t,z) € [0,T] x R™.
Entao para todo xoy € R™, o problema de Cauchy

= f(t,x),z(0) =z, (3.17)

admite pelo menos uma solu¢ao de Carathéodory definida em [0,T].

A existéncia de solugoes de Carathéodory para o problema de Cauchy
(3.17) onde f : [0,7] x R" — R™ ¢ direccionalmente continua foi provada por
Pucci [10] utilizando aproximagoes seccionalmente lineares.

Uma demostragao alternativa deste resultado foi obtida por Bressan [4]
onde utiliza a continuidade do operador de Picard gerado por f,

Pu)(t)=az0+ [ f(s,u(s))ds. (3.18)

Seja K o conjunto das fungoes u : [0,7] — R™ com u (0) = zy e que
satisfazem a condigao de Lipschitz com a constante L. Pelo teorema 2 em [4]
tem-se que o operador P definido por (3.18) é continuo e satisfaz P (K) C K,

portanto, pelo teorema de Schauder, existe u* € K tal que P (u*) = u*, isto
€,

portanto u* é uma solugao de (3.17) .1
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3.4 Comparacao entre a solucao de Newton
e de Carathéodory
Definigao. Seja f: D C R x R" — R"e seja I = [a,b] C R um intervalo
fechado com a < b. Uma func¢do ¢ : I — R" diz-se solugao de Newton
(ou solugao N) da equagio
r = f(t, ) (3.19)

se admite uma extensio p : (al,bl) — R™, com [a,b] C (at,bl), tal que P é
diferencidvel em todo o intervalo (al,bl) e

B(t) = f(3(8) V€ I.

Observagao. Toda solucao de Newton é uma solucao de Carathéodory, mas
o contrario nem sempre acontece como se pode ver nos seguintes exemplos:

1. Para a equacao diferencial (3.19) com

ﬂ@_{1%x%0

Osex =0
a fungao ¢(t) = 0 é solucao de Newton e de Carathéodory.
2. Para a equagao diferencial (3.19) com

lsex <0

f($>:{2sex>0

tem-se que a fungao ¢(-) definida por
tset <0
(p(t)—{ 2t set >0

é solucdo de Carathéodory tal que ¢(0) = 0 e ¢ nao é solu¢ao de Newton na
vizinhanga de t = 0.
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Capitulo 4

Solucoes de Inclusoes
diferenciais

4.1 Existéncia de solucoes no caso convexo
Consideremos nesta sec¢ao a inclusao diferencial

€ F(t,z),z(0) = 2o (4.1)

definida por uma multifuncao F : Q — 28" onde QO C R x R™.
Uma funcao absolutamente continua x : I — R™, com [ um intervalo,
diz-se solugdo da inclusao diferencial (4.1) se {(t,xz (t)):t €I} C Qe

x(t) € F(t,z(t), qt.pem I. (4.2)
Vamos considerar os seguintes casos:

Caso 1: F semi-continua inferiormente com valores fechados e convexos.
Caso 2: F semi-continua superiormente com valores fechados e convexos.

Para o Caso 1 temos:

Teorema. Se @ C R x R™ é um conjunto aberto, (0,z9) € Q e se F': Q —
28" & uma multifuncdo semi-continua inferiormente com valores fechados,
convexos e nao vazios entdo existe um intervalo I = (w_,w,) tal que w_ <
0 < wy e uma fungdo diferencidvel ¢ : I — R™ tal que p(0) = xq e

o (t) € F(t,p(t)) para todo ot € I, (4.3)

isto €, v é solugao cldssica do problema de Cauchy (4.1).
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Demonstracao. Aplicando o teorema de Michael, obtemos a existéncia
de uma selec¢ao continua f : Q@ — R™ da multifungao F' (isto &, f(t,x) €
F(t,z),V(t,z) € Q). Consideramos entao o problema de Cauchy

r = f(t,x),z(0) = x. (4.4)

Pelo teorema de Peano existe um intervalo I = (w_,wy) tal que w_ < 0 < wy
e uma solugao classica ¢ : I — R™ do problema de Cauchy (4.4). Resulta
entdao que ¢ : I — R™ é diferencidvel em I, p(0) =z e

o(t)=f(t,p(t) € F(t,¢(t)) paratodoot € I.
Portanto ¢ : I — R™ é uma solucao cléssica do problema (4.1) .1

Para o Caso 2 vamos provar um resultado de existéncia local andlogo ao
teorema de Peano. Para isso vamos necessitar de alguns resultados, como o
teorema das selecgoes aproximadas, o teorema da convergéncia e o teorema
da compacidade.

Os teoremas referidos serao apresentados de seguida, no entanto, as suas
respectivas demonstracoes nao serao expostas nesta dissertacao mas podem
ser consultadas em [1].

Teorema das selecgoes aproximadas. Seja X espago métrico e Y es-
paco de Banach e F : X — 2Y semicontinua superiormente com valores
fechados e convexos. Entao para todo € > 0 existe f. : X — Y localmente
lipschitzeana tal que

Graf (f.) C Graf (F)+eB.
onde B ¢ a bola unitaria centrada na origem do espaco X x Y.

Teorema da convergéncia. Seja F : X — 2¥ uma multifuncio semi-
continua superiormente com valores fechados e convexos, com X e Y espagos
de Banach. Seja I um intervalo de R e sejam xy(-), yi(-) fungoes mensurdveis
com valores de I em X e 'Y respectivamente, tais que, para quase todo ot € I,
e para qualquer vizinhanga N de 0 em X x Y existe kg = ko (t,N) tal que,

(z (t),y(t)) € graf (F) + N, Vk > k.

Se xy () converge q.t.p em I para uma funcao = : I — X e se yi(-) pertence
a LM1,Y) e converge fracamente para y(-) em L'(I,Y), entdo

(z(t),y(t)) € graf(F) q.t.p em I,
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ou seja, y(t) € F(x(t)) ¢.t.p em I.

Teorema da compacidade. Considere-se uma sucessao de fungoes absolu-
tamente continuas x(-) : I C R — X com I um intervalo e X espago de
Banach, que satisfaz as sequintes condigoes

(1) Para todo t € I, {xy(t) : k € N} é um subconjunto compacto de X ;

(it) Ewiste c(-) € LY(I) wma fungdo positiva tal que ka(t)H < cft) q.t.p

em 1.

Entao existe uma subsucessao que denotamos por {xn, (")}, oy € x(-) 1 I —
X alguma funcao absolutamente continua tais que:

(@) xn, () converge uniformemente para x(-) num subconjunto compacto de
I.

(b) @, (-) converge fracamente para x(-) em L'(I,X).

Teorema. Seja X um espago de Hilbert e 2 C R x X um subconjunto aberto
que contém (0,x¢), F : Q — 2% semi-continua superiormente com valores
fechados e convexos. Assumimos que (t,z) — m (F(t,x)) é localmente com-
pacta. Entao existe T > 0 e x(-) absolutamente continua definida em [0,T],
que é solugdo da inclusio diferencial (4.1).

Demonstragao. Sendo (t,2) — m (F(t,z)) localmente compacta, existem
a > 0eb> 0 tais que

Q:={(t,x) €eQ: |t| <a,l|zo—z|] <b} CQ
e um subconjunto compacto e convexo K tal que,
m(F (t,x)) € K,V (t,x) € Q.

Fixemos T = min (a, %) e vamos provar a existéncia de solucao em

Kl
[0, 77].
No sentido do teorema das selecgoes aproximadas, consideremos f,, uma
sucessao de aproximagoes continuas (univocas) localmente lipschitzeana tal
que, Graf (f.) C Graf (F)+¢,B, come, — 0e x,:[0,7] — R" com

{(t,z, (1)) :t€[0,T]} CQ
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uma solucao do problema

T (t) = fu(t,z,(t)), x(0) = .

Em particular cada ”xn(t)H ¢ limitado por ||K|| e cada z, toma valores no

conjunto compacto xo + T K.
Pelo Teorema da compacidade existe uma subsucessao x,, que converge

uniformemente para z(-) em I e x,, converge fracamente para z(-) em L([).
Por outro lado,

d(((t, 20, (1)), 2, (1)), graf (F)) = d(((t, 2n, (1)), £, (8, 20, (1)), graf(F)) — 0.

Aplicando o teorema de convergéncia para (¢, x,,(t)) no lugar de z, () e
Ty, (t) no lugar de y, obtém-se ((¢,z(t)),x(t)) € graf(F), isto &,

z(t) € F(t,z(t)). W

4.2 Regularizacao de equacoes diferenciais com
campo vectorial descontinuo

No intuito de assegurar a existéncia de solucoes para equagoes diferenciais

x(t) = f(=(t)), (4.5)

com f:R"™ — R" descontinuo, uma possibilidade é considerar a menor apli-
cacao multivoca F, semi-continua superiormente com valores compactos e
convexos cujo grafico contém o grafico de f, e associamos & inclusao diferen-
cial

x(t) € F(x(t)). (4.6)

Quando f é localmente limitada a multifuncao F' é definida por

F(z) = ﬂ@f(x +¢eDB)

e>0

e satisfaz as seguintes propriedades:

1) Para todo o z, f(z) € F(x),
2) A aplicagao F'(z) é semi-continua superiormente com valores convexos,

3) Sempre que f é continua em x tem-se F'(z) = {f(x)}.
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Resulta entao que, toda a solu¢do da equagao diferencial (4.5) é solugao
da inclusao diferencial (4.6). Por outro lado, se f ¢ continua em (t,z(t))
entao verifica-se x(t) = f(t, z(t)).

Na proposicao seguinte vamos descrever uma aplicagao multivoca ¢ tal
que uma solugao da inclusao diferencial z(t) € ¢(z(t)) satisfaz (4.5) sempre
que f é continua em x(t).

Proposicao. Considere f: Q2 C R" — R" com ) aberto, uma multifun¢ao
localmente limitada. Fizemos

o(x) =) ) @f (x+eB)NQ\N)
e>0 p(N)=0
entao,

1. A aplicagao ¢(x) é semi-continua superiormente com valores nio vazios
€ CONVETOS,

2. Sempre que f é continua em x temos ¢(x) = {f(x)},

3. Se f é mensurdvel em  entao f(x) pertence a ¢(z) para todo o x € ).

Demonstragao. a) Temos que f é limitada, portanto, para € > 0 pequeno
temos (x 4+ ¢B) C 2.Uma vez que o conjunto

N @f (s +=B)NQ)\N)

#(N)=0

decresce com respeito a € > 0 e € compacto, este facto é suficiente para provar
que ¢(z) é nao vazio assim como cada um dos conjuntos acima. Uma vez
que cada

@f (((x +B) NQ)\N) = a@f ((z +=B)\N)

é compacto, é o suficiente para mostrar que para toda a familia
[Ni,com p(N;) = 0}

o conjunto
m

ﬂwf((HgB)\N,-)

m

é nao vazio. Na verdade, desde que p <(w +eB)\ U Ni) > 0 entao existe
i=1
T € (r+eB)\N;,Vi=1,...m.
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b) Vamos de seguida provar que o grafico de ¢ é fechado.
Considere y,, — y. com ¥y, € ¢ (z,,) logo

va€ () @F (@ +eB\N),

w(N)=0

no entanto considerando x,, — z, com x,,z, € ), para cada n existe um
K (n) dependente de n tal que x,, € @, + k() B, assim sendo

yn € [ @f (s + 2ex()B)\N)

w(N)=0

portanto,

e € ) @f (2. +2eB)\N).

EK(n)

c) Seja f continua em = € Q. Para a > 0 e ¢ suficientemente pequeno,
temos ¢(z) C f(x) + aB portanto ¢(x) = {f(z)}.

d) Uma vez que [ é mensurédvel em 2, pelo teorema de Lusin, podemos
escrever

Q= (U En> U M, para u(M) =0
neN
sendo E, subconjuntos compactos e f|g, restri¢oes continuas de f.

Pelo teorema de Vitali-Lebesgue podemos supor, sem perda de generali-
dade, que cada FE, coincide com os seus pontos de densidade, isto é com os
pontos z tais que

. p(E,N(x+eB))
lim

=1.
e—0 Iu([}j—}—gB)

Ao fixar z em algum FE,, temos que pu(E, N (z + eB)) é positiva, para
todoe >0e

() @f ((x+eB)NE,)\N)

w(N)=0

nao é vazio, por um raciocinio andlogo ao da alinea a), e estd contido em
f(z) + aB para « arbitrario e ¢ > 0 suficientemente pequeno. Quando
a — 0 temos que

{f()} = Neof (x+eB)NE)\N) C ¢(z). R

e>0
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Capitulo 5

Solucoes Generalizadas

5.1 Solucoes de Hermes e de Euler.

Estes tipos de solucoes se introduzem utilizando aproximagoes poligonais
definidas por meio de valores de campo vectorial f e permitindo possiveis
perturbagdes internas e/ou externas.

Vejamos como construir estes novos tipos de aproximacoes para o prob-
lema de Cauchy

x(t) = f(t,2(t), z(a) = x¢ (5.1)

com f :[a,b] x R" — R". Para cada m € N, considere-se

a=t <t <..<tlpm_ i <tim=0>

. m gm m m
P ={t5 7, . iy, t }

uma particao do intervalo [a,b]. O didmetro da partigao P é dado por
dp = max {t}, —t",Vi=0,., k™ — 1} .

Definigao. Uma aproxrimacao poligonal de Fuler, associada ao proble-
ma de Cauchy e correspondente & particao P, é uma func¢ao afim por partes
©™(t) no intervalo [a,b] definida por:

G + (E— ) (f (E7, ™ () +p) + ), t e [t ]

com i = 0,..,k™ — 1 onde ¢" e p" sao vectores de R" designados por
perturbacoes internas e externas respectivamente.
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E de notar que as aproximacgoes poligonais de Euler sao fungoes absolu-
tamente continuas.

Definigao. A funcao ¢(t) : [a,b] — R"™ chama-se solugao perturbada de
Euler para o problema (5.1) se para todo o € > 0 existe um numero inteiro
m e uma aproximagdo poligonal continua @™ (t) tal que

|p(t) — ™ (t)] < &,V € [a, 0]
onde 0 <dp <e,0<|gl" | <ee0<|p"|<eparai=0,..k™—1.

Dependendo da escolha dos vectores perturbadores podemos definir sub-
conjuntos de solucao:

1. No caso em que ¢/ = pi* =0,¥i = 0,...., k™ — 1 e " (tJ") = zo = ¢ (to)
obtemos uma solucdao de Euler.

2. No caso de p/* = 0,Vi = 0, ...,k™ — 1 obtemos solugoes de Euler per-
turbadas extertormente.

3. No caso de ¢/* = 0,Vi = 0,...,k™ — 1 obtemos solugoes de Euler per-
turbadas interiormente.

Exemplo. Consideremos f : R — R com

1,z <0
—1,z>0 °

)= {

Sejaxg=0,a=0eb=1.

Vamos encontrar a aproximacao poligonal de Euler sem perturbacoes ex-
ternas nem internas.

Para cada m € N, considere a particao, a =t < " < ... < tfl._; <
o =be

{ P (t5) = g
) =@t + (E =) f (@), te [t ]
Para m = 2, temos a = t2 < t3 < 3 = b.
(A)te [0, %] logo,
P2 (15) = wo=0
P(t) = @*(tg) + (t—10) f (¢*(%))
= 0+ (t—0)f(0)
= 1.
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Portanto, )
c0={,1, Tl
Quando m — o0, (¢™),,cy — 0 em (C ([0,1],R"), ||-[|,) (0 que é equiv-

alente a dizer que (¢™),,cy — 0 uniformemente em [0, 1}).
Entao ¢(t) = 0 é solugao de Euler, embora nao satisfaga

(t) = f(t, x(t)vt € [0,1].
Exemplo. Seja f definida da seguinte forma

o) = { _lifj;ioo

comzxrg=0,a=0eb=1.

De forma andloga ao exemplo anterior obtemos para cada m € N uma
aproximacao poligonal de Euler sem perturbacoes externas nem internas.Para
m=2 temosa=1t2<t?<t3=be

oo [ -t te
7 (t)_{ 141t ,te
A sucessao (¢"),,ey — 0 em (C([0,1],R™),||-[|.) e ¢(t) = 0 é solugao
de Euler, embora nao satisfaca

0, ﬂ

1
301

2(t) = f(t,z(t)¥t € [0,1].

Temos o seguinte resultado:

Teorema. Se f(t,z) é limitada num conjunto R entdo existe uma solugdo
local de Euler de (5.1).
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Demonstragao. Para o campo vectorial f(¢,x) : [a,b] x R" — R", vamos
considerar o seguinte conjunto

R={(t,2) eRxR":a<t<a+p,|z—uxl <c},

para = min {a, i
Uma vez que f é limitada em R obtemos que, existe M > 0 tal que

It )] < M, ¥(t,z) € R.

Pretendemos provar que existe uma solugao de Euler definida no intervalo
[a,a + (3], para isso vamos considerar uma particdo deste intervalo. Para
cada n € N consideremos a particao

P = {ty,t],....tn}

onde t} = a + k‘g Observemos que

dp =max {tp,, — 1} :0<k<n-1} =

S|

portanto quando n — co temos que dp — 0.
Vamos construir a aproximacao poligonal de Euler para a particao P da
seguinte forma,
©"(t) : [a,a+ B] — R" tal que
{ ©"(t5) = o
P (t) =" (th) + (= 17) f(th, " (), t € [thth], 0<k<n—1
agora vejamos se (t, " (t)) € R,Vt € [a,a + (3], ou seja, que

H(pn(t) - xUH < C’Vt € [ Z»tZ—&-l] .

Portanto para todo ot € [ ws by +J temos,

l"(t) — ol =l (%) + (€ — 1) f(tx, " (£R)) — ol
= HSDH( f1) + (t - tZﬂ) ftr1, " (1))
+ (t—t5) f(E, " (1)) — o
= llwo + (87 — tg) f(t5, o) + (t5 — 1) f(¢7, " (8))) +
(t” 1) Sl 0" (Gy)) + (6= 10) [t o (tZ)) —on

< Z\t”—tnllllf L D)+ 1= NI " ()]
k+1
< Z§M<kBM<ﬁM<c

=1
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Como para algum k, com 0 < k < n — 1, t pertence ao intervalo [t};,t}; +1]
resulta que
||90n(t) - xO” < C7Vt € [tz7t2+1] .

Se ¢"(t) for equilimitada e equicontinua, o teorema de Ascoli-Arzela diz-
nos que existe uma subsucessao (¢"(t)), que converge uniformemente para
uma fungao ¢(t) € C (la,a + f],R™).

Verificamos que

le™(8) = 2ol < ¢ " O < [lzoll + ¢
logo (¢™(t)),, € equilimitada no intervalo [a,a + 3] .

Agora, (¢™(t)), € equicontinua se e s6 se

Ve > 0, 30 > 0, th,tQ S [a,a + ﬁ] , ’tg — tl‘ < 0= ”gOn(tl) — (pn<t2)H < €.

Vejamos o que acontece quando ty,%s € [t}g, i +1] e quando t; € [t}g_l, t};]
ety € [trtr,].

(A) Sety,ty € [tz,tzﬂ} ,para k = 0,....,n — 1, temos que |ty — t;| < g <17
e

[l (k) + (b — 1) f (¢, " (8)) — " (t%)
— (b2 — 1) f (7, " (&)

@™ (1) — " (L)

< M —15) — (2 — 8] f (G, " ()
< Jtn =t 1 (8 " ()]
< gM <e.

(B) Se t1 € [tp_,,t}] ety € [tp,t7,], para k = 1,...,n — 1 temos que

to—ti] <22 < L e

" (t) =" (t) | = |["(tror) + (B = tiy) [ (Ehr, ™ (G0)
=" (ty) = (b2 — ) f (e, " (G| -
Mas
@"(tr) = o+ () —tg) f(tg,m0) + (T3 — 17) f(ET, 0" (1)) + ..
+ (tZ - 713—1) ftr_q, 0" (1))

" (thoy) = @o+ (17 —15) f(tg, wo) + (85 — 1) F(¢1, " (7)) + ...
+ (tZ—l - t2—2) S0 " (tr_2)),

portanto

34



le™(t1) = 9" (L)

= | (tZ 1 t71372)f(tz 2 " (o) ) + (tl — 1)f(t’;3 1:9071(75271))
th—tr ) fth_ 1P " (th- )) (ta — t3) f (17, " (7))

—|t tk o| | (trzs o™ (B || + I( 1—tk!Hf(k1, "(to) |
+tp — t2| 1f (7, " (t”))ll
<35M<e

Portanto existe uma solucao local de Euler.l

Uma das outras solugoes generalizadas é a que Hajek [8] designou por
Solucoes de Hermes.

Definicao. Seja ¢ : J — R"™ |, onde J é um intervalo de R, absolutamente
continua e compacta para todo o subintervalo de J. FEntao ¢ é chamada
solugao de Hermes (ou solugdo H) de (5.1), se para todo o € > 0 eziste
uma fung¢io mensurdvel p(t) : J — R"™ e uma solugdo de Carathéodory ¢ :
J — R" de

x = f(z+p(t))

tal que
p()] <ee fo(t) —pa(t)] <eVte

A funcdo p(t) chamamos perturbacao interna em

x(t) = f(z +p(t)

no entanto podemos ter perturbagoes externas ¢(t) em

z(t) = f(z) +q(t).

Por outro lado, para f continua uma pequena perturbacao interna pode ser
vista como uma pequena perturbacgao externa,

z = f(z+p(t) = f(z) +q(t),
q(t) = f(z +p(t) — f()
Mesmo sem continuidade, a condigao reciproca tende para o limite, se

t

&= f(2) + qlt) ey:x—/q<s>ds

to

entao,
y=fy+p)ep—0,¢—0,y—x
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para p(t) :jq<s>ds (to € 7 )[8].

Note-se que no caso em que p(t) = 0 toda a solu¢do de Hermes é solugao
de Carathéodory, pelo que C C H.

Teorema. Seja f localmente limitada e mensurdvel em t. Entdo para qual-
quer valor inicial ty e xg, existe solugao de Hermes (-) para o problema de
Cauchy definida pelo menos em algum intervalo (tg — e,to + €).

Demonstracao. Na forma usual, consideramos tg = 0 e xy = 0; e tratamos
apenas o lado direito da vizinhanca de ¢y = 0, ou seja, [0, ), e assumindo que
f é globalmente limitada, para alguma constante L; escolhemos uma fungao
f limitada que coincide com f numa vizinhanga apropriada.

Para todo o a =1, %, %, ...construimos a aproximacao poligonal de Euler
de y(-), com j =0,1,2,... para t; = jo, yo = 0 e obtemos

t
y(t) =y, + /f(Sayj)dS, Vte [t tj]
tj

onde y;41 = y(t;+1). Entdo y(-) tem a constante de Lipschitz L, e

y(t) = f(t,y(t) +p(t))
em quase toda a parte onde
lp(®)] = ly; —y()] < Lt — ;] < Lev.

Deste modo y(+) é solucao de Carathéodory da equagao perturbada com
perturbacoes internas p — 0 uniformemente, quando o — 0.

Uma vez que y(0) = 0 e L é a constante de Lipschitz, pelo teorema de
Arzelé-Ascoli temos que a subsucessao y, de y converge uniformemente, e o
seu limite é uma solucio de Hermes para z = f(¢,z) por definigao. B

Exemplo. Consideremos a fungao

1,z <0
—1,z>0

o) ={

Para x = f(x) com z(0) = 0, no intervalo [0,1]. Apés a construgao da
aproximacao poligonal no teorema anterior, termos:

36



Com a = % ej=0,1,2,... para t; = ja obtemos

t
y(t) =1Y; + /f(s,yj)ds, YVt € [tj7tj+1] .
tj

Para t € [0, %] e Yo = z(tp) = 0 temos,

t t

y(t):yo+/tf(yo)ds=0+/f(0)dsz/1d8=t-

0 0
Para t € [%, 1] ey =y(ty) = % temos,
t t t
1 1 1
y(t)=y1+/f(y1)ds:§+/f(§)ds:§—/1ds=1—t.
t1 1 1
2 2

Logo, temos a aproximagao

t e
y(t):{ 1—t ,te

0, ﬂ

1
201
No caso, a = 1 temos para t € [0, 1]

t t

y(t)=yo+/tf(yo)d8=0+/f(0)d8=/1d8=t-

0 0

Logo as aproximagoes convergem para a solugdo de Hermes p(t) = 0,
embora nao satisfaca a equacao para qualquer ¢.

Proposicao. Toda a solucao perturbada de Fuler é solu¢ao de Hermes.

Demonstragao. Seja ¢ : [a,b] — R" uma solu¢ao de Euler perturbada e
a > 0 fixo. Seja Vum subconjunto compacto de R™ tal que

lJ Blet),2) c V.

tela,b

Seja |f(t,x)] < M para z € V e consideremos

/= min {1’ SO0+ 1) 30— a) } |
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Pela defini¢ao de solucao de Euler perturbada, temos uma aproximagao
poligonal continua () tal que

o) = @) < 0, Vi € la,b], (tiyx —t:) <0, |pif <0

lg;i| < 0,¥i=0,...k—1.
Note-se que,
1/1(15) = f(ta w(tz) +pl) + gq;, com te (ti,ti+1>.

Definimos a fungao continua por partes Q(t) = ¢; para t € [t;, t;11]. entdo
definimos x(t)

szwm—/Q@@Jepﬂ. (5.2)
Logo “
() = () — g = f(t,0(t:) +ps) = £t x(t) + P(1))

Hﬂ:MM+m—MO+/Q@¢_

Assim x(t) é a solugao de Carathéodory de
x = f(t,x+ P(t))

na defini¢ao de solugoes de Hermes. Agora temos uma estimativa para P(t),

P@)] < Il + 1 £t 0t +p0) + il [t — ] + / Q)| ds, t € [t tisa]

[

como |p;| < 0 < g, logo

tal que ¥ (t;) + p; € V, uma vez que f é limitada por M e como |¢;| <6 <1
entao
|f(t () +pi) + af [t — 6] < (M +1)0 <

el 2

38



t
Finalmente, |Q(s)| < max |¢;| < 6 portanto [ [Q(s)|ds <6 (b—a) < §.
Em conclusao, vimos que |P(t)] < a e

() = x| < () = (@) + [ () = x(?)]
< 9+/!Q(5)|ds por (5.2)

<2—a<a. [ |
S 3=

5.2 Solucoes de Krasowski e de Filippov

A ideia por tras dos conceitos de solucao de Filippov e Krasowski é que
o valor de uma solu¢ao num determinado ponto deve ser determinada pelo
comportamento da derivada na vizinhanca de esses pontos. Por outro lado, a
solucao de Filippov sugere que é possivel um mau comportamento da derivada
num conjunto de medida nula, que pode ser ignorado[8] .

Para estas solucoes, como ja foi referido, vamos associar ao sistema de
equagoes diferenciais ordindrias

= f(t,r),r € R" (5.3)

com f : R x R"—R" descontinua, mensurdvel de Lebesgue e localmente li-
mitada, uma inclusao diferencial

z € F(t,z). (5.4)
Definam-se para cada (¢,z) € R x R" os conjuntos,

Fielt, ) = (@ {/(t, B(z,)} (55)

e>0

Fe(t.o) = () () @l Blz)\N} (56)

e>0 p,(N):O

onde ¢o representa o invélucro convexo, i é a medida de Lebesgue e B(z, ¢)
¢ a bola de centro em x e raio €.

Definicao. Seja ¢ : I — R" com I um intervalo em R ,uma funcdao absolu-
tamente continua em cada compacto de I, entao ¢ é chamada solugcao de
Krasowski (ou solugdo K) de (5.3) se ¢ é solug¢io da inclusio diferencial
(5.4) com Fi no lugar de F .

Observando a definicao anterior temos que:
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(1) Para todo o (t,z) € RxR", f(t,x) € Fk(t,x), temos que C C K,
portanto toda a solu¢ao de Carathéodory é solucao de Krasowski.

(17) A aplicagdo Fi(t,x) é semi-continua superiormente com valores com-
pactos e convexos.

(7i1) Sempre que f é continua em (t,z), Fi(t,x) = {f(t,z)}.

Toda solugao da equagdo z = f(t,x) é solugao da inclusdo diferencial
x € F(t,x). Nos pontos onde f é contfnua relativamente a z entdo a solucio

da inclusdo diferencial satisfaz a equacdo z = f(t,z), nos pontos onde f é
descontinua nao precisamos de (i) e olhamos para pequenas multifungoes que
satisfacam (i7) e (7i7).

Definicao. Seja ¢ : I — R", com I um intervalo em R, uma funcdo abso-

lutamente continua, diz-se que ¢ é solugao de Filippov (ou solugdo F)

de (5.3) se é solugao da inclusao diferencial (5.4) com Fg no lugar de F .
Portanto podemos dizer que:

(a) A aplicacdo Fr(t,z) é semi-continua superiormente com valores com-
pactos e convexos e nao vazios.

(b) Sempre que f é continua para (t,z), Fr(t,z) = {f(t,2)}.
(¢) f(t,z) pertence a Fr(t,z) para quase todo o (t,x).
Temos portanto que Fr C Fx, o que nos leva a dizer que cada solucao de
Filippov é uma solugao de Krasowski, F C K.

Por outro lado Hajek [8] apresenta uma condi¢do para que F = K. A
mesma é importante devido a pouca informacao que temos das solugoes K.

Lema. Considere o sistema auténomo x = f(x) , onde f satisfaz a sequinte
condi¢ao: existe uma particao disjunta de R™, R™ = U Q; com ); Caint Q; e

existem fungoes continuas f; : R" — R" tal que f = fZ em €2;,Vi € I. Entao
toda a solugao de Krasowski de (5.3) é solugdo de Filippov , isto é, K C F.

Demonstragao. Chega mostrar que Fx C Fr, ou provar que

f(B(z,¢)) C f(B(z,e)\N),Vz € R", ¢ >0, VN com pu(N)=0
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Considerando qualquer y € B(z,¢), existe k tal que y € Q, deste modo
f(y) = fr(y). Porque R" = 'UIQi com §); C int Q); entao existe y; — y com
1€

y; € int Q. Podemos ter y; € int Q\N e y; € B(x,¢e). Pela continuidade de
I, fe(y;) — fi(y) tal que f(y) é o fecho de f(B(z,e)\N) como se afirmou.ll

Apés estas definigoes vimos uma relacao directa entre as solugoes de
Carathéodory (solugoes C) e as de Krasowski (solugoes K), assim como, entre
as solugoes de Filippov (solugoes F) e de Krasowski (solugoes ), portanto

FCcK>C.

Tendo em consideragao o lema anterior e tratando-se de um sistema
auténomo, podemos ter F = K D C.

No exemplo seguinte mostra a ideia de como calcular os conjuntos Fr e
Fg.
Exemplo. Consideremos

lsex#0
0sex=0 "

o) = {
Portanto

Fr(0) = (@ {f(B(0,2)}

e>0

= N@{f0+eB)

e>0

= (Ve {0,1} =[0,1]

e>0

Fr(0) = () () @ {f(B(0,)\N)}
)

e>0 u(N)=0

= () ) @{f(0+=B)\N)}
e>0 u(N)=0

= () [ @ {0, 1}\{0}} = {1}.
e>0 p(N)=0

Para multifungbes F'(t,z) s.c.s em q.t.p com valores fechados e convexos
e com selecgbes mensurdveis f(t,z) de F(t,x). Em [5] temos o seguinte re-
sultado;
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Teorema. Se f : R x R"— R" localmente limitada (limitada) entao existe
solugao local de Krasowski (Filippov) de (5.3).

Pelas definigoes de Fi(t,x) e Fi(t,z) tem-se que estas multifungdes sdo
s.c.s com valores fechados e convexos, e pelo que vimos no Capitulo 4, no
Caso 2, os problemas de Cauchy associados a inclusao diferencial (5.4) com
Fy e Fx no lugar de F, admitem solugoes.

5.3 Comparacao entre solucoes de Filippov e
de Carathéodory

Vamos observar alguns exemplos e tirar conclusoes.
Exemplo. Seja f : R — R, definida por

lsexz=0

f<x>:{08€:l:‘7§0

e supomos o = 0.
Entao (t) = 0 é solucao de Filippov mas nao é de Carathéodory. Por-
tanto uma solucao de Filippov pode nao ser de Carathéodory.

Exemplo. Seja f: R — R, definida por
1lsex#0
ro={ gur?

0sex=0

e supomos o = 0.

Entao ¢(t) = 0 é solucdo cléssica de Newton portanto, também é de
Carathéodory, mas nao é de Filippov .

Logo, uma solugao de Filippov pode nao ser de Carathéodory nem mesmo
uma solucao cldssica de Newton.

Entao existe algum caso em que as solugoes de Carathéodory e de Filippov
sao iguais? Quando f(t,x) é mensurdvel na varidvel ¢ e continua relativa-
mente a x para todo o t fixo, entdao F = C, uma vez que devido a continuidade
de f(t,x) relativamente a x, o conjunto Fr(t,z) é composto por um tnico
ponto que coincide com f(¢,x) [5]. Portanto com a continuidade de f(¢,x)
relativamente a x temos que

Fe(t, ) = Fr(t,z) = {f(t, )},

ou seja,
F=K=¢,

¢ bom relembrar que isto nem sempre ocorre pois K £ C e F ¢ C.

42



5.4 Solucoes de Sentis

Para problemas de estabilizacao de sistemas nao lineares, hd muitas solugoes
de Filippov.

Para encontrar a solu¢do de z = f(x) vamos substituir a equagao pela
inclusdo diferencial = € F(x) onde

Fl) N ﬂ FB@a\M).

€>0,u,

A multifuncdo Fs(z) torna-se superiormente semi-continua, localmente
limitada e compacta, embora nem sempre convexa. Vamos verificar que
Fr(x) = coFs(x), portanto Fs(z) C Fr(x).

Para N um conjunto de R"” com medida nula e Ny o conjunto dos pontos
onde f nao é uma aproximacao continua, considere:

(a) Ly(x) = {v : I{z;}com z; — x tal que x; ¢ N e v = limf(xi)}
v: VN com u(N)=0,3{x;} com z; — = tal que x; ¢ N e

(b) L(z) = { v =limf(z;) }

Ao observar a definigdo de Ly (z) e L(x) podemos chegar a conclusao que
= () Lw(z)
w(N)=0

Pela proposicao apresentada de seguida, sera claro que Ly,(x) = L(x) e
podemos encontrar uma expressao diferente para Fr(x),

Fp(r) = (e {f(B(z,e)\No)} (5.7)

e>0

= o\ UBE N}

e>0

= co(Ly,(z)).

Pretendemos determinar uma férmula similar para Fg(x), a custa de
(5.6) . Recorrendo a proposigao seguinte obtemos

Fr(z) = co(Fs(z)).

Proposicao. Para todo x € R",

= (" {/(B(z,)\No)} = Ly () = L().

e>0
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Demonstracao. Vamos provar a seguinte inclusao,

Fs(z) € (T B2\ No)} € Ly () € L(zx) C Fs(a).

e>0

Seja v € Fg(z) entdao v € {f(B(z,e)\N} Ve > 0 e VN em particular,

v e {f(B(x,e)\Ng)}Ve > 0.

Por outro lado, uma vez que v € (] {f(B(z,e)\No} entao
e>0

ve {f (B (x %) \N0> }w -0,

. 1
Assim sendo podemos encontrar um y; tal que, |[v —y;| < 7 e

o))

logo existe algum z; € B (x, %) \No tal que y; = f(x;). Claramente, limz; = x

com x; ¢ Ny e imf(x;) = v.
K3
Por defini¢ao de Ly, () temos que v € Ly, (z) e existe {x;} um conjunto
nao vazio de sucessoes tais que x; — x, e v = limf(x;) com z; € Ny. Tomando
K2

qualquer conjunto N C R"™ com medida nula, para um inteiro positivo k,
existe () tal que:

<1
k

1
Tiyy —x’ < z e )f (%'(k)) —

como f é continua em qualquer Tigyys existem pontos fixos 7 ¢ N com
propriedades semelhantes, entao

a5 < o) st <

Temos que

Ty — ] <

El V]

Ty — xk‘ T Ty — x) <

7)ol < | (m0,) = £ @] +]f (00,) —0] < 2.
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logo 7y — z e f(x}) — v, com x} ¢ N, concluimos entao que v € L(z).

Para v € L(z) e fixando um & > 0, por definicdo para cada N com
u(N) = 0, existe {x;} com z; ¢ N tal que, z; — x e f(x;) — v. Temos
que z; € B(x,¢) a partir de certa ordem, isto implica que v € f(B(x,)\N).
Uma vez que a escolha de € e N ¢é arbitraria vem que v € Fg(z).l

Seja T um ponto de R", I = [a, b] para m € N. Considere-se a partigao
a=1ty <t <..<tim 1 <tim=0
com k™ inteiro positivo e
dpp = max {t, —t]",Vi=0,..., k" — 1}

entao para cada i = 0, ..., k™ — 1 escolhemos ;" € R™ e construimos a funcao
©™(t) continua por partes, que designamos por aproximagao poligonal
descontinua,

{ P (ty) =T
() = @m(t) + (E— M) o+ EN e [Er T ]
onde v/ & um elemento de Fg (¢™(t")).

Definigao. Dizemos que a fungio ¢(t) : [a,b] — R™ é solugdo de Sentis
(ou solugao S) de

r = f(t,)
se para todo € > 0 existe m inteiro e a aproximacao poligonal descontinua

©™(t) tal que,
o(t) — @™ ()] <&, Vie€la,b]
km—1

com0<L,<ee0< > [ <e.

=0

Por outras palavras ¢(-) é o limite uniforme de uma sucessao de aproxi-
magoes poligonais descontinuas {¢™(-)} tal que d,, tende para zero.

5.5 Comparacao entre solucoes de Hermes e
de Krasowski

Hajek [8] estabelece uma forte relagao entre as solugoes de Krasowski e de
Hermes, como verificamos através do teorema do fecho para solucoes de
Krasowski. Este teorema serd apresentado de seguida com ligeiras alteragoes
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pois desprezamos o controlo u(+), mas antes vamos ver dois lemas que serao
liteis na demonstragao do teorema.

O integral de uma multifungdo F definida em I = [a, b] define-se por,

b b
/F(t)dt = /f(t)dt . f integrével em [a,b] e f(t) € F(t) qt.ptel

Lema 1.1. Seja A :[0,1] — 28" = P(R") uma multifun¢io mensurdvel
cujos valores A(t) sao compactos, convexos e contidos numa bola comum.
Entao

1 1
/A(t) = /a(t)dt :a(t) é uma seleccao mensurdvel de A(t)
0 0

Lemal.2. Seja S : [0,1] — 2% = P(R™) uma multifuncio cujos valores
estao contidos numa bola de R™. Se temos uma multifungao x : [0,1] — R"

que verifique
t

x(t) —x(s) € /S(T)dr, Vit >s

S

em [0,1], entdo z(-) é absolutamente continua e satisfaz x(t) € eo(S(t)) q.t.p,
em particular

t t

z(t) = z(0) + /i(r)dr € z(0) + /@(S(r))dr, vt € [0, 1].

0 0

As demonstracoes de estes lemas podem ser consultadas em [8].

Teorema do Fecho. (Para solugao de Krasowski).
Seja p,.(+) a solugio de Krasowski de

:t = f(t,I —f-pk<t,$)) + qk(tvx)

em [0,1] com pr — 0 e g — 0 uniformemente, assumindo que f é limitada
e mensurdvel em t,
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1. Se ;. converge uniformemente entao a funcgao limite é solugao de Kra-
sowski de x = f(t,z).

2. A menos que ¢, (0) — o0, alguma subsucessio de @, (-) converge uni-
formente em algum intervalo pequeno [0,¢] (onde € > 0 dependente de

f e liminf [p,(0)]).

Demonstragao. Assumimos que ¢, — ¢ uniformemente, e sejam € > 0 e
0 > 0 arbitrarios.

Entéo, para k suficientemente grande ||px(+)|| < &, lax(-)]] < delp, (1) = ()] <
e em |0, 1], portanto.

pi(t) € @(f(t, Bpy(t),€)) +0B) Ceo(f(t, Bp(t), 2¢)) + 0B)
Entao, para todo o t > s em [0, 1],

t

onlt) — on(s) € / c(f(r, Blp(r),22)) + 5B)dr.

S

Aplicamos o lema 1.1 e para k — oo e obtemos,

t

o) — ols) € / @(f(r, B(o(r), 2) + 6B)dr

S

Pelo lema 1.2, ¢(t) é absolutamente continua e
o(t) € eo(f(t, B(p(t),2¢) + 0B) q.t.p.
Da dltima relagao, para 6 — 0 obtemos:
p(t) € co(f(t, B(e(t), 2¢)) q.t.p.
Como ¢ foi arbitrario, para ¢ — 0, obtemos
p(t) € @ (f(t,¢(t)) a.t.p.

Assim, na verdade ¢(t) é uma solugao de Krasowski.
Para provar a alinea 2) vamos supor que s6 o caso em que ¢, (0) — oo.
Entao para alguma subsucessao y; = ¢, e algum o, temos que ¢, (0) — xo.
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Podemos agora incluir y,(0) — 2o na perturbaco interna p(-) e assumir que
todos os y,(0) = 0. Seja

a>0epf=supl|f([0,1],(a+1)B)|+1,

entao para todo ¢ € [0, g} (para i suficientemente grande [p;| < 1, |¢;| < 1)

temos y,(t) € aB porque |y(t)| < B.

Entao todos y;(t) ¢ limitada de R™ e a sua derivada sdo uniformemente
limitadas. Pelo Teorema de Ascoli-Arzela, a subsucessao de y; (subsucessao
de ¢,,) converge uniformemente em [0, g] . [

Coroldrio. Para z = f(t,z) com f localmente limitada e mensurdvel em t,
toda a solucdo de Hermes € solucao de Krasowski.

Demonstragao. Para toda a solugao de Hermes, temos uma solucao de
Carathéodory, onde . (t) — ¢(t) uniformemente e z = f(t,z + p(t)) com
p — 0 uniformemente.

Uma vez que toda a solucao de Carathéodory é de Krasowski entao ¢ (+)
é solugao de Krasowski, assim pelo teorema anterior, ¢ = lim ¢, é solugao

de v = f(t,x). [

Exemplo. Seja f uma funcao limitada e definida por

f(x) = { jii;xx:%oo , z(0) =0em [0,1].

A solugao ¢(t) = 0 é de Hermes e também de Krasowski, pois 0 € Fj(0) =
[—1,1].
Mas ¢(t) = 0 nao ¢ solugao de Filippov 0 ¢ Fr(0) = {—1}.
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