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Nesta dissertacdo estudam-se problemas de minimo, com especial atengdo ao
problema classico do Calculo das Variagdes. Nomeadamente, apos algumas
consideragfes gerais, estuda-se a existéncia de minimos para certas classes
de funcionais, incluindo os funcionais integrais do Calculo das Variagbes e
prova-se a existéncia de minimos Lipschitzianos para funcionais integrais sob
a "Condicao de Pendéncia Limitada".

Na segunda parte apresenta-se a equacao de Euler-Lagrange como condi¢ao
necessdria para a existéncia de minimos ilustrando a sua utilidade e a sua
relacdo com o Fendmeno de Lavrentiev.

O ultimo capitulo contém uma apresentacao de resultados recentes sobre a
validade da equacao de Euler-Lagrange e sobre o Fenémeno de Lavrentiev.
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In this dissertation minimum problems, with special attention to the classic
problem of the Calculation of the Variations, are studied. Namely, after some
general considerations, the existence of minimum for certain functional
classes, are studied, including the integral functional for the classic problem of
the Calculus of Variations and under the Bounded Slope Condition, the
existence of Lipschitzians minimum for the integral functional.

In the second part we present the Euler-Lagrange equation as necessary
condition for the existence of minimum illustrating its usefulness and its relation
with Lavrentiev phenomenon.

The last chapter contains a presentation of recent results on Euler-Lagrange
equation’s validity and the Lavrentiev phenomenon.
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Capitulo 1

Introducao

O Calculo das Variagoes é uma das dreas cldssicas da Matemd&tica em que muitos matemadti-
cos importantes contribuiram ao longo de vérios séculos. Para além da sua importancia
matemadtica e das suas interligagoes com outras dreas matemdticas, tal como a Geometria ou
as Equagoes Diferenciais, o Calculo das Variagoes é muito utilizado em Fisica, Engenharias,
Economia e Biologia.

Foi Euler que lhe deu este nome, mas o seu estudo tem uma histéria muito mais antiga,
comegando com um dos mais antigos problemas em matemadtica: a desigualdade paramétrica.
Uma variante desta desigualdade é conhecida como o problema de Dido. Muitas demostracoes
mais ou menos rigorosas se conhecem desde o tempo de Zenodorus (200 a.C.), que provou a
desigualdade para poligonos.

Outros problemas importantes do cédlculo das variagoes foram consideradas no século XVII
na Europa, tal como o trabalho de Fermat sobre éptica geométrica (1632), o problema de
Newton (1685) para o estudo dos movimentos em fluidos ou o problema de Braquistécrona
formulado por Galileo em 1638. Este tltimo problema teve uma forte influéncia sobre o
desenvolvimento do célculo das variagoes. Foi resolvido por John Bernoulli em 1696 e quase
imediatamente depois pelo seu irmao James, por Leibnitz e Newton.

Um passo decisivo foi dado com os trabalhos de Euler e Lagrange, que introduziram o que
hoje se chama equacao Euler-Lagrange. Este trabalho foi extendido em vérias direcgoes por
Bliss, Bolza, Carathéodory, Clebsch, Hahn, Hamilton, Hilbert, Kneser, Jacobi, Legrendre,
Mayer, Weierstrass, apenas para citar alguns nomes. (ver o livro Goldstine [19] para uma
interessante histéria dos problemas de cdlculo das variagbes em dimensao 1). Resultados
recentes relativos a validade da equacao de Euler-Lagrange foram obtidos por Cellina e seus
colaboradores (ver [11], [7], [16], [9]) e alguns destes resultados serdo apresentados nesta
dissertacao.

A presente dissertagdo estd estruturada da seguinte maneira: no capitulo 2 colectamos
alguns preliminares necessarios ao longo desta dissertacao. No terceiro capitulo estudamos
a existéncia de minimos para certas classes de funcionais, incluindo os funcionais integrais
do Célculo das Variagoes. Na 1ltima seccao deste capitulo prova-se a existéncia de minimos
Lipschitzianos para funcionais integrais sob a "Condigao de Pendéncia Limitada". O quarto
capitulo dedica-se a equagao de Euler-Lagrange. Comegamos por deduzir esta equagao, ilus-
trando a sua utilidade e a sua relagao com o Fenémeno de Lavrentiev. O quinto e ltimo
capitulo contém uma apresentacao de resultados recentes sobre a validade da equacao de
Euler-Lagrange e sobre o Fenémeno de Lavrentiev. As nossas consideragoes relativas ao
Fenémeno de Lavrentiev limitam-se ao problema cldssico do Célculo das Variagoes, com
Lagrangeano da primeira ordem. Para Lagrangeanos de ordem superior que apresentam o
Fenémeno de Lavrentiev referimos o artigo de Sarychev [26].
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Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo vamos apresentar algumas notagoes e alguns conceitos e resultados basicos que
vao ser utilizados nos capitulos seguintes.

Para n > 1 consideramos o espago linear normado R", cuja norma indicamos por ||.||.
Seja 2 C R™ um conjunto aberto e limitado. Entdo a sua fronteira serd indicada por 02 e o
seu fecho (ou aderéncia) serd indicado por Q. Em particular, vamos considerar o caso em que
Q = (a,b) &€ um intervalo aberto, caso em que 02 = {a, b} . Indicamos por C (ﬁ) 0 espaco de
Banach das funcoes continuas v : £ — R com a norma

[ull o = max |u (z)],
€]

onde |.| indica a norma (médulo) em R. Para 0 < k < oo indicamos por C¥ (), o espago das
funcoes que tém derivadas continuas em € até e incluindo a ordem k (se k = 0, serd o espago
das fungdes continuas em ). Por C* (ﬁ) indicamos o espaco de funcdes em C* (), cujas
derivadas até & ordem k podem ser extendidas a fungoes continuas até a fronteira 0f).

O suporte de uma funcao u : 2 — R é definido por supp (u) = {x € Q: u(x) # 0}. Se Q
é suposto limitado entao o suporte de toda a funcao u : 2 — R resulta compacto.

Se 2 C R™ um conjunto aberto (ndo necessariamente limitado) entdo indicamos por
Ck () o subespago de C* (ﬁ) das fungoes u : 2 — R com suporte compacto contido em 2.

Se Q C R™ um conjunto aberto e limitado entdo obviamente C} (Q) = C* (Q).

Se v : @ — R ¢ uma funcio de classe C! (Q) entdo Vu = (%,%,...,%) indica o

gradiente da funcgao wu.

Indicamos por L a o— dlgebra dos conjuntos mensurdveis a Lebesgue de R" e por pu : £ —R
a medida de Lebesgue. Uma fungao u : 2 — R diz-se mensurdvel (a Lebesgue) em €) se para
todo 7 € R o conjunto

{zeQ: f(zx)>r}el.

Observa-se que toda a fungao continua é mensurdvel e, pelo teorema de Lusin, se f: 2 - R
é mensuravel & Lebesgue em {2 entao para todo € > 0 existem um compacto K. C {2 e uma
fungao continua ¢ : 2 — R tais que p(Q\ K;) <ce f(z) = g(z) para todo x € K.

Uma propriedade (P) relativa aos elementos de Q diz-se que se verifica ¢.t.p. em Q (em
quase toda a parte de 1) se existe um subconjunto mensuravel N C R” tal que u(N) =0e
tal que (P) se verifica em todo Q\ N.

Duas fungoes f e g :  — R que coincidem q.t.p. em 2 dizem-se equivalentes. O
espaco das classes de equivaléncia de funcdes integraveis a Lebesgue indicamos por L' (€2).
O integral a Lebesgue duma fungao integravel u : 2 — R serd indicado por [ fdu ou ainda

Q

por [ f(z)dz. Se f e g:Q — R coincidem q.t.p. em Q entdo [ fdu = [ gdp.
Q 2 2

7



8 CAPITULO 2. PRELIMINARES

Seja €2 C R™ um conjunto aberto e seja 1 < p < co. Diz-se que uma funcao u : 2 — R
pertence ao espago LP (Q2) se

1
HUHLP = (fQ |u(l,)|p dx)p sel <p<oo (2.0.1)
inf {a: |u(z)| < a qt.p. em Q} sep=o0

for finita. Se Q@ C R™ & aberto e se 1 < p < oo entdo ||.||;, ¢ uma norma, e o espago LP (Q)
equipado com esta norma é um espago de Banach.

Se (X,]|.]]) ¢ um espago linear normado entdao X* = {f : X — R |f linear e continua} ¢
o espago dual de X. Se (), ¢ uma sucessao em X entdo diz-se que a sucessao (), cy
converge fortemente para xg € X se nllgloo |xr, — ol = 0.

Diz-se que a sucessao (), converge fracamente para zo € X se a sucessao (f (zn)),cy
converge para f (zg) para todo f em X*. Um conjunto A C X diz-se fracamente fechado se
para qualquer sucessao (z,),y em A fracamente convergente para algum zo € X tem-se que
zg € A. Se A C X é um conjunto convexo entdo A é fechado se e s6 se é fracamente fechado.

O espaco L (2) com a norma definida em (2.0.1) é um espago de Banach e o seu dual

LP (Q)* identifica-se com o espaco LP (), onde % + % = 1. Pela desigualdade de Holder

tem—sequeseueLp(Q)eveLpl(Q)onde%+%zlel§p§ooentéouv€L1(Q)e

[woll e <l o [[0]] L -

Seja © C R™ um conjunto aberto, 1 < p < oo, e seja (up), cy uma sucessao em LP (€2).

Diz-se que a sucessao (u”)nEN converge pontualmente para u se para todo z € ) tem-
se que (uy (x)), oy converge para u (). A sucessao (up),cy converge fortemente para u em
LP () e indica-se por u,, — u € LP (£2) se

nlggo | wn — UHLP =0,

e a sucessao (up),cy converge para u fracamente, e indica-se por u, — u, se

lim [ (un(z) —u(z)) @ (z)ds =0, para todo ¢ € LP ().

n—oo 9]

Para a completude desta dissertacao relembramos alguns resultados relativos & passagem
ao limite nos integrais, que serao utilizados nos capitulos seguintes.

Lema 2.1 (Fatou) Se (fn),cn € uma sucessao de fungoes mensurdveis, f, : 8 — R, entdo

/ (hm inf fn> dp < lim inf/ fndu.
Q n—oo n—oo QO

Teorema 2.0.1 (da Convergéncia monétona) Se (fn),cn € uma sucessao crescente de fungoes
mensurdveis nao negativas com fQ fndu < 00, que converge pontualmente para f entdao

fd,u:/ ( lim fn) dp = lim /fndu.
/Q Q \n—+oo n—+0o Jo

Teorema 2.0.2 (da Convergéncia Dominada) Se (fn),cn € uma sucessao de fungdes men-
surdveis, que converge pontualmente para uma fungio f, e se existe ¢ : Q — R uma fungao
integrdvel (a Lebesgue) tal que para todo n, |fn ()| < ¥ (x) q.t.p. em Q entao f é integrdvel

e
/Qf (x)dz = nll)rfoo /Q fn (z) dx.



De seguida iremos relembrar algumas generalidades sobre os espacos de Sobolev, WP (€2),
onde  C R™ é um conjunto aberto e 1 < p < co (para detalhes ver [17], [13], [1]).

Diz-se que u € L} . (Q) se u € LP () para todo o conjunto aberto €’ com fecho compacto
contido em Q. Se u € L}, (Q) entao dizemos que v € L}, (Q) ¢ a derivada parcial fraca de u
relativamente a x; se

[r@e@de=— [ u@ 3E @)a
Q Q Oz;
para toda a funcao ¢ € C§° (€2). Por abuso de notacoes, indicamos esta derivada fraca por
8%- ou ug,.Diremos que u ¢é diferencidvel fracamente se todas as derivadas parciais fracas,
Uy, ..., Uy, €Xistem.

Chama-se espaco de Sobolev WP (Q) ao espago das fungoes u € LP (§2), cujas derivadas
parciais fracas u,,, 1 < i < n, pertencem ao espago LP (2) .Munimos o espaco W (Q) com
a seguinte norma

hSAl

lullyre = (Jullf, + [[Vullf,)? se 1 <p< oo

[ellprce = max {[|uf[ oo s [Vl e } se p = 00

Uma fungao f : [a,b] — R"diz-se absolutamente continua em [a, b], quando para qualquer
e > 0, existe 6 > 0, de tal modo que para qualquer familia finita de subintervalos abertos de
[a,b], {(a;,b;) : 1 <i<n}, disjuntos dois a dois, tem-se que
n n
S bi—ai) <5=> |f ()~ flai)ll <e.
i=1 i=1
Denotamos por AC ([a,b] ,R™) o espago das fungdes absolutamente continuas. Resulta
facilmente da definicdo que, toda a funcdo absolutamente continua é continua. No entanto,
hé fungoes continuas que nao sao absolutamente continuas. Observa-se que uma funcao
absolutamente continua em [a,b] tem derivada finita q.t.p. em [a,b]. Diz-se que a fungao
f :]a,b] — R™ ¢é integral da sua derivada se para todo «, 3 € [a, b] tem-se que

B8
£(8)— f (o) =/ 1 (r)dr.

Uma caracteristica importante das fungoes absolutamente continuas é dada pelo seguinte
resultado (ver [5], p.13).

Proposicao 2.1 Uma func¢ao continua f : [a,b] — R™ é integral da sua derivada se e sé se
f € absolutamente continua.

O seguinte teorema (ver [18]) serd utilizado na deducao da equagao de Euler-Lagrange,
quando precisamos de diferenciar um integral em relagao a um pardmetro.

Teorema 2.0.3 Sejam dados dois intervalos I; e I em R e trés funcoes f : [y X Is — R,
g: I — Iy e h: Iy — Iy com valores denotados por f (t,a), g(t,a) e h(a).Se supusermos
que f (.,.) e a sua derivada parcial f, (.,.) sdo ambas continuas em Iy x Iy e que g (.) e h(.)
tém derivadas finitas num ponto 8 € I, entdo a funcio F : Iy — R definida por

h(@)

F(a) = /g(a) f(t,a)dt

tem derivada finita em 3 e

h(B)
F (5) =/ fa(ta)dt+ f (h(B).B) I (B) — F(g(B).B)d (8B).
9(B)
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Capitulo 3

Existéncia de minimos

3.1 (Generalidades sobre problemas de minimo

Nesta seccao apresentamos algumas generalidades e resultados abstractos relativos a proble-
mas de minimo, que se podem encontrar, por exemplo, em [18] e [24].

Definigao 3.1.1 Seja X um conjunto nao vazio e seja f : X — RU{+oco} uma func¢ao.
Diz-se que x € X é um ponto de minimo de f ou que f tem um minimo no ponto x se

f(z) < f(x), para todo x € X.

Definigao 3.1.2 Seja (X, 7) um espago topoldgico. Uma fungio f: X — RU {400} diz-se
semicontinua inferiormente (s.c.i) no ponto xo € X se para todo A € R com f(xg) > A, existe

z

V' uma vizinhanga de xq, tal que f(x) > X, para todo x € V. Diz-se que f é semicontinua
inferiormente em X se f é semicontinua inferiormente em todo xg € X.

Observagao 3.1 Se f (zg) € R entao f é semicontinua inferiormente em g se e sé se para
todo € > 0, existe V' uma vizinhanga aberta de xo tal que f(x) > f (zo) — €, para todo x € V.

Defini¢ao 3.1.3 Chama-se o epigrafo de uma fungao f: X — RU {400} o subconjunto de
X X R definido por
epi (f) ={(z,\) € X xR : f(x) < A}.

Prova-se facilmente a seguinte proposicao.

Proposicao 3.1 Se (X, 7) é um espago topoldgico e se f : X — RU{+o0}, f é semicontinua
inferiormente se e sé se epi (f) é fechado em X x R.

Observagao 3.2 Se (X,d) é um espago métrico entio f : X — RU {400} é semicontinua
inferiormente (em X ) se e sd se para todo xg € X e para toda (x,), .y em X convergente
para xo tem-se que f(xg) < limJirnff () -

n—-roo

Definigao 3.1.4 Seja f: X — RU{+o0c} uma funcao e seja A € R. O conjunto
Sx(f) ={ze X: f(z) <A}

chama-se uma sec¢ao de f. Diz-se que f é uma funcgdo propria se o conjunto
dom (f) ={x € X : f(z) < +oo}

é nao vazio.

11



12 CAPITULO 3. EXISTENCIA DE MINIMOS

Observagao 3.3 Se f : X — RU{+o0} é semicontinua inferiormente entao Sy (f) é fechada
em X para todo \ € R.

Teorema 3.1.1 Teorema de Weierstrass (versao 1) Se (X,7) é um espago topoldgico
compacto e se f: X — RU{+o00} é uma fun¢io prépria e semicontinua inferiormente entao
exviste x € X tal que

f(z) < f(x), para todo x € X.

Demonstragao. Seja m = in)f( f (z). Suponhamos, por redugao ao absurdo, que m =
xe

—o0. Entao existe uma sucessao (), oy de elementos de X tal que, f (x,) < —n, para todo
Vn € N. Para todo A € R, existe ny € N tal que f(z,) < A, para todo n > ny. Sendo
X um espaco compacto, existe z € X e uma subsucessao (g, ),y convergente para z. A
funcao f é semicontinua inferiormente em z, por hipétese, portanto existe uma vizinhanca
V de z tal que f(x) > A, para todo z em V. Como z € V e (x,),cy — 2, entdo existe
n, € N tal que zy, € V, para todo n > n,, e portanto f (zy,) > A, para todo n > n,. Seja
no = max {n,,ny}, entdo para todo n > ngy tem-se que f(zx,) < A e f(x,) > A Esta
contradi¢ao permite concluir que m € R.

Seja (z,),,cn uma sucessao em X tal que f (x,) converge para m. Entao sendo X compacto
existe uma subsucessao (ry,, ),y convergente para algum z € X. Suponhamos, por redugao
ao absurdo, que f (z) > m. Entao, existe § > 0 tal que f (z) > m+ 4.

Sendo, por hipdtese, a fungao f semicontinua inferiormente em z, existe V uma vizinhanga
de z tal que f (x) > m+J, para todo z € V. Sendo (xy,, ), oy convergente para z, existe n, € N
tal que zy, € V para todo n > n,. Por consequéncia, para todo n > n, tem-se que

f(x,) > m+6. (3.1.1)

Pela escolha de (x4, ),,cn » tem-se que (f (v, )), ey converge para m. Portanto existe ns €
N tal que
m < f(xr,) < m+ 4, para todo n > ng, (3.1.2)

Para ng = max{ng,n,} e para todo n > ng, de (3.1.1) e (3.1.2) tem-se que m + § <
f (xg,) < m+ 4. Contradicao.

Resulta entao que f(z) < m e como m < f(z), obtemos que f (z) = m e portanto x é
um minimo de f. m

Definigao 3.1.5 Seja (X, 7) um espago topoldgico. Um subconjunto K de X diz-se sequen-
cialmente compacto se toda a sucessao (xy),cy de elementos de K contém uma subsucessio
que converge para um elemento de K.

Seguindo os passos da demonstragao anterior obtém-se a seguinte forma do Teorema de
Weierstrass.

Teorema 3.1.2 Teorema de Weierstrass (versao 2) Se (X,7) é um espago topoldgico
sequencialmente compacto e se f: X — RU{+oo} é uma fungdo propria e sequencialmente
semicontinua inferiormente entao existe x € X tal que

f(z) < f(z), para todo x € X.

Definigao 3.1.6 Seja (X, 1) um espago topoldgico. Uma fungao f: X — RU{+oc} diz-se
coerciva se para todo A € R tem-se que o conjunto Sy (f) = {x € X : f(x) < A} é relati-
vamente compacto em X. (i. e., Sx(f) é compacto). Diz-se que f : X — RU{+oo} é
sequencialmente coerciva se o fecho de toda a secgao Sy (f) é sequencialmente compacto em
X.
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Observagao 3.4 Se X é um espaco de Banach com a norma |||y entdo a coercividade de
f caracteriza-se pela propriedade

lim f(x)=+4oc.
[zl x —+o0

De facto, tem-se a seguinte proposicao

Proposicao 3.2 Se (X,|.||y) é wm espago de Banach reflexivo entio a fun¢do f é fraca-
mente sequencialmente coerciva se e so se

f(z) = 0. (3.1.3)

|| x =00

Demonstracao. Suponhamos que f é fracamente sequencialmente coerciva. Supon-

hamos, por reducao ao absurdo, que | ||1im f(z) # +oo. Entdo existe uma sucessao
T|| x —+00

(%) ,ey tal quenli&looHa:nHX = 400 e (f(zn)),ey ¢ limitada. Seja entdo A € R tal que

|lf (zn)]| < A, para todo n € N. Sendo f fracamente sequencialmente coerciva, tem-se que
Sy (f) é fracamente sequencialmente compacta, e portanto a sucessao (z,),,cy converge fraca-
mente para algum z € Sy (f). Entao (zy,),cy ¢ limitada. Esta contradigao permite concluir
que se verifica (3.1.3) .

Provemos agora a afirmagao reciproca. Seja A € R e (), uma sucessao de elementos
de S (f). Entao, pela hipétese, resulta que (z,,),,c ¢ uma sucessao limitada e como o espago

X ¢ reflexivo resulta que existe uma subsucessao (2, ),y que converge fracamente em Sy (f).

Resulta entao que, Sy (f) é fracamente sequencialmente compacto e portanto f é fracamente
sequencialmente coerciva. ®

Teorema 3.1.3 Teorema de Tonelli (1) Seja (X, 7) um espago topoldgico e seja f : X —
RU{+o0}, uma fungio semicontinua inferiormente, prdpria e coerciva. Entao f admite um
minimo em X.

Demonstragao. Seja z¢p € X tal que f(z9) < +oo. Sendo f coerciva tem-se que
St@o) (f) ={z € X : f(x) < f(20)} & relativamente compacta, isto &, Sy, (f) é compacto.
Sendo também f semicontinua inferiormente, resulta que Sy, (f) é fechada. Podemos
entdo concluir que Sy (f) é compacta e portanto, pelo Teorema de Weierstrass, existe
& € Sy(ay) () tal que [ (z) < f (x) , para qualquer & € Sy(sq) ().

Como resultado f (z) < f (z), para todo =z € X, ou seja, z ¢ minimo de f em X. ®

De maneira andloga, prova-se a seguinte forma do Teorema de Tonelli.

Teorema 3.1.4 Teorema de Tonelli (2) Se (X,7) é um espago topoldgico e se f: X —
R U {+o0} é uma fun¢ao semicontinua inferiormente, prdpria e sequencialmente coerciva
entdo f admite um minimo em X.

Definigao 3.1.7 Seja agora (X, 7) um espago topoldgico e seja f : X — R U {400} uma
fungio. Chama-se sucessao minimizante de f em X uma sucessio (Zy),cny C© X tal que
lim T,) = inf f(z) =: m.
Jimf (ea) = inf f (2)
Observagao 3.5 Seja (X, 7) um espago topoldgico e seja f : X — RU {400} uma fungdio
propria e semicontinua inferiormente. Pelos Teoremas de Tonelli acima mencionados tem-se
que:
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(i) Se f ¢ coerciva entdo toda a sucessao minimizante (Tn),cy de f admite um ponto
limite x € X que resulta ponto de minimo de f, isto é, f (z) = m.

(i1) Se f ¢é sequencialmente coerciva entio toda a sucessio minimizante (), .y de f
admite uma subsucessao (xnk)keN convergente para um ponto x € X, onde z é um ponto de
minimo de f.

O resultado que se segue generaliza o Teorema de Weierstrass.

Teorema 3.1.5 Seja (X, 7) um espaco topoldgico, V. um subconjunto de X e seja f: X —
R U {+o0} uma fung¢ao sequencialmente semicontinua inferiormente. Assumamos que existe
uma sucessao minimizante de f em V, (xy,),cy, que converge para um ponto xo € V. Entao,
f(zo) € o minimo de f em V.

Demonstragao. Por hipdtese temos que f é sequencialmente semicontinua inferiormente,
portanto, por defini¢ao, para toda a sucessao (z,), ¢y convergente para algum zo € X, temos

f(w) < lim_inf f (an).

Como, também por hipdtese, se assumiu que existe uma sucessao minimizante (alsn)nEN , que
converge para um ponto xg € V, entao, temos que

N »
inff < f (w0) < lim_inf f (w) = inff

e portanto —oco < f (zg) = i‘l}ff, ou seja, f(zg) ¢ o minimo de fem V. m

O seguinte teorema representa o Método Directo do Célculo das Variagoes, e serve para
provar existéncia de minimos.

Teorema 3.1.6 Sejam X um espago topoldgico e a fungao f: X — RU{+oo} tal que

(1) f é semicontinua inferiormente em X (respectivamente sequencialmente semicontinua
inferiormente em X ),

(ii) f é coerciva (respectivamente sequencialmente coerciva).

Entao f tem minimo em X.

Demonstragao. Consideremos m = inf {f (z): x € X} € RU{+00}. Se m = +o0, cada
ponto x € X é um ponto de minimo para f e nao temos nada que demonstrar. Suponhamos
m < 400 e consideremos uma sucessao decrescente (M), oy convergente para m. Sendo
f semicontinua inferiormente em X, pela Observacao 3.3, segue que, para todo n € N,
o conjunto {x € X : f(z) < \,} é fechado em X, e sendo X compacto, resulta que este
conjunto ¢ compacto. Sendo a sucessao (A, ), cy decrescente, resulta que

Nz e X f@) <X} #0,

facto que implica que existe g € X tal que

moenQN{xeX:f(x)S)\n}.

Segue entao que, tal ponto zp é um ponto de minimo para f. De facto, f (z9) < A, para todo
n € N e passando ao limite quando n — 400, segue que

f(zo) <m.

Portanto, g € X é um ponto de minimo para f. m
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Definicao 3.1.8 Seja X um espago linear normado com a norma ||.||x . Um subconjunto C
de X diz-se convezo se para todo t € [0, 1] e para todo x,y € C tem-se que tx + (1 —t)y € C.

Definicao 3.1.9 Seja (X, ||.||) um espago linear normado e seja C um subconjunto convezo
de X. Uma fungio f : C — R U {+oo} diz-se func¢ao convexa se para todo t € [0,1] e para
todo z,y € C tem-se que f(tx+ (1 —t)y) < tf(x)+ (1 —1t)f(y). Diz-se que a fungio f é
estritamente conveza se para todo t € [0,1] e para todo z,y € C se tem f(tx+ (1 —1t)y) <
tf(x)+ (1 —1t) f(y), com x diferente de y.

Prova-se facilmente a seguinte proposicao.

Proposigao 3.3 Uma fungao f: X — RU{+oo} é conveza se e s6 se epi (f) é convero em
X xR.

Proposigao 3.4 Seja (X, |.||) wm espago linear normado. Uma fungdo convera f : X —
RU{+o0} é semicontinua inferiormente se e s6 se f é fracamente semicontinua inferiormente.

Demonstragao. Sendo f convexa resulta que epi(f) é convexo e portanto epi(f) é
fechado se e s6 se epi (f) é fracamente fechado. m

Proposigao 3.5 Sejam X um espago de Banach e f : X — RU{+o0} uma fung¢ao convera.
Entao f é semicontinua inferiormente para a topologia forte em X se e sé se f é semicontinua
inferiormente para a topologia fraca em X.

Demonstragao. A fungao f: X — RU{+o0} é convexa, portanto, pela proposi¢ao 3.3,
epi (f) convexo. Por um teorema tem-se que sendo epi (f) convexo, entao epi (f) é fechado,
seja para a topologia forte, seja para a topologia fraca.

Consequentemente, por uma Proposicao que afirma que uma fungdo f é semicontinua
inferiormente se e s6 se epi (f) é fechado, f é semicontinua inferiormente seja para a topologia
forte, seja para a topologia fraca em X. m

A Proposicao que se segue tem o propésito de apresentar um resultado de unicidade do
minimo, utilizando a definicdo de convexidade estrita.

Proposicao 3.6 Seja X um espago linear normado e f : X — R U {400} uma fung¢ao
estritamente convera e propria. Entao f admite no mdximo um ponto de minimo.

Demonstragao. Suponhamos que existem a, b € X taisquea # be f (a) = f(b) < f (),
para todo =z € X. Entao

1

@< (g0t 5) <57 @+ 50 =1 ().

Absurdo. Nao pode existir mais do que um minimo.

Teorema 3.1.7 Seja X um espago de Banach reflexivo. Se f : X — R U {400} é semi-

continua inferiormente, propria e convexa e tal que lim f (z) = 400, entdo f admite um
llzl|—+o0

minimo em X.

Demonstragao. Como por hipétese lim f(z) = +oo, f é coerciva e consequente-
l|z]|—-+o0

mente tem seccoes limitadas. Entao, as secgoes de f sao fechadas, convexas e limitadas,

portanto sao fracamente compactas. Sendo f propria e fracamente semicontinua inferior-

mente aplica-se o Teorema de Tonelli e obtém-se que f admite um minimo. =
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3.2 Minimos de funcionais integrais

Nesta seccao queremos aplicar o método directo para provar a existéncia de minimos para
funcionais integrais. O problema clédssico do cédlculo das variagGes, consiste em minimizar

funcionais integrais da forma I (u) = / L(z,u(z), Vu(x)) dz sobre um conjunto de fungdes
Q
X, onde L : Q x RN x RV*?» . R ¢ uma funcao chamada Lagrangeano e Q C R" & um
conjunto aberto com fronteira 2. O conjunto X contém funcées u : Q — RY que satisfazem
certas condigoes na fronteira de 2 e com alguma classe de regularidade. Nesta dissertacao
consideramos apenas os casos em que n =1 ou N = 1.
No caso n = 1 o problema toma a forma

min {J(:c) _ /abL(t,x(t),x’(t))dt ze X} , P)

onde L : @ x R xRV — R, Q = (a,b) é um intervalo aberto de R e X serd o conjunto
das funcdes de classe C! ou absolutamente continuas definidas em (a,b) e que satisfazem as
condigoes z(a) = a, x(b) = (. Sera também considerado o caso em que X = Wol’p Q).

No caso N =1 o problema serd da forma

min {J(u) = /QL(a:,u(at), Vu(z))dr : u € X} , (P)

onde Q CR" L:QxRxR" — Re X ésubconjunto de algum espaco de Sobolev WP ().
No que se segue vamos utilizar o método directo para provar a existéncia de minimos para

o problema do tipo (P) com X = Wol’p (Q) e

J(u) = /Qf(a:,Vu (x)) dx

Definicao 3.2.1 Seja B (R") a o0—dlgebra de Borel em R™ (gerada pela familia dos conjuntos
abertos de R™). Uma fungao f : R™ — R diz-se boreliana se para todo o aberto A C R, tem-se

f71(A) e B(R™).

Teorema 3.2.1 Suponhamos que 1 < p < o0, a funcdo f: QxR™ — R ¢é boreliana e tal que:
(i) existe a € L' (Q) e existe b € R, com b > 0 tais que

f(@,8) 2 —a(z) = blE",

para todo x pertencente a € e todo & em R™;
(i1) para todo x € Q, a aplicagao & — f (x,§) é conveza.

Entao, existe ug € Wol’p (Q) tal que J (up) = min J (u).
ueW,?(Q)

Demonstragao. (a) Provaremos que J ¢ semicontinuo inferiormente na topologia fraca
de VVO1 P (Q). Pela hipétese (i7) do teorema tem-se que J ¢ convexo. Portanto, pela Proposigao
3.5, sera suficiente demonstrar que J é semicontinuo inferiormente para a topologia forte de
VVO1 P(Q). Sendo VVO1 P (Q) espago de Banach, basta demonstrar que J é sequencialmente
semicontinuo inferiormente. Considere-se a sucessao (un), ¢y a convergir fortemente para u

em I/VO1 P(Q). Temos de verificar que

J (u) <liminfJ (uy,).

n—oo
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Uma vez que (uy),, oy converge fortemente para u em VVO1 P () tem-se que (Vuy), o converge
fortemente em LP (§2) para Vu. Passando a uma subsucessao, se necessério, tem-se que Vu,, —
Vu q.t.p. em €. Pela hipétese (i7) tem-se que a funcao & — f (z,£) sendo convexa é continua
em R" (aberto e convexo) o que implica

[ (z,Vu(z)) +b|Vu (2)|P <liminf [f (z, Vu, (z)) + b |Vuy, (x)F].

n—oo

Sendo
f (x, Vg (z)) +b|Vu, ()’ > —a(z), coma € L'(Q),

podemos aplicar o Lema de Fatou para concluir que
[ 1f @ Vu(@) + b|Vu @) do
Q

n—oo

< /Q [lmin f (2, Tuy (2)) + b [Vuy ()] da

n—oo

< liminf/ [f (z, Vup, () + b |Vuy, ()] de
Q
portanto,

/[f(m,Vu(x))—i—b\Vu(:n)]p]dxSliminf/[f(x,Vun(x))—i—b\Vun(x)\p]dx
Q Q

ou seja,
J () + 0|V (@), ) < Hminf [J () + [ Viun (2)[7,q | -

Uma vez que (Vuy,), oy converge fortemente em LP () para Vu, resulta que

J (u) < liminfJ (uy) .

n—oo

(b) Provaremos agora que J é coercivo na topologia fraca de Wol P(Q), ou seja, que para
todo A € R o conjunto K = {u € Wol’p (Q):J(u) < )\} é fracamente compacto em Wol’p Q).

Sendo I/VO1 P (Q) um espago de Banach reflexivo, serd suficiente que o conjunto K seja limitado.
Pela hipétese (i) tem-se que

A2 J(u) 2 =llallpr +b[[Vull ooy »

portanto ||Vul| gy < const (a,b,A). Mas [|[Vu|[5(q) ¢ uma norma em Wol’p (Q) e pela re-
flexividade de Wy (€2) resulta que

{u e Wy () : J (u) < )\} C B(0,const (a,b, \))

¢é fracamente compacto. Sendo verificadas as hipéteses do teorema 3.1.6, resulta que existe
ug € Wol’p (), tal que

J(up) = min J(u).
ueWy?(Q)
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3.3 Condicao de Pendéncia Limitada

A Condig¢ao de Pendéncia Limitada (CPL) foi introduzida por Hartman e Nirenberg e, num
contexto variacional, por Stampacchia, com o propdsito de obter majorantes pontuais para a
norma do gradiente Vu (z) de uma solu¢ao u para um problema de minimo da forma

~

min {/Q F(Vu(2))de : u(z) = ¢ (z) para s e aa} (P)

(ver [6] e [18]). Nesta secgao mostraremos que sob a Condicao de Pendéncia Limitada existe
um minimizante Lipschitziano do problema (]3) onde 2 C R™ é um conjunto aberto e

limitado e ¢ : 92 — R é uma funcao dada.

Definigao 3.3.1 A func¢ao ¢ satisfaz a Condigao de Pendéncia Limitada (CPL) se existe
k € R tal que para todo x € 09, existem a, b € R™ com ||a|| < k, [|b]| < k tais que

0 (y) < () +(a,y —x), para todo y € O

o (x)+ (byy —z) < ¢(y), para todo y € IN.

Por outras palavras, ¢ satisfaz a Condi¢cdo de Pendéncia Limitada se para todo z € 02,
existem dois hiperplanos m e w3 que passam por (x,¢ (x)) tais que graph (¢) permanece
abaixo de m; e acima de ms. Os dois esbogos que se seguem representam esta situagao:

G (¢)

Proposigao 3.7 Se a funcgio ¢ : 00 — R satisfaz a condi¢do de pendéncia limitada e tal
que @|yq ndo € afim, entio Q é convexo e ¢ € lipschitziana em OSQ.

Demonstracgao. Para provar a convexidade, pela condicao de pendéncia limitada e temos
que para todo x € 0€2, existem a, b € R"” com ||a|| <k, ||b]| < k tais que, para todo y € 052,

@ () + by —x) < (y) <p(x)+(a,y — 1),

0 que implica
0 <{a—b,y—x), para todo y € .

Resulta entao que o hiperplano H, de equagao (a — b,y — x) = 0 é um hiperplano de suporte

de Q em z € 0F). Seja S, o semi-espaco determinado pelo hiperplano H, que contém §2. Entao

Q= m S, e portanto ) é convexo. Por outro lado, para mostrar que ¢ é Lipschitziana,
€00
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partimos novamente da condigao de pendéncia limitada, ¢ (y) < ¢ (z) + (a,y — z) e ¢ (x) +
(b,y — z) < ¢ (y) e obtemos que

P ) —¢ (@) <(ay—=z) <kly—z|
e também que
o) =@ <(bz—y) <kly—=.
Uma vez que |lal| <k e [[b]] < k, entdo temos que

e (y) = @) <klly—=|,

para todo y € 02 e consequentemente concluimos que ¢ é Lipschitziana. =

Definicao 3.3.2 Um subconjunto €2 de R™ diz-se uniformemente convexo se existe ¢ > 0 tal
que para todo x,y € OS2,

lz —yl* < cln(z),y — ),

onde n é a normal interna.

Lema 3.1 Se Q) é uniformemente convexo e ¢ : 02 — R é a restricao de uma func¢do de
classe C?, entdo ¢ satisfaz a condicio de pendéncia limitada.

Demonstracao. Partindo da hipétese que {2 é uniformemente convexo entdo é equiva-
lente a dizermos que existe ¢ > 0 tal que para todo x,y € 012,

lz —yl* < cln(z),y—=),
onde n é a normal interna. Entdo, como a funcao ¢ € C2, pode concluir-se que
2
le (y) —¢ () = (Ve (), y —z)| < erllz —yl”, (3.3.1)
0 que implica que
2

ey) <)+ (Ve(z),y—z)+alz—yl”.

Uma vez que {2 é uniformemente convexo, entao

e ) <¢(x)+ (Ve(z)+en(z),y—x),
pelo que
e () <p(x)+(a,y —2), (3.3.2)
ja vez que a = Vo (z) + en (x) . Portanto, de (3.3.1) pode concluir-se que
p(y) 2 o(@)+ (Ve (r),y—a) —cn(z),y — )
e consequentemente que
e ) = ¢ @)+ (Ve (r)+en(z),y—x).
Por outro lado, como b = Ve (z) 4+ ¢n (x), vem que para todo y € 052,
e (y) = ¢ (x) + by —). (3.3.3)

Entao, de (3.3.2) e (3.3.3) obtém-se a Condigao de Pendéncia Limitada. m



20 CAPITULO 3. EXISTENCIA DE MINIMOS

Notagao 1 Denotamos por Lipy (ﬁ) o conjunto das funcées Lipschitzianas u :  — R, com
constante de Lipschitz menor ou igual do que k. Tambem indicamos por Lip (Q) o conjunto
de todas as funcées Lipschitzianas com alguma constante de Lipschitz.

Teorema 3.3.1 Seja Q C R™ um conjunto aberto e limitado, a funcdo ¢ : 9Q — R satisfaz
a condi¢ao de pendéncia limitada e f : R™ — [0, 400 é estritamente convexa. Entdo existe
uma solug¢ao (fung¢io minimo) para o problema de minimo

min{/ﬂf(Vu(x))dx:u(x):gp(x) para € 09 euELz’p(Q)}.

O Teorema enunciado serd provado posteriormente. Queremos encontrar uma solugao
para o problema de minimo nesta classe, e mediante a condi¢ao de pendéncia limitada demon-
straremos que tal solu¢ao (para um k oportuno) é solugdo do problema de minimo acima.
Para esse propésito precisamos do resultado apresentado a seguir.

Lema 3.2 (Critério de Comparacao) Se u é solugdo do problema de minimo

min {/Q f(Vz(z))dx : z(x) =u(x) para x € 0N e z € Lipy, (Q)} , (Py,)

e v é solugdo do problema

min{/ f(Vz(x))dx: z(z) =v(x) para x € OQ e z € Lipy, (Q)}, (Py)
Q
e seu<wvemdf, entdou <v em €.

Demonstragao. Observemos que se u, v pertencem ao espaco WP (Q), entdo u V
v pertence também a WP (Q) e

Vu q.t.p. em {u > v}

V(uv) :Vmax{u,v}:{ Vv q.t.p. em {u<v} ’

sendo
{u>v={zeQ:u(z)>v(z)} e {fusv={recQ:u(z)<v(z)}.
Em particular, observemos que, se u, v pertencem a Lip (2), entdo u V v também pertance a
Lip (Q) e
[ Vuse {u>v}
V(uve) = { Vo se {u<v} °

Indiquemos

wh=uVovew =uAw.

Se u,v pertencem a Lipy (ﬁ) entdo w™, w~ também pertencem a Lipy (ﬁ) De facto,
wh = v em 99, porque u < vem IN e w™ = u em I, porque u < v em O. Sendo v solugio
de (P,), como wt = v em 99, entdo,

| 1@< [ (vut)an

Por outro lado, sendo u solucéo de (P,), como w™ = u em 02, entao

/Qf(vu)dﬂ«"é/ﬂf(Vw_)dm.
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Suponhamos, por reducao ao absurdo, que o conjunto aberto A = {x € Q:u(x) >v(z)} é
nao vazio. Temos entao que

/Qf(Vv)da::/Qf(Vv)dx—/Af(Vv)d:ch/Af(Vv)dx
:/Qf(vu)d:pg/ﬂf(vw)dm: f(Vv)dm+[4f(Vu)dm

Q\A

/Qf(Vu)da::/Qf(Vu)da:—/Af(Vu)d:c—l—/Af(Vu)da:

:/Qf(Vu)dx</Qf(Vw_)d:v: f(Vu)dx—l—/Af(Vv)d:v.

Q\A

Obtemos entao que

/Af(Vv)de/Af(Vu)dxe /Af(Vu)de/Af(Vv)dx.

Portanto, se A # () entao

/A f (V) dz = /A £ (Vo) de.

Observe-se que u = v sobre 0A e pelo Principio de localizacao, temos que u|, é solucdo do
problema

min{/Af(Vz(ac))dx:z(a:):u(x) para x € 0A e z € Lipy, (A)}

e, de forma andloga, v|, é uma solucao do problema

min{/ f(Vz(z))dx: z(x) =v(x) para x € DA e z € Lipy, (A)}
A
Entao, isto implica que

z€Lipy(4A), /A Fveyda /A f (V) de /A f (Vo) d z€Lipg(A), /A J(Vz)de
z=u em 0A i oo OA

e pela convexidade estrita de f, isto implica que
u=uvem A. (3.3.4)

De facto, se u # v sobre um subconjunto de A de medida positiva, entdo tendo em conta a
desigualdade de Poincaré tem-se que para algum ¢ > 0

0</A|u(as)v(a:)|d$§c/A|Vu($)Vv($)|da:

e portanto nalgum subconjutno A’ C A de medida positiva tem-se que |Vu (z) — Vv (z)| > 0
e podemos concluir que Vu # Vv em A’. Consideremos entao a fungao admissivel %Vu—f- %Vv
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e obtemos que

. 1 1
ZGL?;LIEA%/AJC (Vz)dz < /Af (2Vu + QV’U) dz

z=u em OA

<;/Af(Vu)dx—i—;/Af(Vv)dx
:/Af(Vu)dx: min /Af(Vz)da:,

zE€Lipy (A),
z=u em 0A

o que é absurdo. Portanto a suposi¢io A # {0} leva a uma contradi¢ao, logo deve ser
A = {0}, e consequentemente u < v em ). m
Temos o seguinte corolério:

Lema 3.3 (Principio do Mdaximo) Sejam u solugdo do problema de minimo

min {/Q F(Vz(2))de: 2 (z) = u(z) paraz € IQ e z € Lipy (Q)} , (P,)

e v solucdo do problema

min {/Q f(Vz(x))dx: z(z) =v(x) para x € OQ e z € Lipy, (Q)} . (Py)

Entao
max ||u — v|| < max ||lu — v]|.
a o0

Demonstragao. Consideremos ¢ = max ||lu — v . Temos que u+c é solugdo do problema

de minimo

min{/f(Vz)dw:zeLipk(Q),z:u—i—cemaQ}.
Q

Temos também que v é uma solucao do problema de minimo

min{/f(Vz)d:z::zELipk(Q),z:vemOQ}.
Q

Uma vez que v < u + ¢ em 05, segue-se que v < u + ¢ em €2, pelo Lema anterior (Critério
de Comparacao). Portanto, v — u < ¢ em 2. Analogamente obtemos que v < v 4 ¢ em €.
Portanto,
lu =] <cem Q,
isto é,
max ||lu — v|| < ¢ = max ||lu— |,
Q o0
como se pretendia. m
No Lema que se segue, a Condigao de Pendéncia Limitada é essencial.

Lema 3.4 Consideremos k > K, onde K é a constante da Condi¢ao de Pendéncia Limitada
de . Seja u solugao do problema de minimo

min{/ﬂf(v,z(x))dx:z(x):go(x) para x € O) e z € Lipy, (Q)}

Entao v € Lipg (ﬁ) .
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Demonstragao. Sejam x,z’ pertencentes a Q. Queremos estimar u (z') — u (). Con-
sideremos = pertencente a 0N e 2’ pertencente a Q. Uma vez que ¢ satisfaz a Condicao de
Pendéncia Limitada, (CPL) , tem-se que,

1 (y) < ¢ (y) < 7 (y) para todo y € 09, (3.3.5)

onde
T (y) = () + by —a) em(y) =¢(z) + (a,y — 2). (3.3.6)

Uma vez que ¢ = u em 0f2, resulta que
71 (y) < u(y) < w2 (y) para todo y € 9.

Observemos que se w é uma fungao afim, entao
/ f(Vw)dx < / f (Vz)dz, para todo z € Lip () com z = w em 9. (3.3.7)
Q Q

Com efeito, se w é afim, entdo Vw é constante e verifica-se a equagdao de Euler-Lagrange,

> e (V] =0,
i=1 "

e pela convexidade de f resulta (3.3.7).
Em particular, para w = 71 e w = m temos

m (y) S uly) <m(y),
para todo y pertencente a 0<) e, pelo Critério de Comparacao, implica que
m () < u (') <m (),
para todo z’ pertencente a Q. Da desigualdade direita, segue que
T (2') = u(z) + (a,2' — ),

isto ¢, que m2 (2') < w(x)+|a| ||’ — x| . O que implica u (z') < 7y (2') < wu(z)+ K |2’ — x|,
ou seja, que
u(a') —u(z) < K| — . (3.3.8)

Utilizando a outra desigualdade,
m (¢') <w(a'),
segue que u (z') > m (2') = u () + (b, 2’ — z) pelo que u (z') > u(z) — K ||z’ — z|| . Portanto,
u(a’) —u(z) > —K|2' -z . (3.3.9)
Entéo, utilizando (3.3.8) e (3.3.9) resulta que
Ju(2') —u(z)|| < K ||2" — ],

para todo z’ pertencente a ﬁ, para todo x pertencente a 9. Consideremos agora z, z’
pertencentes a Q. Definamos 7 = 2’ — = e consideremos o conjunto Q, = {y+7:y € Q}.
Definamos u; : 2 — R por u; (y) = u (y — 7). Consideremos o conjunto 2N €2, e observemos
que ' € QN Q.. De facto, 7 = 2’ — z implica que 2’ = x +7 € Q.. Uma vez que = € (), entao

U (x/) —u(x) u (ZL‘/) — Uy (ZL‘/) ,

r=x'—T
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ja que ur (2') = u (2’ — 7). Observemos que u, ¢ uma solugdo do problema de minimo

min{/QmQTf(Vz)d:v:z(x) =u(x) parawE@(QﬂQT)}

e dado que v é também solugao do problema de minimo

min{/ f(Vz)dz: z(z) = u(z) paraxé@(QﬂQT)},
QM-
entao, utilizando o Principio de Méximo, obtemos

_ < —_
e = el < maxfu—

o que implica que existe y € 9 (2N Q) tal que

Ju () = ur (2)]] < llu(y) —ur W),

pelo que [|lu(z') —ur (&) = llu(y) —u(y —7)|| e portanto [lu(2') —ur ()| < k|I7[|, ou

seja,
[ (2) —ur ()] = K o

comy € 0(QNQ;) C INUIN,, se y € 02, cai no caso apresentado anteriormente, se
y € 082,, aplica-se a estimativa a y — 7 e obtemos o que se pretende. ®

Utilizando entao este lema queremos demonstrar o Teorema 3.3.1, enunciado anterior-
mente.

Demonstragao. Fixemos k € R, k > K, onde K é a constante dada pela Condicao de
Pendéncia Limitada para ¢. Provaremos que o problema

min{/ﬂf(Vz)dx:z(w):gp(m) para xz € 002 e z € Lipy, (Q)}

tem uma solugao u. Seja
w(x) =inf {7 (x) : 7 afim, [|V7| < K, 7 > ¢ em 09Q}.

Da Condicao de Pendéncia Limitada segue que existem fungoes afins 7 com [|V7|| < K,
m > ¢ em 0f). Sendo tais fungbes Lipschitzianas com constante K, resulta que w também é
Lipschitziana com constante K. Para além disso, do facto de m > ¢ em 0f), para cada 7 do
conjunto da definicao de w, resulta que

w > ¢ em Of). (3.3.10)
Por outro lado, pela (3.3.5) e (3.3.6) , resulta que 71 () < ¢ (x) em 92 e consequentemente
w(x) <m(x) <p(r) em ON. (3.3.11)

Pelas (3.3.10) e (3.3.11) resulta que w = ¢ em 2.

Portanto w é uma fungao admissivel. Entao, aplicando o método directo do Célculo de
Variagoes, e tomando uma sucessao (un),cy de fungdes em Lipy, (ﬁ) (equicontinua) tal que
Jo f (Vuy) dz tende para o infimo, u, = ¢ em 9 (equilimitada). Entéo, pelo Teorema
Arzeld-Ascoli, uma subsucessao uy,,, converge uniformemente para u em €2, pelo que u,, — u
em WP (Q), o que implica que u pertence a Lipy, (Q) com u = @ em aQ
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Portanto, v é uma solucao do problema de minimo
min{/ f(Vz)dx: z(z) = ¢ (x) parax € 0Q e z € Lipy, (Q)}
Q

Pelo Lema 3.4, segue que u pertence a Lipx (ﬁ) . Queremos provar que se z € Lip (ﬁ) , com

z = i em 0f), entao
IRCOEYRID
Q Q

e portanto w é minimo nesta classe de fung¢oes. Indiquemos u + ¢ (z —u), com ¢t > 0 (z €
Lip (ﬁ) implica que existe uma constante de Lipschitz que indicamos por k). Escolhendo ¢
oportunamente, tal que t < (k — K) k,_,, entdo u+t (z — u) pertence a Lipg (ﬁ) ,e portanto
u+t(z —u) = ¢ é uma funcdo sobre 012, admissivel no estudo de

min{/Qf(Vz)dx cz(x) = p(x) parax € O e z € Lipy, (Q)}
Segue que
/ £ (V) do < / F((1— 1) Vu+ V2) da,
Q Q
ou seja,
/ f(Vu)dz < (1 —t)/ f(Vu)dx—i—t/ f(Vz)dx.

Q Q Q

O que implica que
t/Qf(Vu)dm St/ﬂf(Vz)d:U

e portanto
/ f(Vu)dz < / f(Vz)dx
Q Q
[

como se pretendia demonstrar.
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Capitulo 4

Equacao de Euler-Lagrange

4.1 A validade da equacao de Euler-Lagrange

Consideremos o problema de minimo

min {J(m) _ /abL(t,a:(t),m’(t))dt v X} , P)

onde

X ={zeC'(a,b]): 2(a) = o, z(b) =B} .

Uma funcio 7 € C* ([a,b]) que satisfaz as condicdes x(a) = a, x(b) = 3 e tal que J(7) =
min {J(z) : x € X} diz-se solu¢do 6ptima do problema (P).

O resultado que se segue fornece uma condigao necesséria de optimalidade, nomeadamente
uma equacao verificada pelas solugdes 6ptimas do problema (P). (ver [14], [25] e [27]).

Teorema 4.1.1 Seja L € C? ([a,b] x Rx R) e se # € X N C?([a,b]) é uma solugcdo dptima
do problema (P) entao necessariamente

% [Le (,3(0), 7(1)] = Lo (6,3 (8),7 (1)), (E—1)
com t em (a,b), onde
oL oL
Lg = 875 € Ly = %

Demonstragao. Seja  uma funcdo continua, duas vezes diferencidvel e que minimiza
(P). Considere-se também uma qualquer fungio ¢ : [a,b] — R"™ de C*, com valor nulo em a
e b, ou seja, satisfazendo o requisito

(que chamaremos variagao) e, para A € R, considere-se a funcdo = + A\p. Observa-se que,
T+ Ap € C ([a,b]) e satisfaz as restri¢oes de fronteira de (P)

T+ Ap)(a)=Z(a) e (T+ Ap) (b) =z (b).
Dado que Z é solugao de (P), € um minimizante entre todos os elementos de X, temos que
J(@ () <T@+ 20) ()],

27
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para todo ¢ (.) € C' e para todo A € R. Considere-se a funcio g (.) de uma tnica varidvel
definida por

b
gN) =J@+ ) ()] = / L (6,7 () + A (1), (t) + A¢' (1)) dt,

que admite um minimo em A = 0. Uma condi¢ao necessédria para a ocorréncia de tal minimo
¢ que a derivada seja zero em tal ponto.
Dado que L (.,.,.) € C2, a funcio g ¢ diferencidvel

b
g\ = dgdg\/\) :/ % {L(t,z@)+ X p(t), 7 (t) + A (1))} dt,

a

e ¢’ (0) deve ser zero. O célculo d4

(0= LG g =
7 0)= $IE 20 0) =0
que é equivalente a
b
/ (Lo (63 (8), 7 (1) o (6) + Le (£,3(6), 7()) o (8)] dt = 0. (4.1.1)

A condicao obtida em (4.1.1) ndo é pratica. Vejamos como obter uma outra mais simples,
eliminando qualquer referéncia as variagoes.

Integre-se agora por partes o segundo termo de (4.1.1), tendo em mente que ¢ (a) =
¢ (b) = 0. Obtém-se

b _ _ _ _ b b d _ _
/ Le (1,7(1), 7(8)) o (£) dt = Le (t,x(t),x’(t))go(tﬂa—/ e (030), 7 (1)) o () dt

b d _ o,
:—/a aLg (t,z(1),Z'(t)) ¢ (t) dt.

Isto porque,
Le (t,2(t), 2 (t) ¢ (t)‘z = L¢ (b,(b), 2 (b)) ¢ (b) — Le (a,Z(a), 7' (a)) ¢ (a) = 0,
uma vez que ¢ (a) = ¢ (b) = 0. Portanto, aplicando em (4.1.1) obtém-se
b
/ {Lx (6,3 ().7 (1)) o (t) - %Lg (6,3(6), 7 (1) ¢ (t)] dt =0,

que é equivalente a

b
~ - d i~
/ [Lx (t,z(t),2' (¢) — aLg (t,x(t),x’(t))] ¢ (t)dt = 0.
a
Uma vez que ¢ é arbitraria, excepto para os seus valores que se anulam em ambos os pontos
limite do intervalo, a e b, pelo Lema fundamental do Célculo das Variagoes, obtém-se que

Ly (t,z(t),2' () — %Lg (t,z(t), 2'(t)) =0,

ficando assim provada a equagao de Euler-Lagrange:

d

L (1T (1) = Lo (17 (0),7 (1)
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Definicao 4.1.1 As solucées da equacio de Euler-Lagrange chamam-se extremais.

O seguinte resultado mostra que se o Lagrangeano é convexo entao os extremais sao
solugoes 6ptimas (ver também [14] e [25]).

Teorema 4.1.2 Se I satisfaz a equagdo de Euler-Lagrange e se L é convexo em rela¢do as
varidveis (x,&) para cada t € [a,b], entdo T é também uma solu¢do dptima do problema
variacional, um minimizante de (P).

Demonstragao. Suponha-se que o integrando L (¢, z, &) é juntamente convexo nas var-
idveis (z,&) para todo o t € [a,b] e que T é uma solugdo da equagdo de Euler-Lagrange
%Lg (t,Z(t), @' (t)) = L, (t,Z (t), 7' (t)), juntamente com as condigdes de fronteira apropri-
adas.

Por um teorema sabe-se que sendo F': R” — R e F € C! (R"), a funcido F é convexa se
e s6 se para todo z,y € R”,

F(z) 2 F(y) +(VF(y),z —y),
onde (.,.) denota o produto escalar em R™. Portanto,
F(z)-F(y) = (VF(y),z—y).
Considere-se T uma outra fungao admissivel (uma solugao da equagao de Euler-Lagrange) tal

que T (a) = A e T (b) = B. Uma vez que, por hipétese, L é convexa em relagao as varidveis
(z,€), aplicando o teorema referido anteriormente, vem que

L(t,z(t),7'(t)) > L(t,z ),z () + (VL (t,z(t),Z (1)),z(t) —Z (1)),

0 que equivale a

Integrando a desigualdade acima obtém-se

b
J(z(t)) > J (T (t)) +/ (L. (t,Z (t),7 (1)) (z(t) —T(t))
+ L (87 (1), 7 (1)) (F(1) - (1)), (4.12)

para todo z € X. Integremos agora por partes o segundo termo do integral considerado em
(4.1.2) e obtém-se entao que,

b
[ ree .7 @) @0 -7 w) i =

uma vez que
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= L¢ (b, (b),7 (b)) (@(b) — 7 (b)) — L¢ (0,7 (a) , 7 (a)) (F(a) — T (a)) =0,
0.

dado que z(b) — 7 (b) = Z(a) — T (a) = 0. Portanto, aplicando em (4.1.2) , obtém-se que

que € 0 mesmo que

b
I @) 2 @)+ [ {Lx (3 (1),7 (1) = 2 Le (6.7 (0,7 (1)) | (5(0) — 7 (1) dt.

A equagao de Euler-Lagrange para T é precisamente

%Lg (62 (0).7 (1) = Lo (1,2 (1), 7 (1)) |
ou seja,
Lo (6,2 (6), 7 (1)) - %Lg (6,2 (). 7 (1)) = 0
Entao,
7@ > J(:U)Jr/bOdt.
Portanto, '

J(z) = J (),

e T é verdadeiramente uma solucao 6ptima para o problema. m
O Teorema que se segue prova a unicidade das solugoes éptimas sob a convexidade estrita
de L. (ver [14] el [25]).

Teorema 4.1.3 Nas condicoes dos teoremas anteriores, se adicionalmente L é estritamente
convexa em relagao as varidveis (x,§) para todo t € [a,b], a solu¢ao dptima T de (P), se
exite é unica.

Demonstragao. A forma mais ficil de lidar com a convexidade estrita neste contexto
consiste em requerer que a igualdade

1 1 1 1
o4 Zy) = ZFf(x)+ =
(50 50) =3/ @+ 35 0)
implique automaticamente z = y se f é uma funcgdo estritamente convexa. Vamos tentar
chegar a esta situagao quando assumimos que L (¢, z,§) é estritamente convexa. Suponha-se
que o nosso problema variacional admite duas solugdes 6ptimas = e T. Devido & convexidade,

deduz-se que
JAT+ (1 -NT) <A (z)+ (1 —A) J(2),

isto é, que
0<N@+A-NJ@Z)—JAz+(1-NT).

Considerando \ = %, vem que (1 —\) = % e portanto

1 1 1.1
= + = — T4+ -7 ) >0.
2J(ac) 2J(ac) J (235 29@) 0
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Se denotarmos por m o valor do minimo, isto é, J (Z) = J(Z) = m, aplicando em 1J (Z) +
3J(@) — J (324 37) >0, vem que

ou seja, que

Por outro lado, uma vez que m é o valor do minimo, J (%E—i— %E) > m. Considerando que
J (2) = J(T) = m, entdo

1. 1 1. 1
= = —J(z) > — -z | > m.
m 2J(az)+2J(m)_J<2m+2x>_m
Portanto,
> J 1~+1* >
m > FE 5T ) =m,

logo, podemos concluir que, de facto,

Da desigualdade
1.1 1. 1_
iJ(x)—i-fJ(x)—J T+-T) >0,

e depois de se ter concluido que

sabe-se que
_ 1.1
—J@) +=J@) —J (:z + a:) =0
e portanto, chegamos a
b 1 _ — 1 o _
§L (t,2(t), @' (t)) + 5L (t,z(t),7 (t))dt
b
1 1 1 1
= L(t =% —T(t), =7 —7 .
/a (t, SE0) + 57 (0), 57 (0) + 57 (t))]dt

O integrando anterior é nao negativo, novamente pela convexidade de L. A unica possibilidade
para uma func¢ao nao negativa, cujo integral seja zero é ser identicamente nula, tal que

Il
e

%L (t,z(2),7'(t)) + %L (t,z(t), 7 (¢t)) — L (t, %E(t) + %E(t), %%’(t) - ;x’(t))

Pela nota realizada anteriormente, isto implica que Z = Z, e a solu¢do éptima € portanto
Unica se existe. ®m

Considerem-se de seguida alguns casos particulares da equacao de Euler-Lagrange. Come-
cemos pela situacao mais simples, na qual L depende de £ exclusivamente.
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Caso 1. L =L (&) . Neste caso, L = L (§) e a equagao de Euler-Lagrange simplifica para

d ! (=~ _
o (L' (Z'())] =0,

que, por sua vez, se verifica se
L' (T'(t)) =k,

k constante. Evidentemente, este ltimo requisito é satisfeito se tomarmos 2’ constante ao
longo de todo o intervalo (a,b), ou seja, se ¥’ é de facto a linha recta que une os pontos
(a,a), (b,B). Tal funcao linear (afim) é sempre uma solugao da equacao de Euler-Lagrange
se L depender apenas da derivada, da varidvel £. Se adicionalmente L é convexa, essa funcao
linear serd um minimizante. Se, além disso, L é estritamente convexa, esta fungao linear é o
tnico minimizante do problema.

Caso 2. L = L(t,§). Quando o integrando L depende das duas varidveis, t e £, a equagao

de Euler-Lagrange torna-se
d ~
o [Le (1,7 (1)] =0,

ou equivalentemente,
Le (¢,'(t)) = constante.
Finalmente analisamos o caso no qual L = L (z,§).

Caso 3. L = L(x,&). Nesta situacdo, a equagao de Euler-Lagrange tem a forma

2 0,7 0)] = L GO) 7 1)

O Teorema que se segue dd uma forma diferente de expressar a equagao de Euler-Lagrange.
Esta segunda forma da equacao de Euler-Lagrange é algumas vezes chamada equacdo de
DuBois-Reymond. Esta equagao parece ser 1itil quando f nao depende explicitamente de t.

Teorema 4.1.4 Sejam L € C? ([a,b] x R x R), com L = L(t,z,£), e

b
in)f({J(x) :/ L(t,7(t).7 (t))dt} —m (P)
HAS a

onde X = {z € C' ([a,b]) : z (a) = o, z(b) =B}. Seja € X N C?([a,b]) um minimizante
de (P), entao para todo t € [a,b] a sequinte equagdo verifica-se

d

= [L(¢,z(t), 7' (t) —2' (t) Le (t, 2 (1), (t)] = Le (¢, 2 (), 2 (1)) -

Demonstragao. A prova usa a equacao de Euler-Lagrange. Observemos primeiro que
para qualquer € C? ([a, b)), temos por diferenciacio directa que

S L (1305 (1) ~ 7 (1) Le (15 (1), 7 (1)]
d

= Lo (63 (0.7 (1) + 7 () | L (67 (0),7 1) - 3 [Le (67 (0), 7 (1))

Pelo primeiro Teorema apresentado neste capitulo (4.1.1), sabemos que qualquer solu¢ao =
de (P) satisfaz a equagao de Euler-Lagrange,

@ [Le (3 (0). 5 (1))] = Lo (13 (1), 7 (1)
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e portanto, combinando as duas identidades temos o resultado. De facto,

d

ST, 7 W) -7 (1) Le (17 (0),7 )]

¢ 0 mesmo que

L (6,2 (), 2 (1)) + & (t) |La (6,7 (¢), 7' (t)) — — [Le (6,2 (¢), 7' ()] ] ,

que éigual a L; (¢, (t), 2’ (t)), uma vez que,

Ly (t,Z(t),7' (t) — % [Le (¢, (), 2 ()] = 0. (E-1L)

S (LT (), T (8) = (8) Le (6,7 (1), @ ()] = Ly (£, 7 (1), 7 (1)) . w
E consequentemente, no caso em que L = L (z,€) , a equagao pode ser reescrita da seguinte
forma

(L (@07 0) -7 () L (507 ()] = .
o que leva a
L(Z(t),% () — ' (t) Le (T (t) , & (t)) = constante,

4.2 Fenémeno de Lavrentiev

Os resultados apresentados nesta seccao podem ser vistos com mais detalhe em [15] e em [27].
E bem conhecido que, mesmo para o problema bésico do calculo das variacoes, problemas
de aspecto muito simples podem apresentar soluces para as quais as condicOes necessarias
usuais, como a equacao de Euler-Lagrange, falham. Uma das razées pode ser o facto de
o infimo na classe das fungoes Lipschitzianas ser diferente do infimo na classe das funcoes
absolutamente continuas, ou seja, o Fenémeno de Lavrentiev.

De facto, o conjunto X das trajectérias desempenha um papel importante no problema
(P), que nao é apenas técnico. Efectivamente, um exemplo da importancia da escolha de X é
dado pelo Fendmeno de Lavrentiev. Um Lagrangeano L apresenta o fenémeno de Lavrentiev
se o infimo tomado do conjunto das trajectérias absolutamente continuas AC [a, b] é estrita-
mente inferior ao infimo tomado do conjunto das trajectérias Lipschitzianas Lip [a, b], com
condicoes de fronteira fixas. A ocorréncia deste fenémeno previne a possibilidade de calcular
0 minimo, e o minimizante, por um método finito standard. Mais ainda, diz algo sobre a
regularidade do minimizante (se ele existe).

Um das caracteristicas deste fenémeno é que ele ocorre para Lagrangeanos simples, como é
o caso de: L (t,z,2') = (2° — t)2 28, no intervalo [0, 1], com condicdes de fronteira z (0) = 0,
z(1) = 1, que de facto apresenta o Fenémeno de Lavrentiev.

De seguida iremos apresentar e discutir o exemplo dado por B. Mania (ver [21]) de um
Lagrangeano que apresenta o fenémeno de Lavrentiev (ver [22]). Também iremos mostrar a
persisténcia do Fenémeno de Lavrentiev por perturbacao e a propriedade de repulsao para
o Lagrangeano de Mania, ou seja, o funcional calculado nas trajectérias de uma sucessao
minimizante absolutamente continua tende para +oo.

Consideremos entao o problema de minimizar

1
J () = /O (1) — 1] (1) dr,

sobre as trajectorias z satisfazendo as condigoes de fronteira x (0) = 0, z(1) = 1.
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Teorema 4.2.1 (Mania, 1934). O Lagrangeano L (t,z,§) = (2 — t)2£6 apresenta o fend-
meno de Lavrentiev, ou seja,

inf J(x)< inf J(x),
x€ACL[0,1] 2€Lip4[0,1]

onde AC, [0,1] = {z € AC[0,1] : (0) =0, x (1) =1} e Lip, [0,1] = {z € Lip[0,1] : z(0) =0, = (1) = 1}.

Demonstracgao. Por definicdo, o Lagrangeano L e o funcional J tém valores nao nega-
tivos. Pelo facto de J calculado em #(t) = ¥/t ser zero, temos que & é um minimizante de J
em AC, [0,1].

Seja = uma trajectéria qualquer em Lip, [0, 1] e considere-se a funcdo f (t) = ¥/t/2. Pela
regularidade de z, existe um nimero real a em (0,1) tal que x (t) < f(t), para qualquer
t €[0,a], e xz(a) = f(a). Consequentemente,

[ (1) — 1) €5 (t) > [f2 (1) — 1] ¢S (t) = —tzfﬁ

para qualquer ¢ em [0,a] e £ em R. Pela desigualdade de Holder, temos que

t)dt < "2y e " 200 () dt B
e[ o s (o) ([ o)

55/6 1/2(/ 2/6()d>1/6
tx” (1) dit .
35/6 0

Concluimos que, para qualquer x em Lip, [0, 1],

a 3 9 7235 7235
'](x) 2/0 [1‘ (t) _t] ( )dt z 825596 z 825596 > 0.

|
Alterando o Lagrangeano de Mania é possivel construir Lagrangeanos que apresentam o
Fendémeno de Lavrentiev. O resultado que se segue é vélido para um Lagrangeano genérico:

Proposicao 4.1 Seja L um Lagrangeano que apresenta o Fendmeno de Lavrentiev. Supon-
hamos que J > 0 e que existe um mz’nimizante & com J (&) =0.

Entao, para qualquer funcional P (x f P (t,x,2') tal que P >0 e P (Z) ¢ finito, existe
€ > 0 tal que, para qualquer € em [0 5] 0 Lagmngeano L + P apresenta o Fendmeno de
Lavrentiev.

Demonstragao. Seja ¢ uma constante positiva tal que J (x) > ¢, para qualquer tra-
jectoria de Lipschitz z. Fixando é = ¢/[2P (2)], temos que, para qualquer ¢ em [0,£],
J(z)+eP(z) <c/2eJ(x)+eP(x) > ¢ para qualquer trajectéria de Lipschitz z. Conse-
quentemente, L + P apresenta o fenémeno de Lavrentiev. m

Consideremos o Lagrangeano P (t,x,§) = |£ |5/ 4. Da Proposicdo anterior segue que o
problema do Caélculo das Variacoes com o funcional

/01 {[x?’ (t) —t]° a0 (t) + ¢ E4 (t)\5/4} dt,

e condigoes de fronteira = (0) =0, = (1) = 1, apresenta o Fenémeno de Lavrentiev. Este facto
é significativo uma vez que o Lagrangeano nestes problemas é estritamente convexo na sua
dltima varidvel e com crescimento linear superior.

O Lagrangeano de Mania apresenta também outro fenémeno interessante: a propriedade
de repulsao.
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Teorema 4.2.2 Para qualquer sucessao de trajectorias {xy}, C Lip, [0,1], tal que z, tende
para &, quando n tende para oo, quase em toda a parte em [0,1], temos que J (x,,) tende para
00.

Demonstragao. Para qualquer natural n, considere-se a,, em (0, 1) tal que z, (t) < V//2,
para qualquer t em [0,a,], e  (a,) = ¥a,/2. Pela convergéncia de z,, (t) para & (t), para
quase todo o ¢t em [0, 1], temos que a,, tende para 0.

Usando a desigualdade obtida na prova do Teorema 4.2.1., temos que

T (z) > / W () — 2 Wt >
"= ~ 8255264,

Consequentemente, J (x,,) tende para oo, quando n tende para co. ®
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CAPITULO 4. EQUACAO DE EULER-LAGRANGE



Capitulo 5

Resultados recentes

5.1 Validade da equacao de Euler-Lagrange

Um grande niimero de trabalhos tém sido dedicados a este problema classico. Ball e Mizel,
modificando um exemplo anterior de Manid, construiram um problema variacional produzindo
um minimo T, tal que

/bL(t,%(t),%/(t)) dt

é finito, mas nao satisfaz a equagdo de Euler-Lagrange na forma integral (que iré ser intro-
duzida no que se segue).

O que acontece no caso deste exemplo é que a fungao t — VL (t,Z (t) ,Z’ (t)) ndo estd em
L'. Consequentemente, o requisito da integrabilidade da aplicacdo t — VL (t,Z (t), 2 (t))
nao se verifica. No entanto, este é essencial a prova da validade da equacao de Euler-Lagrange,
pois caso contrario, esta nao ¢ verdadeira ao longo da solugao (minimizante).

Desta forma, alguma condi¢ao no termo VL (¢,Z (), 2’ (t)) tem que ser imposta com o ob-
jectivo de assegurar a validade da equacao de Euler-Lagrange. Um resultado de Clarke implica
que o pressuposto que se segue no termo VL (t,Z (t),2’ (t)) é suficiente para estabelecer a
validade da equacdo de Euler-Lagrange: existe um escalar 6 e uma funcao S (t) € L' (I), inte-
gravel em I, tal que, para quase todo o t em I, e y numa vizinhanga da solugao, ||y — Z (¢)|| < 6,
entao

VoL (t,y,2 (1)|| < S(@).
Esta condigao implica que, localmente ao longo da solugdo, a aplicacao © — L (t,z,2") ¢
Lipschitziana, numa vizinhanca de z (), com constante de Lipschitz S ().

A validade da equagdo de Euler-Lagrange sob esta condi¢do de Lipschitz localmente,
relativamente a x foi primeiro provada por Clarke no contexto de Inclusoes Diferenciais, tal
como refere Cellina em [7]. No entanto, existem exemplos simples e significativos de problemas
variacionais onde esta condigdo de Lipschitz nao é verificada. Considere-se o Lagrangeano
definido por

9\ 2
L) = (vl - 2)
e o problema (P*) de minimizar
/1 L(z(t),' (t))dt
0

sobre as fungdes absolutamente continuas x, com z (0) = 0, z (1) = 1 (ver [7]). Pode verificar-
se facilmente que 7 (t) = #3 ¢ um minimizante para (P*). De facto, L (Z (t),2' (t)) = 0 em

37
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wIiN
Wl

[0,1] e L é nao negativo em todo o ponto. Considerando = (t) = t%, vem que 7' (t) =
entao

ts,

2
LGEW.F0) = (FOVEDI-3) o

O lagrangeano L é nao lipschitziano localmente ao longo da solugao . Neste caso, apesar
de L nao ser diferencidvel em todo o ponto, L, (Z (t), 7’ (t)) existe em quase todo o ponto (&
zero em quase todo o ponto) e é integrdvel. Uma condi¢ao mais fraca, que néo implica esta
lipschitzianidade, foi recentemente apresentada por Ferriero e Marchini para o caso standard
do Célculo das VariagGes.

Nesta seccao provamos um resultado sobre a validade da equacao de Euler-Lagrange sob
as condicoes de Carathéodory, que é satisfeita por lagrangeanos que sao lipschitzianos em z,
mas que se aplica também a casos nao lipschitzianos como o exemplo anterior.

O método da prova consiste em demonstrar primeiro que o facto de  ser uma solugao
implica a integrabilidade de

VeL (t,Z (1), (1)) .

Depois, usando este resultado, estabelecemos a validade da equacao de Euler-Lagrange sob a
condicao de Carathéodory. Notemos que nao é assumida nenhuma hipétese sobre convexidade
do lagrangeano. Mais ainda, também nao ¢ assumida nenhuma condicao de crescimento (ver
[16], [15] e [23]).
Integrabilidade de V¢L (t,z (t),2’ (t)) ao longo da solugao

Considere-se o problema de minimizar o funcional

J(z) = /L (t,z(t),2' (1)) dt,

1

no conjunto das funcdes absolutamente continuas = : I — RY, satisfazendo as condicoes de
fronteira z (a) = A, x (b) = B. Diz-se que x € Q & um minimo local fraco para J se existe
o > 0e 7 > 0 tais que para qualquer y € €2, com o grafico contido na ¢ — vizinhanca do
grafico de z, 'y = {(t,y) :t €I, ly—x(t)| <o} e tal que |y (t) —2'(t)] < 7 q.t.p. t € I,
J (y) > J (z). No que se segue, precisamos também da fungao caracteristica de um conjunto
arbitrdario A, que se indica por x4, e é definida por

1 sexec A
XA (z) =

0 sex¢ A

Seja entao £ um minimizante (local fraco) rendendo um valor finito para o funcional J, e

considere-se u = sup ||z (¢)].
t€la,b]
Os resultados que se seguem dependerao do pressuposto seguinte.

A: (i) Lédiferencidvel em x aolongo de Z, para quase todo o ¢, e a aplicagdo VL (.,Z (.), 2 (.))
¢ integravel em I;

(17) existe uma fungao S (t) integravel em I tal que, para qualquer y € B (0, u+ 1),
L(ty, @ () <L(tz®),7 ) +S0)ly—z@)-

Teorema 5.1.1 Suponhamos que L : I x RN x RN — R U {+o0} é uma funcio com valores
extendidos, finita no seu dominio efectivo da forma dom L = I xRN x G, onde G C RN é um
conjunto aberto e que satisfaz as condigées de Carathéodory, ou seja, L (.,xz,£) é mensurdvel
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em t para (x,§) fizos e L(t,.,.) é continua em (z,£) para quase todo o t. Mais ainda, assuma-
se que L ¢é diferencidvel em & no dom L e que V¢ L satisfaz as condigoes de Carathéodory
no dom L. Suponhamos que o pressuposto A se verifica. Entao,

/IHVEL (t,2(t), 7 (t)| dt < +oc.

Demonstragao. (1) Por suposicao, L (.,7 (.),2' (.)) € L' (I), consequentemente fixando
So={tel:7(t) ¢ G}, temos u(Sy) = 0.

Dado ¢ > 0, podemos cobrir Sy com um conjunto aberto O; de medida x(01) < §.
Temos também que V¢L é uma funcdo de Carathéodory e que Z’ é mensurdavel em I. Con-
sequentemente, pelos Teoremas de Scorza Dragoni e de Lusin, para o dado € > 0 existe um
conjunto aberto Oz tal que 1 (O2) < § e definitivamente z’ & continua em I \ O, e portanto
VeL ¢ continua em (I'\ O) x RY x G. Tomando k. = I\ (01 UO5), como O; e Oy sio
abertos e I fechado, temos que k. é um conjunto fechado, no qual ' é continua com valores
em G, V¢L é continua em k. x RY x Ge p(I\ k.) <e.

n
Para n > 1, considere-se ¢, = (b — a) /2" e k,, = k.; considere-se também C,, = .Ulkzj.
J:
Entao C,, sao conjuntos fechados, pois é a reuniao de conjuntos fechados, k., C,, C Ch41,

crescentes, ' é continua em C),, com valores em G, V¢L é continua em C), X RN x G e
lirf w(I\ Cp) = 0. Tomando em consideragao estas propriedades segue-se que existe k, > 0
n—-r+oo
tal que, para todo t € C,,,
|VeL (t,2 (t), 2 (t)) || < kn,

portanto a norma do gradiente é limitada. Sem perda de generalidade podemos assumir
kpn > kyp—1. Mais ainda, temos que p (C1) > (b—a) 2 e

b—a

ZM (Cn \ Cnfl) < 5

n=2
Para todo n > 1, consideramos A, = C,, \ C,—1. Consequentemente, obtemos que C,, =

C1 U AnequeI:EuclLJ(glAn>,ondeu(E):0.

n—

2
2) Consideremos a fungao

9@—{ O se VeL (t,F (1), & (1) = 0

Ve L(t,E (1), (1)) 7
[VeL(t.a(0).7 ()] nos outros casos (VeL #0)

e v, = [, 0(t)dt, tem-se entdo que

[onl] < g (An) -

wmﬁ&wwﬂ

10 @) <1 = Jlvall < sup (|0 @) - (An) < p(An) -

Isto porque

e portanto,

Existe um conjunto fechado B,, C C; tal que p(B,,) = ||v,|| . Considere-se

b Un [ —0(t) sete A,
B0 =0 @ xa (0 + e, 0 ={ ) o

llvnl
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O facto de t € B,, implica que

Un Ja, 0(t)dt
loall HfAne(t) dtH

o —0(t) seteA,
n () = fAM(Bt;dt set € B,

, com

/Anﬁ(t)dtH = 1(B,).

Entao,

Sabemos que I = FUC; U ( fJOQAn) . Temos entao que
n—

Jonwa= [ (-00xn 0+ 2w )
/Ieg(t)dt:/An—e(t)dH/Bn”Zzndt,
/Ieg(t)dt:—/A 0()dt+H nH w(Bn),
/Ie;@dt:/Ae()dHH ol

Le;(t)dt:—Ane(t)dt+vn.

que é equivalente a

ou seja,

que € 0 mesmo que
ou equivalentemente

Como v, = [ 4, 0 (1) dt, entao

/Ieg(t)dt:—//‘ne(t)dtjtun,

/Ieg(t)dtzo.
t):/ate,g(f)dT

vemos que as fungoes 0, (t) sdo variagoes admissiveis. Mais ainda, obtemos

t
H@nHooSsup/ l%(r)ldrs/\eg(r)\dr—/ 0 (t) dt + vn,
tel Ja I A

10n]loe = 20n < 20 (Ap).
3) Para t em Ay, temos [|[V¢L (¢, (¢), 2" (t))|| < kn; Para t em By,
3

isto é,

Consequentemente, fixando agora

logo

|VeL (8,2 (t), 7 (1))]| < k1 < kn.
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Relembrando que A4,, C C,,, inferimos que, para todo o t € A,, U By,
[VeL (£, (1), @ (1))| < kn-

Querfamos obter um limite uniforme para ||V¢L|| calculado numa vizinhanca apropriada da
=~/

solugao (Z (.), 2’ (.)) . Consideremos o conjunto (A, U By,) x RY x G’ como um espago métrico
M,, com distancia

d ((taxvé) ) (t,7x,7£,)) = sup (‘t - t,‘ ’ ‘33 - .’Bl‘ ) ‘g - fl}) .
Em M, V¢L & continua. Mais ainda, o seu subconjunto
Gn={(t,z(t),7'(t)) : t € A, UB,}

¢ compacto e, em Gy, ||V¢L|| é limitada por k,. Consequentemente, existe d, > 0 tal que,
para (t,z,§) € M, com d((t,z,£),(t,Z(t),Z' (t))) < dn, temos

IVeL (t,2,8)|| < kn + 1.

(4) Para |A| < min {%, %, (5n} , consideremos os integrais

[L(¢,Z(t) + N0y, (), & (£) + A0, (t)) — L (¢,z(t), 2" (t))] dt

[L (¢, % (t) + N0y (), & () + A0, (t)) — L (¢, T (t) + Ny, (2), 7' (¢))] dt
[L(t,Z(t)+ N0, (t), 2" (t) — L (t,z(t),2' ()] dt

~[L (6,2 (@)+ X0, (t), 2 (t) + A0}, (t) — L (¢, 2 () + A0, (), 2 (t))] dt

+/Ii [L (6,3 (£) + M\, (8),7 (1)) — L (1,7 (£), 7 ()] dt.

Para todo t € A, U B,, existe () (t) € (0, A) tal que

%[( T(t) + A0 (8), 3 (8) + M0, (1)) — L (£, T () + N0y, (£), @ (¢))]

= (VeL (t,Z (t) + M0y (1), 7' (1) + Cx (1) 6, (t)) n ()
< |IVeL (&, () + A (8) , @ (t) +  (8) 6, (1) ]|

e, da escolha de A,
|VeL (8,2 (t) + A0y (), 7' () + O () 6, (1) || < Fn + 1.
Consequentemente, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada, para obter que

lim LI (03 (0) £ 700 (8), 7 (8) + M, (1) — L (3 (1) + A0, (), & (1))] dlt
A—0 A UB, A

= / (VeL (t,2 (t),2' (¢) .0, (t)) dt.
ApUBp
(5) Consideremos f* (S) = max {0, f (S)}, f~(S) =max {0,—f (S)}. Uma vez que

0<

(L (L& (1) + M0, (0).F () — L(6F (1), (1)) <50 16, )],

> =
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pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

~
~
l
~
—~
~
~
~—
[E—
+
IS8
~

. 1 ~ ~ ~
ili% 3 [L(t,Z(t)+ M0, (t),2' () — L (t,2(

1 ~ -~ ~ -~ +
_ /,ili%A [L (7 (1) + A0, (1) 7 (1)) — L (4,7 (1) .7 (1))] " dt.
Pelo Lema de Fatou vem que

lim in /I % [L (.7 (t) + M (1), 7 (1)) — L (£, (), @ ()] dt

> /])l\ii%infi\ [L (.3 (t) + M (), 7 (1)) — L (£, (), 7 ()] dt.

Obtivemos que

liil})sup/li [L(t,Z(t)+ N0, (t),2' (t) — L(t,z(t),2' ()] dt

<tim [ L0 (E@ 20,07 0) - L0507 0)] @

_ }\E%inf/l % [L(t,%(t) + M (t), 7 () — L (t,7 (¢),2" (t))] " dt

< /Iili%i (L (63 (1) + 200 (1), 7 (1)) — L (4, (), & ()] " dt

- /I}\ii% inf§ (L (t,Z () + M0, (1), 2 () — L (t,Z(t), 7 (¢))] dt

_ /I/{i_)r%infi (L (6,7 () + M (8), 7 (8) — L (6,7 (), & (1))] dt

_ /1 (VoL (6,7 (), 7 (1)) .00 (1)) dt.

(6) Dado que Z é um minimizante, temos
0 g/ (VeL (1,3 (), (1)) . 0, (1)) dt
A”LUBTL

+ lim Sup/l)l\ [L(¢,Z(t) + X0, (1), 2 () — L (t, 2 (t), ' (t))] dt

|
A—0

g/ (VeL (t,z (t),7 (¢) .0, (t)>dt+/<VIL (t,z(t),2 (1)) ,6n (1)) dt.
An,UBn,

1

Uma vez que
VeL (1,3 (1), (1))

)= N30, 7 o)

para todo o t em A,, segue-se que

—(VeL (t,Z(t), @ (t),0;, () xa, () = ||[VeL (£, T (), 7 ()] xa, (t).

Consequentemente, obtemos que
/HVgL(t,f(t),i’(t))Hdt
An
— [ (VL (307 @) 0 ) at
< (VeL (8,2 (t),7' (t), 0, (t))dt + / (VoL (t,2(t),2 (t)),0, (1)) dt.

B I




5.1. VALIDADE DA EQUACAO DE EULER-LAGRANGE 43

Em B, ||V¢L (t,2(t),2' (t))|| € limitada por k;; da desigualdade de Holder e da estimativa
de ||6,]|,, obtida em (2), temos que existe uma constante C' (independente de n) tal que

[ IVer (670 7 @) b < O ().

n

(7) A medida que m — 400, a sucessio de fungoes

(1020700, 0)

converge monotonamente para a funcao ||V¢L (¢, (t),2 (t))]| X{

anterior e pela convergéncia monétona, obtemos

/1\01 |VeL (t,2 (t), 2 (1)) ]| dt = /1 |VeL (t,2 (t), 2 (t))HX{ y An} (1)

S CM <ng1An> ’

Em Ci, [|[VeL (t,z (t), 7' (¢))|| < k1. Consequentemente,

/I VL (.3 (1), 7 ()] dt < +oo.

]

Para que a equacao de Euler-Lagrange faca sentido, temos que ter que ambos VL e V¢L
sejam integraveis ao longo da solucao. A integrabilidade de V¢L e de VL ao longo de uma
dada funcao nao resulta do facto de o integral de L existir e ser finito quando calculado ao
longo dessa fungao. Por exemplo, quando L (&) ¢é e’ a integrabilidade de ¢ — el?’ I nzo
implica a integrabilidade de t — 2 ||z’ (¢)]| ellz' @I

O significado do raciocinio anterior é que para estabelecer a validade da equacao de Euler-
Lagrange temos que impor algumas condigoes com o objectivo de ter a integrabilidade dos
termos VL e VL ao longo da solugao.

Coroldrio 5.1 Sob as mesmas suposi¢oes do Teorema anterior (5.1.1.), para toda a variagdo
n,n(a)=0,n(b)=0en €L>(I), temos

/I [(VeL (6,2 (t), 2 (t) 0 () + (VoL (t,Z (t), 2 () ,n(t))] dt = 0.

Demonstragao. Pretendemos provar que, para toda a variagao n em AC (I), conjunto
das fungoes absolutamente continuas, com derivada limitada, tal que 1 (a) = n (b) = 0, temos

/I [(VeL (6,2 (t), 2 (t) 0 () + (VoL (t,Z(t), 2 () ,n(t))] dt > 0.

Fixemos 7 e consideremos |0 (t)|| < k para quase todo ¢ em I.
(1) Definamos Cy, e k;, como no ponto (1) da prova do Teorema anterior (5.1.1.). Desta

forma, C, = lej, com ky = ke e ke = I\ (O1 UOz2) um conjunto fechado. Entao C,, sdo
j:

conjuntos fechados, C,, C Cyp41.
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Consideremos

Uy = / n' () dt.
I\Ch

Entao,

[[onll =

/ i (1) dt
\Cy,

= sup [l (1) 1 (1) Cr).

Como a variagao 7 tem derivada limitada, ||n’ (¢)|| < k e vimos em (1) da prova do Teorema
anterior (5.1.1.) que

lim pu(I\Cy,) =0,

n—4o0o

temos que
tim o] = 0.
Em particular, para n > o, existe B, C C tal que u (By,) = ||vn|| . Consideremos
0 parat € I\ Cy,
()" (t) = W () para teCy\ By,

”” ”—i—n() para t € B,

Obtemos

frnwa= [ oar [ wwas [ o 0]
_/Cnn'(t)dt—/nn’(t)dtJr/Bn anHdtJr/nn’(t)dt
_/Q/;(yu+‘|ﬂ‘ (B,) = %;n%ﬂdt+vn

:/nn’(t)dt+/l\cn17’(t)dt:/[n’(t)dt:O.

Consequentemente, considerando 7, (¢ f ) dr, temos que as funcgoes 7y, (t) sdo vari-
acoes e que, para quase todo t em I,

I @[] < 1+ %),

JRACE:

(2) Como no ponto (3) da prova do Teorema anterior (5.1.1.), existe d,, > 0 tal que, para
(t,2,€) € Cp, x RNV x G, com d ((t,,&), (t,Z (t),3 (t))) < 6p, temos

tal que

7 loe = sup <S(1+k)(b—a).

tela,b]

IVeL (8,2, 8)|| <k + 1.
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(3) Para || < min { (1+k)1(bfa)7 (ka"(bia), (ffk) } , consideremos os integrais

5 EF0+ 300,70+ 3, 0) ~ L5 0.7 ()]

— /I [L(t,Z (t) + Ann (8), @ () + Ay, () — L (6,2 () 4+ A (8) , 2 ()] dt
[L(t,Z(t) + Ann (8), 2 (1)) — L (¢, 2 (t), 2 (t))] dt

1

CX[L( T (8) + A (1), @ (1) + Ay, (8) = L (6,2 () + Mo (1), & (2))] dt
[

Para quase todo t € C,, existe () (t) € (0, A) tal que

% [L (£, 2 (8) + Ao (8) , T (8) + Ay (8)) — L (8, % () + Mo (1), 7 (1)) ]
= (VL (6,2 (t) + Ay (8), 7' (8) + O () my, (1)) 5, (2))

<||VeL (8,3 () + Mg (), 7 () + G (), ()] (L + K),

<(1+k),

ja que ||ny, ()]
< (kn+1)(1+k),

uma vez que [|[V¢L (t,2,€)|| < k, + 1. Consequentemente, podemos aplicar o Teorema da
Convergéncia Dominada para obter que

tim [ % (L (6.3 (8) + A () (8) + Ml () — L (6,5 () + Ao (£) . 7 (8))] dt

— [ (VL 307 0) i (0) de

:/I<V5L (t,z(t),2 (1) ,m, () dt
(4) Seguindo a prova do ponto (5) do Teorema anterior (5.1.1.), obtemos que
timsup [ 3L (030 + A (0,7 (0) ~ L (63 (). ()] de
< /(VxL (t,z(t),2 (1)) ,nn (1)) dt.
I
(5) Uma vez que  é um minimizante, temos
0 [ (VeL (13 (0.7 (1) i ()
-i-)l\ii%sup/ji (L (6,7 () + Mo (8), 7 (1) — L (1,5 (1), & (1))] dt
S/IKVgL (.2 (), 7' (), n, ) + (VoL (£,Z (t), 2 (t)) .0 (1))] dt.

(6) Uma vez que

lim 7, (t) =7 (t)

n—-+o0o
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VeL (t,2 (&), 7 )| [|n), )| < [|[VeL (8,2 (¢), & (¢)| (1 + k)
Jim o (8) =7 (2)

VoL (6,3 (1), 3 &) | lIm 0N < [|[VoL (63 (1),3 0)]| 1+ k) (b—a),

pela Convergéncia Dominada obtemos

lim [ (VeL (6,2 (¢),2' (2)),n), (¢))dt

n—-4o0o I

= / (VeL (t,2(t),2' (t) 0 (t))dt

I

lim / (VoL (6T (t), 2 () ,mn (t)) dt

n—+oo Jr
/I<v L(6F(),F (1) ,n(0) de.

Segue-se entao que

/ [(VeL (8,2 (), 7' (t) ,n' (t)) + (VoL (t, 2 (t),2' (t)) ,n(t))] dt > 0.

|
No Teorema que se segue provamos um resultado adicional sobre regularidade para o
Lagrangeano, avaliado ao longo do minimizante.

Teorema 5.1.2 Sob os mesmos pressupostos do Teorema 5.1.1., a aplicagdot — VL (t,z (t), 2’ (1))
estd em L (I).

Demonstracao. Usando um processo iterativo, iremos provar que para todo p em N,
VeL (., 2(.),2' () estd em LP (I). Uma vez que LP (I) sao encaixados, isto prova que

VeL (., T e(\Lr(
p>1

Simultaneamente, iremos provar que existe uma constante k£ > 0 tal que, para todo 1 < p <
+00, [|VeL||, < k, portanto provando que VeL (., z(.), " (.)) estd em L (I).

Pelo Teorema 5.1.1., sabemos que V¢L (., Z(.),7(.)) estd em L' (I). Fixemos p € N e
suponhamos que VL (., z(.),@ (.)) € LP (I) . Pretendemos provar que

VeL (L3 (),7 () € P (D).

Podemos assumir que ||[V¢L|| ) # 0. Defina-se Cp, Ay, ky como no ponto (1) da prova do
Teorema 5.1.1. Para todo n > 1, consideremos

b (b—a) 7 . . -
U"_qu{LHp/ Vel (t, 7 (1) ||VeL (t,z (t), & (1) ||" dt.
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b—
Uma vez que p (C1) > 5% e

(b—a) / ~ ~ ~ ~ p—1
Pl —
0= |3 e /), Vel (6703 0) Ve (6703 @) a
(b—a) / ~ A ([P (b—a)
< 2[VeLlE /., |VeL (¢, 2 (¢), 2 (1)) dt < TR
existe um conjunto Bh, C C; tal que u (Bh) = ||vh||, tal que
(b—a ~ - -1
D __ ! p
VP = QHVELHP/ VeL (7 (1), (1)) ||VeL (¢, 2 (¢), 2 (1)) ||” dt,

que é equivalente a

2 IIV LH -
: —a) p/ Vel (8,3 (1), & (1)) | VeL (t,2 (1), & ()" dt,
S / U= () =
- = M = Uy,
gy Rl R
vem que

2(|VeLll) b i ey -1
(b—a) /Bp anHdt / Vel (.7 (t), 2 (1)) ||VeL (8,2 (¢), 2 (1))]|" dt.

Consideremos

(2 (t) = —VeL (6, (1), @ (1)) | VeL (6,7 (£), & (0))[|”~" xa, ()
L 2IVeLlf w2 o
(b—a) oh]*"

t
o) = [ @) (r)ar
Obtemos que

[ oo

62 = ]

—sup/ [(62) (7)| dr
o  tel

t o o, o 2| VeLllp oh
- ig?/a —V¢eL (T, z(1),x (T)) HVgL (T,x (1),x (7-)) H 1 xa, (1) + (b_é) ||”n|| (7') dr
~ ~/ ~ ~7 p—1 QHVELHP UTL
< /An )—ng (t.2(t), 7 (1)) ||VeL (t,2 (t), 2 (1)) ‘dt+/B£ ECEDRTA] dt.
Como
2||VeL|? -

obtemos entao que

107 < 2/,4 IVeL (7 (). 3 () | d.

n
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As variacoes 65 tém derivadas limitadas, portanto podemos aplicar o Corolério anterior, para
obter que

/[<V§L (t,z (), 2 (1), 07) () + (VaL (t,Z (t),2' (), 07 (t))] dt = 0.

1

Considerando também

(@) (t) = —VeL (£, 7 (), @ (1)) || VeL (8.2 (1), 7 0)) | xa, (1)
L 2Ll o 0
(b—a) [lon]*5

segue-se que
/An IVeL (t, (), (1) |"* at
W/Bp@@( 50, (0)
+ [(TeL (63 0,7 @) 02 0)at
gkl/An Vel (1,7 (1) .7 (t))det+2/A IVeL (1,7 ()3 ()| dt
./I||sz (t,z(t), 7 (1) at
< G/An |VeL (8,7 (8),7 (1)) P dt,

onde C é independente de n e p (suponhamos C > 1). A sucessao de aplicagoes

(HvéL (t.7 (1), ( )HPE 2 n}(t)>m

converge monotonamente para

IVeL (£, (1), 7 (1)

X (OK
{nglAn}
e cada integral

JIves ez oI,

¢ limitado pela mesma constante,

cz/ IVeL (.7 (1), & (&) || dt = c/\qung L ()7 ()] dr.

Consequentemente, pelo Teorema da Convergéncia Mondtona,

/ IVeL (4,2 (), 7 (1)||" ' de < C |VeL (t,2 (), 7 (1) dt < +oc.
I\Cy NGy
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n
Dado que C,, = | kj, em C4, ||[VeL (t,Z (t) 2" (t))|| < k1, provando que
j=1

Vel (L7 (),7 () € LPTH(T).

Mais ainda, obtivemos também que

/ IVeL (t,7 (1), & (8)) "+ dtgép/ IVeL (8,7 (1), 7 (1))]| dt,
NGy I\Cy

tal que
1
(p+1) -
(/ IVeL (t,7 (1), 7 (8)) "+ dt) < CS8,
I\C,

onde S = max {1, fI\CI IVeL (t, 2 (t), ' (1))] dt} . Consideremos T' = max {1, u (C1)} , temos
que, para todo p € N,

(@
HvéL”(p—i—l) = (/C ”VgL (t,%(t) .z (t)) HP+1 dt + /I vaL (t,f(t) 7 (t)) ||p+1 dt)

\C1

1
(+1)
< <k¥+n4¢«h)+tévjHV@L(u%(ﬂ,%’@DHp+ﬂﬁ>
1

(pil)
< k(OO 7 + ( [ Iverwaw @ o) dt>
1I\C1

<kT+CS =k,
portanto, provou-se que V¢L (¢, (t),2' (1)) € L*(I). =

Coroldrio 5.2 Sob as mesmas condi¢oes do Teorema 5.1.1., para toda a variagao n, n(a) =
0,7(b)=0en €L (I), temos

/I [(VeL (t,z(t), 7' (t),n' (t)) + (VoL (t,Z (t),2' () ,n(t))] dt =0.
Como consequéncia, t — VeL (¢, 2 (t),2' (t)) € absolutamente continua.

Demonstragao. Iremos provar que, para toda a variacao n em AC (I), tal que n(a) =
7 (b) = 0, temos

/1 [(VeL (¢,2(¢), 2 (t) .0 () + (VoL (t,Z (t), 2" () ,n(t))] dt > 0.

(1) Fixemos uma variagao 7. Através dos mesmos passos do ponto (1) da prova do Teorema
5.1.1., para todo n € N, podemos definir um conjunto fechado C,, tal que nele, i’ ¢ continua,

7' ¢ contfnua com valores em G, V¢L & continua em C, x RV x G e 11111 w(I\Cp) =0. Em
n—-r+oo

particular, segue-se que existem constantes k, e ¢, > 0, tais que, para todo t € (),
[VeL (¢,2 (t), 2 (1) || < kn e || @) < cn-

Definamos vy, By, 71}, € n, como na prova do Coroldrio anterior. Dado que, para todo
tel,|n, @) <1+ |7 (@), segue-se que

lnlly < (= a) + o]
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Mais ainda,
1malloo < flnll, < (b —a) +[7], -

(2) Como no ponto (3) da prova do Teorema 5.1.1., existe d,, > 0 tal que, para (¢,z,§) €
C, xRN x G, com

d((t,z,€),(t,T(t),7 (t)) < o,

temos
IVeL (1, )] < o + 1.
(3) Para |A| < min { ((bia)}r”n,”l), ((b—a)6+\\n'||1)’ oy } , considerem-se os integrais

—

% L(t,Z(t)+ My (), 2 () + Ay, (8) — L (8,2 (¢), 2 ()] dt
— /Ii [L(t,Z(t) + Anp (8), 2" (£) + Ay, (1) — L (£,2 () + A (), @ (2))] dt
% [L (63 (8) + A (), (1) — L (3 (1),& (1))] dt

/
_ /C LT 0+ A (1), 7 (0)+ My (1)) — L (67 (6) + A (1), 7 (1)) i
3 30+ 0.7 0) L (13 0.7 0)] ar

Para todo t € C,, existe (y (t) € (0, ) tal que

[L (8% (t) + Anp (8) , 7 () + Mgy, (1) — L (8, T (8) + A (1), 7 (1)) ]
(VL (130 + M (0,7 (1) + & (01, (0) 1, (1))
<||VeL (&, (t) 4 A (), ' (£) + Cx (£) 15, (1))
< (kn+1)cy,

I > =

Cn

uma vez que [|VeL (t,z,8)[| < kn e [|n' (¢)|| < cn, com ||y, ()] <1+ [l (@)]]-
Consequentemente, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada para obter
que

lim i % (L (¢,Z (t) + Anp (8), @ () + Ay, () — L (6,2 () 4+ A (8) , 2 ()] dt
= / (VeL (t,2 (t),' (t) ,my, () dt
= /1 (VeL (t,z(t),2' (t),m), () dt.

(4) Seguindo o ponto (5) da prova do Teorema 5.1.1., obtemos que

tim [ % (L (6,7 () + Mo (8), 7 (8) — L (4,7 (), & (1))] dt

< /<vxL (¢,Z(t),2' (t) ,mn (t)) dt
I
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e, uma vez que Z ¢ um minimizante, temos
0< /(va (6,3 (0).7 (1)) o, (8)) dt
I
: 1 ~ ~1 ~ ~1
+ )l\m%)sup/ X [L(¢,Z(t) + Ay (8),2' () — L (t,2(t), 3" (¢)] dt
- I

< /1 [(VeL (t,z(t),2' (¢) ,m, (¢)) + (VoL (t,Z (), 2 (t)) ,mn (t))] dt.

(5) Finalmente temos
lim oy, (¢) = 7' (1)

n—-+00
VL (670 @) I, O] < [VeL (12 0.7 ). 0+ 17 )
Jm i (8) =7 (2)

[VaL (8,2 (t) . & (&) [[ I (D] < [|VaL (8,2 (2) . & 0)[| (b —a) + [|n" (®)]],)

tal que, pela Convergéncia Dominada obtemos

lim [ (VeL (4,2 (), 2 (t)),m, (¢))dt

n—-+o0o I

= [(VeL (70,7 0) o )

I

lim [ (VoL (t,2(t),2 (t)),nn (2))dt

n—-4o0o T

= /(vIL (t,z(t),2' (t)),n(t))dt

1

Consequentemente, segue-se que
/1 [(VeL (t,z(t), 7' (¢) ,n' (t)) + (VoL (t,Z (t),2' (t)),n(t))] dt > 0.

A continuidade absoluta de t — V¢L (¢, 7 (t),2 (t)) é cldssica. m

5.2 Nao ocorréncia do Fenémeno de Lavrentiev

De seguida apresentamos um teorema de aproximacao geral para o funcional J que implica
a nao ocorréncia do Fenémeno de Lavrentiev para Lagrangeanos auténomos e uma classe
de Lagrangeanos nao auténomos, sem assumir nenhuma condigao de crescimento (ver [15],
[23], [10]). O nosso propdésito é apresentar um teorema geral sobre reparametrizagoes de um
intervalo nele préprio, que estabelece que, dada uma funcao absolutamente continua x num
intervalo [a,b] e ¢ > 0, sob condigoes apropriadas sobre L e 9, existe uma reparametrizagao
s = se (t) de [a, b] tal que a composi¢ao z. = x o s. é imediatamente Lipschitziana e é tal que

b b
/L(xg(t),x’a(t))w(t,xe(t))dtS/ L(z(t),a (1) (6, (1)) di +e.
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Uma aplicagdo do Teorema que apresentamos a seguir é a nao ocorréncia do Fenémeno
de Lavrentiev para uma classe de funcionais do Célculo das Variagées. No caso auténomo,
condigoes suficientes para prevenir a ocorréncia deste fenémeno foram dadas por virios au-
tores, impondo condigoes de crescimento suficientes sobre o Lagrangeano L para assegurar
que as préprias solucoes (existem e) sdo Lipschitzianas, como em [8], em [3] ou em [12] ou
assumindo algumas condigbes de regularidade sobre o Lagrangeano como em [2] ou em [4]. O
resultado que apresentamos aplica-se a problemas nao auténomos. O Teorema que se segue,
Teorema de Reparametrizagao, ¢ um dos resultados principais, apresentado em [15] e [10].

Teorema 5.2.1 Seja a trajectoria x : [a,b] — RN absolutamente continua e considere-se o
conjunto C = {z (t) : t € [a,b]}. Seja L : C x RN — R continuo e tal que L (x,.) é convero,
e seja P : [a,b] x C' — [¢,+00) continua, com ¢ > 0. Entdo:

(1) existe em RU{o0} o seguinte integral

b
@ = [ L. ®)v o)

(79) dado qualquer € > 0, existe uma fungao Lipschitziana x., uma reparametriza¢ao de x, tal
que x (a) =z (a), x (b) =z (b) e

b b
/ L (@ (t) 22 (1) ¥ (t, 2 (1)) dt < / L(z(t),2" (1) v (t, 2 (t)dt +e,
ou seja, J (x:) < J(z)+e.

Observagao 5.1 O 1nico pressuposto técnico do Teorema anteriormente enunciado é a
hipdtese que ¥ é limitada inferiormente por uma constante positiva. No entanto, na prova
deste Teorema, este pressuposto é usado apenas para concluir que fab L(x(t),2' (t))dt é finito.
Consequentemente, o Teorema verifica-se sob o segquinte pressuposto mais geral: ¥ (t,x) >0

e [PL(x(t),2 (1) dt < 0.

Para verificar como sao exigentes estes pressupostos, considere-se o seguinte exemplo (de
Mania). Considere-se o problema de minimizar o funcional

/1 [t—a® ()% 20 (t)dt, 2 (0) = 0,z(1) = 1.
0

Entao o infimo tomado no espago das fungoes absolutamente continuas (atingido em x (t) =
{/t) ¢ estritamente inferior ao fmfimo tomado no espaco das trajectérias Lipschitzianas.

Como uma consequéncia, o resultado do Teorema anterior nao se verifica para o funcional
de Mania calculado ao longo de z () = /t.

Considerando v (t,z) = [t - w3]2 e L(x,&) = &5, vemos que ¢ > 0 (mas nio se verifica
P >¢>0)eque ) )

/ 2% (t)dt = / 1/ (35¢%) dt = +o0.
0 0

Consequentemente, os pressupostos ¢ (¢,z) > 0e fab L(z(t),a' (t))dt < +oo nao sao possiveis
de serem deixadas de lado.

Aplicagoes: a nao ocorréncia do Fenémeno de Lavrentiev

Os teoremas que se seguem apresentam algumas aplicacoes do Teorema 5.2.1 que previnem
a ocorréncia do Fenémeno de Lavrentiev para diferentes classes de Problemas de Minimo.
Denote-se por Lip ([a,b]) o espago de todas as funcoes Lipschitzianas definidas em [a, b] para
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R e por AC ([a,b]), o espaco de todas as funcdes absolutamente continuas de [a, b] para RY.
Seja E C RY e considere-se o funcional

Notagao 2 Vamos indicar por

inf (P), :=inf{J (z): 2z € Lip([a,b]), z(t) € E, z(a) = A, z(b) = B}

inf (P), :=inf {J (z) : . € AC ([a,b]), x(t) € E, z(a) = A, z(b) = B}.

Teorema 5.2.2 Seja L : E x RV — R continuo e tal que L(x,.) é convero e seja 1 :
[a,b] x E — [¢,4+00) continua, com ¢ > 0. Entao

inf (P)_, = inf (P), .

No Teorema anterior, E pode ser qualquer subconjunto de RY tal que o conjunto das
fungoes absolutamente continuas com valores em FE e satisfazendo as condigbes de fronteira
é nao vazio. Em particular, x € E pode descrever um problema com um obstdculo ou
impedimento.

Como exemplo de uma aplicagdo a um problema com uma restricao diferente de um
obstaculo, consideremos E = R2\ {0} e chamemos inf (Pi)oo o infimo de

{J(z):x € Lip, x(t) € E, z(a) = x(b)},

com nimero de rotagao i (x) = k. Chamemos inf (Pi)1 o infimo do mesmo problema mas
para x € AC.

Teorema 5.2.3 Seja L : E x R2 — R continuo e tal que L(x,.) é convero e seja 1 :
[a,b] x E — [¢,4+00) continua, com ¢ > 0. Entao

inf (Pi)oo = inf (Pi)1 .

Demonstracao. Como é bem conhecido, o nimero de rotacao ¢ é independente das
parametrizacoes de x. m

O teorema anterior aplica-se em particular ao caso L (z,&) = |£]* /2 + 1/ |z|, o caso do
potencial Newtoniano gerado por um corpo fixo na origem. Gordon em [20] provou que
orbitas Keplerianas sao minimas para este problema com k = 1.

Como exemplo de uma outra aplicacdo, consideramos o caso vectorial. Seja L : E xRN —
R uma funcdo continua tal que L (u,.) é convexo (devemos assumir que o Lagrangeano é
independente da varidvel de integragao). Suponhamos que L (u,.) tem a simetria de ser
rotacionalmente invariante, ou seja, assumindo que existe uma fungao h : E x [0,4+00) — R
tal que L (u,§) = h(u,[£]).

Consideremos o funcional
J(u) = / L(u (), Vu () do
Sla,b]
onde S[a,b] = {z € RP*! :a < |z] < b} . Denotemos por inf (P)_, o infimo de

{J(u) u € Lip(Sa,b]), u(z) € E, uradiais, ulypgq) =4, uspor = B}
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e inf (P), o infimo de
{J(u) cu € WhH(Sa, b)), u(z) € B, u radiais, Ulop.a =4 Uspor = B} .

E nosso propésito apresentar que inf (P)_ = inf (P); .
Observe-se que se w : [a,b] — E &€ tal que u (z) = w (|z|) entao

b
J(u):C'D/ L(w(r),w'(r))der, w(a) = A, w(b) = B,

H(D+1)/2
onde CD = W (bD+1 — G/D+1) .

Teorema 5.2.4 Seja L : ExRY — R continuo e tal que L (u,.) é convezo. Entdo inf (P)_ =
inf (P); .
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