Metadata, citation and similar papers at core.ac.uk

Provided by Repositério Institucional da Universidade de Aveiro

PE Universidade de Aveiro Departamento de Matematica
71 2005

Nelson Felipe Transformacdes de Mébius em R®"
Loureiro Vieira

Dissertacdo apresentada a Universidade de Aveiro para cumprimento dos
requisitos necessarios a obtengéo do grau de Mestre em Matemética, realizada
sob a orientacao cientifica da Professora Doutora. Paula Cerejeiras, Professora
Associada do Departamento de Matematica da Universidade de Aveiro


https://core.ac.uk/display/15563098?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

Dedico este trabalho a minha familia e amigos pela compreensao e apoio ao
longo destes dois anos de trabalho.



Ojari

Presidente

Professor Doutor Helmuth Robert Malonek

Professor Catedratico da Universidade de Aveiro

Professora Doutora Paula Cristina Supardo Machado Marques Cerejeiras

Professora Associada da Universidade de Aveiro

Professor Doutor Gil Manuel Aradjo Silva Bernardes

Professor Auxiliar da Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade de Coimbra



Agradecimentos

Em primeiro lugar gostaria de agradecer a Professora. Paula Cerejeiras pela
sua orientacao, paciéncia e apoio ao longo destes anos.

Agradeco aos docentes da parte curricular do mestrado, uma vez que através
das cadeiras que leccionaram adquiri conhecimentos e técnicas de
investigagdo Uteis na elaboracao desta dissertacao.

Agradeco ainda ao Professor Uwe Kahler pelas suas sugestdes.

Gostaria de deixar uma saudagdo meus colegas de mestrado, em especial a
Dina, a Raquel e ao Anténio, pela sua amizade e companheirismo.

Quero agradecer ao meu colega e amigo Milton pelos seus incentivos,
sugestdes e apoio nos momentos bons e menos bons destes dois anos de

trabalho.

O meu agradecimento a todos aqueles que acreditaram nas minhas

capacidades e me incentivaram a nao desistir nos momentos mais dificeis.

Aos meus pais pelo apoio ao longo destes anos de trabalho.

A minha familia e aos meus colegas da Palhaca pelo incentivo e amizade, e
peco a sua compreensdo pelas minhas auséncias e falhas ao longo destes

dois anos.

Ao Daniel porque os jovens de hoje séo o futuro do amanha!



Palavras-chave

Resumo

Transformacdes conformes, algebras de Clifford, bola e superficie unitaria,
métrica, formula de Poisson, coordenadas projectivas, grupo de Clifford,
operador de Laplace, operador de Dirac.

O principal objectivo deste trabalho texto consiste em estudar a influéncia das
transformagdes Mobius, em vérios aspectos da andlise de Clifford.

No capitulo zero introduziremos as definicdes e resultados preliminares,
necessarios para boa compreenséo do texto; encerraremos este capitulo com
0 problema de Dirichlet na bola unitaria em C.

O primeiro capitulo é dedicado ao problema de Dirichlet para o caso da bola
unitaria em R°" Serdo obtidas as generaliza¢des dos resultados apresentados
no capitulo zero para o caso complexo.

No capitulo seguinte serdo introduzidas as coordenadas projectivas e algumas

definicbes associadas. Com este tipo de coordenadas, estabeleceremos um

2x2

isomorfismo entre (Rpq) € Rpi1,q+1. COm base nesta relagéo, estabeleceremos
uma descricdo matricial das superficies esféricas, a qual conduzird a uma
conveniente representacdo matricial das transformacdes Mobius — dita
representacdo de Vahlen. Na seccéo final deste capitulo serd feita uma
caracterizagao do grupo de Clifford (1,n+1) em termos destas matrizes.

No terceiro e Gltimo capitulo estudaremos a métrica diferencial invariante sob a
accao das transformacdes de Mobius. Finalmente, concluiremos com o estudo
do comportamento dos operadores de Laplace e de Dirac sob a accdo das

transformacdes de Mobius.
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The main objective of this work is to study the influence of the Mdbius
transformations in some aspects of Clifford analysis.

In the preliminary chapter we introduce some definitions and preliminary results
which are necessary for a good comprehension of the present text; we finish
this chapter with the Dirichlet problem over the complex unit ball.

The first chapter is dedicated to the study of the Dirichlet problem in the n-
dimensional unit ball. We will obtain the generalizations of the results presented
in the complex case.

In the next chapter we will introduce projective coordinates and some
associated definitions. With this kind of coordinates we will establish an
isomorphism between (R,q)”* and Rp.1q. With this relation we will also
establish a matricial description of the unit sphere which implies a convenient
matricial representation of Mgbius transformation - usually called Vahlen
representation. In the final section we will characterized the Clifford group

I'(1,n+1) in terms of these matrices.

In the third chapter we will study the invariant differential metric under the
action of Mdbius transformation. Finally, we will study the behaviour of Laplace
and Dirac operator under the action of M6bius transformations.
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Introducao

Neste trabalho apresentaremos um estudo (nao exaustivo) das Transformacoes de Mébius
em R%™. Numa primeira parte, estudaremos a descricio matricial destas transformacdoes, a
qual conduzird a uma caracterizacao do grupo das transformacoes de Mobius em dimensao
superior semelhante & existente no caso bi-dimensional. Numa segunda fase, estudaremos o
comportamento dos operadores de Laplace e Dirac, quando sujeitos & accao destas transfor-

magoes.

No caso complexo, é bem conhecido o facto de que uma transformagdo conforme nao
é necessariamente uma transformacao de Mdbius. Todavia, quando em espacos vectoriais
de dimensao superior, as tnicas transformacdes conformes sao transformacao de Mobius.
K. T. Vahlen publicou, em [27|, uma representacao destas transformagoes em termos de
matrizes de 2 X 2, e cujas entradas eram nimeros de Clifford. Neste artigo, o autor procurou
ligar e unificar as diferentes teorias do grupo de movimentos para as diferentes geometrias -
euclidiana, hiperbélica e eliptica.

Tendo passado despercebida durante quase meio século, esta abordagem foi retomada por
Ahlfors em [1], o qual obteve assim uma completa descricao destas matrizes (que este desig-
nou por matrizes de Clifford). Paralelamente, h&d também a referir que durante este periodo
de esquecimento, o matematico suigo Fueter publicou (independentemente de Vahlen) alguns
artigos (consulte-se [14], [15], [16]) em que recorria ao uso extensivo de quaternioes para de-

scricao do grupo de Klein em espagos de dimensao superior a dois.

No capitulo preliminar introduziremos os resultados basicos necessarios a compreensao e
bom desenvolvimento dos conceitos que se pretendem estudar. Para maior detalhe, consulte-
se [11], [17], 6], e [9]. Como ponto de partida para o presente trabalho, usaremos a descrigao
das transformagoes conformes, do nicleo de Poisson e do problema de Dirichlet em C, efec-
tuada em [19]. Uma das principais conclusoes, neste capitulo, é a possibilidade de ver o
niicleo de Poisson como o jacobiano de uma transformacao conforme, bem como a influéncia

da métrica no nucleo.

iii



Introducao iv

No primeiro capitulo generalizaremos o grupo das transformacgoes de Mdobius do tipo

z—Qa
1-az

w = ao caso de R%", usando como base a tradicional decomposicio em transformacoes
elementares feita no plano complexo; deduziremos a expressao para a métrica invariante as-
sociada, e a forma geral de um operador invariante sob a acgao deste grupo. Estudaremos
também, relativamente aos operadores invariantes obtidos, o problema de Dirichlet associado
e respectivo nucleo de Poisson para a bola unitaria. Na parte final desenvolveremos o niicleo
harmonico de Poisson através das solugoes do operador invariante obtido e das funcoes har-

monicas.

O segundo capitulo inicia-se com a representacao em coordenadas projectivas de super-
ficies esféricas e hiperplanos em RP¢  permitindo obter uma identificacao projectiva do cone
isotropico de RPTLA+L com RPY. A extensdo de Fillmore e Springer permitira a utilizacio
da identificacao obtida anteriormente para mostrar a existéncia de um isomorfismo entre
(Rp.q)?*? e Rpyt1,441, 0 qual levara a uma representagio matricial dos elementos de Ry41 411
e das involugoes neste espaco. A penultima seccdo é dedicada & representacao matricial de
superficies esféricas em R, ,, e das transformacgoes conformes que as preservam. No final

deste capitulo serda dada uma caracteriza¢ao do grupo de Clifford I'(1,n + 1).

No ultimo capitulo estudaremos a métrica invariante associada as transformagoes de
Mobius, o que nos permitird estudar o comportamento dos operadores de Dirac e Laplace
sob a accao destas transformagoes. Serd ainda estudada a existéncia de operadores invari-

antes associados ao Laplaciano e serao apresentados alguns exemplos.

Termino esta introducao com a seguinte citagao, retirada de [10]:

"A Historia mostra que aqueles dirigentes de impérios que encorajaram o estudo das
matemdticas ... foram também aqueles cujos reinados estiveram entre os mais brilhantes e

cuja gloria foi mais duradoira.”

Michael Chasles, 1793-1880



Capitulo 0

Preliminares

"A Ciéncia € construida de factos, tal como uma casa o €
de tijolos. Mas uma coleccao de factos é tanto uma ciéncia,

como um conjunto de tijolos € uma casa.”
Henri Poincaré

0.1 Algebras reais de Clifford

Consideremos o par (X, B), que designaremos por espaco real ortogonal nao degenerado,
onde X é um espaco vectorial real de dimensao n e B uma forma bilinear real simétrica nao

degenerada em X, isto é, B: X x X — R satisfaz:
1. Bilinearidade - VA\,u € R Vu,u,v,v" € X
BA(u+ '), v) = AB(u,v) + B(u',v)
B(u, p(v +v")) = pB(u,v) + B(u,v');
2. Simetria - Yu,v € X B(v,u) = B(u,v);

3. Nao degenerescéncia - Vu € X\{0},3v € X : B(u, v) # 0.

Definigao 0.1.1 (ver [11]) Seja (X,B) um espago real ortogonal nao degenerado de di-

mensao n, e seja A a dlgebra real associativa, com identidade 1, que satisfaz
1. A contém subespagos lineares isomorfos a R e X,
2. Yu € X,u? = B(u,u),

3. A é gerada, como dlgebra, por {1} e X.
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Entio A dir-se-d a Algebra de Clifford para o par (X,B).
Quando dim(A) = 27, dizemos que A ¢ a Algebra Universal de Clifford para (X, B).
Neste caso A € indicado por Ry, 4, com p+q=n e p,q € Ny.

Da definigao anterior podemos concluir que independentemente da base e = {ey,...,e,}

que considerarmos para (X, B), a condi¢do 2 implicaré, em A, as seguintes relagoes:

e2=1, sei=1,..,p
e; =—1, set=p+1,.,p+tqg=n
eiej +eje; =0, parat,j=1,...n, 1#].
pelo que diremos entdo que A tem assinatura (p,q). No caso de A ser R, ; consideramos RP¢

como sendo o espaco vectorial real de dimensao n, gerado por {e1,...,€p, €pt1,...,Epiq}t-

0.2 Involucoes em R,

Seja R, 4 a algebra de Clifford universal associada a (X, B). De seguida serdao definidas
trés involucoes na élgebra real de Clifford, cujos papéis sao semelhantes ao da conjugacao

no plano complexo.

n
O subespago linear de R, ; gerado pelos < ) ) vectores da base e;, €;, ... ¢€;,, i1 < iz <

... <1g, ¢ denotado por R’;q, e os seus elementos sao designados por k—uvectores e denotados
por [z].
Para todo k£ =0, ...,n, defina-se em ]R’pf’q o operador involugao principal.
, x sek=0( mod2)
r — T = ;

—z sek=1( mod 2)

o qual pode ser estendido a todo R, , tomando  — 2’/ = >~} [z],. Esta transformacao

constitui um automorfismo em R, 4, satisfazendo, para todo z,y € R,, e todo A € R, as

seguintes propriedades:
(A +y) =X’ +y (zy) = 2"y (') = .
De forma semelhante, definimos em R’;’q o operador reversao como

z sek=0,1( mod4)
—z sek=23( mod4)

r—xf =

que se estende a R, , por ¢ — z* =" [z];. Este operador de R, em si mesmo satisfaz,

para todo x,y € R, 4 e todo A € R, as seguintes propriedades:

Az +y)" = ™ +y* (xy)* =y x* ()" =2
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e como tal representa um anti-automorfismo involutério em R, ,.

Sendo a involucao principal e a reversao operadores que comutam em R, ,, estamos em
condigdes de definir um terceiro operador x — T = (z*) = (a/)*, ao qual iremos chamar
conjugacao. Pelas propriedades anteriores, resulta que a conjugacao é também um anti-

automorfismo involutério em R,, 4, verificando-se, para todo z,y € R, ; e todo A € R

AM+y=NT+7y Ty = yT () ==

0.3 O grupo Pin(p, q)

Consideremos (X, B), um espaco real ortogonal nao degenerado, cuja algebra universal
de Clifford associada tem assinatura (p,q).

Uma aplicagao linear L : X — X diz-se ortogonal se
B(L(u), L(v)) = B(u,v),Vu,v € X.

Como B(u,v) = 3 (B(u+ v,u +v) — B(u,u) — B(v,v)), L seré ortogonal quando e s6 quando
B(L(v), L(v)) = B(v,v),Yv € X, ou seja, det L = £1 (relativamente a qualquer base de X).

Defini¢ao 0.3.1 Define-se O(p,q) como o grupo de todas as transformagoes ortogonais em
(X, B).

De seguida iremos caracterizar o grupo anteriormente definido como subgrupo particular

de Ry, 4, que é a algebra de Clifford universal associada ao par (X, B).
Definigao 0.3.2 O grupo de Clifford, T'(p,q), é definido como:
T(p.q) ={s€Ryy:s¢é invertivel e sv(s’)' € X,Voe X}.
Relativamente & definicao anterior devem ser feitas duas observagoes:

e Dizemos que s € R, ; € invertivel se existe a € Ry, tal que sa = as = 1g, ;

e O seguinte lema permite-nos definir um homomorfismo de I'(p, ¢) em O(p, q).

Lema 0.3.3 Para s € I'(p,q) a aplicacao x(s), definida por

x(s): X — X
v

—  svs' Tl

pertence a O(p, q), sendo entao x um homomorfismo de T'(p,q) em O(p,q).
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Demonstragao: Como v = —v quando v € X temos

B(x(s)(v), x(s)(v)) = (svs'™")?
= —[svslfl]/svs'*

1

= —svvs™

— 5,1)28,_1

= v? =B(v,v).

e Para um elemento invertivel s € R, ; temos (s')~! = (s71)". Como (uv)'~! = v/~ lu/~!
e, atendendo ao lema anterior, s=* € I'(p, q) se s € I'(p, q) é imediato que I'(p, q) é de

facto um grupo.

Para completar a caracterizacao de O(p,q) como imagem por y de um subgrupo da

Algebra de Clifford R, 4 temos que ter em atengao os seguintes pontos

1. x(s152) = x(s1)x(s2), para todo s1,52 € I'(p, q);

2. Se s € X & invertivel entdao x(s) = x($8), onde § = s/|B(s,s)|, e consequentemente
B(s,8) = £1;

juntamente com o Teorema de Cartan-Dieudonné, para podermos concluir que O(p, q) é

imagem por x do seguinte subgrupo de I'(p, q):

Pin(p, Q) = {U € F(p, q) : B(v,v) = 1}'

0.4 O problema de Dirichlet no circulo unitéario.

0.4.1 As transformacgoes conformes em C

Como é sabido, uma fungao real de variavel real y = f(x) determina no plano zOy
uma curva (z e y coordenadas rectangulares). A representacdo geométrica de uma funcao
constitui uma ajuda valiosa para o seu estudo.

No caso das funcoes de varidvel complexa, existe uma complicacdo adicional resultante
da necessidade de uma representacao visual no espaco tetra-dimensional. Uma forma de
colmatar esta complicacido consiste em analisar o comportamento da fungdo complexa w =
f(2), sendo z e w pontos de dois planos diferentes, o plano-z e o plano-w, e f uma rela¢ao

entre os pontos do plano-z e os pontos do plano-w.
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Definigao 0.4.1 (ver [4]) Uma funcao diferencidvel f : Q@ — Q' onde Q,Q C R"™ sdo
abertos e conexos, é conforme se ezistir uma fungio A : Q —|0,+o00] tal que para todo o

x € ) se tem
[[¢(z)(0)|] = A(z)[[v]], Vv € R™.

Desta forma, uma aplicacao de R™ em R"™ diz-se conforme se e s6 se preserva os angulos
em amplitude.

Para n = 2 uma aplicacao é conforme se e sé se a correspondente fung¢ao de C em C é
holomorfa ou anti-holomorfa e a sua derivada nunca se anula em ). Um caso particular é
dado pelas funcoes holomorfas de expressao

fo) =7t
onde b, ¢, d, e € C e be — cd # 0. Estas transformacoes sdo conhecidas por transformacoes

de Mobius e tém a propriedade adicional de aplicarem circunferéncias em circunferéncias

(entendendo-se aqui rectas como circunferéncias com um raio infinito).

Durante esta dissertacdo daremos mais importancia ao caso em que b = 1, ¢ = —a,
d= —aee=1, com a um namero complexo tal que |a| < 1, ou seja,
z—a
w= f(z) = —. 1
() = 2= 1)

Relativamente a (1) podemos dizer que

—al?)(1 — |22
L = Ol = =) o)

|1 — az|?

o que implica que, apenas para |a| < 1, (1) transforma a circunferéncia unitaria B(1) em

si propria e faz corresponder z = a a w = 0. Derivando (1) obtemos a seguinte relagao

diferencial
1 — |al?
dw = ——=dz. 3
v (1—1az)? : 3)
Combinando (2) e (3) obtemos o seguinte diferencial invariante
|dw| |dz|
= ) (4)
11— JwlP] 1= |z?

associado a transformacgao (1) e ao operador

A, = (1—|2]?)2A,, (5)
onde A, denota o operador de Laplace em C, isto é
82
A, = 4 6
020Z (6)
0? 0?

W‘F@; z:x—i—iy (7)
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ou, em coordenadas polares z = pe'?,

0 0 0?
Az—P&)(P%)‘Faeg- (8)

Definicao 0.4.2 Seja f uma func¢do definida num subconjunto Q2 do plano complezo, tal que

as derivadas de 2* ordem existem em todos os pontos de Q). Se f é continua em ) e se
AF =0 (9)

em todos os pontos de €2, entao F diz-se harmdnica em €.

0.4.2 O nicleo de Poisson

Dado que a transformagao (1) aplica a circunferéncia unitaria em si propria, podemos

parametrizar z = e, 7 € [0,27], e w = ¥, ¢ € [0, 27[, ou seja

, 1—ae ™
V=T (10)
e obtemos de (3) a relagao entre diferenciais
. 1— ‘a‘Q .
euﬁ d?l} = m 827— dr. (1].)

Substituindo (10) em (11) obtemos a seguinte relacao diferencial

1—|af?
dp = ———— 12
b= e (12)
que se encontra também associada a (1).
Definicdo 0.4.3 Para a = pe', p <1 e z = €', definimos o Nicleo de Poisson como
1—|af?
P =——
(a,2) |1 —az|?
ou em coordenadas polares
1— 2
P(p,0 ~7) : (13)

T 1- 2pcos(0 — 1) + p?’
Lema 0.4.4 O Nicleo de Poisson tem as sequintes propriedades:

1. Positividade: Para cada p < 1 temos que P(p,0 — 1) > 0.
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2. Quando nos aproximamos da fronteira do circulo unitdrio verifica-se o sequinte

comportamento

2m
lim 21/ P(p,0 —71)f(t)dr =0, se O#T
0

p—1— 4T
1 2w
lim / P(p,0 —7)f(r)dr = f(6), se 6=
p—1- 2 0
A demonstragao desta propriedade encontra-se em [3] (pdg. 13).

3. O integral ao longo da fronteira toma o sequinte valor
1 s

o /) P(p,0 —7)dr = 1. (14)
4. Para p <1, P(p,0 —7) ¢é uma fun¢io harménica em a = pe'®.
Demonstracao:
1. A prova desta propriedade € imediata. De facto, para p < 1,
1—-2pcos(—71)+p>>1—2p+p>=(1—p)?>0.

2. Para § = 7, temos que 1 — 2pcos(f — 7) + p? = (1 — p)?, donde

lim P(p,0 —7) = lim 1_7/)2 = lim L 00
p—1~ p—1= (L=p)?  po1-1-p
Para 0 # 1 0
pl_iglf Plp.0=7) = 2 —2cos(f — ) =0
3. A prova desta propriedade é imediata. De facto, tendo em conta (12), podemos dizer
aue 1 [2r 1 f2r
o ), P(p,Q—T)dT:% ; dip = 1.
4. De facto
P(p,0 —1) = L—p’

(1 _ pe—i(G—T))(l _ pei(e—’r))

pe—i(e—’r) pei(Q—T)

= 1+ 1— pe—i(@-7) T 1— pei@=7)

+oo
= n (,—in(0—T) in(0—7)
1+ 7; p (6 +e )

+00
= 142) p"cos(n(d —7)). (15)
n=1
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Para um determinado n temos que

2
A cos(nl0 =) = o3 (pjpwcos(n(e—ﬂ)))+§92<p”cos<n<e—r>>>

= n?p?cos(n(f — 1)) — n?p" cos(n(f — 7))

= 0,

donde cada termo de (15) é harmonico, e portanto AP =0 em B(1).

0.4.3 O problema de Dirichlet

Vamos apresentar e resolver o problema de valores iniciais na fronteira conhecido por
problema de Dirichlet, para o caso do circulo unitario.

Problema de Dirichlet (ver [19])

Dados um dominio limitado Q de R? e uma fungdo real ¢ continua na fronteira T' de
Q, que se supde ser uma curva seccionalmente reqular, o problema de Dirichlet consiste em
procurar uma fungdo real i harmdnica em Q, continua em Q e que coincida com a fungio o
na fronteira de Q. No caso de 2 = B(1) este problema corresponde a determinar a func¢dao

real | que verifica as sequintes condigoes:

lim,,_1- pu(pe®) = p(e”)
Ap=0,em B(1)

(16)

Considerando 0 < p < 1 e 6 € [0, 27], vamos agora provar (em cinco passos) a existéncia

da funcao p e estudar algumas das suas propriedades.

1. Féormula do valor médio.

Se p(pe?) & uma fungao harmoénica definida na bola unitaria B(1), entdo satisfaz

1

T or

27 )
1(0) /0 (%o, 0<p<1. (17)
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Prova:

Do facto de p ser harmonica resulta, para 0 < p < 1

o[ 8 (1 [ 4 —1 278
pap[pap<2ﬂ/o 1(pe )d9>] = o ) Hgalpe”) do

e O BN
= %%M(Pe )}0

Entao

o (1 [*™
pap(%/o M(ﬂe)d«9>—k,

com k uma constante real. Quando p — 07 temos que k = 0. Integrando novamente

obtemos
1 27

6
— do =
o/, p(pe) c,

com ¢ uma constante real independente de p. Quando p — 0 obtemos

2
/0 1(0) dd = c< p(0) =c

que corresponde a igualdade (17).

2. Formula de Poisson.

Se, além de harmonica em B(1), a fungao u(pe') for continua em B(1), obtemos

27
o) = 5 [ ) Pp.0 =) ar. (18)

Prova:

Vamos considerar a mudanca de varidvel feita no estudo da terceira propriedade do

ntucleo de Poisson
zZ—a
W= ——"
1—az’
com

u(z) = v(w) u(e'™) = v(e™) (@) = v(0).
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Como p é harmonica em B(1), podemos dizer que v também o é. Para p = 1 temos

que

p(a) = v(0)

1 27

= — v(e®) dip

2770

1 27

= %, pu(€'T) P(p,0 —7) dr.

3. Principio do Méaximo.

Se p é uma fungdo ndo constante, harmoénica em B(1) e continua em B(1), entdo
assume o seu maximo na circunferéncia unitaria, isto é, existe zg = €% (21 = 1) tal

que

u(2)] < [u(20)],  Vze B(1). (19)

Prova:

Suponhamos que y assume o seu maximo em ppe’®, com py < 1. Entdo

om 2m
l(pe®)| = 277/0 p(e'™)P(po, 0o — T)dr| < ‘M(Poewo) G / P(po, 00— T)dT|.

Tendo em conta (14) podemos dizer que

2m
/ P(p0,90 —T)dT
0

‘Mpoe%) = ‘f‘(poe%) .

27
Como u é uma fun¢do nao constante, entdao tem que existir um arco na circunferéncia

unitaria onde u(z) < p(poe™?), isto é

1
2T

)

27
u(z)| = / W™V P(po, B0 — 7) dr

< ’M(poewo)

o que contradiz a formula de Poisson (18). Assim, o méaximo serd assumido por p na

circunferéncia unitaria. Analogamente se procede para a prova do principio do minimo.
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4. Unicidade da Solugao.
A solucao do problema de Dirichlet é tnica.
Prova:
Admitamos que existem duas soluc¢oes para o problema de Dirichlet (16), nomeada-
mente (pe?) e v(pe'?). Entao

w(pe”) = p(pe) — v(pe”)

¢ uma fungdo harmonica em B(1) e continua em B(1) e é tal que
w(e) =0 = |w(e?)| =0, Vo € [0, 27],

desde que i e v coincidam na circunferéncia unitéaria.

Pelo principio do méximo concluimos

5. Existéncia da Solucao.

A seguinte fun¢ao é o integral de Poisson de ¢ no circulo unitario

2
u(pe®) = X /O ()P (p, 6 — 7)dr. (20)

T on

Esta fungao é a solu¢do do Problema de Dirichlet (16).

Prova:

(a) u satisfaz a equacao de Laplace (9) em B(1). De facto, atendendo as propriedades

do nicleo de Poisson,

1

" 2r

21
/ o(e™) AP(p,0 — 1) dr = 0.
0 0

Ap(pe')

Mais uma vez, p(e'")P(p,0 — 7) e as suas derivadas parciais sdo continuas em

ordem a p e 0. Este facto permite uma permuta entre o integral e a derivacao em
B(1).

(b) Temos que

plpe®) — ple) = 5- /0 " [o(e™) — p(c™)] P(p.0 ~ 7)ar.
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Como ¢ é uma func¢ao continua podemos dizer que dado um € > 0, existe 6 > 0

tal que
10— 7] <8 = lp(e) = p(e”)] < ¢
e portanto
1 T 0 1
o [2(e7) = ()| P(p,0 =) dr < e P(p,0 - 7)dr
27 Jig—r|<s 210 Jip—r|<s
1 2
< e— P(p,0 —7)dr
2 0
= e (21)

No caso |# — 7| > ¢, pela propriedade 2 do nucleo de Poisson, podemos escolher

po proximo de 1 tal que, p €]po, 1],

P(p,0 — 1) < 1-p’
-7
P ~— 1—2pcosd + p?

< S p<p<1

onde M = maxge(o,2nx |g0(ei9)\.

Assim
1/ [o(e™) — ()] Plo.0 — 7)ir| < o oM g
— - 0 —71)dr| < — —dT
27 Jio—rizs L 7 ’ 21 Jlo—rjzs  2M
1 2T
< e— dr
27'(' 0
< € (22)

A partir de (21) e (22) concluimos finalmente que

lu(pe’™) — ()| < 2e,

isto é,

lim p(pe’™) = p(e”).
p—1-



Capitulo 1

O problema de Dirichlet para a

superficie esférica unitaria em IRV"

"Com excepgao dos nossos pensamentos, nao hd nada de ab-

soluto no nosso poder"
René Descartes

1.1 A transformacgao de Mobius na algebra de Clifford

E bem sabido que as transformacoes de Mobius resultam da composicao de quatro apli-
cacoes basicas: rotacoes, translagoes, dilatagoes e a inversao z — % (esta consiste numa
aplicacao que conserva a orientacdo, obtida compondo uma inversao relativamente a su-
perficie unitédria com uma inversao em relacdo ao eixo real). Pretende-se construir uma
generalizacdo da transformacao de Mobius
z—a
1—az’

w = la| <1

para R"™ e fazer um estudo dos operadores de 2% ordem invariantes sob a accdo do grupo

destas transformagoes. No plano complexo tem-se

a 1
z—a 1 la] ~ ala] 1 la] (1 B a2) i0
YT1 a Z(z-1) ot AT (1)

que resulta da composicao de translagoes, rotacoes, homotetia de razao ‘(a — é)‘ e inversao

relativamente & circunferéncia unitaria e reflexdo no eixo real.
Vamos deduzir, em R%" uma transformacio andloga a (1.1) e que resulta da general-
izacao multidimensional das transformagoes elementares correspondentes. Designe-se por

at = % = ﬁ o conjugado de a relativamente & superficie esférica unitéria e por a = ﬁ )

13
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vector unitério com direccdo de a, ou seja, a generalizacdo de (1.1) para RO™ ¢
1

R i)

a(z—ac)

Observe-se que apesar de @ = —a, para a € R%" as expressdes para a e a® ndo sofrem

alteracoes. Tome-se agora = € R%" a € B;(0), entdo ter-se-a
e Translacgao inicial
x— & =x—a. (1.2)
e Conjugacao relativamente & superficie esférica unitaria

—1

x—ac’

S 6= (L) = (1.3)

¢ Reflexao segundo o hiperplano H,

Note-se que a composicio a efectuar em R%" é diferente da usual em C: no plano
complexo, é executada uma rotacao de amplitude —6, seguida de inversao relativamente
a circunferéncia unitaria, composta com uma reflexao segundo o eixo definido por ﬁ,

a qual sucede uma nova rotagao de angulo 6.

Uma vez que a conjugacao relativamente & superficie esférica unitéria e as reflexdes em
hiperplanos que contém a origem comutam com rotacoes, podemos entdo simplificar
esta accao, reduzindo-a a conjugagao relativamente a superficie esférica unitaria seguida

de uma reflexdio com respeito ao hiperplano definido pelo vector a € R%™, ou seja

§2|—>§3:a§2a:a< -1 )a. (1.4)

xr — a‘

e Homotetia seguida de translagao

S3—y = (1 1>a<_1 >aac
la|? x —a
1 1/ -1 \_ .
- () ) -

Lema 1.1.1 A expressao (1.5) admite a simplificagao
y=(zr—a)(az+1)7", (1.6)

que corresponde a uma transformagdio que é andloga a (1) e que estd definida em R®™ para
|x| < 1, com |a| < 1. De agora em diante designaremos por M o grupo das transformagoes

do tipo (1.6) (no capitulo 2 serd provado de que M ¢é de facto um grupo).



O Problema de Dirichlet para a Superficie Unitéria em IR%"™ 15

Demonstracao: A partir de (1.5) podemos dizer que ﬁ (m:}lc)* = —(ax+1) e
<1 — ﬁ) a = a — a’. Assim, para x # a¢, obtemos
y = —(a—a)(ax+1)""—a°
= (x—a)(axz+1)"" .
[ |
Nota: A inversa de (1.6) é
z=(y+a)(l—ay) " (1.7)

Relativamente a uma transformagao do tipo (1.6) podemos concluir que, para |a| < 1, a
bola unitéria |z| < 1 & transformada em si propria (Jy|> < 1). De facto, da expressio (1.6)

podemos retirar a seguinte relacao:
L—|y? =1 -z 1 -la?) (ax + 1)~ (az 4+ 1)L (1.8)

Por um lado, pelas condigoes inicias podemos desde logo dizer que os primeiros dois

termos da expressao anterior sao nao negativos. Por outro lado, tendo em conta que

ar+1=a :B—l—i ,
|al?

e atendendo ao facto de que o produto de vectores invertiveis é um vector invertivel conclui-

mos que (ax + 1) é invertivel. Além disso, podemos dizer que

_ o\ -1 — N —1
—_— a — a
ar + 1) T(az+1)" =2+ — ata o+ —
(@ + 1) oz + 1) e )
ou seja, o segundo membro da igualdade anterior é igual ao produto de dois escalares nao
negativos.
Portanto, o membro & direita de (1.8) é o produto de escalares nao negativos, pelo que
1 — |y|> > 0, que corresponde ao que pretendiamos provar.
1.2 A métrica invariante

Para calcular o diferencial de y necessitamos de ter d(u~!) em termos de du, com u € R%",

Lema 1.2.1 Para u € R%", temos
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Demonstragao: Para v € R"

1 U

(=) = a(X~

(&) = <)
du d(uu)
u? u?
du  wd(uu)
w2t
u?(du) — u(u(du) + (du)u)

ul

w?du — vldu — uduu

u(du)u
ut

Lema 1.2.2 A métrica diferencial, invariante em R%™ sob a accdo dos elementos do grupo

M, é

|dy| |d|
= . (1.10)
A=1fyP) Q=[x
Demonstracao: Uma vez que
1 -1 _
0= () (=)=
concluimos que
1 (x —af) dx (x —a®)| _
dy=\(1-—
v= (1) R T
Donde
1
dyl* = (la|* = 1) ————— |dz*. 1.11
[y = (faf? = ) i I (111)
Tendo em conta a expressao anterior e atendendo a (1.8) obtemos
jdy[> _ |daf?
1=yP)? A=z
[

1.3 Operadores invariantes

Nesta seccao sera estudada a existéncia de operadores invariantes relativamente & accao
da transformal¢ao (1.6). Diremos que um operador D ¢é invariante relativamente a acgao
(T, : f— fog) de uma transformagio g de Q@ C R®" — R%" se T,D = DT,.
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Consideremos o operador de Laplace
n_oo92
Af=>" o7 (1.12)

que tem a seguinte representacio em coordenadas polares (z = p€), £ € S77!
(32 n—1079 Ag

A= 17 2 =
3p2+ p 8p+ p?’

(1.13)

onde A¢f = A < f <|§f/,—‘)) O operador A ¢ invariante relativamente a transformagoes or-
togonais e translacoes, mas nao é relativamente a inversoes. De entre as suas aplicacoes,

destacam-se as seguintes (ver [13]):
e Determinacdao do potencial gravitacional de uma regidao do espaco que nao contém
matéria;

e Resolugdo de problemas de electrostatica que envolvem superficies limitadas onde se

pretende estudar o potencial electrostatico;

e Determinacao da velocidade da corrente de um fluido incompressivel sem fontes ou

vortex;

e Estudo do potencial eléctrico, na teoria que analisa o comportamento da corrente

eléctrica em condutores solidos.
Vamos agora estudar o comportamento do operador de Laplace sob a ac¢ao do grupo M
em RO™.
Lema 1.3.1 O operador
(1= Ja) 2 A (1 — [af?) 72 (1.14)
¢ invariante relativamente & transformacao definida em (1.6).

Demonstragao: Consideremos o seguinte operador
Y ArP, (1.15)

e vamos ver para que valores de v e § este é invariante segundo

Yy=——=a,
T
que corresponde & inversao com respeito & superficie esférica unitaria. Usando coordenadas
polares y = p€ e x = r&, onde
1 0 5 0

—r—.

_1 9 1.1
10 r? € ap a/r ( 6)
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Assim, a partir de (1.13), podemos dizer que para todo o f se verifica

7 n-10 A 2 n-10 A
(gt )P0 = 2 (gt 4 SE) Prn

onde z(y) é definida por (1.7).
1

Tomando f constante relativamente a r obtemos, a partir de (1.17) e de p = -
PIPAS(E) = rPTASf () = pPTITIAL ().
Dada a arbitrariedade de f(&) podemos dizer que
4+ B-2=0ay=2-4. (1.18)

Desenvolvendo o 1° membro de (1.17), com f ndo necessériamente uma fungao constante

relativamente a r, obtemos

0? 0
> C L @)+ @00 — D2 (@) 4 (50— 2) (@) + Aef (@),
e, por outro lado,desenvolvendo o 2° membro, temos
0? 0
P L @)+ (326 mrol (@) + B8+ n— 2)f(@) + Acf (@),

donde existird igualdade entre os dois membros na condicao de

2W+n—-1=3-28-n & ﬁ:k% (1.19)

Entao para a transformagao

y+a© = <‘a|21_ 1) a (I:1a0>a (1.20)

|z —a|2 Aylz — o' T2 F(z) =

temos

1 B+2 - .
- (!alz—1> [y + a2 T Ay ly + a2 F2(y)), (1.21)

mas atendendo a (1.18) podemos dizer que

1 —y—B+2 B 1 0 _,
jal* =1 “N\la2=1) 7

assim o segundo membro de (1.21) é simplificado, obtendo-se

o — a2 Al — ' T F(z) = |y +a’lPTAy +a | TEF(a(y).  (1.22)
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Tendo em conta (1.5) e (1.8) concluimos que
ly +a |z — a°|
L=y 1ol

‘I

(1.23)

Efectuando a substituicao

o) = (1 'm'Q)l_gfm

n
1—\I|2) EA e

e se multiplicarmos o 1° e o 2° membros de (1.22), respectivamente, por (\m—ac\

1-fy2) 2t o
ol , obtemos a seguinte igualdade

(1= J2) 2 A (1= [2) 2 f(2) = (1= [yP) 2T Ay (1= [y "2 f(a(y)),

ou seja,
(1= a2 A1 — ) 5,

que corresponde ao operador invariante associado a transformagao (1.6).

|

Repare-se que este operador nao preserva as funcoes harmonicas, isto €, o transformado de

uma fungdo harménica nao é necessariamente harmonico. No entanto, de seguida apresenta-

se um mecanismo que permite "preservar"a harmonicidade de uma func¢do quando aplicamos
este operador.

Seja h(r) uma fungdo harmonica e considere-se a seguinte fungdo H, definida por

w2\
) ) (121)

) = (

que também ¢ harmoénica. De facto, para f(z) = (1 —|2|*)2" h(x) temos, por um lado
(1 —Ja?) 21 Agh(a) = (1 - y*)2 T Ay H (2 (y)). (1.25)
Por outro lado
(1=l Au(1 = [2?) 2 f(2) = (1= |2P)?Auf(x) + n(n—2)f(z) +

n

2= 2)(1— o) Y i o (),
i=1 v
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donde resulta a seguinte expressao

(L= [2[*)? Ay +2(n = 2)(1 — [a*) )2

i=1

0 (1.26)
T4

0

que é outro operador invariante associado a transformacao (1.6), mas que é equivalente ao

operador deduzido anteriormente em (1.14).

1.4 Um problema analogo ao problema de Dirichlet

Vamos agora provar que, dada uma fungao ¢, continua na superficie esférica unitaria

|u| = 1, existe uma fung¢do continua ¢ na bola unitéria |u| <1 tal que para |u| =1

Y(u) = ¢(u) (1.27)
e, para |x| < 1,

(1—1|z*)? Ay +2(n —2)(1 — \x|2)§:xi§f = 0. (1.28)
i=1 ¢

Consideremos novamente a transformacao (1.6)
v=(u—z)(zu+1)"" (1.29)

Atendendo a (1.8) podemos dizer que para |u| = 1 temos |v| = 1, esta conclusdo, junta-

mente com (1.11), permite-nos dizer que

1— |z%)?
dl2 = ( dul?
[dv] |zu + 1]4 dul
2
1- |(L"2 ‘d ‘2
= u
|z]? + 2|z <u, ﬁ> +1
(1.30)
e portanto, o elemento de area é dado por
n—1
1— 2
s, = 2] dS,, (1.31)

|z]2 + 2|z <u, ﬁ> +1

T 1 11 1
onde <u, > = — (u,z) = — = B(u,z) = — (uz + xu).
[/ | 2|
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Definicdo 1.4.1 (ver [19]) Para |z| < 1 e |u| = 1, definimos em R®™, 0 andlogo do Niicleo

de Poisson da sequinte forma

n—1
1— 2
P(x,u) = i
2|2 + 2|z <u‘%> +1
_ 1.32
(p2—2pc089+1> ’ (1.32)
1 1
onde x=p§, p>0 e cosh=—<u,&>= —EB(U,@ =3 (ué + &u).

Esta funcao tem as seguintes propriedades:

e Positividade: Para cada p < 1 temos que P(z,u) > 0.

A prova desta propriedade é imediata. De facto, para os valores de p referidos temos

PP —2pcosf+1>p>—2p+1=(p—12>0

e Quando nos aproximamos da fronteira da bola unitaria verifica-se o seguinte

comportamento

lim P(p, ) = { 0. u#é
p—1

0o, u=¢

De facto, para u # £ e cosf < 1 temos que

P(:B,u):( i )nl,

p% —2pcosf +1

donde 0
lim P 0) = 55 cos ¢
Para u = £ concluimos que cos = — < u,u >= 1. De facto temos que
P(z,u)= <1_p2)”1 = (M)n_l ;
(1—p)? L—p
donde
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e O integral ao longo da fronteira toma o seguinte valor

1

Wp—1

/ P(z,u)dS, =1, (1.33)
aB(1)

onde wy_1 € a area da superficie esférica unitaria 0B(1).

A prova desta igualdade é imediata. Através da mudanca de varidvel (1.29) podemos

dizer que
1 1

/ P(z,u)dS, = / s, =1.
wn-1 JaB(1) wn-1 JoB(1)

e P(x,u) é a solugao da equagao diferencial (1.28). De facto verifica-se que

(1 —[a) 2 A (L = [af*)! 2 P(a,u) = n(n — 2)P(z, u)

donde
. 9P
212 2 _
(1 —|z|*)°Ar +2(n —2)(1 — |z|?) ;1 xi—axi (x,u) =0.

Definicao 1.4.2 Para uma fung¢do ¢, continua na superficie esférica unitdria, definimos a

sequinte fungao

P(x) = ! /{)B(l) o(u)P(z,u)dSy, |z| < 1. (1.34)

Wn—1

Vamos agora provar que esta fungdo é a solugao do problema de tipo Dirichlet na super-
ficie esférica unitaria, isto é, satisfaz (1.28) e lim (pu) = p(u), para |u| = 1.
p—1-

Assim

e Uma vez que p(u) e P(x,u) sdo continuas e tém derivadas parciais continuas em B(1)
concluimos que P(z,u) satisfaz (1.28). Portanto, a funcdo definida em (1.34) satisfaz
(1.28).

e Considere-se, para |y| =1 p < 1, a seguinte diferenga

bloy) — oly) = — AB(I)P<py,u>[w<u>so(y)]dsu

Wnp—1

oy (7
W1 Jopy \p* —2pcost +1

onde cos = — < u,y >.

n—1
) [p(u) — p(y)] dSu,

Pela continuidade de ¢, para cada € > 0 existe § > 0 tal que

0] <= lp(u) —p(y)| <e
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e portanto

1

1
/ P(py,u)dS,
Wn—1 JoB(1),]0|1<6

Wn—1

IN

€

[ Plyawle - s)lds,
0B(1),|0|<6

1
/ P(py, u)dSy
Wn-1 JoB(1)

€

Quando |0] > §, pelas propriedades de (1.32), existe pp < 1 tal que

1—p? nl €
P < <
(py,u) < <p2—2pcos5+1> oM’

onde
po<p<leM= ‘mﬁ?!so(U)\-
Assim
— Ploy.wlietn) — olllas,| < —— [ 2 <ds
Wn—1 JoB(1),|0|>6 ’ I wp dB(1),0|>6 2M
<

€ 1 / dS, = €
Wn-1 JoB(1)

Deste modo concluimos que

[V(py) — p(y)| < 2¢ & pliql_ Y(py) = p(y).

1.5 A férmula de Poisson para a equacao de Laplace

De forma a construir a férmula de Poisson para a equacao de Laplace, vamos provar o

seguinte resultado que nos da a féormula de valor médio para a equacao de Laplace:

Teorema 1.5.1 Se ¢ é uma fung¢ao harmonica em B(1) e continua em B(1l), entdo para

0<p<1 temos que

2(0) = /| e, (1.35)
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Demonstracao: Como ¢ é harmonica em B(1), podemos escrevé-la em termos de es-

féricas harmonicas (ver [20])

plpu) = p"Sk(w)
k=0

e, para p < 1,
! / o(pu)dS i ! o / Sk(u)dS
[T k u
Wn—1 Jju|=1 k=0 Wn—1 Ju|=1
_ - k _
k=0
onde, quando p — 0
1
So=¢(0)  com  ¢(0)= ©(pu)dS,.
Wn—1 Jju|=1

Como ¢ é harmonica, é de classe C* em B(1). Além disso, a sua continuidade em B(1)

permite considerar p = 1.

Anteriormente vimos em (1.8) que

1—y?
1—|z|?

1w = )1 ha(y))

a2 \'"2
() ), (130

¢ harmonica sempre que h é harmonica.

Atendendo & férmula do valor médio temos que

H(0) = — H(v)dS,. (1.37)

Wn—1 J|v|=1

Considerando a seguinte mudanga de variavel

v=(u—a)lau+1)"1, (1.38)
onde .
1—|af? "
dSv == dSua
(!aP +2lal < a,u > +1>

2

com |ul =Jv|=1ea= ol
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Uma vez que (1.38) transforma u = a em v = 0, obtemos

H(0) = (1~ |a|*)2~'h(a) (1.39)
e
1— |a|? =3
Hw) = h
(v) (!aP +2a| < a,u > +1> ()
(1.40)
novamente com |u| = |v| = 1.

Assim (1.37) toma a seguinte forma

- 1 1—|af? ooy
1- 27 h = — h(u)dS,
aolti e = o (s e ) "

1 1—|af?
= / el = h(u)dSy,
Wn—1 Jjul=1 (|a|? 4+ 2|a| < a,u > +1)2

donde resulta a Férmula Integral de Poisson para a equacao de Laplace

ha) 1 / 1— |al?
a) = D
Wn—1 Jju|=1 (Ja|? + 2]a| < a,u > +1)2

h(u)dS,.

Uma das vantagens da expressao deduzida é de que dada uma fun¢do h harmonica na
bola unitaria, a formula integral de Poisson da os valores da funcao h no interior da bola
unitaria a partir dos valores sobre a superficie esférica, & semelhanca da formula de Cauchy

para as fungoes holomorfas no plano complexo.
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Capitulo 2

Esferas em R?Y - coordenadas

projectivas

"Se eu vi mais longe do que outros, foi por estar sobre os

ombros de gigantes"
Issac Newton

O plano projectivo pode ser definido através de um modelo "concreto"que obedece
a algumas propriedades tipicas do plano euclidiano, ou entdao através de uma estrutura
abstracta que satisfaz um conjunto de axiomas.

As defini¢oes que seguem a via axiomatica tém a vantagem de serem concisas e elegantes,
mas a sua generalizagdo a espagos de dimensdo arbitraria exige alguns cuidados. Apesar
deste inconveniente, durante este trabalho sera considerada a via axiomatica como ponto de
partida para a definicdo do nosso modelo concreto.

A utilizacao das coordenadas projectivas tem algumas vantagens, tais como:

e Simplificacao das formulas: A utilizagdo de coordenadas projectivas permite sim-
plificar as expressoes que envolvem as operagoes bésicas da algebra linear: determi-
nantes, adi¢oes, multiplicagoes, produtos internos, produtos externos, multiplicacao de
matrizes, etc. Todas as transformacoes euclidianas e respectivas projec¢oes podem ser

expressas em termos de transformacoes lineares que actuam num determinado ponto.

e Permite o omissao de alguns casos particulares: A utilizagdo de coordenadas
projectivas permite representar pontos e linhas no infinito de uma forma natural, sem
ter que utilizar uma notacao alternativa nem condigoes suplementares. Esta van-
tagem torna-se muito importante nas aplicacoes a algoritmos uma vez que o niimero
de condicoes envolvidas diminui e na redaccao de teoremas porque o ntmero de casos

particulares também vai diminuir.

27
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e Unificacao e extensao dos conceitos: Uma das vantagens da utilizacao das co-
ordenadas projectivas é a unificacdo dos conceitos. Por exemplo, as diferencas entre
circulos, elipses, parabolas e hipérboles desaparecem quando estamos a trabalhar com

coordenadas projectivas, pelo que estas curvas "se transformam"numa outra curva.

e Dualidade: A determinacao de um ponto a partir da interseccdo de duas linhas esta
relacionada com a determinagao de uma linha a partir de dois pontos. Mais geralmente,
dizemos que toda a proposi¢ao sobre pontos e linhas (no plano) pode ser substituida por
uma proposicao dual sobre linhas e pontos. A possibilidade de fazer esta substituicao é
conhecida por principio da dualidade ou principio de Pliicker. A dualidade transmite &
geometria projectiva caracteristicas peculiares, tornando-a mais simétrica que a usual
geometria Euclidiana. Além disso, a dualidade é uma ferramenta muito util a nivel

pratico e a nivel tedrico.
No entanto, a geometria projectiva também tem alguns inconvenientes, tais como:

e O plano projectivo nao tem orientacao: Formalmente esti-se a dizer que nao é
possivel definir um sentido hordrio e um sentido anti-hordrio relativamente & orientagao

dos angulos.

e As linhas possuem apenas um lado: Se removermos uma linha do plano projectivo,
0 que resta é um conjunto conexo de pontos que é topolégicamente equivalente a um
disco. Assim, nao faz sentido perguntar quando é que dois pontos estdo do mesmo
lado de uma dada linha. De uma forma geral, podemos dizer que falha o teorema de
Jordan, uma vez que uma curva simples e fechada nao divide o plano em duas regides

distintas.

e Os segmentos e as direccoes sao ambiguos: Na geometria projectiva nao é possivel
definir de uma forma consistente um segmento que une dois pontos. Dois pontos
dividem a linha que passa por eles em dois arcos, e ndo é possivel fazer uma distin¢do
consistente entre os dois. Neste contexto nao faz sentido a seguinte afirmagdo "dado
um ponto T entre dois pontos p e q”. Tal como no caso anterior, nao é possivel definir

a direccao que vai do ponto p para o ponto q.

e Nao existem figuras convexas: A nocao de conjunto convexo nao faz sentido no
plano projectivo. O problema nao esta apenas na defini¢do de conjunto convexo, mas
também no facto de nao ser possivel distinguir um conjunto convexo de um conjunto

nao convexo.

As desvantagens apresentadas, apesar de terem alguma importancia, ndo tém influéncia

no trabalho que ird ser desenvolvido nos proximos capitulos. Além disso, as vantagens
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apresentadas inicialmente reforcam ainda mais a sua utilizacao no estudo das transformadas
de Mobius em R%™.

A equacdo de uma superficie esférica s em RP¢, com centro m e raio r! é dada por

s ¢ ly—ml)? =12

(y —m)(y—m)=r’
lyI? + 2(y, m) + [m|* = r*. (2.1)
Usando coordenadas projectivas, identificamos uma superficie esférica s em RP¢ com

s:(u,k,v)=k (m, 1,|m|* - 7“2) Jk #0. (2.2)

Um ponto = de RP? ¢ assim identificado com uma superficie esférica de centro x e raio

zero, pelo que terd as seguintes coordenadas projectivas
v (uk,v) =k (:r 1, W) kA0, (2.3)
enquanto que um hiperplano h de equacao
h:2(y,m)+2b=0, (2.4)
terd as seguintes coordenadas projectivas

h:(&0,nm) = p(m,0,2b) ,p#£ 0. (2.5)

2.1 Interseccao ortogonal

Necessitamos de uma forma bilinear em R™2, para tal atenderemos ao conceito de
ortogonalidade entre superficies esféricas em RP4. Consideremos s; e sy duas superficies

esféricas em RP4, com as seguintes coordenadas

S1 . (,ul, ]ﬁ,l/l) = kl (ml, 1, \m1]2 — r%) ,k‘l 75 0 (2.6)

S92 (ug, ]CQ, VQ) = ]{52 (mg, 1, ’?’)’LQ|2 — T‘%) ,kg 75 0. (27)
Definicao 2.1.1 Dizemos que sy intersecta ortogonalmente so se e so se

(m1 —y,mg —y) =0,Vy € s1 N s,

!De momento, tomemos r > 0; note-se todavia que faz igualmente sentido tomar uma superficie esférica

de raio imaginario ir, r > 0
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15to €, se e SO se

my —mgl* = |m1—y+y—m2]2 Yy € s1Ms2
= |m1—y|* +|ma —y> +2(m1 —y,ma — y)
= ¥4 (2.8)

Desenvolvendo o primeiro membro da expressao (2.8) obtemos

2 2 2 .9
mi|”+|me|” —r{ —7T
AT ey, (2.9
1 1
onde —(my, mg) = ~5 B(mi, mg) = —3 (mima + mamy).

Usando a relacao anterior estabelecemos assim uma forma bilinear no espaco projectivo

R"™+2 que preserva a ortogonalidade das superficies esféricas originais.

L, 0 00
0 —I, 0 0
51387 =0 < (1, k1,01) 0 Oq 01 (pg, ko, v2)T =0 (2.10)
2
1
0 10
p p+q
kivo + kov
1,2 1 2 172 201
L2 L2 M2 TP ) 211
& ;uml i:%;lmuﬁ 5 0 (2.11)

A ultima expressdo ¢ igual, a menos de uma constante kiko, & expressao (2.9).
Assim, podemos dizer que um ponto X verifica a equacdo de uma superficie esférica S se e 86
se considerando X como uma superficie esférica de raio zero, esta intersecta ortogonalmente
a superficie esférica S, isto é, em coordenadas projectivas, X157 = 0.
Outra conclusao que resulta da definicao de ortogonalidade é de que uma superficie esférica
tem raio zero se e s6 se se intersectar ortogonalmente a si propria.

Nota: No Apéndice B sera estudado o caso particular do hiperplano.

2.2 Identificacao com R, ;41

A matriz J em (2.10) esta associada a uma forma bilinear, simétrica e ndo degenerada

de RPT92. Se determinarmos os seus valores proprios e correspondentes vectores proprios.

Valores Proéprios de J Vector Préprio Associado
1 e; = (€,0,0) s edel =1 i=1,p
-1 e; = (€,0,0) :edel = -1 Ji=p+1,q+p
: er=(0,1,1):epdel =1
—1 e =(0,1,-1):e_JeT = -1
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concluimos que podemos associar a cada superficie esférica (p, k, ) um ntmero da Algebra
de Clifford Rp41 441, gerada por RP? e por e, e e_ onde e%r =1,e2 = —-lee, ee_ sio

ortogonais entre si e ortogonais a RP?. Assim:

e ert+e e —e
S:(u,k,v)— S = ;uiei+k + 5 S 5 —
1=
p+q
k—v k+v
= Z wie; + e- + €. (2.12)
; 2 2
=1
Passando para a Algebra de Clifford concluimos que
er —e_ u; er —e_
k::S-<+2>;é() m@':ﬁ,lzl,p-ﬂl 1/:5’.<+2>,
onde - tem a interpretacao indicada para <,> em (2.9), e
p+q p+q
k1 —u k14w ko — 1o ko + v
S1:-852 = (Z,uzlei—l— 5 e- + 5 e+>~(—z,u?ei— 5 €T 5 e+>
=1 =1
P p+q
ki — 1) (ke —va) — (k1 +v1) (k2 + 1o
= >ty g+ Bl 2 )
=1 i=p+1
kiva + korn
= () - 2T

2 2 .2 .9
= —kik <<m17m2>+|m1’ Hmel o TQ)-

2
Se S1 = Sy = S obtemos
SS = k%2,
0 que nos permite identificar o vector S de RPT19*! com a superficie esférica de raio real
se $S > 0, com um ponto se SS = 0 ou com uma superficie esférica de raio imaginario se
5SS < 0.

A ortogonalidade entre duas superficies esféricas s; e so de RPY) vistas como vectores
51,89 de RPHLatl 6 dada por

S1-Sy =0. (2.13)

Desta forma identificAmos projectivamente o cone isotrépico de RPF14F1 (conjunto dos

vectores com norma zero) com RPZ.
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2.3 O grupo ortogonal O(p+1,q+1)

32

Considere-se o grupo ortogonal O(p+1, ¢+ 1), juntamente com o grupo Pin que lhe esté

associado. Uma vez que neste grupo podemos definir um produto interno em R?¢ invariante

sob a accao dos elementos de O, obtemos uma aplicacao definida no conjunto das superficies

esféricas de RP? com as seguintes propriedades:

1. Transforma pontos em pontos, desde que a nossa aplicacao seja definida de RP? em

RP.

2. Transforma superficies esféricas em superficies esféricas.

3. E uma aplicacao conforme, isto é, transforma superficies esféricas ortogonais em super-

ficies esféricas ortogonais. Assim, qualquer transformacao de Mobius g em RP¢ estard,

associada a um elemento de O(p+1,¢+ 1).

4. Uma vez que estamos a trabalhar projectivamente, a aplicagdo S — —S corresponde

a identidade em RP4. Deste modo cada transformacao de Mobius é identificada com

dois elementos de O(p+ 1,¢ + 1).

2.4 O isomorfismo entre (R,,)**? e R, 1441

Vamos agora estudar a existéncia de uma representagao matricial para os elementos de

Rp11,4+1, com entradas em R, 4.

2x2

Teorema 2.4.1 A aplicacdo de (R, ;) em Rpi1,44+1 definida por

Cc

10 0 1 00 00
RS R R R

€ um isomorfismo de dlgebras.

b
[ ¢ d] —safi +bfo+ f3+d f4,

onde

Demonstragao: Uma base natural para o conjunto de matrizes de 2 x 2 é

1 0 01 0 0 0 0
[O 0 Hfb[o 0]Hf2,11 Olﬂfz,lo 1]Hf4

para a qual podemos construir a seguinte tabela de multiplicacao

(2.14)
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fifi | fi fa f3 fa
hh fo 00
o | O 0 fi fa.
s | fs fa 0 0
fo |0 0 f3 fa

Por outro lado, Ry41,4+1 € a algebra de Clifford gerada por RP9, e, ,e_, pelo que iremos

identificar os elementos f1, fa, f3, f4 com combinacoes lineares adequadas de 1,e4,e_eeqe_.

Uma vez que fi e fy sdo elementos idempotentes podemos dizer que

fi= %(1 —e_er)e fi= %(1 +e_eq)

isto é, f1 e fy geram R;_H q+1- Por outro lado, atendendo a tabela de multiplicacao apresen-
tada anteriormente, fs e f3 podem ser vistos como uma combinagao linear de e_ e ey, isto

e,

fomgloe-+er) e fy= (e —ep)

E facil de verificar que f; e f4 comutam com R, ,, enquanto que fs e f3 comutam com

R; ¢ mas anti-comutam com R; ¢ 1sto €
b K

foa=d'fa e fsa=d'f3, VaeR,,.

Para a,b,c,d,e, f,g,h € R, 4 obtemos, por um lado, o seguinte resultado para a multi-
plicagdo de matrizes

ae+bg af + bh
ce+dg cf +dh

)

por outro lado

(afi +bfo+d fat+d fa)lefi + ffa+ g fs+h fa) = afiefr + afif fot
bfag f3 + bfoh! fs+ ¢ faefi + ¢ f3f f2 4+ d' fag' f3 + d' fah' f4
=aefl+affifo+bgfofs+bhfofs+ e fafi + ¢ f fafo+d g fafs +d B fufs
= (ae+bg) f1 + (af + bh)fo + (ce +dg) f3 + (cf + dh)' f4.

Assim, a aplicagio de (R, 4)?*? em R,y 411 dada por

a

Z]—>af1+bfz+cf3+df4

C

¢ um isomorfismo de élgebras.
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De seguida vao ser definidas trés involugdes em (R, 4)**?

, cujas propriedades sao seme-
lhantes relativamente ao que definimos anteriormente para o caso de Ry, ,.

Tendo em conta as propriedades relativas as involugoes em R, , podemos dizer que

(afi+bfa+dfs+dfs) = afi+bfat+dfs+dfy
= faa— fob— f3d + fid
= dfi-Vf—cfs+afs
= d"fi = b fa— () f3+ (a") fu,

)2x2

0 que nos permite concluir que a conjugagao em (R, , é definida da seguinte forma

a b ab_d*—b*
c d c d| | = a |’

Analogamente podemos dizer que

(afi+bfo+dfs+d fa)" = fla®+ 50"+ f5()" + fi(d)”
= faa" + fob" + fzc+ frd

dfy + (b°) fa+ (@' fs+a* fa

dfi +bfa+ @) f3+ (@) fa,

)2x2

0 que permite concluir que a reversao em (R, , é definida da seguinte forma

a b a b " d b
—_— = .
c d c d c a
No caso da conjugacao e a reversao podemos dizer que cada uma é um anti-automorfismo

3 A 2X2
involutério em (R, 4)7*=.

Finalmente vamos definir a involugdo principal em (R, ,)?*?. Tendo a relagdo

(afi +bfo+ fs+d f1) afi +0fh+efi+dfy

= dfi—Vfo—cfs+dfs,

2x2

em RPTL4FL o isomorfismo (2.14) implica para (R, ,)?*? a involugdo principal dada por:

a b a b ' a b
— = .
c d c d - d
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2.5 Representacao matricial das superficies esféricas e das trans-
formacoes conformes

Considere-se S um elemento de Pin(p + 1,q + 1), com representagdo matricial

a b
c d

G = € (Rpq)**2.

De modo a determinar a imagem de um vector por S necessitamos de saber G~1.

a b
c d

O pseudo-determinante de A é dado pela expressao ad* — bc*.

Definigao 2.5.1 Seja G = € (Ry)**%

Lema 2.5.2 Considerando S e G nas condi¢oes anteriormente referidas podemos dizer que:
1. O pseudo-determinante de G é %1.
2. G~ = £G~.
Demonstragao:

1. Consideremos um elemento S do grupo Pin(p + 1,q + 1), que verifica

SS = +1.
A representagio matricial da identidade em (R, ,)?*? ¢ a matriz identidade. Assim
10 [a b][a b
+ —
01 c d c d
e o] & v
B I || - a
[ ad* — bt —ab* + ba*
_ a C ab”™ + ba 7 (2.15)
| cd® —c*d —cb* +da”

0 que nos permite concluir que

ab* —ba* = cd*—c*'d = 0
ad* —bc* = —cb*+da* = =1
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2. Atendendo as conclusoes obtidas na demonstracido do ponto 1, podemos dizer que

oo - [4 21

a

ol

add—be db-Vba

—dd+de —-db+da

(ad* — be*) (ab* — ba*)’
(—C/d* +dc*)/ (—Cb* +d’a*)’

10
= =£
[Ol

De uma forma geral, se S é um elemento do grupo de Clifford I'(p + 1,¢ + 1) (que

seré estudado na secgao seguinte), o pseudo-determinante da matriz que o representa é um
numero real ndo nulo, e G* representa, a menos de uma constante im, a matriz inversa
de G'.

A matriz representativa de um ponto x € RP? é dada, a menos de produto por k # 0,

por

) _ .
1 1 -
:E_}X:[x\x]] _ 1z x]
1 —z

2.16
2111 1 1 ( )

r - r *
1|z «x r x ]
)

e portanto, a imagem de z por S (que corresponde a um vector de RP?), tem a seguinte

representacao matricial

1 xr x r X "
z GXG'' =@ G*;
g(z) — 9 1 1 ] [ 1 1
uma vez que
1 1 N cx+d cx+d
b)(cx + d) ! b)(cx +d)~!
_ | (e + )(1033+ ) (az + )(16$+ ) (cx+d), (217)

e (cx + d)(cx + d)* é um numero real, resulta que a imagem de x por S é dada por

g(x) = (az 4+ b)(cx +d) 1, (2.18)
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ou seja, O(p + 1,q + 1) coincide com o grupo das transformacoes de Mobius de RP9.
Quando S é uma superficie esférica de centro m e raio r > 0, a representacao matricial
de S é

m |m|? —r?
1 —-m '

s—p [
e 0 vector simétrico de x relativamente & superficie esférica S é dado por

g(z) = sxst

= (ma+ |z[* = r?)(z —m)~!
= m—riz—m)h (2.19)
Voo —

transformam a superficie esférica unitdria em si propria.

b b
Lema 2.5.3 As matrizes da forma ¢ ] ou [ “ , ], que verificam o lema 2.5.2,
—a

Demonstragao: A superficie esférica unitaria tem a seguinte representacao matricial
0 —1
1 o0 |

As matrizes da forma, [ ] transformam a superficie esférica unitaria em si propria,

C

][] 2 e

para uma constante nao nula p. Multiplicando o lado esquerdo da igualdade anterior por
/

se satisfizerem

ol

0 -1 b
e o lado direito por “ , obtemos
0 c d

1
0 <1 ]fab]fo 1] _ [a —¥]
1 0 c d|]1 0 I

—d ¢ a =V
& =k ,
b —a - d

onde k é igual a p a menos de um sinal. A igualdade anterior origina o seguinte sistema

a=—kd
b= —kd
c=—kt ’

d=—kd
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que nos permite concluir que k> = 1, d = +ad’, ¢ = +b/. Assim, obtemos as seguintes
transformacoes
g(z) = (ax+b)(Vz+d)! (2.20)
g(x) = (ax+b)(=bz—d) ! (2.21)

que transformam a superficie esférica unitaria em si propria desde que a norma de
gi(0) = £b(a)t, i=1,2
seja menor que 1, isto &, |b] < |al.

]
Cada transformagdo de Mdbius pode ser expressa em termos de superficies esféricas de

raio real e hiperplanos. De facto, a imagem de um vector x por uma superficie esférica de

o . . Im|? + r?
raio imaginario e com representacao matricial é o vector dado por
-m
_ .2 -1
@) = r@—m)+m
= —(=r*(z—m)"t+m)+2m (2.22)

que pode ser interpretado como sendo o vector simétrico daquele que resulta quando es-

tamos a trabalhar com uma superficie esférica de raio real com representacdo matricial

m |m|? —r? . - :
) Geometricamente corresponde a fazer uma reflexao relativamente ao
-m

hiperplano de coordenadas z; = 0, ¢ = 1,p 4 ¢ seguida de uma translacao segundo o vector

2m, que é uma combinacao de todas as reflexdes segundo dois hiperplanos paralelos.

2.6 Caracterizagao das matrizes do grupo de Clifford I'(1,n+1)

A teoria das transformacgoes de Mdobius pode ser estudada segundo varias perspectivas.
Uma corresponde a utilizacao da geometria descritiva que expressa as transformacoes de
Mébius em termos de elementos do grupo de matrizes O(n + 1,n). Apesar de ser uma
perspectiva muito satisfatéria do ponto de vista tedrico revela-se extremamente complicada
ao nivel das expressoes numeéricas envolvidas.

Um dos primeiros artigos sobre a descricdo das transformagoes de Mébius que vamos
abordar nesta seccio foi publicado por Vahlen em 1901 e tinha o titulo "Uber Bewegungen
und complexe Zahlen". A motivacdo de Vahlen foi a tentativa de conciliacdo da teoria
euclidiana, hiperbolica e eliptica. A unificacdo referida tem como principal ideia imitar a

teoria relativa a GL2(C) no contexto das transformagoes de Mobius no plano complexo.
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Vahlen comecou por utilizar matrizes de dimensao 2 X 2 em que as entradas eram nimeros

de Clifford, sendo consideradas a partida algumas condigoes.
a b
Assim, considerou matrizes do tipo g = p ] actuando sobre um vector z € RO"
c

e segundo a seguinte transformacao de Mobius g(z) = (ax + b)(cx + d)~!, e necessitou de
impor algumas condi¢oes de modo a que o seu raciocinio tivesse sentido.

Vamos agora utilizar as ideias de Vahlen e tentar aplici-las ao nosso caso.

Anteriormente vimos que existe um isomorfismo entre Ry, 1 441 € (an)zw’ e vimos que
o grupo de Mdbius de RP? coincide com o grupo ortogonal de Ry, 11 441.

Vamos agora estudar o caso em que p = 0, e vamos estudar a representagao matricial de

um elemento de Pin(1,n + 1).

Definicao 2.6.1 Definimos T'(p,q) com sendo o conjunto de todos os produtos finitos entre
vectores de RP4. Para cada a € T(p,q), aa® = a*a é um nimero real e a € invertivel se

aa* # 0. Além disso, se p =0, aa* = 0 implica que a = 0. Assim

T(0,n) =T'(0,n) U {0} (2.23)
(Analogamente podemos concluir que T'(n,0) = T'(n,0) U {0}).

a
Teorema 2.6.2 O conjunto M das matrizes G =

] que satisfaz as sequintes pro-
priedades:

1. a,b,c,d € T'(0,n) U{0}.

2. bd*,ac*,a*b, c*d € RO,

3. O pseudo-determinante de G, A = ad* — bc*, é um nimero real nao nulo.

munido do produto usual de matrizes forma um grupo.

Demonstragao: Em primeiro lugar podemos dizer a partir de 2 que bd*, ac* = ca*,
a*b =b*a e c*d = d*c.
Logo

bAd = (d*d)b*a— (b*b)c*d

a*Ae¢ = (a*a)d*c— (c*c)a*™d
ab*\ = ab*ad® — (b*b)a*c = (aa®)bd* — (b*b)ac*
Aed* = adfed* —bcfed* = (d*d)ac* — (c*c)bd*

também sdo vectores em R?™ porque estamos perante o produto de um escalar por um

vector.
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Assim:

10
e A identidade I = [ 0 1 ] pertence a M.

e A multiplicacdo de matrizes é associativa.

e Cada matriz G € M tem inverso em M. De facto
a*  —=b*
—c* a*

ad* — bc* —ab* + ba*
cd* —dc* —ab* + da*

a0
I DY

el a b
c d

= A

Refira-se que a igualdade anterior é valida apenas se (ad — bc*)* = da™ — cb*.

Assim, G™! = A71G é a matriz inversa de G. Esta matriz satisfaz 1, 2 e o seu pseudo-

determinante é d*“/\_gb*c.
Mas,
GG = GG
Aol e v ]fa b
0 A - _—c* a* c d
B [ d*a — b*c 0
N —c*b+a*d |

donde d*a — b*c = ), isto ¢, G~ satisfaz 3.

e M ¢é fechado para a multiplicacdo de matrizes. Para provar tal facto comecemos por

considerar o seguinte resultado

a b

C

Lema 2.6.3 Considere-se [ €d.

Se a ou d nao sao invertiveis, entdo b e ¢ sao invertiveis.



Esferas em RPY - coordenadas projectivas 41

Demonstragao: Se a nao é invertivel entdo a =0 e
0# X = (=bc")(=bc*)* = (bb*)(ec™),

donde b e ¢ sao ambos invertiveis. Analogamente se procede para o caso em que d nao

¢é invertivel.

[ ]
Consideremos o produto de duas matrizes de G
b b b bo + b1d
AyAy — ar b0y az b2 | _ a1a2 + b1c2  ai1b2 + 01d2 (2.24)
c1 dp co  dp craz +dica  cibs + dids

Vamos agora estudar cada uma das entradas da matriz obtida em (2.24).

Assim

— ara9 + bicy € F(O,n) U {0}

1° Caso: aj e ¢o sao ambos invertiveis.

Tendo em conta a nossa hipétese concluimos que

—1 —1
aias +bicas = CL1(CLQC2 + aq bl)CQ

cs a¥
= m [@( 2*>+< 1*)b1] ca.
6262 a1a1

Uma vez que agc§ e a1b1 s@o vectores entdo os termos entre parentésis rectos

originam também é um vector e todos os produtos continuarao a ser elementos

de I'(0,n) ou o vector nulo.

2° Caso: a9 e by sdo ambos invertiveis.

O estudo para este caso é anédlogo ao que foi feito no caso anterior.
3° Caso: a; ou cg ndo é invertivel.

Suponhamos sem perda de generalidade que a; nao é invertivel, isto é, a; = 0.
Assim, a primeira entrada da matriz obtida em (2.24) toma o valor bjca, que

corresponde a um elemento de I'(0,n) U {0}.

Analogamente se procede para o caso em que co = 0.

4° Caso: ag ou by nao é invertivel.

O estudo para este caso é anédlogo ao que foi feito no caso anterior.

Para as restantes entradas o raciocinio é andlogo ao que foi apresentado.
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— (a1be + b1da)(c1b2 + di1da)* € RO™,

Inicialmente podemos fazer a seguinte simplificacao

(a1b2 + bldg)(Clbg + d1d2) = (a1b2 + bldg)(b;d{ + d;d*{)
= al(beS)CI + aledeT +
‘H)ldgb;CT + b1 (dgdé)di< (2.25)

Relativamente & igualdade anterior, podemos dizer que o primeiro e o ultimo

termos sao vectores e
a1b2d§d1 + bldgbzdl = (J,léb'di< + blmc*{. (2.26)

Atendendo ao lema apresentado anteriormente concluimos que a; e dy sdo in-

vertiveis, ou by e ¢ sdo invertiveis.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que se verifica o primeiro caso.

Assim by = a1(ajb1) = a1y e
arzal +bixc; = ai(zd] + yzxcy). (2.27)
Uma vez que a; € I'(0,n), a} é igual, a menos de um sinal, a a'l_l, resulta que
arzai(ard — bict) = (afar)ar (zdi — xyct) € RO"
e a diferenca
ay (xdi + yxct) — a1 (zd — xyc}) = 2a1 (z,y)c € RO,

assim (2.27) é um vector.

Para o caso em que by e ¢; sdo invertiveis é similar.

— O pseudo-determinante do produto A1 Ay é dado por

(2.28)

S S AA
A AsA Ay = A (AsAy) Ay :[ e 0 ]

0 AtA

onde A1 e Ay sdo os pseudo-determinantes de A; e Ao, respectivamente, donde

sao numeros reais nao nulos.
]

Teorema 2.6.4 O grupo G referido no teorema anterior é o grupo de Clifford T'(1,n + 1).
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Demonstragao:

e Mostrar que G C I'(1,n + 1).

a b
c d

Consideremos A = €G.

Sabe-se que A é invertivel (consequéncia do teorema anterior), assim resta provar que
se Y é a matriz representativa de um vector de RV +1 entdo AY A também é a matriz

representativa de um vector de R+,

Um vector de RV +! tem a seguinte representacio matricial

y=|Y *# ] , (2.29)
v -y
onde y € RO e v € R.
Assim
AV — a b Yy U d* —b
| c d v -y —c* a*
B [ ay+bv ap—by d*  —b*
B cy+dv cv—dy —c* a*
B [ ayd* + bvd* — apc® + byc*  —ayb* — bvb* + apa™ — bya* (2.30)
B i cyd* + dvd* — cuc® + dyc*  —cyb* — dvb* + cpa® — dya* |

Mais uma vez, vamos supor sem perda de generalidade que a e d sdo ambos invertiveis

(para o caso em que b e ¢ sao ambos invertiveis a prova ¢ similar). Assim

b=aa*b=ax e c=dd*c=dz.

A primeira entrada da nossa matriz ¢ um vector de R%™. De facto
bvd® — apc® = v(bd*) — u(ac”)
é um vector, logo
ayd® + byc* = a(yd* + zyc”)

também é um vector.

Relativamente & segunda entrada podemos dizer que

—ayb® — bvb* + apa® — bya* = apa® — bvb* — ayra® — axya”,
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ou seja, a segunda entrada é um ntmero real.

De uma forma anéloga se conclui que a terceira entrada é um nimero real e finalmente

a quarta entrada é simétrica da primeira. Assim

AYA — p e RUHE

e Mostrar que I'(1,n+ 1) C G.

Cada vector de R'"+1 ¢ representado por uma matriz que pertence a G, como a
multiplicacdo de matrizes ¢ uma operacao interna em G concluimos que o produto de
matrizes de G origina matrizes de G. Portanto I'(1,n 4+ 1) C G.

Corolario 2.6.5 Seja g um elemento de Rg 41 com g = go + gie—, 9o, 91 € Ro,. Assim,
geT'(0,n+1) see sdse

1. go,91 € T(0,n) U{0}.
2. gog; € RO™.
3. gogo + 9191 # 0.

Demonstragao: Um elemento de Rg 41 pertence ao grupo de Clifford I'(0,n + 1) se e
s se pertence ao grupo de Clifford I'(1,n + 1).

Uma vez que g = go + g1e—, concluimos que a representacao matricial de g é
Jgo —41
g — , , . (2.31)
91 9o
Aplicando o teorema 3.13 obtemos as condicoes 1, 2 e 3.

Nota: Uma decomposicao semelhante é valida em Rj 41 para g = go + g1€+, 9091 €
Ro,nt+1- A terceira condicao resulta do facto de que gogo — g191 # 0.

Tendo em conta as ideias de Vahlen e atendendo ao trabalho desenvolvido por Maks [7]

a b
c d

podemos estabelecer uma generaliza¢do para I'(p + 1,¢q + 1).

Teorema 2.6.6 O grupo de Clifford U'(p+1,q+1) € o conjunto das matrizes A =

que satisfaz as sequintes propriedades:

1. a, b, ¢, d sao elementos de T(p,q);
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2. bd*, ac*, a*b, c*d € RPY;
3. O pseudodeterminante de A é um numero real nao nulo.

Observe-se que, se compararmos com a caracterizacao feita anteriormente no Teorema
2.6.2, ocorreram alteragdes na primeira e segunda propriedades. Assim, quando p = 0 ou
q = 0 é indiferente a ordem considerada nos produtos, isto é ab* = a*b. No caso geral esta
igualdade nao é verdadeira.

De modo a provar o resultado apresentado serao apresentados e demonstrados alguns

lemas. No primeiro iremos estudar algumas propriedades importantes de T'(p, q).

Lema 2.6.7 Para cada a € T(p,q) nao nulo e x e y vectores arbitrdrios sio vdlidas as

sequintes propriedades
1. aa® = a*a é um numero real. Serd um real nao nulo se e s6 se a € invertivel;
2. aya € um elemento de RP9;

3. € vdlida uma das seguintes condigoes:

(a) aza =0 para todos os vectores z;

(b) para a =ta com o € T'(p,q) e t um vector qualquer;

4. 1+xy e T(p,q);

5. Se existe um vector z tal que aza® # 0 entao xa + ay € T(p, q).

Demonstracao:
1. A prova desta propriedade é imediata.

2. Para provar esta propriedade basta estudar o caso em que a € um vector. Assim

suponhamos que a = z, entdo zyxr = —B(z,y)x* — yB(zx).

3. A prova é imediata nos casos em que a € invertivel ou quando se verifica a segunda

hipétese.

Suponhamos que aa* = 0. Assim, a pode ser escrito sob a forma do seguinte produto
tito...tg, onde podemos assumir que todos os vectores nao invertiveis se encontram nas
primeiras posigoes do produto. Sem perda de generalidade vamos supor que a pode ser
escrito como sendo o produto de dois vectores (analogamente se procede para o caso

geral).
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Seja a = st onde s e t nao sao invertiveis. Se B(s,t) # 0 entao (s + t) é invertivel e
a = s(s+1t), o que corresponde & segunda alternativa. Se B(s,t) = 0 entdo para z
qualquer, tzt = —2B(t,2)t e sts = —2B(s,t)t = 0. Fazendo a composicao resulta que

aza® = 0, que corresponde & primeira alternativa.

4. Se x é invertivel (analogamente para o caso em que y é invertivel), entdo 1 + xy =

z(x~'1 4 y) porque é o produto de dois vectores.

Se 2x -y # 0, entdo o vector z = = + y é invertivel. Tendo em conta que zyr =
x(2x - y) — y(2x - x) concluimos que o produto (1 + zy)z é um vector. Uma vez que

z~1 ¢ um vector concluimos que 1+ ab esta em T(p, q).

Suponhamos que 2z -y = 0. Uma vez que RP? é nao singular consideremos os vectores
isotropicos o’ e y' tais que 2z -x = 1, 2y - ¢y = 1, e os subespagos gerados por x e
x' e por y e 3 sdo ortogonais. Consideremos k uma constante real diferente de +1,
de modo a que os vectores w = x + 2’k e u = x — 2’k ndo sejam isotropicos. Uma
vez que o produto w(1l + xy)u é igual a L + AB, onde L = k é um escalar nao nulo
e A =2x + bk e B= —d'k sao vectores isotropicos, além disso 24 - B = —2k # 0.
Estamos assim na situacao descrita anteriormente. Uma vez que z é invertivel, resulta

que 1+ zy esta em T'(p, q).

5. A prova desta propriedade tem por base a inducdo sobre o numero de vectores que
constituem a. Inicialmente suponhamos que a =t para algum vector, assim xt + ty =

(x —y)t — 2B(t,y) que, atendendo a 4, é um elemento de T'(p, q).

Agora consideremos que a na forma canoénica, isto é, a = ta, onde « é o produto de
vectores invertiveis, e vamos fazer a prova através da inducao sobre o nimero de vec-
tores presentes na forma canoénica. Suponhamos que 5 esté provada para um produto
de k vectores e que a é o produto de k 4+ 1 vectores. Assim podemos escrever a como

bu, onde B4 é o produto de k vectores e u é invertivel. Neste caso xza + ay é igual a

2
xbu + buy = xbu — byu — b(2B(u,y)) = (xb —b <y + B(ug,y)u>> u.

Atendendo & indugao concluimos que esta quantidade esta em T'(p, q).
|
Vamos agora definir G como o conjunto das matrizes que satisfazem as condigdes do

Teorema 2.6.6, o que permite dizer que I'(p+1,¢+ 1) = G.

Lema 2.6.8 G € fechado para a conjugagao.
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Demonstracao: Temos que provar que A estd em G, se a partida A € G. Calculando AA

a b d~ —-b* B ad* — bc*  —ab* + ba* B A0
c d - a* | edt — det —cb* + da* 1o A

onde a segunda e a terceira entrada sdo nulas, e como A é o pseudodeterminante de A, que

obtemos

¢ um numero real nao nulo. Multiplicando a segunda entrada & direita por A obtemos
—ab*ad® + ab*bc* + ba*ad* — ba*bc® = —(aa™)bd* + (bb*)ac* + (aa™)bd* — (bb*)ac”.

A expressao anterior & igual a 0 porque a é um vector e desde que ab* — b* = 0. De uma
forma mais imediata podemos dizer que A = \*. Podemos assim dizer que A~'A é o inverso
de A.

Claramente A satisfaz 1 e 2. Para provar que verifica 3 calculemos AA, cujo resultado

serd, A\I desde que A e A comutem. Assim

TR B ”a b]
—c*  a* c d
d*a — b*c d*b—b*d

c*a+a*ec —c*b+a*d

a0
I VD

e portanto o pseudodeterminante de A é igual ao de A.

Lema 2.6.9 Cada entrada de uma matriz A € G pode ser escrita na forma to, onde o € um
elemento do grupo de Clifford T'(p,q). Além disso, existem vectores u, v, w, s que verificam

pelo menos uma das sequintes relagoes:
® a4 =cuouc=au;
e a=vboub=va;
e b=dw ou d=bw;
e c=sd ou d = sc.

Demonstragao: Provemos a primeira explicitamente para a e a segunda parte para a

e ¢ (analogamente para os restantes casos). Se ¢ ¢ invertivel entdo a = tc com t = ac*/(c*c)
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e podemos considerar u = ¢~ 'tc. Se a é invertivel entdo a primeira condicdo verifica-se de
imediato e podemos considerar u = a*(ca*)a/(aa*)?. Se ambos nio forem invertiveis entdo
Ac = (ad* — bc*)e = a(d*c) e (da* — cb*)a = c(b*a) (de acordo com a propriedade 2 que
caracterizam a matriz A).

Uma vez que ambos ndo podem ser simultaneamente nulos (porque o pseudo determinante
¢ nao nulo) concluimos que sao simultaneamente nao nulos. Portanto a(d*c) = (ac*)d e
ac*(da* — c¢b*)a* sao ndo nulos. De acordo com a propriedade 3 de Lema 2.7.7 podemos

escrever a como ta.

Com estes resultados podemos demonstrar agora o teorema 2.6.6.

Demonstragao: Este lema permite-nos construir uma decomposicao da matriz A € G.

Assumamos em primeiro lugar que nenhum dos elementos a, b, ¢ ou d é invertivel. Entao
= ta, bA = (bd*)a, A\c = a(d*c) e A\d = —b(c*d). Considerando v = A\~1(bd*), u =

a
A la(d*c)a~! obtemos a decomposicio

A t vt a 0
tu —vtu 0 o
1
Multiplicando A com V = v (observe-se que V2 = I desde que v? = 0), obtemos
—v
AV vt+tu —vtu a 0 .
t—otu vt 0 o

A primeira entrada da segunda matriz é invertivel, desde que
(vt + tu)(tv + ut) = vtut + tutv

. . . vt <
que é igual, a menos de um sinal, ao pseudo determinante de , € portanto nao

tu —vtu
nulo. De uma forma semelhante concluimos que a segunda e quarta entradas sao elementos de

T(p,q). A condicao ac* € RP? ¢ claramente satisfeita e, desde que a seja invertivel, podemos
também dizer que ¢ = (ca*)a/(aa*) é um elemento de T'(p, q) e assim a propriedade (1) do
Teorema 2.7.6 € satisfeita. De uma forma elementar verifica-se que as restantes propriedades
do Teorema 2.7.6 sao satisfeitas.

Sem perda de generalidade consideremos a partir deste momento que um dos elementos,
por exemplo a = « é invertivel e que pertence ao grupo de Clifford. Assim podemos multi-

1

plicar todas as entradas da nossa matriz a direita por o™+ e assumir que a = 1. Assim, b e

¢ terdo que ser vectores, digamos y e u. A expressao para o pseudodeterminante passa a ser
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w=d" —bc* e obtemos a seguinte decomposicao

1 v
U p+uv

A=

e

onde cada um dos elementos do produto apresentado pertence a G.

49
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Capitulo 3

Métrica diferencial associada a

transformacao de Mobius

"Déem-me uma alavanca suficientemente grande e um ponto

de apoio, e eu moverei o mundo"
Arquimedes

Este terceiro capitulo tem como principal objectivo estudar a accao das transfor-
macoes conformes sobre os operadores diferenciais de Dirac e de Laplace. As primeiras sec¢ao
serao preparatorias e servirdo para estudar algumas propriedades dos operadores referidos,
analisar a métrica associada as transformacoes de Mobius e determinar os operadores que
sao invariantes segundo operador de Laplace. As tltimas secgdes sdo dedicadas a obtencao
do transformado dos operadores de Dirac e Laplace segundo a transformacao de Mobius
g(x) = (ax + b)(cx + d)~ L.

3.1 O operador de Dirac

Definicao 3.1.1 (Ver [11]) O operador de Dirac, que iremos denotar por D, é o sequinte

operador diferencial de primeira ordem

n n 8
D= ¢;o, :Zeja—. (3.1)
j=1 j=1 i

Uma vez que D(Df) = (fD)D = —Af, onde A é o operador de Laplace, podemos dizer
que (—D)D é uma factorizagao do operador de Laplace em operadores diferenciais lineares
de primeira ordem.

Assim, se f: Q C R%" — Ry, com 2 um subconjunto aberto de R®", tem derivadas

parciais continuas, a ac¢ao a esquerda (resp. a direita) do operador de Dirac sobre f é dada

ol
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por
(Df)(x) = eieads, fa(x),  |resp.(fD)(z) = eaeidy, fa(x)
iA i A
sendo f(z) = EAC{l,...,n} fa(z)es, com eq = [[;c4 €i e onde cada f4 toma valores reais.

Definicdo 3.1.2 Uma funcio f: Q C R™ — Ry, de classe Ct em Q, diz-se monogénica a

esquerda (resp. a direita) no aberto Q se, para todo x €
Df =0 (resp. fD=0).

No caso unidimensional, para uma fun¢io f de classe C'(Q2) a actuacio do operador de

Dirac & esquerda da func¢ao resulta em

Df(z) = ef'(x)

= 1l
h—0 2h
Jim — / F(y)dS,, eQ (3.2)
= lim — v T .
h—0 woh Jop(un) Vo
onde wg = 2, vy, & o vector unitario perpendicular a superficie esférica unidimensional

O0B(z,h) C Qe dS, é o elemento de superficie.
No caso geral de n > 1, B(x,h) C Q. Aplicando a formula de Stokes obtemos

/ Df(y)dy = / doy f(y) = / 7,1(y)dsS,. (3.3)
B(z,h) OB(z,h) OB(z,h)

As condigoes assumidas para f implicam

Df(y) = Df(z)+ h(y),

onde h é uma fungao continua satisfazendo limy,_., h(y) = 0.

Assim

/ Df(y)dy = Df(z) / dy + / h(y)dy. (3.4)
B(z,h) B(z,h) B(z,h)

Uma vez que
h n
/ dy = wp_1 / " Ydr = w1 —
B(z,h) 0 n
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hn
/ h(y) dy = Chwn—lia
B(x,h) n

com w,_1 a area da superficie esférica unitaria e limy_,o Cy = 0, a expressao (3.4) pode ser

simplificada da seguinte forma

) ) n Wp—1h"™
1 D = 1 D
hli% Wy_1h" /B(;E,n) f(y)dy hlin(] Wy 1 h™ |: n ( f(ﬂl') + Ch)
= Df(x).
Tendo em conta (3.3) obtemos
Df(x) = lim v, dSy, 3.5
)= fm o | wSws, 35)

que corresponde & generalizagdo do caso unidimensional estudado em (3.2).
Assim, podemos ver a accao a esquerda do operador de Dirac sobre f como limite de

uma média de um integral de fronteira.

3.2 O operador de Laplace

Considere-se f uma funcgao de classe C2. No caso unidimensional podemos dizer que,

para x € §,

Af(x) = -DDf()
= —D*f(x).

Assim, com 7 = 2h

f'@+h) - f'(z—h)

Aflz) = Jim 20
_ iy F&H2R) — f2) — f(2) + fz — 2h)
h—0 4h?
. 2 2
= lm [Tzwo /{9 B f(y)dSy — Tzf(w)] : (3.6)

Para estudar o caso geral (n>2) consideremos a funcao de Green para a bola B(0, R)

9
’x_y’2—n_Rn72 (’y‘ ’x—i—%Q > n} , y#0
c(Jzf~" — R¥™), y=20

Ga@) = {° [ , (3.7)
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onde ¢ = _(n—2)+—1’ R >0e |yl < R. A fun¢ao considerada satisfaz a seguinte rela¢ao em
B(0,R)
AGE) = 8 —y), (3.5)
que se encontra provada em [20]
Para || = R
|$ _ y|2—n —_ Rn—2| _ .’L‘2 + xy|2—n
R2 2—n
= R <' +a |y|> ,

Yy

e assim

G(z) = 0, paraxz € dB(0,R). (3.9)

Suponhamos agora que B(0, R) C €, com B(0, R) a bola centrada na origem e com raio
R, e que y=0.

Pelo teorema de Green

oG of
o ov u= AG — (A
/33(0,1?,) <f ov 81/G) ds /B(O,R) (fAG = (Af)G)du

e uma vez que G satisfaz (3.8) e (3.9), concluimos que

/ f%dSu = f(O)/ (Af)Gdu. (3.10)
8B(0,R) v B(0,R)
Vamos agora calcular %—S. Usando coordenadas polares v = ré
oG “ 0G
=
_ s (o,
oo \oy !
=1
0G X
= 5.0 6
i=1
0G
= 5 (3.11)

Uma vez que G(u) = ¢ (Ju[*™" — R*™") obtemos

oG T (71
o = ¢(2 —n)|ul = e,
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Substituindo em (3.10) obtemos

[ s = o [ ajwowa
dB(0,R) Wn—1 B(0,R)
Rl—n
— w)dS, = ¢ Af(u) (Ju]>~™ = R*™) du. (3.12
o oy s oy AT (P B 312

Para determinar o valor do integral que se encontra no 2° membro de (3.12) serdo uti-
lizadas coordenadas polares u = r€.

Além disso, uma vez que f é uma funcao de classe Co,
Af(u) = Af(0)+ h(u),

com h uma funcdo continua tal que lim,_oh(u) = 0.

Assim

c/ Af(u) (Jul>™™ = R*¥ ") du =
B(0,R)

Af(0) / c(Ju™" = R*™™) du + / ch(u) (Jul*™ — R*™™) du.
B(0,R) B(0,R)

Por um lado, temos
R
/ c (\u|2_" - RQ_") du = / c (7“2_" - RQ_") W1 Ldr
B(0,R) 0

R
= cwn_1/ (7“ — RQ_”rn_l) dr
0

_ 1 R72_R2—n@
2—n \ 2 n

Por outro lado

/ ch(u) (|u|2_” . R2—n) du = CR/ c(|u|2_” . RQ—n) du
B(O0.R) B(0,R)

com Cr — 0 quando R — 0.
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Assim a partir de (3.12) concluimos que

2 R'""
Af(0)+Cr = —R—T; f(0) — - /aB(o 0 f(u)dSu]
e
. 2n 2n
Af(0) = }121?}0 Rtlw, 4 /83(07}2) f(u)dSy — sz(o)] . (3.13)

Substituindo f(u + x) = h(u) obtemos

Af(z) = AR(0)

. [ m m
= e, /8 B(O,R)f(“”)d‘g“_ RQf(x)]
. [ 2n m
R it R T s v /{9 B f(y)dSy—RQf(:v)], (3.14)

que corresponde & generalizacao de (3.6) para n > 2.

Este resultado é sintetizado pelo seguinte teorema

Teorema 3.2.1 Sejam Q C R™ um subconjunto nio vazio e f uma funcio de classe C*(Q).

Entao, para x € 2,

2n 2n
_ dSy — — )
R 1w, 4 /c‘)B(x,R) J(w)ds, RQf(m)]

3.3 A métrica diferencial associada a transformacao de Mobius

Af(@) = lim

Nesta seccao serao estudados dois resultados relacionados com as transformacoes de
Mébius, e que vao ser necesséarios na seccao seguinte. O primeiro lema é um resultado cuja
aplicacao estd patente na manipulacao algébrica deste tipo de transformagdes. O segundo
resultado permite estabelecer o diferencial associado as transformacoes conformes em termos
da medida que se encontra a elas associada.

Consideremos g(z) = (az + b)(cx + d)~! uma transformacao de Mobius em R%™ tal que

ad* — bc* = £1. A partir desta sec¢io designaremos g(u) por gu, com u € RO™.

Lema 3.3.1 Sendo g a transformagao de Mébius referida anteriormente, é vdlida a sequinte
1gualdade
lgu — gv| = |cv 4+ d| " Hu — vl|cu + d|

para quaisquer u,v € R%™,
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Demonstracao: Consideremos u,v € R®" quaisquer e seja g(z) = (az + b)(cx + d)™*

uma transformacio de Mobius em R%™. Assim

gu—gv = (au+b)(cu+d) ' - (av+b)(cv+d)!
= (au+b)(cutd)™t — (v + d)*il(av +b)*  porque gu = (gu)*

= (cv+ d)*_l [(cv + d)*(au 4 b) — (av + b)*(cu + d)] (cu + d) 1,
onde
(cv +d)*(au +b) — (av + b)*(cu + d) = v (c"b — a*d) + vc*au — va*cu + (d*a — b*c) u.
Uma vez que
e a*c é um vector concluimos que a*c = c*a, consequentemente vc*au — va*cu = 0.
e ¢ vilida a seguinte igualdade

ta = (ad*—bc")a
= ada—ba*c
= ad®a— ab®c

= a(d*a—"b"c)
concluimos que
(cv +d)*(au+b) — (av +b)"(cu + d) = £(u — v),
e portanto

lgu — gv| = |cv +d| " u — v||cu +d| 7.

[
Seja p(z) = |cx + d|72. No seguinte resultado, veremos que y(x) ¢ a métrica associada

a transformacao g.

Lema 3.3.2 Tendo em conta a transformagao de Mobius considerada e atendendo o medida

considerada anteriormente concluimos que

|d(g2)| = p(x)|dx].
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Demonstragao: Anteriormente vimos que

Assim
g(x) = (ax+b)(cx+d)™?
= (actex +ac'd —ac™ld + b)(cx +d)
= ac '+ (b—actd)(cx +d),
logo
_ + d)(cdz)(cx + d)
d — (b= acta) .
<g<$)) ( ac ) (ca: —l—d)4
Uma vez que
(b—actd)c* = be* —actdc*
= bc* —ac led
= bc" —ad"
- 41,
concluimos que
dzx|
d — b= ac e L
dlgo)] = b= dllel -
= u(@)lda].

[ ]

Consideremos novamente g(z) = (az + b)(cx + d)~! uma transformacio de Mébius em
RO™.

Seja ; um subconjunto aberto de R®™ e consideremos Qy = ¢(£;). Designemos por

F(21) e F(€Q2) como sendo os espacos das fungoes de dominio ©; e 2, respectivamente.
Definicao 3.3.3 Para cada f € F(Qy), definimos G4(f] € F(§2) da sequinte forma

Gylf1(y) = flg~ ()

Definicao 3.3.4 Se A é um operador que actua em F(§1), o operador transformado de A,

que actua em F(Q2) € o operador GyAG -1 e definido como a acgdo

(GgAGgr1 )Gg [f] (y> = Gg [Af] (y)

Se Q1 = Qs (0 que implica que F (1) = F(Qq)) dizemos que A é invariante relativamente
a G seesdse GgAG,1 = A.

De seguida vamos estudar o operador transformado G4AG ;1.
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3.4 O operador de Laplace sob a influéncia das transformacoes
de Mobius

Seja g uma transformacao de Mobius que aplica B(0, R) em B(a,T), tal que g(0) = 0.

Considere-se

F(y) = flg'y)u' "2 (g "y).

De (3.13) podemos dizer que

1

Wn—1

Af(0) = lim —

/ R f(x)dS, — £(0) (3.15)
2B(0,R)

Considerando a seguinte mudanga de coordenadas y = g(z) & qual estd associada o

seguinte Jacobiano

dSu’C _ 1-ns —1
’ as,| =" (97 v),
obtemos
| R@ase = [ RGeS,
dB(0,R) 0B(a,T)
= [ RREe s, (3.16)
8B(a,T)
Consideremos agora a func¢ao de Green associada a B(a,T), com y = —a
T2 2—n
Gu) =c ||ul*" -T2 (\a| u—a— — > , (3.17)
onde ¢ = —m, e que verifica a seguinte igualdade em B(a,T")
AG(u) = 0(u+a) = 6(u+0). (3.18)

Com a igualdade anterior podemos concluir que para termos uma transformacao g nas

condicoes referidas no inicio da seccao temos que considerar a = 0.
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Além disso, para |[u —a| =T,

|27n

u = TR (fu = alul)*

_ 2—n
= 7" 2‘u2—au—ua+ua—a2+a2

= T"?|* —a®+ (u+ a)2|2_n
T2 ‘uQ —a? +T2}2*n

2—n
2 ( |a\) ,

0 que nos permite concluir que para |u —a| =T
G(u) =0. (3.19)

2
u—a+ —
a

Aplicando o teorema de Green obtemos

/ (GAF — FAG) du = / (GaF — F8G> dS,
B(a,T) 9B(a,T) ov ov

e, atendendo a (3.18) e (3.19)
0G
/ G(u)AF (u)du — F(a) = — / F(u)—=—dS,. (3.20)
B(a,T) 8B(a,T) ov

Usando coordenadas polares u = 7§ + a para calcular %—f obtemos de uma forma anéloga

a (3.11)

0G oG
o (u) = W(u)‘

Uma vez que
T2

U—a——
a

Gu)=c [|u!2" — 7" <|a]

)|

u? = |ju—a+al?
= |Ju—al*+2(u—a,a)+|al?
= r’+2r (¢ a) +]af’,
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concluimos que

2 — _n
;(\UF”) = Tn(r2+2r<§,a>+]a\2) 2(2r+2<€&a>)

-n
2

= (an)(r2+27"<§,a>+|a|2) (r+ <& a>).

De uma forma anéloga

72| 72|
T%a?lu—a——| = T *al*|ré — —
a a
T2 T
- (oo (e ) T8)
a |al
T2 T4
= T Ya* (P +2r— <&a>+—
|af? |af?
2| al?
- T|2| +2r <& a>+T17
e portanto
o T2 2—n
-~ Tn72 P —
or (]a\ “TeT >
2 —n (r%al? % (2r|a)?
5 ( T|2| +2r<§,a>+T2> ( T|2| +2<§,a>).
Assim
oG 2 2\~ %
I = c(2—n)[(T +2T < &a>+al’) ? (T+<Ea>) —
lu—a|=T
2 o -2 (lal
—(|a| +2T<£,a>+T) 2 T+<£,a>
1 _n 2
= — (T*+2T <&a> +[a]*) 2 (T—m'>
Wn—-1 T
— 1 |u|—nT2 — ’a‘Q
Wn—-1 T ’

substituindo em (3.20)

1 (Tl
[, cwsrwa—rw =~ [ (T ) as. 2
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Atendendo ao lema 3.3.1 e tendo em conta que u € 9B(a,T’) concluimos que

ul = la—ul

= o 'a— g7 u[ V(g Ta)ulg1u)
= [g7 | Vu(O)ulgu)

= Ry p(0)u(g~tu),

e portanto

/ G(u)AF (u)du — F(a)
B(a,T)

1 / e m o a o (T?—|af?
= — Fu)R™"u 2(0)u 2(g u( dSy
o Jopan (u) O)p2(9" u) i
I » T2|a\2>/ 1-n, —2/ -1
= — 2(0) [ ———— Fu)R "y 2 w)dSy,. 3.22
a0 (T ) [ PwR (322)

Comparando (3.22) e (3.16) concluimos

2n
R?

1
R f(2)dS; — f(0
o BT @S >]

RT .,
g et @ ( /B o, AR~ F(a)) - f(O)]

2n
TR

2n

T R?

RT n 0
_mMZ (a) </B(G7T) G(u)AF (u)du — F(O)> — F(0)uz (0)] .

(3.23)

Tendo em conta (3.15) resulta que o lado esquerdo da igualdade (3.23) tende para Af(0)
quando R — 0.
Para calcular o limite do lado direito da igualdade referida necessitamos dos seguintes

resultados auxiliares:

. T(R)
lim ——= = 24
lim —== = 1(0) (3.24)
A medida que R se aproxima de 0 verificamos que T'— 0 e a — 0 (porque g transforma

B(0,R) em B(a,T)). Assim, para x € 9B(0, R) podemos estabelecer a seguinte relagao
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de aproximacao

= |gx —a| ~ |gz — 0] = |z|\/p( = R/ 1

e portanto
}%@0% = lim /u(@)u(0) = (0).
.
i Tl 20 (32
De facto T2 a2 (T —|a))(T +]a|)
RNCR A R

Por um lado
—la| = i, 190 — gz| = min, | =zl _R\/M(O)u(w),
por outro lado
T+ |a] = Rmax /p(0)pu(z).
|z|=R
Uma vez que R — 0 implica que pu(x) — p(0) resulta de imediato o resultado apresen-
tado.

2
/ Glu)du ~ — (3.26)
B(a,T) n

onde

T2 2—n
u—a—> ]
a

Glu)=c [|u\2_" — T2 (|a|

Mais uma vez, tendo em conta que R — 0 implica que T'— 0 e a — 0 concluimos que

‘Q—n

lu = |u—al"? ‘uQ—aulzin

= t"_Q‘(u—a)2+ua—a2|2_n; u—a=tf

= (N2 ‘—t2 +ua — a2‘2_n ~ 2
e também que

"2 <|a!

T2
u—a— —
a

_ 2— _
> = T" 2 |qu—a® —T?|"" ~ T2,
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AF(u) = AF(0) + h(u)
onde h é uma func¢ao continua e lim,_,o h(u) = 0.

Atendendo aos resultados obtidos anteriormente vamos calcular o limite do lado direito

da igualdade (3.23). Este calculo sera feito em duas partes.

e 12 Parte.

2n  RT n

= lim 20 @)3 <T2}_22’a|2> %u%(m (AF(O) /B Gl /B - G(u)h(u)du>

2
= 20 (O (a) 2y 0 (—;AF«)) n o)

= —AF(0)uz7(0). (3.27)

e 22 Parte.

Comecemos por assumir que o seguinte limite existe e que é valida a seguinte igualdade

. n_ RT
lim —u21(0)F(0) (TZ_W/J,(O)—1> = A\F(0)

com A um numero real.

Tomemos h(x) = f(z) — f(0). Assim

analogamente também podemos dizer que

AR(0) = AH(0) + p2 1 (0)AH(0) = p2TH(0)AH(0)

Af(0) = AF(0) + p2TL(0)AF(0).

Uma vez que Af(0) = Ah(0) e AF(0) = AH(0) concluimos que A = 0.
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Tendo em conta os célculos efectuados anteriormente, podemos dizer que o limite de

(3.23) quando R tende para 0 &
Af(0) = p2tH0)AF(0). (3.28)

Para o caso geral, consideremos g(u) = (au+b)(cu+d)~! uma transformagio de Mébius

genérica e consideremos também

Flu+2) = hw).
Assim f(z) = h(0) e Af(z) = Ah(0). Defina-se também a seguinte func¢ao auxiliar F’
F(z)=pn'"2(g7'2) flg™'2). (3.29)

Para g(x) = y defina-se a transformagao de Mdbius g; da seguinte forma

gi(u) = glu+z)—vy
= [(a—yo)(u+z)+b—yd [c(u+z)+d '],

sendo esta tal que ¢1(0) = 0.

Relativamente a g; podemos dizer que
p1(u) = le(u+ ) +d| ™% = plu + z)
Para v = ¢1(v) temos

H(w) = (97 0)h(gr ")

= Fv+y)
assim AH(0) = AF(y).
Assim, obtemos
Af(z) = AR(0) = uf T (O)AH(0) = pF () AF(y) (3.30)

que corresponde a uma generalizagdo de (3.28).
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Considerando a expressao anterior juntamente com (3.29) obtemos

Agf(x) = p2 (@) Ay 2 (g7 ) FgMy) (3.31)

Logo

n

(GgAG 1) (Gylf) (y) = w2 (g7'y) Ay 27 ) f(g ™ y)

= (GgluD) 2™ (y) Ay(Gylu))' 2 (1) (Gylf1()),
isto é
GoAGy1 = (Gglul)3*h Ay(Gylu))' 5. (3.32)
Através deste raciocinio acabamos de provar o seguinte teorema

Teorema 3.4.1 O transformado do Laplaciano sequndo a transformagao de Mébius g(x) =
(ax + b)(cx + d)~1 ¢ dado por

GyAG, 1+ = (Gglu))2™ Ay(Gylu]) 2.

3.5 Operadores invariantes associados a A

Vamos agora estudar a existéncia de um subgrupo 7' do grupo M(n) das transformacoes
de Mébius e de um operador A (associado com o Laplaciano) tal que A é invariante relati-
vamente a T, isto é

GyAGy 1 = A vgeT.

Definicao 3.5.1 Seja s uma superficie esférica em RO™ com matriz representativa S. Define-
se I como sendo o subgrupo das transformacoes de Mébius que deiza a superficie esférica s

mvariante, isto é

Is={ge M(n):g(s)=s}.

Seja G uma matriz pertencente a (Ro’n)2X2 representativa de um elemento g de Pin(1,n+
1) e que deixa a superficie esférica s invariante.

Entao
G(s)=s — GSG' = pS. (3.33)
onde p é uma constante real ndo nula. Uma vez que g preserva o produto interno obtemos
S5 = (GSG'H(GSGY)
= p?S8S, (3.34)

0 que permite concluir que p2 = 1.



Meétrica diferencial associada a transformacao de Mdbius 67

Definicao 3.5.2 Seja x um ponto de R%"™, com matriz representativa X. Define-se o produto
interno entre x e s (e que se representa por (S,x)) como sendo o produto entre as matrizes
S e X, isto é:

(S,z)=95-X. (3.35)
Tal como vimos anteriormente , se £ € um ponto da superficie esférica s entao
(S,z) = 0.

Seja g um elemento do grupo I, considerado em (3.33). Entao y = g(x) tem a seguinte
representacao a nivel matricial

Y =k GXG' Y,

onde k é uma constante real nao nula, e

2 2
v WP ] o o] o [ab]
1 —y 1 —=z c d

Supondo que k = 1 obtemos o seguinte

e ]

[ (ax 4+ b)(cx +d) (ax + b)(ax + b)

| (cx+d)(cx+d) (cz+d)(ax+Db)

Y =

-ab
c d

GXG!' =

ol
S|

= ez +d)? (az +b)(cz+d)~"  (laz +b|/|cx + d])?
1 —(ax +b)(cx +d)~t |’
isto é
GXG™' = pl2)Y (3.36)
Uma vez que
GSG" . 0XG'! —4+0S-XG'-! —=S§.X (3.37)
concluimos que
(S,z) = S-X
= GSGt.axag !
= =5 (u7'Y)

= +u7 (2)(S,y),
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e portanto o diferencial da transformacao g é

’(57 y)
(S,z)

= ula). (3.38)

Sabemos de (3.31) que o transformado do Laplaciano segundo a transformagao de Mdbius

g é

Apfla) = p2 (@) Ay ~2 (g7 y) f 97" y)- (3.39)
Consideremos
hx) = (S, 2)[2 7" f(x) & f(@) = (S, 2)'"% h(z).
Assim
Apf(x) = A.|(S.2)["2 h(z) (3.40)
(S,y) 2"

Ay (S, )% h(g™y).  (341)

pE g ) Ay 2 (g ) 9T Y) = ‘

Tendo em conta (3.40) e (3.41) concluimos a partir de (3.39) que
(S.2)[ 3T A [(S.2)['"E h(x) = [(S.9)IFT A Sy T EA(gThy), (342)

e uma vez que |dy| = p(z)|dz|, podemos dizer que a métrica invariante é

dyl  _ |dx]
S,y (S, 2)] (3.43)

Assim, o operador
(8,2)| 71 A |(8,)|'

é invariante segundo o grupo I, correspondente & superficie esférica s, com métrica invariante

dada por
|dz|
(S, z)|

Exemplo 3.5.3 Seja s a superficie esférica unitdria, cuja representagdo matricial €

s=[9 5]
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Assim
[0 —1 2
(S.) = Re v
1 0 1 —x
1
= Re x2]
r |z
= Re(—f1+$f2—fb‘f3+‘$|2f4)
_ P
— 5
Logo

11— [P EH AL — [af?)' 2

€ o operador invariante para o grupo que fiza a superficie esférica unitdria, com métrica

mvariante dada por
dz| —_ |dyl

L=l L=yl

Exemplo 3.5.4 Seja s o hiperplano de equag¢ao x1 = 0, ou seja, (< x,eq >= 0); a sua

representacao matricial serd

Assim
_e 0 x |z|?
(S,x) = Re ! 2
0 —e 1 —
[ 2
e1r eylx
= Re ! ik ]
—e1 e1xr
= —I1,
e teremos

21| 2T A |z T2

como operador invariante para o grupo que deiza invariante o hiperplano x1 = 0. Note-se

que a métrica invariante dada por

lda| _ ldy]
lz1] |y

€ a métrica de Poincaré.



Meétrica diferencial associada a transformacao de Mdbius 70

3.6 O operador de Dirac sob a accao do grupo de Mobius

Anteriormente vimos que

n
Df(z) = lim / v f(u)dS,y,.
S =t [ s,
O vector unitario perpendicular a dB(z, R) ¢ v = “5*, pelo que a expressao anterior
pode ser reescrita da seguinte forma
n
D = lim ——— — dSy. 3.44
S = it | e, (3.44)

Consideremos y = g(z) uma transformacao de Mobius, que aplica B(z, R) em B(a,T),

e a mudanca de coordenadas v = g(u), cujo jacobiano ¢ dado por

=p' g M),

s,
s,

Atendendo ao lema 3.18 concluimos que

v—y=(cx+d)* (u—2z)(cu+d ",

logo
u—x=(cx+d)*(v—y)(cu+d)
e
DIw) = Ty [ e o d) ot S,
| (3.45)
Defina-se
F(v) = p' (g7 0)(cg o +d) f(g~ ). (3.46)

Note-se que

v—y=v—at+a—-y=Ty,+a—y,

com v, 0 vector unitario perpendicular a 0B(a,T).

De (3.45) podemos dizer que

n
D = lim —— d)* Tv, F(v)dSy, —y)F(v)dS, | .
fl) = Jim T (e - d) ( / oy TP @S, + / s (@~ DEE) s)

(3.47)
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Aplicando o teorema de Stokes ! ao primeiro integral obtemos

n
I, = limc:z-i—d*T/ v F(v)dS,
n—an“( ) 9B(a,T) )

n
= lim ——— T DF -
Ro0 wy_y R (ce+d) /B(a,T) (v)dS

Uma vez que DF(v) = D f(y)+h(v), onde h é uma funcao continua, tal que lim,_., h(v) =

0, obtemos

n
L = lim ———(cx+d)*T DFy/ dv—i—/ h(v)dv
! R—0 Wn—an+1( ) ( ®) B(a,T) B(a,T) (®)

, Tntt . n , T
= lim W(cx—kd) DF(y)+ (cx +d) By h(v)dv | .

R—0 Wn—1

Por um lado, anteriormente concluiu-se que, quando R — 07, se tem % — p(z).

Por outro lado

T T 1w,y
—_— h(v)dv| < —— h
Rl /B(a,T) (v)dv) < Rl n velg(ag,(T)| (v)

e maxyep(q,1) [H(v)] — 0 quando R — 0.

Assim
I = p""Yz)(cx 4+ d)*DF(y). (3.48)

Uma vez que F'(v) = F(y) + H(y), com H uma funcdo continua e tal que lim,_., H(v),

podemos dizer que

I, = lim (a —y)F(y)dS,

R—0 Rt /QB((LT)

. a—y Tn1 1
= 1 ——wp1 F —_— —y)H .
RIE}O < R2 Rn_l wn 1 (y) + Rn+1 /‘BB((LT) (a y) (U)dS’U>

Vamos agora calcular o valor de limg_, o+ %. Pelo teorema de Stokes podemos dizer

que

/ vop(g~'y)ulg~tv)dS, = / (g~ y) Doplg ™ v)do. (3.49)
dB(a,T) B(a,T)

LA demonstracio deste teorema encontra-se no apéndice A.
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Tendo em conta o lema 3.18 concluimos que a seguinte igualdade

lv—y|?
lu — z|?

u(g 'yl tv) =

lv—a+a—y?

R2

_ T?’+la—-yP-2<aa—-y>+2<v,a—y>

= =2 ,

é valida em 0B(a,T), logo
_ _ T2+a—y2—2<a,a—y>
/ vop(g ' y)p(g tv)dSy = / D, | | 72 dv +
0B(a,T) B(a,T)
<v,a—y>
2/ D, 2 gy (3.50)
Bar) R

O primeiro integral do segundo membro assume o valor zero. Por outro lado

n n
Dy<va-y> = e[S w)
i=1 j=1

= Z ei(a; — i)

i=1

= a—y.

Assim, (3.49) pode ser reescrita como

— — a—yw,1T"
Doplg (g lo)ydv = 2 _ (3.51)
Ly Dot ™) s
Temos também que
Dypilg~ ) (g~ 0)dv = (g y) Dop(g~ wna T -1 I(v)d
ot y)ulg ™ v)dv = u(g™ y)Doplg ™ v)|,_, + (g™ ty) (v)dv,
B(a,T) n B(a,T)
(3.52)

onde

Uma vez que

n —1 -1
_ [(v)dv| < max |l(v)| — 0,
™) [ ] < ) e 1)
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quando R — 0, resulta entao
. a—y r _
lim == = Sulgy) Doplg ™) (3.53)
v=y
Substituindo em I obtemos
I, = lim —— —y)F(v)dS,
2 = e [ (@-y)Pas
= Sulg )Dunlg )| p (@ aFl) +
= Sulg Y Doplg )| p" (@) wna Fly
v=y
+11%1£n>0 T /83( T)(a—y)H(v)dSv (3.54)
e
1 ja—yl T
o —H(v)dS,| < Y=Y, S H 0,
Rt /03(a7T)(a vJH(WS,| < Rz nlRe vegl??iﬂl Wl =
quando R — 0.
Temos assim
I, = lim —— —y)F v
2 = e [ @ w)P@as
Wn—1 n, -1 -1
= — W DeulgT )| Fy). (3.55)
Substituindo I e Iy em (3.47) obtemos finalmente
* n - nong — -
DIw) = (eatad) (DRG0 + 3o 0 Dunta™ )| Fw)
* n _ n _ n n_ _ _
= (e (DFGW ) + 03 o )t 0Dt )| )
= (cx+d)"uzt (g™ "y) (//5 (67 DF(y) + Dot (g™0)| F(y)>
= (ex+d)'ui (gD, (Wi VFW))| (3.56)

Tomando F(v) = pl (g v)(cg™tv + d)f(g~v), a expressdo anterior toma entdo a

forma

Df(z) = (cx +d)* 2 (g7 y) Dy =2 (g7 y) (cg ™ty + d) f(g1y).

Obtemos assim o seguinte resultado
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Teorema 3.6.1 O operador

DyGyilg ) = (cgly+d) u2™ (g7 y) Dy 2 (g7 y)(cgly +d)  (3.57)

¢ o transformado do operador de Dirac sequndo a transformagao de Mdébius g(z) = (ax +

b)(ca +d) L.



Apéndice A
Teorema de Stokes

"A ciéncia é uma equagdo diferencial. A religiao, uma

condi¢cao de fronteira"

Alan Turing

Consideremos U, V e W tais que UV C W e seja £*(Q2) o espaco das formas difer-
enciais em 2 C R™*!. Consideremos também w,7 € £*(Q) e sejau € U, v € V.
Assim, tomando w = w®u € £*(Q)QU er = F@v € £EX(N)QV, definimos wAr € E*QW
da seguinte forma
wAT=(0AT)®uv

Além disso, a accao do diferencial exterior d sobre o vector sobre o vector forma é definida,

no sentido horario, da seguinte forma
d(w®@u) =dw® u.
Podemos assim concluir que
Lema A.0.2 Se w ¢ uma k-forma e r é uma l-forma, entio
d(w Ar) = dw A7+ (=1)Fw A dr.

Agora consideremos ¥ uma variedade compacta orientédvel de dimensdao m + 1 e com

fronteira 03, e definamos o elemento de superficie do em 9% da seguinte forma

do =Y (—1)e;di,

J=0

onde para cada j =0,1,...,m,

di; = dxo A ... A [d.%']] Ao AN dTo,.
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Logo, se n = (ng,n1,...,ny) entdo a normal unitaria exterior é identificada por n =
Z?:o nje; e sendo dX o "usual"elemento de superficie concluimos que do = ndX.

Além disso, uma vez que
dr =dxg Ndxy N ... Ndxpy,

concluimos que o elemento de volume tem dimensao m + 1 e est4 orientado.

Teorema A.0.3 (Férmula de Stokes) Se f € Ci(;V) e g € C1(2,U), entao para todo

Y
/ gdo f =/ [(902)f + 9(0xf)] dx.
ox >

Demonstracio: Assumindo que f € E2(Q) @V, g€ EX(Q) QU e do € EM(Q)C,

concluimos, pelo lema anterior, que

d(gdof) = d((gdo)f)
= d(gdo)f + (=1)"gdo A df
= dgNdof+ (—1)"(gdo) A df.

Mas para cada 7 =0,1,...m,
dx; Ndo = ejdx do Ndx; = (—1)"e;dx dg Ndof = (g0y) fdx.

Assim
(=1)"gdo N df = g(0,f)dz.

Nota: Os principais casos em que aplicamos a Férmula de Stokes sdo os seguintes:

1. Considerando V =S e U = S obtemos que SCS = CI;
2. Considerando V =S e U = C obtemos que CCS = S
3. Considerando V = C e U = S obtemos que SCC = S;
4. Considerando V =C e U = C obtemos que CCC = C.
Corolario A.0.4 Consideremos O,f =0 e g0, = 0. Entdo para todo ¥ C )

/ gdof = 0.
ox
Corolario A.0.5 Consideremos 0, f = 0. Entao para todo ¥ C

|z =0

Os dois ultimos corolarios sao designados por Teorema de Cauchy para fung¢oes monogéni-

cas.
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A.1 Férmula integral de Cauchy

Uma das principais ferramentas no estudo das equagoes do tipo A, f = g é a solucio
fundamental N(z) de A, dada por

1
(1=m)Ap a2t

N(z) =

%log]a:\ , m=1

onde A,,;1 corresponde & area da superficie esférica unitaria de R™+1.

Esta funcao satisfaz as seguintes propriedades:
1. N & localmente integravel em R™*1 isto ¢, N € L}, (R™*1);
2. N é analitica em Rg“‘l;

3. AN =4, isto é, para todo ¢ € D(Q),

<A3:Na @) = <57 ©)
©(0).

Atendendo a relacdo 0,0, = A, obtemos a seguinte funcio

E(z) = 0,(N(2))

= (N(2))0:
S
Apgr |]m 1

que satisfaz as seguintes propriedades
1. E é uma fun¢do monogénica a direita e a esquerda em RB”H com lim,_, oo p(z)=0;
2. E € AR,
3. Ee€ L} (R,

4. 0, F = E0, = ¢, no sentido distribucional.

Como consequéncia das propriedades referidas podemos dizer que £ é uma solugao fun-

damental & direita e & esquerda do operador de Dirac 0.
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Teorema A.1.1 (Férmula Integral de Cauchy) Seja f € C1(2, V) e seja ¥ C Q. Entao

f(z) , zeXx

ox. 0 , zeQ\¥

E(y — x)doy f(y) — /2 E(y—x)0,f(y)dy = {

Demonstracao: Primeiro consideremos x € 2\ X. Seja n = d(z,X) e seja 2* uma

vizinhanga de raio /2 de X. Aplicando a formula de Stokes a 3 C Q* obtemos, considerando
9(y) =E(y —x)

E(y —x)doyf(y) = / [(E(y —2)3y) [(y) + E(y — 2)(9,f)] dy

1)

)
= [ E(y—=)(0yf)dy.
)

Fixemos z € ¥ e seja R > 0 tal que B(z, R) C . Aplicando novamente a formula de
Stokes

| Bu-dete) = [ Ew- 00, (A1)
d(Z\B) I\B

Mas, considerando R’ > 0 de tal forma que X C B(:U,R’), concluimos que para uma

constante C' > 0, independente de R', é valida a seguinte igualdade
[ 1B - a)ldy < .
b

porque 0y f é continua em 2 e portanto E(y — x)(0,f) é integravel em X.
Consequentemente, se considerarmos o limite quando R — 07 do lado direito da ex-

pressao (A.1), obtemos
[ B =)0,

Relativamente ao lado esquerdo da igualdade (A.1), este pode ser reescrito da seguinte

forma

E(y — x)doy f(y) - / By — 2)doy f ()

% dB(z,R)

onde
lim E(y — x)doy f(y) = f(x).

R—0% JoB(z,R)
Corolario A.1.2 Se 0,f =0 em Q entao para cada X3 C €,

B f(z) , zex
| _B—aye, ) = { e
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Nota: A formula de Cauchy apresentada e deduzida correspondem ao caso em que
estamos a trabalhar com func¢Ges monogénicas & esquerda. De forma analoga se procede
quando estamos a trabalhar com fun¢oes monogénicas & direita, isto é, para o caso em que

temos fungdes que verificam fd, = 0. Para este caso obteremos

f(z) , zex

[ J)doyBly —) = { 0 tans
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Apéndice B
O Caso Especial do Hiperplano

"Enquanto as leis da matemdtica se referirem a realidade,
elas nao estao correctas; e enquanto estiverem correctas, nao

se aplicam a realidade.”
Albert Einstein

Tal como vimos em (2.5) um hiperplano tem a seguinte representagdo em coordenadas

projectivas:

h:(&,0,m) =p(m,0,20) ,p#0.

Defini¢ao B.0.3 Dizemos que a superficie esférica s : (u,k,v) =k (m, 1, |m|2 - 7“2) inter-
secta ortogonalmente o hiperplano h : (£,0, 1) = p(m,0,2b) se e sé se o centro da superficie

esférica pertence ao hiperplano, isto é
(n,m)+b=0, (B.1)

ou seja, em coordenadas projectivas

hIsT =0 < (& ki,n) (1, k)T =0

o
N O O O
o v O O

k
& (&n)+5 =0

< ((n,m)+b)=0.

A partir da definicdo podemos concluir que um ponto x pertence a um determinado
hiperplano se e s6 se ao ser considerado como sendo uma superficie esférica intersecta ortog-

onalmente o hiperplano.
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Consideremos dois hiperplanos hj : (£1,0,71) = p1 (m1,0,2b1),p1 # 0 € hy : (£2,0,12) =
p2 (ma2,0,2b2) , pa # 0 de RP4.

Definicao B.0.4 O hiperplano hi intersecta ortogonalmente hs se e sé se ny e ny sio

ortogonais, isto é

<n17n2> =0
ou, em coordenadas esféricas
mIE =0 < (&,0,m)3(£,0,1m2) =0 (B.2)
& (61,62) =0.

Tal como se fez para o caso das superficies esféricas, podemos associar a cada hiperplano

um vector de RPTLaH! isto ¢,

ptq
n n
h:(0,n) = h:z;giei—Qe_—i—Ze_i_. (B.3)

Da expressao anterior resulta a seguinte relagao

h-(e+—e_):§—§:0.
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