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resumo 
 
 

Neste trabalho desenvolve-se e implementa-se um modelo matemático 
tridimensional conducente à simulação do comportamento térmico e mecânico 
das ligas de alumínio. O objectivo é a simulação de processos tecnológicos 
que envolvam deformações termomecânicas nestas ligas. 
 
Neste âmbito, introduz-se uma formulação cinemática preparada para 
processos em grandes deformações e rotações. Considera-se um modelo 
constitutivo termoelástico-viscoplástico baseado num conjunto de variáveis de 
estado internas e externas e com o qual é possível modelar os fenómenos de 
encruamento e restauração estática e dinâmica do material. Este modelo, 
preparado para gamas de temperatura que vão desde a temperatura de 
solidificação até à temperatura ambiente, é implementado recorrendo a uma 
formulação lagrangeana reactualizada e a um método de integração temporal 
semi-implícito. 
 
O comportamento térmico do material é modelado recorrendo a um algoritmo 
do tipo previsão-correcção. A fase de previsão é baseada num esquema semi-
-implícito, com o qual é possível determinar uma primeira estimativa para a 
configuração final do incremento. A solução semi-implícita é corrigida na fase 
de correcção, recorrendo a um esquema implícito do tipo Newton-Raphson. A 
solução de acoplamento termomecânico, que envolve a implementação de um 
modelo termoplástico, é encontrada recorrendo a uma abordagem staggered. 
 
Desenvolve-se um programa específico, baseado em algoritmos 
evolucionários, para a determinação dos parâmetros materiais associados ao 
modelo constitutivo. A eficiência do método utilizado, que conduz a resultados 
excelentes, é comparada com um método baseado no gradiente. 
 
Realizam-se testes numéricos com o objectivo de validar os modelos e 
algoritmos implementados. Descreve-se um ensaio numérico de têmpera de 
um sólido de geometria complexa e analisam-se e discutem-se os resultados 
obtidos. As simulações efectuadas confirmam o bom desempenho do 
programa quer em problemas mecânicos e térmicos quer em problemas com 
acoplamento termomecânico. 

 





 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

keywords 
 
 

Thermoelastic-viscoplastic model, thermo-mechanical coupling, aluminium 
alloys, finite elements, material parameter identification, evolutionary 
algorithms. 

abstract A three-dimensional mathematical model is developed and presented leading 
to the simulation of the thermal and mechanical behaviour of aluminium alloys. 
The main goal is the simulation of specific technological processes that involve 
the thermo-mechanical deformation of aluminium alloys. 
 
A kinematic formulation suitable for large deformations and rotations is 
introduced. A thermoelastic-viscoplastic constitutive model is considered based 
on a set of internal and external state variables and with which it is possible to 
model strain hardening and static and dynamic restoration effects. This model, 
prepared for temperature levels that range from the solidification temperature to 
room temperature, is implemented with an updated lagrangean formulation and 
a forward gradient time integration procedure. 
 
The thermal behaviour of the material is modelled with a prediction-correction 
algorithm. The prediction stage is based on a semi-implicit scheme and is used 
to determine a first estimate of the final configuration of the increment. This first 
solution is then corrected using a Newton-Raphson implicit scheme. A 
thermoplastic model is implemented and a staggered approach is adopted for 
the solution of the thermo-mechanical coupling problem. 
 
A specific program, based on evolutionary algorithms, is developed in order to 
determine the large number of material parameters associated to the 
constitutive model. The efficiency of the method developed for this particular 
purpose is compared with a gradient based method, leading to excellent 
results. 
 
Numerical tests are performed in order to validate the set of implemented 
models and algorithms. The numerical simulation of the quenching of a 
geometrically complex solid is presented and its results are thoroughly 
analysed and discussed. Results from the numerical simulations confirm the 
good performance of the program in mechanical, thermal and thermo-
mechanically coupled problems. 

 





 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

mots clés 
 
 

Modèle thermoélasto-viscoplastique, couplage thermomécanique, alliages 
d’aluminium, éléments finis, identification des paramètres, algorithmes 
évolutionnaires. 

résumé Au cours de ce travail, un modèle mathématique tridimensionnel pour la 
simulation du comportement thermique et mécanique des alliages d'aluminium 
a été développé et implémenté. L'objectif est la simulation des processus 
industriels des alliages d'aluminium dans le cas de sollicitations 
thermomécaniques.  
 
Dans ce contexte, une formulation cinématique développée pour des 
processus en grandes déformations et rotations a été introduite. Le modèle 
constitutif est un modèle thermoélasto-viscoplastique basé sur un ensemble de 
variables d'état externes et internes et avec lequel il est possible modéliser 
avec précision les phénomènes d’écrouissage et de restauration statique et 
dynamique du matériau. Ce modèle, préparé pour un domaine de températures 
allant de l’ambiante à la température de fusion, est mis en oeuvre avec une 
formulation lagrangienne réactualisée et un schéma d'intégration temporelle 
semi-implicite.  
 
Le comportement thermique du matériel est modélisé en utilisant un algorithme 
du type prédicteur-correcteur. Le prédicteur est basé sur un schéma semi-
implicite et fournit une première estimation de la configuration à la fin du pas. Il 
est ensuite relayé par le correcteur qui est basé sur un schéma implicite de 
type Newton-Raphson. Un modèle thermoplastique a été implémenté et la 
solution du couplage thermomécanique est trouvée par un schéma staggered. 
 
Un logiciel d’identification des paramètres du modèle de comportement  en 
utilisant des algorithmes évolutionnaires a été développé. La méthode utilisée, 
qui conduit à des résultats excellents, a été comparée avec une méthode 
basée sur le gradient.  
 
Des essais numériques ont été utilisés pour la validation des modèles et des 
algorithmes mis en oeuvre. Un essai numérique de trempe d'un solide de 
géométrie complexe d'un alliage d'aluminium d’une série 2000 a été présenté. 
Les résultats obtenus ont été analysés et discutés. Les simulations effectuées 
confirment les bonnes performances du programme aussi bien pour des 
sollicitations mécaniques ou thermiques, que pour des cas de couplages 
thermomécaniques. 
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���$ -��9����	 	����	 ���	 ���	�	 �	 #��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � �$,
���' 3	�����	 �� ���9����	 �	 �	���	 �� �	��	�������	 	����	 ���� 	 ���C

�.��	 ���	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'�
���6 -��9����	 �	��������	 �	 �������� 

�0$0C� ���	�����	 �	� 	 ���	�	

�����	 �� ��#	����	 ��	����	����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'$

����  ��#���7� �	 ����	 �2������	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �60
���� -��9����	 �	 �	���	 �	��������	 �����)��	 �	 ����	 �� :�?�	� � � � � � � �6�
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���� ����	 �� ������	 �	�����)��	 ���� 	 ����	 �� :�?�	� � � � � � � � � � � �6�
���� -�	�������� �	 �������� � ���9����	 �� ������	� � � � � � � � � � � � � � � �6'
���$ -�	�������� �	 �������� � ���9����	 �	 ��	������ � � � � � � � � � � � � � �6,
���' -�	�������� �	 �������� � ���9����	 �	 ��	������ � � � � � � � � � � � � � �*�
���6 -�	�������� �	 �������� � ���9����	 �	 ��	������ � � � � � � � � � � � � � �*�
���* +��������	 �� ����	 �����)��	 �� ���� ����	� � � � � � � � � � � � � � � � �*�
���, -�	�������� �	 �������� � ���9����	 �� ������	� � � � � � � � � � � � � � � �*6
����0-��9����	 �	 �������� �����)��	 �	 ����	 �� �	�����	 �� �� �������	� � �,�
�����-�	�������� �	 �������� � ���9����	 �	 ����	� � � � � � � � � � � � � � � � �,�
�����-��9����	 �	 �������� �����)��	 �	 ����	 �� ������	 �	 ��	 
+<+ �0�� � � �,'
�����-�	�������� �	 �������� � ���9����	 �	 ����	� � � � � � � � � � � � � � � � �,'

���� 3	��	���	 B�.���� �� ��#� �� ����.��	 
� �'�*� � � � � � � � � � � � � � � � ���
���� -��9����	 �	 �	���	 �	��������	 ���� � ��#� �� ����.��	 �'�*� � � � � � � ���
���� -�	�������� �	 �������� � ���9����	 �	 ����	� � � � � � � � � � � � � � � � ���
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 ��#� �� ����.��	 �;� ������������ ��� ��������	 ��������� ����� �������� ��� ��)
B�� ��	 �	�������� �����7� �� �?�#;���� �?����� �	�	4 �	� �?����	4 � B�� ��#�� �	�
2��B�;���� �� ���8���� ���	�"��� � ���	�������� 5�� �������7� �������C� �	� ����	
2���	�� ���	 ��#�� �� 	���� !�������� � � ���	� ����� �� 	���� ����	�"#���� 5?����
���	 ��#��� B���7� ���� � B��� ��	 �?��� �?�������	 �����.!�� ����.��� �	�	4 �	�
�?����	4 � ��������������� �� �	��	�������	 ���� ��#� �� #��� �� �����������
����� � ��������


 ����������� ��������� �� ����� ����	�������� �	 �	��	�������	 �	 ��������
�������	 �4 �� �������4 �� ��#� �� ����.��	� 
 �����������;���� ����� 	 ����	 ��
����������� � 	 �	��	�������	 ���9���	 ����2���C� ������ �� 2��"���	 2.��	 �	�	4
�	� �?����	4 � �?����	 ������� �	 �������� � � #�����	 �� ���	� �	� ��2	�����	 ��������


 �	�����	 � �����������;���� �� B���7� �	 2	�	 ���9���	4 ������	 � �����8�#��	
�	���� 	 ���������	 ���� �������� ����	 �	����?	�  ��� �	�	4 � ����	 ���	����C
�� 	 �����	�������	 �� ���	 ����	�"#��	4 �	���������� �� �������	 ��������4 B��
�������� ������ �	� �!��;���� �� ��������������� �� �	��	�������	�

� �������	 ���������	 ���� ��������	 ��#� �	�	 �	��B�;���� �� �	�� � �	�C
������7� ������	�� � ���	����C� ���������	 �� ���� ��2�����4 	� ���E J�K ��B��� �
����	 �	 ��	��	 �� 2�����	 � ����2	�����	 �� ��#� �� ����.��	P J��K �	��������	4 ��	C
�������� � 2��"���	 ���	����	 �	 ��	��	 ����	�"#��	 ��� ����P J���K ����	 ��

�
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������#�� �������� �� ��	�������	 ����	���9���	P J��K �	���	 �� �	��	�������	 ��C
�9���	 � ������	P J�K ���	�	 �������	 ���� � ������������	 �	 �	���	 �	��������	
��2����	P J��K �����	�������	 � ������������	 �� ��#	����	 �� ������	P J���K ���������C
��	 �	 ���9����	 ��������.���	 ���	����	 �	 �	���	 �����������	P J����K ��������	
�	 �	���	 �� �	��	�������	 � ������� �������� �������������

��� �	������	 ����������

� �����	�������	 �� �	���	 ���������	 � �� ������������	 ��������4 ���������
I �������	 �	 �	��	�������	 ����	���9���	 �� ��#� �� ����.��	4 � ��� ����2� ��
#����� �	����?������ -���� ���� �	����?����� ������C� �	� 	 2���	 �� � #�����������
�� ��� �	��������� �?������ ���� ��� �������� ���� 2	�������� ��	C�������� 
��C
��	��������4 � �	���������)���	 ����� 	 �	��	�������	 ���9���	 � ������	 �������
�	�������������� � �	����?����� �������� I �	������	 �����������

 ������ 	 ��	�������	 ����	�"#��	 ���� ��������4 	� �� �����7� �?����� ��
�����	4 �����	����C� 2��B���������� #����� ��2	����7� � #����� �	���7�� � �C
���	 �� ����	D��2	�����	 B�� ������� �� 	�������7� ���9���� � ������� ���	��
I ��#� �� ����.��	 �	��� �� �	����?	 � �������� �� ��8���	 2���	�� �	�	4 �	�
�?����	4 J�K � ������)� � �	��	�������	 �	 ��������P J��K � ������;���� ���� �	��	�C
������	 �� ����������� � �	 ����	P J���K � ��:�;���� �� #�	������ �	 �	��	�����P
J��K 	 ���	 �� �	����7� �?����	�� ���	�� I ����P J�K � �������� ������� �� 2�C
� ��������� �� ������7� �?����� �� ����������� � � �� �	�?��;���� �	 ��	 �� ���
���� ����P ���� 
 �	������	 ���������� � �������� �	 �	��	�������	 #�	��� ����
�������� ������ �	��� �� �	��������	 �	�	 	 2���	�� ��������� �� ������	 �� ��
���	 ����	 �� ����	D��2	�����	� 
 ������� ������;���� �	 �	��	�������	 �� ��#�
�� ����.��	 �� ����������� � �� ���"��� �� ��2	�����	 �?�#� � �����)���	 �� �	���	
����	������	C���	������	� 5�� �	���	 ���	���� ����� ��)� � �������� �� ����	
������� � �?������

��� ���	�	 �������	


 �������	 �	 ��	��	 ����	�"#��	 B�� ���	���� ��#� �� ����.��	 ���4 �����C
��������4 ���� �����)���	 �� ���	�	 �������	�  � ����� ��� ���	�	4 	 ���	�	 �	
�������	 !���	 ��� �� ����� 2���������� � ����������� �� ������#���	 � �����	���C
����	 �����.!�	� � ���	�	 �������	 ����� �� �������������� �	���	4 �� 2	���
� ��	���� � 2	��� ��	C����������� �	 �	���	 � �!������4 ���� B�� �	���)�� � ���
������	 B��������D���	 �	�������	��� 2��	������

� ���	�	 �������	 �������	 � �����	����	 �	 �	�#	 ���� �������	 ������	 �	C
����C� ����)� �� ��� ���	�� I ��������������� �	 �	��	�������	 ���9���	 � ������	
�� ��#� �������� � �������

� ���	�	 �������	 �����)��	 �� �������	 �	��� �#�����C� �	�	���� 	 ���	 ��
����#����	 ����	��� �����)��� 	��� � �B���7� �� �	������	� <� ��� ����� �� �	���
	 �2���	 �� ������� 	� ���������	4 	 ���	�	 ���	����C� ���9���	� 3�	 �	������	4 	
�	���	 � ���	�����	 �	� B���C������	� 
��	 ��� ���	�	 �	��� �� ����#���	 ��
2	��� �?��.����4 ���C����.���� 	� ����.����� 
 ��	��� �	 ���	 �� ����#����	 �������4



&�'� (��������	 � )�	
��	 ������#����	 $

������������4 �	 ���	 �� ��	����� � ��	����� � ��	����� B�� ���	���� �� ����	
����	 �� ����	 �	 ����������� ���9���	 �4 #���������4 ��	����	 �� 2	��� �?��.�����
�	 ��	��	 B���C������	4 � ��	���#�� �;� ������	 ���� � ����#����	 ����.�����

�� �������	 ���	 ���	�	 �	 �������	 !���	4 	 �	�	 �	�	 � ���� � ���	 � ����� ��
�������)���	 � 2���������� ���� � B�������� �� �������	� 
 ��	��� �	 ���	 �� �������	
!���	 ���� �	��� �� �	��������	 	 �B���.���	 ����� 	 ���	 �	�������	���4 � ������	 ��
�������	 � 	 ���	 �� �����������	� 
 ��	��� �� �� �������	 !���	 ���� ��� �� �	��� �
�����������	 �	 ���	 �	��.��	 �� 2	��� 	 ��� ������� �	.����

��� ��������	 �  ��!	 ����	�"#��	

� ��	��	 �� 2�����	 � ����2	�����	 �� ��#� �� ����.��	 ���	 ���#������ ��2�����	
�� ���8���� �����8�#��� � �� ����2	�����	 �� �������� �������	� 5�� ��	��	 �;�
	2���	 �������7� �#��!������ ������ �	 ����	� 
 ���	��� ���� �������7� �;� ��	
����	��)��� �	�	 �	��B�;���� �	 �������	 	����	 �� ����	 ���.���	 � �� ������
�?�����������


 �������	 �� ��	��	 �� ���������	 ������	 �� ��#� �� ����.��	 �	�	4 �	� �?��C
��	4 �	 ��	��	 �� ������������	 �	� �����������	 J	������)���	4 �;����� � ���������C
����	K4 ������� �� ���	� �����������	 �	 2��"���	 ���	����	 � �	��B����� 	�����C
)���	 �	 ��	��	� 5� ������	 �	 ����	 �?����������4 � �������	 �������� �� �	�	
��� ��	��	 �������� � �#����� �����#��E J�K � ��� ������ � ��� ��	�"���� �	
B�� � �����)���	 �� ����	 �?����������4 ���	 �	.��� 	���� �� #����� �8���	 �� 	��C
�7� �� �	��	 ����	 � J��K ������� ���� � ������� � ��:�;���� �� ��2������ ���9����	
����	�"#��	� 
 �������	 �������� �	�� ��� �	�������� ���� 	 �����	�������	 � 	���C
��)���	 �	 ��	��	 ����	�"#��	4 �	���)���	 � #���	 ��	�"���	 � �����	 ������	 �
�����.!�	 �#��!�����	�

3	��B����������4 	 	�������	 ��������� �	 �������	 B�� �B�� � �������� � 	 ����C
�	�������	 �� �� �	���	 ���������	 � � �� ������������	 ��� ��	#���� �� ������	
�������	4 ���	�����	 �	 ���	�	 �	 �������	 !���	� -�������C� ����� B�� �� ��	#��C
�� � ������ ����) �� ������ ��	��	 ����	�"#��	 B�� ���	���� ����2	����7� ����	C
���9���� �� ��#� �� ����.��	�  � ����� ��� ��	��	4 ������C� 	 ���������	 ������	
�� �;����� ���	 #����� #�������� ������	 � �� ����	 ���	����	� 
����	��������4 ��C
�	��� �����	���� � ����� 	 �	���	 �	��������	 �	 �������� ��� �	�	 �����	����
���	�	 B�� �������� ���������� �	�	 	 ���9����	 ���� ���	����	�

��$ %��� �� &������

� ������� ��?�	 ��� 	�#���)��	 �� ��; ����� �������� 3	� � �������� �����4 ����������
��9����������4 �� B��� 2�)�� ����� 	 �������	 ��; ���.���	4 ��������C� ��B������
	 �������	�  �������C� � ��#� �� ����.��	4 � �� ��������.���� � ��	���������
<�	 ����� �������	 	 �������	 �� ��2	�����	4 ���������	 ������	 � �������7��
 ������C� ������ � ������	 ������ �� ����	 �� �	������	 �������� � ������#���	 �
�����	�������	�

��$����� � R +���	��)C� 	 �������	 ����	 ������ � �����	 B�� ����!��� � �� �����C
)���	 � �������C� 	 �	���8�	 �� ������� ��������	� 
��������C� 	 	�������	
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#�	��� �	 �������	4 ����!����	C	 2��� �	 �����	�������	 ������ � �	 ���!	
����	�"#��	 �� ���� �����.!�� �� B�� � �������

��$����� � R 
��������C� ��#��� �	�������7� � #����������� 	��� � ��#� �� ���C
�.��	�  �������C� ����������� 	 ��	��	 ��� �	��� ���	����	 �	 2�����	 �
����2	�����	 ���� ��������4 ��� �	�	 	 ���������	 ������	 B�� ��� �	���
�� �������	� -	� !�4 ���������C� � ��	�������� � ��������� �������7� �� ��#�
�� ����.��	 �	��������

��$����� 
 R 1�)��C� ��#��� �	�������7� 	��� � ������#���	 � �����	�������	
�	 9����	 �� �������	 �������� �� ��	����� �	� ��	�������	 ����	���9���	�
 �������C� ��#�� �	���	 �	��������	 �?������ � 2��B���������� �����)��	
���� ������ ��	��	 ����	�"#��	 ��� �	�	 � ��!������� �������� � ���� ���	
�� �	���	� 
��������C� ����� ��#��� ������� �������� B�� �������� ��������
� �!��;���� �	�������	����


 �#���� ����� ���� �������	4 ���������� !������	� !������� �4 � �	�����.�� �	�
��� ���.���	 ������	���	 �	� 	 �	���	 ���������	 � 2	������7� �������� �	
��	��	 ����	���9���	 � ������� � ��	#���� �� �������	 �����	����	 � ������	�

�������C� ����� � ���	�	�	#�� ���	����� �� ������!����	 �	 ���9����	 �	 �	���	
���������	�

��$����� � R +���	��)��C� � ���"��� � �	�7� �	����� I �	������	 ���������� ��
#����� ��2	����7�� 
�	���C� � ���9���� �	 ���	 �	��.��	 �������� �	 ����C
���� �������	 �������	 � #����� ����2	����7� ����	�������C���	������� �
��!���C� 	 ��2�������� �	 �	���	 �	��������	�

��$����� " R 
�������C� 	 �	���	 �	��������	 ��	����	 �� �������	 �	 �	��	���C
����	 ���9���	 �� ��#� �� ����.��	� 5�B�����C� 	 �	���	 �� �	��	�������	 ��
���� �	 �	���	 B�� �����)�� �������� ������� ���� �������� 	 ����	 �	 ��C
������� M���!��C� � �� ��	���� 
��������C� �	���	 �	��������	 �� ��������
������� ����������	 ���������� �� ���	������ �� ��2	�����	 B��� �	������	 B���
���������� �� ������������

��$����� # R  ������C� 	 �	��	�������	 ������	 �	 �������� �������	 � � �� �����C
������;���� �	� 	 �	��	�������	 ���9���	� 
�������C� ����� 	 �	���	 ����	C
������	 �	����	 �	 �	��	�������	 ����	���9���	 ���� ���������  �������C�
	 �2���	 �� ����������� 	��� � ���	�� ���9���� � �� #�����	 �� ���	� �	� ��2	�C
����	 ��������

��$����� ' R  ������C� 	 ���	�	 �� ����#����	 ����	��� �������	 �	 �	���	 �	�������C
�	 ��	����	� 
�������C� 	 ���	�	 �	 #�������� ��	#����	 � ������� �� ����#����	
����	��� �	 ��	����� ���9���	�  ��������C� 	 �"���	 ����	���	������	 ������
� 	 ��	����� ���9���	 � �������)��	 ���	 ���	�	 �	 �������	 !���	�

��$����� ) R 
��������C� � �����7� ���������� �������)��� � 	 ���	�	 �� ����C
#����	 ����	��� ���� 	 ��	����� ������	�  ������C� �	����	��)�������� 	 ��#	C
����	 #�	��� ������	 �	 ���	 ������������������ 5�B����	 B�� � ����� �� ������	
�����)� � ����#����	 ���C����.����4 � 2�� �� �	������	 �����)� �� �B���� ����.���	
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�����	 �	 ���	�	 �� ��A�	�C=���	��  ������C� � �	����#;���� � �����������
�	 ��#	����	 �����	����	�

��$����� � R 
�������C� 	 ��	#���� �����	����	 �	 �����	 ���� �������	�  ������C
C� 	 ��#	����	 �� ��	�������	 ����	���9���	 #�	��� � ��������C� 	 ��#	����	
�� ������	 ��� ���������� +���	��)��C� � ������� �� �������)���	 ������� �
	 ���	�	 �� ����#����	 ����������  ������C� 	 ��	#���� �� ���������� �	
�����)��	� ����	 ;�2�� ������� I 2�� �� ���C � �"C��	�������	�

��$����� �. R 
�������C� � ���	�	�	#�� #���� �� �����������	 �� ���9����	 �� �	C
���	 �	��������	�  ������C� �	����	��)�������� � �����)���	 �� ���	�	 ��
	�����)���	 �����	 �	 #�������� � �� ��#	����	 ��	����	����	 �� �����������	
���� ���9����	� +���	��)C� 	 ��	#���� �����	����	 ���� ���������� 	 ���9��C
��	 �	 �	���	 �� �	��	�������	 �����)��	 ���� �������	� 3	�����C� � �!��;����
�	 ���	�	 �� 	�����)���	 �����������	 �2�������	 ��#�� ���� #������	�


 8����� �����4 ���#���� �	� 7�������4 0������	� � �� �	�4 � �	�����.�� ���	
8����	 ��; ���.���	� ����4 ������!���C� 	 ���9����	 �	 �	���	 �	��������	
���� �� �	�����	 ���������� �� ��#� �� ����.��	 � �������C� � 2	������7� � ��#	����	
������	 �� ����� ++� -	� !�4 ��������C� �� �?����	 B�� � ��B����� �	 �	�����	 ��
�������7� �	.��� ���� 	 �"��#	 �����	����	�

��$����� �� R  ������C� � ��� �?���������� �����)��� �� ������!����	 �� ���9����	
�	 �	���	 �	��������	�  ���������C� 	 ���9����	 ���� ������ ��#� �� ����.C
��	 �����	 �� ����	 �?���������� � �� �������	 	����	 �	� 	���	 ���	���
3	������C� 	 ���	�	 �� 	�����)���	 ������	 �	 ���.���	 ������	��

��$����� �� R 52������C� ��#�� ����	 �������	 �	� 	 	�������	 �� ������� 	 �	C
���	 ���������	 �����������	� 3	������C� � 	���7� 	����� �	� 	���7�
����.����4 �?���������� � �������� �� 	���	 ���	��� 3	�����C� � �!����� �	
��2������ �������	 !���	4 ���	�	 �� ����#����	 � ��#	����	 �����������	�

��$����� �
 R 
�������C� �� �?����	 �	����?	 B�� ���	���� � �	������������ �	
�"��#	 �����	����	�  ������C� � ��!������� ���	������ �� �	������	 �� ���C
������	 ������	 �� ��#� �� ����.��	 � � �	��������� �� �������	 ��������
���� �	�.��	�  ������C� � �������	 �� �;����� �� �� "���	 �� #�	������ �	�C
���?�� 3	������C� � ����� �� ��	����	 �	 ����	 �� ����������� � �	 ����	 ��
����	 �� ��2������ �	��	 �	 "���	�

��$����� �� R  �������C�4 �� �	�	 #�	���4 � ��������� �	����7� ���� �������	�

��������C� �#�������� ��#��� ���������� �� �����	�������	 2����	 �	 �#��C
����	 �	 ����	 ���������	�

+�����C� �� �	�����	 �� ���8� �	 B��� � �	���������� ��#��� ���7� ���� ��C
������	� 5���������C� ����� ��#��� �	���7� � �	�����7��

���8� � R +������C� � �	����	4 �	���������� � �#�� �����)��� �� ������� ��������	�

 ��!���7� �	 �#������ �� �	���7� ��#������4 	�����	�� � 2���7�4 .�����4
�����7� ����������4 ���	�	#�� � �#���
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���8� 6 R 
��������C� ��#��� ���#�� ���������� �� �����	�������	 ������C
���	 ��	 �����.�	 �	 ��?�	 ����������

���8� � R �����C� ��#��� �	�������7� 	��� � ����	���9���� �� �����������4 ��	
�����.�� �	 ��?�	 ���������4 �� ���� ���	��9���� ����!�� � �� ������	 �� ���?	�

���8� � R 
�������C� �� �?����	 �� ��	����	 �� ��������� 2.��� ��� ��	����� ���C
���	 ����!����	 � ���	��9���� �	 ���	 �� ����#����	 ����	��� �����������	�

��' ������	�	#�� (����)���

 ����	 I #����� B��������� �� ������	�	#�� ����.!�� � ��2	�����	 ���	����� ���� ���C
����	 � 8��� ��2���� ��#�� �	��	 ������	���	 �	� � ������ �� ������� ��������	E

�� 
 �����)���	 �� ����	 �� �.�#�� �����#���� � ������ � ���	 ����� �� �����7�
�� B�� ��	 �?��� ����	 �?���	 	� ��"?��	 �� �	���#�; 	� ��� �	� ����)�� 	
����	� �� ���	�

�� �� �����)���	 �� ����	 ������	 �� �	���#�;4 ����� B�� � �	������ 8���4 2�)C�
��2��;���� �	 ����	 ��#�; �� �	�� �� �	�����

�� 
 ��2��;���� � ��#�� �������� � 2���� ���� �� �	��	���	 B�.���� J�	� �?����	
Al2O3 ���� � �������K�



�����	
� 

�	 ���
	 �� ������� �
�����
���
��	

 ���	���
��	� 
���
	 ���	����
�,�	 � �����
���
��	 	���� ���
	
�� 
��%���� )�	�������	� �� "���
 	����
 �	 �����		�	 �
�	
����	 �� "
����� � ��
�	"���
��� ��	��	 �
����
�	 
		�� ����
�	 ��
�
�����	 �-�����	 �
		%���	 �� ���	 	���� 
����
��	� .��
��! 
���	���
��	� 
	 ��������
��	 � �������
�	 
����
�,�	 ��

���
	 �� 
��%��� �������
�	�

��� *���	����	

� ����.��	 � 	 �������	 �������	 ��� ��������� �� ����� �������� � 	 ��� ���������
�	 �������	 �������	4 �	��������	 ��� �� $L �� ��� �������� N+
+C<��� 0�O� 3	�C
���	4 �� ������)�4 	 ����.��	 �?��� ���������� �� �	�������	 �	� 	���	 ��������4
��������������� �	�	 "?��	 � ������	�


 ������� 
���.��	 ������ �	 ����� �
����4 B�� ���#���� 	 ����� JKAl (SO4)2 12H2OK�
�	 !��� �	 ����	 S>+++4 	 B�.���	 2����; %�@�	� �� �	����� ��	�T 	 �	�� �� �
����
�	�	 �������� ��� ���� 	 ������ -	����	������4 �� �*0*4 � �?��;���� � �	���������	
���� �������� 2	� ����������� ���	 ��#�; <�� H�����@  ��@ N+
+ 0�O B�� �#���� B�� �
�����)�� 	 �	�� �
����� ��� �����4 ��� �������� �����	�C	 ���� � ���#����	 !��� ��
�
����� J����.��	K �� �	�	 � ��� � ���� ���������	 �� ���	� ����� �	 �������	�

M��#�C� B�� 	 �������B�; H�� 3������� ������ 2	� 	 �������	 � �������� ����.��	
�������	 ������ �	 �B��������	 �� ��	���	 �� ����.��	 �����	 �	� ��� ����#��� ��
�	���	 J�	�����.�� �	� ����8��	 � �	���	K� 
�" ��#�� �����	�������	 �	 ��2����	
��	��	4 �����)��	 �	� 1�������U Vö����4 H���� <����C3�����  ������ ������� 	 �	���	
�	� "��	� 5�� �������� �����)	� 	 ��	���	 �� ����.��	C"��	 �� ��) �	 ��	���	 �� ����.��	4
���?���	 ��� 	 ���	 �	 ��	��	� 5�� ��	����	 �������� � ������	 �� ������ 2������
�� ��	����	 �	������� �� ����.��	 �� 1����� � �� %��C/��������

,



�0 /�  	 ���
	 ��  ��%��� 0 +����
���
��	

5� �**'4 	 ��������	 3����� ������ H��� � 	 2����; -��� H��	��� ���	������ �
�����������4 B��� �� �����9��	4 	 ��	��	 �� ��	����	 �� ������� �� ���	���� 2������
� ���	��	�� ������	������������ 5�� ������� �� ������	4 �	������� �	� ��	��	 H���C
H��	���4 � ����������� � ��� �	 ��	��	 �� ��	����	 ��������� �� ����.��	� �	 !��� �	
����	 S+S4 	 ����.��	 Q��� M	�2 /�@�� ������	� 	 ��	��	 /�@�� ���� � ��	����	 ��
#����� ����� �� ������� � ������ �� ���?����  ��� ����	4 � ��	����	 �� ����.��	 ���
��������	 �	����������� ����#���	4 �	 ��� �� �	��4 ��� �� �� ����7� �� �	������
�	� ��	 N+
+C<��� 0�O�

� ����.��	 ��� ��	 ��	��)��	 �	������������ ���� �� ����� �� �$0 ��	 �4 �	� ���
2���	4 � ���	 �	�	 �� ����� ������� �	� �	�������	4 �	� �?����	4 �	� � �����)���	 ��
�	��� 	� �����	� -	���4 � �� ��	����	 � ���	� �	 B�� � �	 �	�����	 �� �	�	 	 	���	
����� ��	C2���		 N+
+C<��� 0�O�

��� +����,��	 -���	

� ����.��	 ���	 � �� ����� ���� B��4 B����	 �������	 �	� ��B���� B��������� ��
	���	 �������� F 2���	4 ��#���	4 ��.��	4 )���	4 �	���4 �.B���4 ��"��	4 ���#����	4 )���"C
��	4 �	�	4 ���9��	4 �.��	 � �����	 F ��	��) ��#� �	� ��	�������� ����.!��� � ���������
	�������	 �� �����	 �� �������	 �	 ����.��	 � 	 ������	 �	 ������ �� �����������4 ��
����;���� � �� ����)�� ����	 ���	�� 	 ����.��	 ���	 �������� ���?� ����;���� ���9��C
��4 � ��#� �� ����.��	 �	��� ��� ����;���� ����	 ������� N/�@ ,6O� 5� �	�����������4
��	�������� �	�	4 �	� �?����	4 � �����������4 � �	����������� ������� � � ����;���� I
�	��	�	 �������� �	� � �����	 �� ��#�� �������	 �� ��#� N<����� *�O�


 ��#� �� ����.��	 �;� ��� �������� ��2���	� � �� ����	 �� �	 ��	4 �	 �8���� �
��������� <�	 �?������� �	����	�� ������� � ���������� � ����.��	 � ��#��� �� ��
��#�4 B����	 �	����4 ��������� � ��:�?�	 ��� ������� �� �	�	 	 ��������� 
 ��#�
�� ����.��	 �	��� �� 2������4 �������� � �?������� ���	�����	 � �� #����� �8���	
�� ��	��	 ����	�"#��	 N<���U��2	�� ,,O�

��� +�	��	 �� .�����	 � ����/	�����	

� ������	 �� ����.��	 J���?���K �	���� ������������ �� "?��	 �� ����.��	 ��������	
� � ��������� �� ��#��� ���� ��	����� � ����	����� �	 #�	�	 ���������

�	 ��	��	 �� 2�����	 /�@��4 ��" ����#�� � �	�#��4 � ���?��� � 	���#��� � ���#��
�	� ����"?��	 �� "��	 � ����������� � ����	 �������� 3	��B����������4 	 ������	
�� ����.��	 � �	�������	 �� ��������	 �� "��	 �� ��	��	 �	� � �#����� ������	E

Al2O3 · xH2O + 2NaOH → 2NaAlO2 + (x + 1)H2O. J���K

 ��	� �� �������	 �	 �������	 ��	�8���4 	 ����"?��	 �� ����.��	 � ����������	 �
������ �� 	����	 �	 ��������	� � ����"?��	 �� ����.��	 � ������������ ��	 � ��������	4
����	 	��#�� �	 "?��	 �� ����.��	4 	� ������� JAl2O3K N+
+ 0�O4 ��	 �4

2NaAlO2 + 4H2O → Al2O3 · 3H2O + 2NaOH. J���K

-	����	������4 � ������� � ��	����� ��� ����	 �� ���	���� JNa3AlF6K4 2������ � �����
�� ,*0 �3 � ������	����� ���� ������ ������	�.����� -��� ��� ��	��	4 �����)��C� 9�	�	
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� ���	�	 �� ����	�	 N<���� ,'O� �	 ��	��	 �� ������"���4 B�� ���	��� � ���?� ����	4
2	���C� ����.��	 �������	 �	 ����	 �.B���	4 �� ��	��	 �	� � ������	

2Al2O3 + 3C → 4Al + 3CO2. J���K

5�� ���	���C� �	 2���	 �� ������ � � �������	 ����	���������� � ����.��	 �������	 ���
�	��������� ,,�$ � ,,�,L �� ����.��	4 ���	 	 2���	 � 	 ��.��	 � ��������� ������)��

� ����.��	 �?���.�	 � ����2����	 ���� 2	��	 	��� � ��!���	 ���� �	 ��)�����	�
���� �����4 ���#	�� ����B�����	 �	� �������	 �� ��#� �	 2�����	 � �������	 ��
���#� �	 2	��	� �� 	������	 �� ��!������	4 �� �	�	 � ���	��� 	 ����	#���	 #�		
��	����	4 	 ����� �.B���	 � ����!���	 �	� ��	�	 #�		 N<���� ,'O� =��	��C� ������
� ������ ����!���� �� ����� �.B���	 � !� �� ������� �	�	 	 ����� 	?����	� 
�" ���
	������	4 	 �������� � ��)��	 �� ���#	��� ���� ��	��	4 �	 �������� B����	 � ��
�	������ �� ���?��� ���� ��	��)�� ��� �	������ �� ��������  �� ��� �	������ ��
������� 	����C� 	����� ��� �	������ �� ����.��	 	� ��#� �� ����.��	 N+
+C<��� 0�O�

3�����	�


 2������	 �� ��#� �� ����.��	 �	�� �� �������� �� 2������	 �� ���#	�� � 2������	 ��
�	���� �� ��������4 � ��#� �� ����.��	 � 2������ �� ���#	�� ���� ������#��4 �?����	 �
���!��#��� 5��4 ���B����������4 �	 ����2	����	 �� ��	���	 !��� 	� B���C!����
� �#���	 ��	��	4 ���	 �� ��	����	 �� ���� 2������4 � 	 ���	 ��� ����#	 � ���
����� �� 2�����	 �� �	��	����� � � �����)��	 �	� ��?.��	 �� �	��� �� ��	 	� ������

 	 ��	��	 �� 2������	 �� �	��� ������C� � 2������	 �� �	��� �� ��	 	� ����	
	� 2������	 ���������� 5�� ������� � � ��� �����)��� � ��������� ����� �� ������ ��
�	�	 	 ��	��	 �� 2������	 �� ��#� ���� N5

 0�O� ���� ��	��	4 	 ����� �.B���	 �
��������	 �	 �	��� �������	 �	� �� ����	 ���������	 � ���	������ � ����	 �	���	����
���	 2	����	 � ��������� � �������� �	 �	���� 
�" � 	����!����	 �	 �����4 	 �	���
� �����	 ���� ������� � ���� ��)���� -	����	������4 2����C� 	 �	��� � ������C� 	 ����	
�� ��)�����	�

� �B��������	 �������	 ���� 	 ��	��	 � �� ���	 ������	 �4 �	�	 ���4 ��� ��	��	
��������C� ���������� ��	�"���	 ���� ��� ��	����	 �� #����� ������

���������


 ��	����	 �� ����� �� ��#� �� ����.��	 � 2���� �	� ������#��� 5�� ��	��	 ����	�"#��	
�	���� �	� � 	������	 �� ������
��4 B�� � ����� �� ���	��	 �� ��� ������ �� ����2.���
�	 ���#	�� B�� ������� �� �	�����	 �	� 	 �	�	 �� ������#��� <�#���������4 	 ���#	��
�	 ���C�B�����	 ������� ��#�� ����	4 ���������	 � ��2��	 ��"���� � � 	������	 ��
��� �	��	���	 �	�	#���� �� �	�	 	 ���#	���


�" ���B��������	 � $00 �34 	 ���#	�� �	 �������	 � B����� �����)���	4 #�������C
��4 �� ���� �� ������#�� �����.��� �� B����	 ������� 5�� 	������	 ������� �������
���#	�� �� 60 cm ��� ������ �� 5 � 8 cm� ��� ���#�	 �	����	�4 �	 ���B�����	 �
���������	 � B����� ��� ����� 2.5 cm ��� �������	� ���������	�

-��� 	���� ������ ���	�� �����)�C� � ������#�� � 2��	� -	�� ����� 2�)��C� ��
���	)�����	 ���� �� ������#��4 �� �	�	 � ������� 	 ��������4 �������	 	 ����������	
������������� ��	��)��	 ������� � ������#�� � B������
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�	 8����	 ��	4 � ���8���� �� ������#�� ��� 2���	 �� #����� �2	��	 �� 2	��� �
��#���� B�� 	 ��	���	 �������	 �	��� � ��������.���� ���B����4 �	����������
� ��	�������� �	�	4 �	� �?����	4 � ����)�4 ����������4 ����;���� I �	��	�	 � �����C
����	 ����!����� �� ������#�� � B�����4 	 �	���������	 �� ��:�;���� �� �	����7� ��
����2.��� �	 �������� � �	 �	�	 �� ������#��4 �� �����!����	4 ���� ��� ��	 �������
���� � ��	����	 �� �!��;���� �	 ��	��	 N/�B�� �	 �
� '64 1������� *$O�

�8���	�


 �?����	 �� ��#� �� ����.��	 � 2���� � ������ �� �� �������	 "���	 ��� ��������4
������	 ������� ���� ��	��	 �� �	�2	�����	 �������4 �	� ����	 �� ��� ����	 �������4
	 �������� � 2	����	 � ���� ������ �� ��� �����)4 2	�����	 ��� ������	 �� ����	
���������� 
 ���	��� �� ��#� �� ����.��	 �	 �?������� � B����� J�$0C$00 �3K ����
B�� � ����;���� I ��2	�����	 ��� ���	��


 �?����	 �	�� �� ������ � ���	 �� 2	��� ������� 	� ���������� �� �������� ���"���4 	
������ �� ��������4 �	�	���	 �	 �	�����	� �� ��� ����� �� �?����	4 � 2	����	 ���	 ;��	�	
� ���� ������������ ������ �� �����)� �� �#����4 ����	 	 ;��	�	 �	�	 	 �	�����	�
�	���C� �� �	�����	 ��	 �?�����	 �	������	 �������	 ����� 	 ������ � 	 �	�����	�� -	�
�	��#�����4 	 ��	��	 �����	 ������� �� ���	� �	�;���� �����	 I ���	�� 2	��� ��
�����	 ���	������

� ��	��	 �� �?����	 � �����)��	 ���� ��	��)�� �����4 ���	 � 	���	 ��	���	 �	�
���7� �� 2	��� ����#���� N
������� �������4 <����� *�O�

�	�� � ��#� �� ����.��	 �	��� �� �?�������� -	���4 ��� ����� ��� ��	��	
� ������		� 
�#��� ��#� ��B����� ���7� �������	 �������4 �	� ���	������ ��
��	����	 ����)��� 	 B�� ���� 2��B���������� � ���������	 �����2��"��	� 
 ��#� ��
����.��	 ��� �����)��� ���� �?����	 �	 � 
�C�#C<��

7� � �����


 ��#� �� ����.��	 ��������� � �����#�� �� 2��������� �� �������#��� 5�� ��#� �;�
��	 ��������� ���� 	 �������	 ��� �� �� �	��������)���	 �4 �	 ��� �� �	��4 	 ����.��	
��������	 ��������� ����� �� �� ����	 �	 �	���	 �	��� �� ����.��	 �� �	�	 	 ����	�
-	� ��)7� ��	�"����4 ����	�"#��� � ��	�"#���4 � �������#�� �	������ ��� ����� �������
�� ���8���� �	 ����.��	�

�	 !��� �� �� ���� 8���4 �	�	 	 ��	���	 �� ����.��	 ���;� �� ����������	 ���	�4
��!���	 ���� �	��������� �� ���� ��������	 �� �	�	 ��	���	� � ���	 �� �����	���C
������	 �	 ����.��	 � ���	� �� �	�������	 �	� � �?������	 �	 ����.��	 ��	��������
�	 ������	 �� ���?���� 
 ����#�� #��� ���� �������� �0 ���� �B������ I ����#�� ��������
���� ��	��)�� ��� ���� � ������ �	 ������	�

� ����.��	 �������	 I �������#�� �	�� �� ����!���	 �� ��� ����#	���E J�K �����
�	�� � J��K ����� ������ 
	 �������	 #���	 �������� 	 �������� �?������� � B�� � ��������	
������� 	 ��	��	 �� 2�����	� �� �� ���	���4 ��� �������� �������� �	� B��������4
�	��	���	 � ��	 � �������	�  �� 2	���4 �	�� �� ������������ 2�����	 �� ���������	
������� � �������� �	 �#���	 #���	 � ���������	 B����	 	 ��	���	 2	� ��������	 �	 !���
�� �� ���� 8���� ���� #���	 �������C� � ����4 �	��	����� �� ���8���� ���	�"���4
���?�������4 ����
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� �������� � �������� � ��	����	 �� 2	��� � � �������� �� B���B��� �	���������	�
-	����	������4 � ������2�#��	4 ���	����	C� �������� ��.��	 �� "��	 � �#��� W ��#��C
��������� ������	 �� B���B��� 2���	 �������� �	 ��	 �� ���� �� ������4 	 ����������	
������	� �� �����) � � ����� �?����	� �	 ������ ���	�����


 �������#�� �� ����� ����� �� ����.��	 � 2��B���������� �����)��� �� ��!�����
��������� �	 ��	 B�� � ����� �	�� � ����	������������ ��������� �� 2�����7� ��
����.��	� 
 ��!����� �� ����.��	 �	������� � ���	��� �	 �������� �� ���#	�� 2�����	�

�� (���	 5��	����4 	 ����.��	 � �� ��#� ��������� ������� ��?� �� �������#���
3���� �� ��L �� ���� �� ��2��#������4 *$L �	 ���	� �� �	������	 ����� � ,$L �	 ���	�
�	 �����	��� N5

 0�4 +
+C<��� 0�O�  ����	 �	 2���	 �	 	 ����.��	 �	��� �� ��������	
��!��������� �� ����� �� B��������4 �� 2	��� ��������	 ������� ���� ��������� � ��������
��	���	 ��" �	�

-��� ��� �	����� ��� ���	2������ � ������!���� 	��� 	 ��	��	 �� 2�����	 �
����2	�����	 �� ��#� �� ����.��	 �B�� ��2����	4 �#����C�4 �	� �?����	4 	 �������	 ��
N/�B�� �	 �
� '64 Q��# *64 <���� ,'4  A�#�� ,*4 /��	� �	 �
� 0�4 �	���� � ���U��)�� 0�O�

��� 0	��������	1 +�	�������� � ����	�������


 ���	��� �	 �������	 �������	 ��#��C� 2��������� �	 ����.��	� -	���4 	����� ��#��
�	 ���	������ �� ��#� �� ����.��	 �	�������� ��	 	������4 �� �8���	 ���������� ��
	���	 �������	 ����� �	�	 �������	 �� ��#� ����������� ���� ����	��� ��	��������
� ��������.���� ���� ���������

� ��������� ����� ���	����	 �� ��#� �� ����.��	 �	 	 �	 ����.��	 J
�K �	� 	
�	��� J3�K4 �.��	 J&�K4 ��#���	 J�#K4 ���#��; J��K4 ��.��	 J<�K4 )���	 JX�K � 	 
�C3�C&�4

�C3�C<�4 
�C3�C�#C<�4 
�C�#C<�4 
�C�#C&�4 
�C�#CX� NH���� *�O�

 ����	 I �� ���������� 	���������� � �2���	 �� ��2	��	4 	 �	��� � �� �	 ���������
�������	 �� ��#� �� ����.��	� ����� ��#� �	������� �	��;� �	��� �	�	 �����	 ����C
����� J�	��������7� �� � � �0LK� � �	��� � 2��B���������� �����)��	 �� �	�������	 �	�
	 ��#���	� � ����� 
�C3� 2	� ������	 �� �������4 �	� �?����	4 �	� N�	��	�2	 6'O�


 ��#� ������� �� 
�C&� �	������ � ���?� �������� �	� �� �"���	 �� �����������
������	� � �.��	 ��� �	� 	���������� �	 ����.��	 J$��L ��?��	K � � �� ��#� ���������
��������������� �	� �����������	�


 ��#� ������� 
�C�# �	 � ��� ���� ��� ���	������ ���� �� ��#� �� ���������	
������	� 5��	�� 	 ��#���	 ����� ��� 	���������� ��������� �	 ����.��	4 ��� ��#�
��	 ��������� �	� �����������	 ���� �	��������7� �� ��#���	 ��2���	�� � 6L� 3	����	4
	 ��#���	 ������� � ����;���� ���9���� � �����������4 � ����;���� I �	��	�	 � �
	����������� NH���� *�O�

Y����	 �	 ���#��;4 � �� �������	 �� ��#� B�� ������� � ����;���� ���9����
�� ��#� 2	������ -	���4 ������� � ����������� � � ����;���� I �	��	�	 �����#�������
N�	��	�2	 6'O�


 ���	��9���� �	������� �� ��#� �� 
�C<� � ������ I �� ������� :����) � ����)���
�	�������	 �� 2������	 � 	�������� 
	 �	�#	 �	 ����	4 ��� ��#� 2	��� ���������	
� ��#� �� 
�CX�4 � �������� ��#� �� ����.��	 �����	����� �	�������������

 	 ����� �������	4 ������C� 	 ����� 
�C�#C<�4 ��� �� ��� �� ���� ������C
��� �� ��#� �������� ������������� 
 ���� ����� �������	 �	������ ��������.����
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2��	����� �	�	4 �	� �?����	4 ���� ����;����4 �	��� ����������� I �;����� � �������
����;���� I �	��	�	� 5�� ��#� �	 �����)��� 2��B���������� �� �������7� �� ��B��C
������� � �����4 #��������� �� 2	��� �� ���7� �?��������


 ��#� �� ����.��	 �	 ����!���� � ������ �	 �������	 �� ��#� ��� ����������
%���������4 �����)�C� ��� ���#����	 �	� B����	 ��#����	 ���� ������!��� � ��#�� �
�������	 ������ 	 #���	 �� ��#� B�� �	��;� ����������	 �������	 �� ��#�� � �	� 8���C
�	 ��#����	 ������!��� � ��#� �� ����.��	 	� 	 #��� �� ����)� �	 ����.��	� � �#���	
������ �������� �	��!���7� �� ��#� 	��#���� 	� ������ �� ������)� NH���� *�4 <���� ,'O�

 ���#���7� �	 ���������	 ������	 �������C� ��" � ��2��;���� �� ��#�� 
 ����C
��7� �	 ���������	 ������	 ����	 �	 �������� �	� �� 	� ��� �.#��	 � �������� �
�#��� I ����� B�� ���#�� 	 ���������	 ������	 J�	� �?����	4 ��00CH��K�

W4 ������4 �	��������� ������� � ��#� �� ����.��	 �� �	� #���	E J�K � ��#� ��������
������������ � J��K � ��#� ��	C�������� ������������� 
 ��#� �	 �#���	 #���	 ��	 ��C
������� �	� �����������	4 ���	 ����� �������.��� �	� ��2	�����	 � 2��	 N<�� �	 �
� ,,O�

 ���� �� ��#� B�� ��������� � ��� #���	 �	 � �???4 �???4 �??? � $???� 
 �������
����4 �???4 '??? � 6???4 �	��� �� �������� � ���������	 ������	 �� ������������	
�	� �����������	� 
 ���� �� ��#� �� ����.��	 �	��� �� ���������)��� �	 �#����� �	�	
N�	���� � ���U��)�� 0�4 H���� *�OE

	
��� �: 5�� ��#� �	��;� ��� �� ,,L �� ����.��	4 ���	 	 2���	 � 	 ��.��	 	
��������� �������	 �� ��#�� ���� ����4 �����	��C� ����� �� 0���L �� �	��� ����
�������� � ����;���� ���9���� N<���� ,'O� 3	�	 �?����	4 � ��#� ��00 ��������
��� ����;���� I ������	 �� ����� �� ,0 �-� �	 ����	 ���	)��	 � �4 �� #����4 ����
�� ����� !�� ���� �������	 ���9���	� 5�� ���� �� ��#� � ������ ������	��C
�� ���� �	����	�� ��������	 � �������7� �� B�� � ��B����� #����� ����;���� I
�	��	�	 � �?������� 2	������������

	
��� �: 5�� ���� �	���� � ��#� ���	 ��������� �������	 �� ��#� � 	 �	���� �
��#���	 ������ � �����	���	 I #����������� ���� ��#�� 
 �����	 �� ��B����
B��������� �� 	���	 �������	 �	��� ��� ��#� �� ����	�������� ������� �	����?��

 ��#� ��� ���� ���� ���� � � �0�� B��4 �	�����	 ����� �� ��$L �� �	���4 ��$L
�� ��#���	 � 0�'L �� ���#����	4 �������� ��� �������� �����2���� �	����?��
� �2���	 �� 	����	 "���� � �����������	4 �� ������� �	 �	��	�	 ������������	
Al2CuMg4 2�) �������� � ����;���� ���9���� ���� ��#�� 5�� ��#� �������� ���
����;���� I ������	 �� ����� �� �$0 �-� �	 ����	 �'� 
 ��#� ���� #���	 �	
2��B���������� �����)��� �� ���8���� ���	������� NQ����� �	 �
� ,$O�

	
��� �: � ���#��; � 	 ��������� �������	 �� ��#� ���� #���	� 5�� �������	
�?��� �� ����.���� !������� �������.�� �	 �������� � ������� � ����;���� �	
����.��	 ������ �� 	����	 "����� 
 ��#� ��� �����)��� ���� #���	 � � �00�4
B�� �������� ��� ����;���� I ������	 �� ��0 �-� �	 ����	 ���	)��	 � � ����
����� B�� � ��B��� ��� ��#� �� �������������� #����4 �	� �?������� ��	��������
�� �	��	�	 � �	� �	� ���������� �� ��2	�����	 NH���� *�O� 5�� ��#� ������ �
�����)��� �	 2�����	 �� ����#�� � ������ ���� �������� � #����	�� �� ���	��

	
��� �: 5�� #���	 �	���� 	 ��.��	 �	�	 ��������� �������	 �� ��#�� 
 ���	���
���� ��#�4 �	� ���	 �	���� �� ��.��	4 �	 ���� �	�	 !	 �� 	�������4 	���
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��	 � 2����	����
 �$

�	 ��2������� 3	����	4 � �	� ��������.���� �� ��#���	 �	��� �������� ��
���2	������� �� �������� 2	������ � ���������	 ������	 ���� ��#� ����� �
���������� �	����;���� �	 ��.��	4 ��B����	 B�� � 2�� ��	�8��� �	 2���	 � �����������

	
��� �: � ��#���	 � 	 ��������� �������	 �� ��#� ���� #���	� 5�� �������	 �
�����	���	 �� B��������� ��� $L ���� ��	�	��� 	 ������������	 �	� 	����	 "��C
��� � ���	 �	���8�	 �� ��#���	 ��� �� #����� �2���	 �� ����;���� I ��2	�����	�
5�� 2���	 � ���	�����	 ���� ���� ����;���� I ������	 ���� ��#� ���	 �� �	�C
���7� ���	)���� (�� �� ��#� ��� ���	������ ���� #���	 � � ��#� $0$�4 B��
�	���� ����� �� ��$L �� ��#���	 � 0��L �� ��"��	� �	 ����	 ���	)��	4 ��� ��#�
�������� ��� ����;���� I ������	 �� �,� �-�� 5�� ��#� � �����)��� 	� � 2	��� ��
����� !�� ���� � ���8���� �� �����	��� � �������7� ����� �����	 I �� �������
����;���� I �	��	�	�

	
��� �: 
����������4 ����� �� *0L �� ��	����	 ������� ����� �� ��	���	 �?���C
���	 ��) ������	 I ��#� 
�C�#C<�� � ��������� �������	 �� ��#� ���� #���	 �	 	
��#���	 � 	 ��.��	4 B�� � �	������ �	 �	��	�	 ������������	4 Mg2Si4 ���� �����C
������	 ��	�	�� 	 ������������	 �� ��#� ���� #���	� 5�� ��#� ������ �	���
B��������� ��B���� �� �	���4 ��"��	 � ���#��;� 5�� #���	 �� ��#� ������C
�� ��������.���� ���B���� I �?����	4 	������� � �������7� 	��� � ����;���� I
�	��	�	 � ���	������� 5� ����	 �	�������4 ��� �� ��#� ��� ���	������ ����
#���	 � � '0'� J�L �#4 0�'L <�4 0��L 3� � 0��L 3�K B��4 �� �	�����	 �'4 ��������
��� ����;���� I ������	 �� ����� �� �,0 �-��

	
��� �: 5�� #���	 �	���� �������� �� ���	 ��������	 �� B�� 	 ���������
�������	 �� ��#� �	 	 )���	4 	 ��#���	 � 	 �	���� � )���	 � 	 ��#���	 �	������C
C�4 2	�����	 �� �	��	�	 ������������	 JMgZn2K ���	����� ���	 ������������	
���� ��#� B����	 ������� ������������� 
 ������� 	���������� �	 )���	 � �	
��#���	 �	 ����.��	 �	��� �	.��� 	 �����������	 �� #����� �������� �� �����C
�����	� 3	��#��C� ��� �� ������	 ��������� �� ����;���� ���9����� 5��
��#� �?���� � ����;���� ��� ������� �� �	�� � ��#� �� ����.��	 �	��������

���� �� ����� ��������.���� ��2���	�� I ��#� '??? �� �?����	4 ��� �?���� ���
����������� ���	� I �;������ 
 ��#� 606$ J$�'L X�4 ��$L �#4 ��'L 3� � 0��$L
3�K � ��� �� ��� ���	������ ���� #���	 �4 ��" 	 ���������	 �'4 �������� ���
����;���� I ������	 �� ����� �� $00 �-�� 5�� � �����)��� �� ���8���� ���	�������
�� �	��	����� �����	 � ���7� ��������

	
��� �: 5�� #���	 ��2���C� I ��#� �� 	���	 �������	 ����� ��	 ��2����	� 

��#� ���� #���	 ������� ����� ��#��� ����������� �4 �	� ��� 2���	4 � �� �	���C
�����)���	 ��	 � ����� �����  ��� #���	4 �	��� �������C� � ��#� 
�C<� ����
�������7� B�� ���	���� �����	 � 
�C1� ���� �	����	�� ��������	�

� �����	�������	 �� ��#� �� ����.��	 ��� ��	 ��������� ������	���	 ���� ����C
����� �� �������� B�� �	��� ������	 �.��� �� ����;���� ���9����4 ��B������������4
���?	 ��	 ����.!�	 �4 ������������4 ���?	 ���	 N/�@ ,64 
��	� 0�O� 
���� �� ��#�
�� ����.��	 ��	 ����������� �.��� �� ����;���� ���9���� �	�	 	 �	 ��	 	� �� ��#�
�� ���9��	 J!#��� ���K4 	 �� ��	 ����.!�	4 �� ����� �� 2.7 gcm−3 � ����	 ��2���	� I #���C



�' /�  	 ���
	 ��  ��%��� 0 +����
���
��	

�������� �	 �	 	���	 �������� �������	� �� ������ ��� � ��� ���������C� ��#���
��	�������� ���9���� �� ��������� ��#� �� ����.��	�

0

0.5

1

1.5

2
1
x
x
x

2
x
x
x

3
x
x
x

5
x
x
x

6
x
x
x

7
x
x
x

T
it

â
n

io

N
íq

u
e
l

M
a
g
n

é
si

o

C
o
b

re

A
ço

s

T
e
n

sã
o
 [

G
P

a
]

Tensão limite de elasticidade média

Resistência à tracção mínima

Resistência à tracção máxima

1�#��� ���E =���;���� I ������	 �� ��#� �� ����.��	 JRmK� 3	�������	 �	� 	����
��#� ��������� ����	 ������ �� ����������� ����� �� ��#� �� ����.��	�

����� ��������.���� �� #����� ���	��9���� � � ����;���� I �	��	�	� 
 ������	 �������
�� �� !��� �� "?��	 ������ � ���	 �� ����2.��� ������� I ��#� �� ����.��	 ���� �����C
)��� �� �	����7� ������� ������ �� �� �������	 ������� ���������	 �����	��	�	�

� ����.��	 ������ � ���������� �����)��	 �� ���8���� ��������� �����	 I �� �	�
�	������������� ���������� 
 ��	�������� � �����#�� ��2�����4 ������ � ���	 ������C
������� ���?	4 �;� ��������	 �������� � �����)���	 �� ��#� �� ����.��	 � �������� �
�������#�� ������������� I ��#� 2���	�� -��� ��� ���������� ��� �����#���� ��
��	��������4 �	��������	 � ����	�������� �� ��#� �� ����.��	4 �	������4 �	� �?����	4
	 �������	 �� N/�@ ,64 �	���� � ���U��)�� 0�4 
������� �������O�

��$ 2�����������	 �	� +����������	 � ���������	 ������	

� ��	��	 �� ������������	 �	� �����������	 � �����)��	 ���� �������� � ����;����
���9���� �� �� #����� �8���	 �� ��#� �������� N���� � &��#���� ,,O� 3	� ��� ��	��	
	����C�4 �� ��#� ������� ������������4 ��� ������	 �� ����������	 ���� �����) ��
����� ��2	������ N<���� ,'O� 5�� ����.���� ��	 ������ �	�	 	������	 �	 �	������	
�� ���	���7�4 �������	 ��������� �� ��2	�����	� 3	�	 �	��B�;����4 �������� �
����;���� ���9���� �� ��#� ������� �������������

 � ��� 2	��� #����4 	 ��	��	 �� ������������	 �	� �����������	 �	�� ���	���� �
�#����� ��; ����� �������4 B�� �	��� �� �?������� �� ������ �B�;����E

�� <	������)���	 	� ���������	 ������	 �� 	������)���	E � ��#� � �B������ � ������� �
��� ����������� ����� 	 �	��	 �� 	����!����	 � 	 �	��	 �� 2��	4 ��� B�� � 2	���
��� �������� ���2	��� �� 	����	 "�����
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������ ���E -�	�������� 2.��� � ���9���� �� ��#��� ��#� �� ����.��	
N
������� �������O�

&�#� ρ � � 35� �p � f � s

N# ��−3O N%-�O N%-�O N×10−6K−1O NMDU#QO N�3O N�3O
�0$0 ��6 ', �$�, �� *,, '$* '�$
�060 ��6 ', �$�, �� *,, '$* '�$
�0�� ��* 6� �6�� �� *', '�0 $0$
�00� ��6� ',�$ �'�� �� *,� '$$ '�0
��0� ��6� ',�$ �'�� �� *,� '$$ '�0
$00$ ��6 ',�$ �'�� �� *,6 '$$ '�0
$0$� ��'* 60 �'�� �� ,0� '$0 '0$
$0*� ��'' 6� �'�* �� *,, '�0 $*0
$0*' ��'6 6� �'�6 �� ,00 '�0 $*$
$�$� ��'6 60�$ �'�$ �� ,0� '�$ $,0
$�$� ��', 60 �'�� �� *,* '$0 '0$
$�$� ��', 60�$ �'�$ �� *,6 '�$ '00
$6$� ��'* 60�$ �'�$ �� *,6 '�$ $,$
'0'0 ��6 ',�$ �'�� �� *,* '$$ '�0
'0'� ��6 60 �'�� �� *,$ '$0 $*0
'0'� ��6 ',�$ �'�� �� *,* '$$ '�$
'0*� ��6� 60 �'�� �� *,� '$0 $6$
'�$� ��6� 60 �'�� �� *,� '$0 $*$
60�0 ��*� 6� �6�� �� *$6 '�0 �6$
60�0 ��6* 60 �'�� �� *6� '�$ '0$
606$ ��*� 6� �6�� �� *'� '�$ �6$

ρ C ��������P � C �"���	 �� �����������P � C �"���	 �� �	���P
35� C 3	�!������ �� �?����	 �������P �p C 3��	� ����.!�	P
� f C ����������� �� 2��	P � s C ����������� �� 	����!����	�

�� �;����� 	� ���������	 ������	 �� �;�����E � ��#� � ����2����� ����������� #����C
����� ��� I ����������� ��������4 ���	 �� #���� �����)��	4 �	�	 :���	 �� �;�����4
� �#���

�� ���������	 �� �������������	 	� �������	E ��� ���������	 � �������	 ���� B�� �
�	�� 2	���� ����������	 !�	 � �����	4 ���	 ��� 	 	�������	 ��������� �� �	�	
	 ��	��	 �� ������������	 �	� �����������	� � �������������	 �	�� �� �������4 �
2	� I ����������� ��������4 	� ����!����4 � �����)��	 � ����������� ��� ��������

�� !#��� ��� �������C� � 2�� �	 ���������	 ������	 �� ������������	 �	� �����������	�

�	 ��	 �� 	������)���	4 � ��#� �� ����.��	 � �B������ � ��� ����������� �� ���C
�� �� $00 �3 � ������� � �� ����������� ������� 	 ����	 �������	 ���� B�� � �;
	������)���	 �	������ N<����� *�O� 
�" ��� ���������	4 � ��#� � ������ � �;����� ��
�#�� I ����������� ��������� �	 ��	 �� ���� �� 2	��� �	����?�4 �	��� �����	����C
� ���7� ������� B�� �	����	 ��� ��#�� � ���	��7�� ���� ��	4 ���� ���C� �#�� ��
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������ ���E =���;���� � ����)� �� ��#��� ��#� �� ����.��	 N
������� �������O�

&�#� �;����� �p0.2 �m H/
N�-�O N�-�O

�0$0 � �0C'0 '$C,$ �*C��
�060 � �0C$0 '0C,0 �*C��
��60 � �0C'0 '0C,0 �*C��
�0�� �' �$0C��0 ��0C�,0 ��0C��0
�00� � �$C60 ,$C��0 �0C�$
��0� � �$C60 ,$C��0 �0C�$
'00$ �' ��0C�*0 �'0C�00 *$C�00
'0'0 �' �'0C��0 �*0C�$0 $0C*0
'0'� �' ��0C��0 �60C��0 *$C�0$
'0'� �' �60C��0 �00C�'0 $$C*$
'0*� �' ��0C��0 �60C�$0 *$C��0
'�'� �' �60C��0 �00C�'0 $$C*$
'�0� �' �60C��0 �00C�'0 $$C*$
60�0 �' �60C�$0 �$0C��0 �0$C��$
6�0* �' �60C�$0 �$0C��0 �0$C��$

�p0.2 C ����	 � 0��L �� ��2	�����	 ����?���P
�m C ����	 �� �������P H/ C  ���)� /�������

�������	 J�00 �3K4 "��	 	� �� 2�����	� 
�" �;�����4 �	�� �����)��C� �� ���������	 ��
���������	 �� ���7� ���� ����)�� � ���7� ������� �� ��	���	 �?������	4 �������	
	� �� ���� 2	����� �� #�	������ �	����?��

5�� ��#� �� ����.��	 �	���4 ��" �;�����4 ��������� �	� �������������	 I �����C
������ ��������� 
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�� ��#��	 �	� ������ �� #��	 �� ��B���� ��	��������	� 5�� ��	��	 ���#��C� �	�
�	��#	��)���	� 
 ����#�� ������� �	 �������� ��������	 � ��2���	� I �	 �������� ��2	����	
�4 �	��B����������4 � �� ����;���� ���9���� ������� ��#���������� -	���4 ��� ��)
B�� � ����)� �������4 ��C� �� ������	 �� ������������


 ������	 � � ����������� � B�� � �2����� � ����������	 �	��� �2����� � 2�� ���C
B����� �� ���������)���	4 ���������	C� B����	 � ����������	 2	� ����������� <� ��	�#���
	 ������	 �� �����������4 �� ��������	 �� �	�	 #��	 ��	C��2	����	 �� �������� ��
��#� ����������� 5�� ������ 2	�����	 ��� �������� �������)���� 
�" ������;����
��� ��������	 �� ����	 ������������� �	�#	 I ����������� B�� ��	����� � ���������)���	4
� �������� ��2	����� � �	�������� ������.�� �	� ��� �������� �� #��	 ���������)��	�


 ���������)���	 �������� 	�	��� ������ �� �?����	 �� �� �8���	 �	���	 ���� 	 ����C
��	� �� �� #��	 ��2	����	 	� �� ��#����	 �� �� ������ �� #��	 	��#���� �� #����� ��	����C
����	 ���� 	 ������	� �� ��� ��#��	 �� ��#� ��� 2	�������� ��2	����� N ������ � �� ,'O�
 ������ ��� ���������)���	 ��������4 � ��� ��) B�� � ��#�7� ��2	����� �	 ������.C
�� �	� ��#�7� ��	C��2	�����4 	 ���������	 �� �� �	�	 #��	 �� �?����	 �	���) �
��� ���������	 �� ����#�� ������� �	 ���������


 ����������� �� ���������)���	 ������� �� B��������� �� ��2	�����	 � 2��	� %�����
��2	����7� �	����	���� � �.��� ������	 �� ����������	 � � ��� ����������� ��
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���������)���	 �	����	������ ��� ���?�� ���� ��	4 � ����#�� ������� ��B������ ����
������� � ����������	 �� ����	�������� � ���	� N<����� *�O�

�	 ��	��	 �� ��2	�����	 � B�����4 � ����������	 � ���������)���	 �	��� ��� ��#��
	� ����	 � �	����7� �� ��2	�����	 � ����������� ������� N>����� *,4  ������ � �� ,'O�
-	� �	��#�����4 ��� ��	��	 �����#���C� �	 ��������	 ��	��	 ������	 ���� ��C
�	������	 �� ����������	 � ���������)���	 ���9�����

�� ��#� �� ����.��	 ������ � ��2	�����	 � B�����4 � ����	 ����� ��� � �� ���	�
��?��	4 ���	�����	 �	� ����	 ��?��� 	� �� ���	4 ���������	 ���	� ��� � !?�� ���
���	� �	������4 ������������ �� ��2	�����	� ��� �������4 �� B�� � ����	 � !?� ���
���	� ���������	 �� ����	 ��?��� � �� ����	 ������ �� �����������4 	 �������	 ��
����������	 	����7��C� �	 �� ����������	� 5�� ����	 �����4 ���#���� �	� ����	
�� ��#��� �����	����	4 � � ����;���� ���9���� �� �?��;���� �� �� �B���.���	 ���9���	
����� 	 ����������	 � � ����������	 N>����� *,O� � ��#��� �����	����	 " � ����#� ��"
�� ���.	�	 ������"��	 B�� � �	�� ������� �	� ��� ��2	�����	 �#��!������� 
 ��?� ��
����������	 �����C� B����	 � �������� �� ���	���7� � �������)� #���� � �� �B���.C
���	 ���9���	 ����� � ���	������ �� #�����	 �� ���	���7� � � ���	������ �� ���B������	
NH������ ,'O�

� �������	 �� ����������	 � ���������)���	 ���9����4 �	 �	������	 �	 ��������	
�������	 ������	4 ��	 ��	��)�� #��	 ����	 �� ���	���7�� � �	�	 #��	 ������C
���4 ������� 	 ���������	4 �� #�������� �� ��2	�����	 ����� � )	�� �� B�� ���������
J	��� �	���	� ��� ���	 � ��2	�����	K4 B�� �������� � ���	� �������� �� ���	���7�4
� � )	�� ��������� I 2�	������ �"���4 B�� ��� � ���	� �������� �� ���	���7��

��3 
������4�

-�����������4 � #��� �� �������7� �� ��#� �� ����.��	 � ����	 �?����4 ����	�����	
���� ���� 	 ���?���	 �� �	��� � ������ ��� �������	 �� �	�	�� � �������� ���	���C
���� N5

 
��	�	����O� 5�� �������� 2	��� �� ������ �	�	 �������� �� ��#�������
������ � �� ���?	 ���	 � �	 �	�������	 ������� �	 ����	 �	����	 N
���� 0�O� -	�
�?����	4 � ��	C�?��;���� ���� ��������4 �����)��C�C�� ���� ���?��;���� �	 �����	���
����	 �	�������� � �������	 ����	 �	����.�	4 ���	 ����	 V��#�� �� �,0�4 �	������ ��
�	�	� ���	�"��� �� B����	 �������	 �	��!���	 �	� �� ��	�	 �� 13 kg �� ����.��	 ����
� ����)�� 	 ��	� �� ���8���� ���	�������4 �� /	���# 6�6 �	���� ����� �� 6$ �	����C
�� �� ����.��	� ,0L �� �������� �	 ������ ������� ��������	 � ������ �� ����.��	
N+
+ 0�O�


 �	���������	 �� ��#� �� ����.��	 � �� 2���	�C����� �� �!��;���� �� �	�	�� ��
�	�����	 ������� �� ���	�"��� � ����7� ��� �	�	 �� �	��	�	 �� ���� ���	�������
5�� �	��� ������������� ����� � �	������	 �� ���2.��	 �� ���?� ���������	 � ������C
�� I �	��	�	� �� ���8���� ���������4 ������� � B�������� �	 �������	 ��	�	��)���	
	 �	����.��� ���	����	 �	 �����	��� ��������� �����	 �	 �� ���?	 ��	�

�� !#��� ��� �	���C� � �����)���	 ������� �� ��#� �� ����.��	�  � ��	��	 �	�
��� !#���4 � ���8���� �	 �����	���4 B�� ������ � ���8���� ���	�"���4 ���	�������4
2���	������ � �����4 ������ 	 2�����	 � �����)���	 �� �	��	����� �� ����.��	� <�#���������
���	����C� � ���8���� �� ������#�� � ��	�����	������	�  ����	 �� 2�����	 ���	������
�	� 	���	4 ���	�����C� 	 �B��������	 ���	����	4 �	�������	 � ��B�������� �	 B����	
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��� ���������C� �������7� �.���� �� ��#��� ��#� �� ����.��	� =�����C�4 ������4 �
�����)���	 �� ��#� �� ����.��	 �	 2�����	 �� �������� �	��"��	 � �� �������� ���������

Transportes

26%

Embalagem e 

acondicionamento

20%

Construção

20%

Electricidade

9%

Outros

25%

1�#��� ���E  ���������	 �� ��	����	 �� ��#� �� ����.��	 �� ��2������ ���8�����

������ ���E 
������7� �.���� �� ��#��� ��#� �� ����.��	�

&�#� 5���	 
������7� �.����
��00 � 3���� !�� ���� �������	 ���9���	4

H�� ���7��
�00� � =������"��	 �� ����	4 �B��������	

H�� B�.���	4 ����� ���� �������	 ���9���	�
$0$� � �����	��� ����	4

H�� ���8���� �����4 ���	 ���������	�
�0�� � 5������� ���	��������

�'
'0'� � 5������� ���� �����	��� �������� � �����4

�' 	��	���	4 ����� �� �	��	�	�
606$ � 5������� ���	������� � 	�����

�'

����� �����
��� �	��	�������

H	�� �� ���4 �?���� ����� �� $�00 ���7� �	������� �� ���#���	 � �	�� �	 ����	4
� ����	 ������� �� �����"����	 � ���7� ��#���	� -���;C� B�� � ��	���� ���� ������	
�	������� ������� ����� �� '0L �� ��"?��� ������� 5�� 2���	 ���	���� � ���	��9����
�� ���8���� ���	������� N+
+C<��� 0�O�

� �����	�������	 �� ���8���� �� ������	 �	������� �	����� �������� �� ��#� ��
����.��	 ���� � �� ������	 ���	 ����	 V��#�� ��� �	 ��� �� �	��� �	 ��.��	 �	 ����	
SS4 � ��#� �� ����.��	 ������.��� #����������� � �������4 	 ��	 � 	���	 �	��	������
� �������	 ����	 B�� �����)��� 	 ����.��	 �?����������� 2	� �	����.�	 �	 ��	 ������


 �	�������	 �� ����)�4 ����;���� � ����������� �	��� � ��#� �� ����.��	 ��������
����� ���� � ��	����	 �� ��� �� ���7� �	�������� 
 ��#� �� ����.��	 ��� ��������
��	���� � ���7� � ���7� ������� ���	����� �� �		 �� ���� �������� � 	 ������
�������� !�	 ����� �� �	������	 ������	� 
 ������� �	 ���	�	 � �	 ���#���	
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�	 ���7� �	������� � �������� �	 2���� �� ��#� 	� �	��"��	 �� ����.��	 �� �	�	 �
� �	���� ��	 �4 �	��B����������4 �	����.����

�� ���8���� ���	�������4 � ��������� �� �����	�������	 �� �	�� ��#� �� ����.��	
������ � ��� ������	� �	 �����	�������	 �	 
���� 
�*0 J!#��� ���K4 	 ���	� � 	 ���
�������	 ����	 �	������� ��� �	 ��� �� �	��4 � ������#���	 � �����	�������	 �� �	��
��#� �� ����.��	 ���� ��� ����	 ����	�������� N
��	� 0�O� 5�� ����2� !�	� � ���#	 ��
������ �
	��4 B�� ��	�?� �	�� ��#� B�� �����	��� ����;���� � ������������ I �� �
2����#��4 �	�	 �������	 �� �����	 �� �� � ���� �� ������#�� 2	����	 B�� ������ I
2���#� ���	�� ���� 2��B����� ������#�� � �����������	 ������� �	�	 	 ����	 8��� ��
���� �	 ����	�

1�#��� ���E 
���� 
�*04 �	 B��� � �����)�� ��� #����� ����� �� �	��	����� �� �	��
��#� �� ����.��	�


 ��#� �� ����.��	 ������ �	 �������� �� ���� �� ��#������� ������	���� �	�
� ���8���� ���	�������� ����	 �	 �	��	����� ���	����	 �	 �������4 �����"��	
	������ � ������ ������� ������ �	 2�������	 �� ��#� 	� �	��"��	 �� �����) ��
����.��	 N���?����C �� ,,O�

����� �����
��� ��
�� !	�


 �����)���	 �� ��#� �� ����.��	 �� ��	�	 �� �	�	�� �� ����7� � ���	�"��� ���
��������	 �� 8����� ������4 ��� �	�	 	 2�����	 �� ������ �� �������	 J!#��� ��$K4
������	��4 ���?� �� �������	 � ����� N������ �	 �
� 00O�

W ����	 B�� 	 �	 �	 ����.��	 � �� �� ��#�4 ���� �� �������� 	 ��	 �	��� ��
�� ��.���	4 �	������� ���� � �������������� ���������4 ���	 B�� ��� �������� �	���
�� �	�������� ��������	� 
 �� �����)���	 ������ � �?��	���� �� ����	 �� �#������
N5

 
��	�	����O� 
 ��#� �� ����.��	 �	��� ���	 �	��� �� ��	���	 �� ����#�� ����C
�����  ��� �	�	4 ��� ��	B�� �� �� ��.���	 B�� �	���� � �������� ���	������������ ��
��#� �� ����.��	4 	 ������	 � ��	����	 ���� �������� � ��	 ���	 �� 	��������

5����C� B�� ����� �� ,0L �	 ����7�4 ��� �	�	 ���	����	 � �	�����	��4 �	�C
�;� �	��	 �� ��#� �� ����.��	� 
 ��	��� ������C� �	� � �� ����;���� I �	��	�	
�	�������������� I �	 ��	� 
 ����	����� �� �� ��.���	 �� ����.��	 ��� ��� ���� 8���
��; ��)� �����	� I �� ��� ����	����� �� ��	� 
 ��#� �� ����.��	 �	 �	��	 ��������4
���������	 �����	���� ���#� ������� ��������	 �����	4 B�.���	 � �������	�
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1�#��� ��$E 3����� �� �������	 �	 <��� %� &*$0 �	�������� 2���� �� ��#� �� ����.��	�

5� ��.���	 �	������� ��B���	4 � ����	����� �� ����.��	 �	��� ���� ����� ��
�$L ���	 �	 B�� � �� ��	4 ���������	 ����� ���#� ���	��4 �������� � �����������
J!#��� ��' � ��6K � �	���� 	 �	���	 �� �	����.��� N5

 
��	 ������O�

1�#��� ��'E 1������ '�� <��#������4 B�� ���	��� I �����)���	 �� ��� �������� ���� � �.#���
�� ��#� �� ����.��	4 ���� �������� � ������������ 
 �� �������� �� ��#� �� ����.��	4
�����	����� ���� �
	��4 � �6L ��� ���� B�� � �������� �	�������� �� ��	 � 	2�����
��� ����	��� �� $*L �� ��#���) �� �	��	 �	�������������� I �� ��	 �����)��	 �	 1������
�$'�

����" �����
��� �	 	�#���$	� 	 ������������	�
�

�� ���8���� �� ������#�� � ��	�����	������	4 � #����� �����)���	 �� ��#� �� ����.��	
��� ���� � ���� �� ��2��#������4 ���������� �� 2	��� �������� � ����.��	 �� ���������
N5

 0�4 +
+C<��� 0�O�


 ���� �� ����.��	4 �	�	 � ����������� �� !#��� ��*4 �	 �	�����	�� ���2���	 �	�
�	 ��������4 ����4 �	�����	4 �����������4 �#��	 � ����������� 
 ���	� B���������
�� ���� �� ������ �	 2���� �� ����.��	 � � �� �	���������� � 2��������� �	����������
N/�@ ,6O� 5�� �������� ��	 �������� ��	�4 ������ 	 ��	��4 �����	 � #���!����	
	��#����4 � ���� � ��	 ��	��� ���������

(�� ���� �� ����.��	 �.���� ��� ����� �� �* #���� B����	 ��)��� 
 ���� �� ��	
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1�#��� ��6E � �	�	 ��	�"���	 �� ���������� �	���� �� ���� �� �������� �������
2���� �� ����.��	 �?������	 ��#��	 �	� ����� ��"?����

���� 	 �	��	 � ��� #����2� �� ����	 �	�� ��)� ����  ��� � �������� �����)���	 �	
����.��	 �� ��	����	 �� ���� �� ��2��#������4 	 2�����	 �� ���� ��	���� �������������

���������� #���C� ����� '0L �	 �������� B�� ��� �������	 ���� 2������� ��� ����
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� ,,4 3	���	 0�4 &��� � =��	 0�O � 	 ��#	C
����	 ����� N3���	 � ����� 0�O�


 ������� ������ �� ������#;���� ����!���� ������ ����	��)�� ������������� 	
��	��	 �	#�����	 �����	�  ��� ������C� 	 ��	��������	 �	� ���� ����	���
N1���U�A� � \�#�A� ,*O�

������ �;� ��	 �����)��� �	� ���	 	���	 ���	�	 � �������4 �	�	 � ��#�����)�C
��	 �� ��	�4 �� ������!����	 �� ���9����	 �	 �	���	 �	��������	 2��	���	�"#��	
N1���U�A� 0�O�


��� �	 ���	�	 �� ������!����	 �� ���9����	4 �	 ����� �����	����	 ���	�	
������#���� �� ������	 �� �	���	 � ������!����	 �� ���9����	 ���� ������� ��2�����
N1���U�A� � \�#�A� ,*O� 5�� ����	 � �������	 �	� ���	� ������� �	 ���.���	 �0�

��� *�6�7���� �� �����������


 ����������� �	�� �� ����� ����	�������� �	 �	��	�������	 �	 ��������� 
 ��C
:�;���� �� ����������� �	 �	��	�������	 ���9���	 ��	 � ������ I ��	��������� 5?���
������ ��� ���������	 ������ �� #�����	 �� ���	� �	� ��2	�����	 ������� � �	 �	�����	
�	� �����	 ����� "���	�

3�	 	 �������� �?����	� ����� � ��� ����������� �#��!����������� ��2������ ��
����4 	 ���	� ������	 �	� �	������	 � �������	4 �����	���	 �	 ���	� ������	 ���	 �	�����	
�	� 2���������4 � ���	����� ���	 �����	�������	 �� #�������� �� ����������� �	
������	� �� ����� 5�� #�������� ����)��	 �	��� �� ���	����� ���	 �����������	
�� ��2	�����	 �4 �	��B����������4 ���7� ���������� 1��� �	 ��2����	4 �	��������C
C� � ���	��9���� �� � ����	��)�� 	 �2���	 �8��	 �� ����������� �� ������ ���9���� �	

��� ���	
� ���������� ���	�
���
����



1�*�  ����
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�	��	�������	 �� ��#� �� ����.��	�
� �	���	 �	��������	 ����� ��� �� �	��������	 	 2��"���	 ����)��	 ���� ���C

�������� � ��	��)��	 I ��) �� ����	���9���� �� �����������4 �	�	 � #�����	 �� ���	�
�	� ��2	�����	 �������� ������ � ��	�������� ���9����4 �����)��� ���� �	������	
�	���������4 ����� �� 2����	 �� ������������ 
 ��������� �� ������	 �� �����������
�	��� 	 ���	 �	�������	��� ��� ������	�


 �������� ������� �������� ����������4 �� 2	��� � ������� ��	��	 ����	��C
�9���	4 �	����� � ���"��� �� ����������� �	 �������� ���������� �	������ �������
�	�� � 	������	 �� 2�����	� 5�� ��	��������	4 �	������	 �	� �	������	 �	�������4 ��C
���)� 	 ���	� #����	 �	� ��2	�����	 ������� � �	� �����	4 ��� �	�	 	 ���	� ��	���	 �	�
	 ���	 �������� N
��� 0�O� 5�� ������� ������ �	��������� ����� � �����������
����� �� ��������	 �� ��	�������� ���9���� �	 ��������� ���� �	����7�4 	 ������	
�� ��������	 ���� ���	 �� �	������	 ����������C� ����	 ������	�

-	����	������4 � ������� �����	����� ���� � ������� � ��:�;���� �� �����������
�� ��	��	 ���9���	 �������C� �� ���"��� �	 ����	 �� ����������� �	 ��������
���������� �	�	#���	 ������� 	 ��	��	� 5�� �����!����	 ��	��C� �� �	��������	
�� ��� ����;���� ������� �����)����� 
 ������� ��2�����4 B�� �� �	��������� ������� �
��	�������� �� 2����	 �� �����������4 ��������4 �� ��� 2	��� ���	?�����4 �	�����
��	��	 B�� ���	����� ����2�������	 	� �B��������	�

5� ����	 �	 ��	 604 X����U��A��) NX���U��A��) �	 �
� *'4 X���U��A��) � ��@�	� ,�O
��	�T ��� �������� 	����	 ��	����� ���� ��	���� �� ��	����� �� �?����	� +������C
�����4 	 ��#	����	 �����)��	 ��	���� 	 ��	����� ���9���	 ���� ��� ���� ����������	
�����	����� �� ������������ -	����	������4 	 �B���� �������	 �����)��	 �������� 	�C
��� �������������� � ����������	 �� ����������� � 	 ����	 �� ���	������ �	 ������	�
�� ���� J�� ��2	�����	 �����K�

=��	�����	 � ��� ������#�� �� ��	�������	 ���������4 �� �,*04 =����	 � Q	��@���
N=����	 � Q	��@��� *0�4 =����	 � Q	��@��� *0�O ����������� ��#	����	 �� �������	
!���	 ���� ���������� � 	����	 �� ��	��	 ��������� �� ��2	�����	 �������� 

	���7� ������� � ���9����4 ��� �	�	 � ����������	 �	 ����	 �� ����������� ��
2���������4 �	 	����� ���������������

����� ��	���#��4 �	��������	 � ��:�;���� �� �����������4 �;� ��	 �����������
 ��� �������C� � �� -��)@�� N-��)@�� ,�O4 <)��	 � >��#� N<)��	 � >��#� ,$O4 >�) M�C
��	� N>�) M�� ,*O4 =	���#�� � ������ N=	���#�� � ������ ,*O �  	����� N 	����� 0�O�

��$ 
�	�������	 ����	���5���	

� ��	����� ��	����	 ��#��4 2��B����������4 �� �������7� �� ��#�������� 5�� ����
�� ��	����� �	�� ��!���C� �� �#����� ������� NX���U��A��) � ��@�	� ,�OE

�����
����� � ��	���� ����
���� ��� ����
�� ��� ����� ��� ��
����� � ������
�� ��
	�
�� � ������� ��������	�� � ��� ��������� ��� ����� ������ ������	���
!��	�� ��	���� "�# ���$�� ������ ���� ��� ��	����� ���������	����	� ��� ���
	��� � "%# ���$�� ���&��	� �� ������� ��������	�� ���� ��� �
����� �� ����
 ���
�������� ����������

W ������ ���� ����!��� 	 ��	����� ��	����	 �� ��� ����#	��� �������E J�K ��	���C
�� ���	 ��	�������	 	�	��� �	 �	�.��	 �� �����2��� ���� �	����7� 2�	������ �. ���	��
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� J��K ��	����� ���	 ��	�������	 ��	��� �� ��2������ 2��"���	 2.��	 B�� 	�	����4 �	���
	� ������������4 �� �	�.��	 	����	�	 N3������ �	 �
� ,�O� � ��	��	 �� ��2	�����	
�� ��	�������	 ����	���9���	 �	 �� �?����	 �� �#���� ���� �� ��	����� ��2����	�

 �������� �� ����	 ������	 ��:�������C� ���������� � �2����� � �B���7� B��
#	������ 	 ����	 ����������� 
 ���������	 	�	��� �	 �.��� �	��� �	 ���	 �	��.��	�

�� ���� �� B�� � �������� �	 ��	����� �	��� �� ����������� �����������������
�� ���� ���	�.��	 � 	 ��	�������	 ��	����� �� 2�	������ �	��� ���	�����C�4 �	�
�?����	4 	 ��	����� �� B�� 	 ��	�"��	 �� ���	��	���	 �	 �	�.��	 � � �	�������	
��������D�������.��4 �� B���B��� �	������	 2.���� 5�� 2	��� �� ��	�������	 � ��
��B����	 �� �������7� �� #����� ������

 � ��� 2	��� #����4 	 ��	����� ��	����	 �	�� �� �������	 �	�	 ��� �	��	���	 ��
����	������ 5� ���� �� �?��� �	��;���� B��� �	 �	��	 �� ���� 2.��	 B��� �	�	�"#��	�
-	���4 	 ��	����� �	 ���������� �� �	 	���	 N 	����� 0�O� -	��� �������C�
������� �� ��	����	 ������� �� ���� ����	����� B�� �	������ � 	����C� � 	����	 �	
��	����� ��	����	 	��#����� <�	 ������ � ������#�� �������� �� ��	���� �� ��	�����
��	����	�

"�%�� ��
��
&$��� �	 �������	�
�


 ������#�� ��� �	��� ���� � ��	����	 �� ��	����� �� ��	�������	 �������C� ��
�#����� ����#	��� N3������ �	 �
� ,'OE

�� ���������	 �����9��	 �	 �	�.��	E ��� ������#�� ���� � �� 8���	 �	�����	 ��
�B���7� ��#������ B�� ���	��� �	�� � �������� ���������� %���������4 ���
�������� ���������� � �������)���	 �� ��2������ �	�.��	 	� �� 2��"���	 2.��	
��2�������

�� ���������	 �B������� �	 �	�.��	� W �������	 �	������� 	 ����	 �� ��	���C
����	 �	 �#���	 �����	 �� �B���7�� 
 ������#�� �	���) � ����	 �����
�� �B���7� ��#������� 3��� �B����	 ������ �� ��	����� �?����������� ���� �
�������� ������	���� �	� 	 �	�.��	 � B�� ��) ������	�


��� � ������#�� �	��� �����#�� � �������#��� 
 �������� ������#�� �������
�	 �����	�������	 �� �� ��	#���� �	� ��� �������� ����.!�� � ������� �� �����)���
�� #����������� �	 ��	#���� �	�������� 5�� �"��#	 �	����?	4 �� ��2.��� �	��!����	
� �����)���	4 �	���� �� ��������)��	 ���������� �	 �.��� ����	 �� ������7�� 
����
�� ������� �!��;���� �� �������	 B�� ��� ������#�� �	���� 	2������4 	 �2	��	 ����C
���	 �� �����	�������	 �� ��������� �"��#	 � �?����	 ����	 �� �	��� � �����������
N3������ �	 �
� ,�O�


 �#���� ������#�� ������� B�� � 	����	 �� ���� ����	����� ��� ���	������ �	C
���������� � ��	#���� �����)��	 �	����	 �� �����	����	 ��������������� 	� ��
�������	 �� 2	��� � �	��������� 	 ����	 �� ��	�������	� (�� �� �����#�� ��C
�� ������#�� � B�� ������� B�� 	 ��2������ ��	#���� �	�� �� �����	����	 �	�
��2������ ������#��	�� �����)���	 ������#�� � ���	�	 ��2������� 
 ��	����	 ����
���� �	�.��	 �	�� �� 2��������� �	��!����4 �������� �D	� ����2���	���� 5�� ������C
#�� �	����� � 2��������� ��������� � �	�������	 ��������D�������.�� N3������ �	 �
� ,'O�
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�	�����4 ��� ��	���#�� �������� 	 ���	��������� �� �������� �� �� ��	#���� �� ��C
�����#���	 ����� 	 ����	 ��	������ 5�� ���� ����2���� ��2	�����	 ����� 	 ��2������
��	�����4 ����!��� � �	����#;���� � ����	��)�� �	�	 	 ��	��	 #�	���������

%��������� �����&��� �� �������


 �B���7� B�� #	������ 	 ��	����� ����	���9���	 �������)��	 �� �������	 !���	
�	��� �� ���� �� �#����� 2	���E

RM(t,x, ẋ;T, Ṫ) = 0 J���K

RT(t,T, Ṫ;x, ẋ) = 0 J���K

	��� � �?����	 RM = 0 ��������� � 2	��� ������� �� �	�����	 �� �B���.���	 � ��#� �
���	������ ẋ = v ���� �� "���	 ���		� 
 �#���� �B����	 ����	����4 RT = 04 ��!��
� 2	��� ������� �� �B����	 �� �	�����	 �� ���	� �� ��#��� ���������� 
 #�����)�
����	���� x � T � � �� ���	������ ��2����C� �	 ���	 �"4 ���	 �	�������� ���
8���� �������)���	 �� �������	 !���	� �	 ��	 �������4 � ��	���7� �� #�	������ x �
�� ����������� T �	 ���� ���������������� ������� 	 ��	��	 �� ��2	�����	�

�	 ��	 �� ��	����� �� ��	�������	 ����	���9���	 �� ���������	 �����9��	 �	
�	�.��	4 � ������#�� ���� I ��	����	 �� �� ����� ��	C������ �� �B���7� ��#������ ��
2	��� �#�����E {

RM(t,x, ẋ;T, Ṫ)
RT(t,T, Ṫ;x, ẋ)

}
=
{

0
0

}
. J���K

���� �����4 ẋ � Ṫ �	 	 ����	�� �� ���"#���� �	���� 5�� ������#�� �	�� �� ��C
�	������ �� �����	 �B���� �� �������)���	 ����	��� ���� ��	����	 �� ��	����� ��	C
C��������  � ����� ���4 �������C� 	 ���	�	 ����.���	 �� ��A�	�C=���	� J� ��
��������K4 � 	 ���	�	 �� ��A�	� ������ N3������ �	 �
� ,�O� 5�� ���	�	4 B����	
�����)��	 �� ����� ��	����	4 ��������� � ���� �����#�� � � ���� ������C
�� B�� �� ��	����� ����	����	 �� ��������.���� �������� -	� �?����	4 	 �B����
�	�������� ����.���	4

xt+∆t = xt + ∆t ẋt+∆t

Tt+∆t = Tt + ∆t Ṫt+∆t, J���K

��B��� � 	����	 �	 ����� J���K ���� x = xt+∆t � T = Tt+∆t �	 ������� t + ∆t� 5���	4
	����C� 	 ����� N 	����� 0�O{

RM(t + ∆t,xt + ∆t ẋt+∆t, ẋt+∆t;Tt + ∆t Ṫt+∆t, Ṫt+∆t)
RT(t + ∆t,Tt + ∆t Ṫt+∆t, Ṫt+∆t;xt + ∆t ẋt+∆t, ẋt+∆t)

}
=
{

0
0

}
. J��$K

� ��#	����	 #���� �����	 ���� ������#�� �� ���������	 �����9��	 �	 ����	 �	�.��	
�����)���	 ��� ����#����	 ����	��� ����.���� ���	����C� ����������	 �� 2	��� �B����C
���� �	 B����	 ���� (�� �������#�� ���� ������#�� ������C� �	� � ������� ������	 �
��� �	�����	������	 �� �����) #�	��� ������������� I �����)� �� ��	����� �� �	�.��C
	 ������������� 5�� �������#�� � ����� �������� ���	 2���	 �� 	 �����	 �� �����)
#�	���4 B�� ��	�;� �	 ��2������ �	�.��	4 ������������ ��#������ 2.���D��������
�������� -	���4 ��� ��	���#�� �������� � �����#�� �	 ��#	����	 !��� �� ��� ��!���	
� � �� ������ �� �	����#;���� �� �?�B�.��� N3������ �	 �
� ,'O�
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������ ���E 
�#	����	 �� ����#����	 ����.���� �	 ��	��	 ����	������������� ��	����	
�	� ���������	 �����9��	 �	 �	�.��	�

�� +�������)���	P
t = t0, x = x(t0), T = T(t0)

�� 3���	 �	 ���������	 �� ����	P
t ⇒ t + ∆t
3���	 ��������	 �� �	����#;����P

RM(t + ∆t,xt, ẋt,Tt, Ṫt; ẋt+∆t, Ṫt+∆t) = 0
RT(t + ∆t,Tt, Ṫt,xt, ẋt; Ṫt+∆t, ẋt+∆t) = 0

}
ẋt+∆t

Ṫt+∆t
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xt ⇐ xt + ∆t ẋt+∆t

Tt ⇐ Tt + ∆t Ṫt+∆t

ẋt ⇐ ẋt+∆t

Ṫt ⇐ Ṫt+∆t

t ⇐ t + ∆t
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�� +�������)���	P
t = t0, x = x(t0), T = T(t0)

�� 3���	 �	 ���������	P
=�	���� ���� Ṫt � ẋtP

���� RT(t,Tt, Ṫt,xt, ẋt) = 0
���� RM(t,xt, ẋt,Tt, Ṫt) = 0

�� 
������)���	P
t ⇐ t + ∆t

Tt ⇐ Tt + ∆t Ṫt

xt ⇐ xt + ∆t ẋt

�� ��	�� �� ��2	�����	E Tt � xt

$� 1�� �	 ����	 �	 ���������	�

������ ���E 
�#	����	 �� ����#����	 �?��.���� �	 ��	��	 ����	������������� ��	����	
�	� ���������	 �B������� �	 �	�.��	� <	����	 �������

�� +�������)���	P
t = t0, x = x(t0), T = T(t0)

�� 3���	 �	 ���������	P
���� =�	���� ���� ṪtP

RT(t,Tt, Ṫt,xt, ẋt) = 0
���� 
������)���	P

Tt ⇐ Tt + ∆t Ṫt

���� ��	�� �� ��2	����7�E Tt

���� =�	���� ���� ẋtP
RM(t,xt, ẋt,Tt, Ṫt) = 0

��$� 
������)���	P
xt ⇐ xt + ∆t ẋt

��'� ��	�� �� ��2	�����	E xt
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������)���	P
t ⇐ t + ∆t

�� 1�� �	 ����	 �	 ���������	�



�* 1� ����	���
��� � )�	������������ 0 ( 3	�
�� �
  ���

T1 T2

T1 T2

T1 T2

���

T1

T2

T1

T2

T1

T2

���

Incremento t- t

Incremento t

Incremento t+ t

T1

T2

T1

T2

T1

T2

��

1�#��� ���E 5�����#�� �� ��	�������	E J�K ���������	 �����9��	 � ���������	 �B�������
�� J�K 2	��� �������� � J�K �� 2	��� ������ �	 ����	 �	�.��	 �

NX���U��A��) � ��@�	� ,�4 X���U��A��) �	 �
� *'O� -	���4 ��� ����� � ��������� �� ���C
��)���	 ���������


 �����)���	 �� ��#	����	 �	�����	�������� ������ ��	 ��?�����	 �	� ���	�	 ��
�������)���	 	���#� I �����)���	 �� ���������	 �� ����	 ��B���	� 5�� 	���	 �	�� ��
���������� � �	������� �	� ��� ������	 �	 �2	��	 �	�������	����

�	 ��	 ������4 �� B�� � 	����	 ����	���9���� � ������� ��� � ����#�� �	����#;����
�	���4 � ��������.���� �	 ��	��	 �� �	����#;���� �	����C� ��������� I �����)��� �	
���������	 �����9��	 �	 �	�.��	� -	� 	���	 ���	4 B����	 ��	 � 2���� B���B��� ����!��C
��	 �� �	����#;����4 � ��	���#�� �	���C� �?��.���� �� ��	�	 	� �	������� � ��������C�
�	�����	�������� ������ N1������ � -��U 00O� 
����������4 ��	 �?��� ��� ��	��� #����
B�� ��������� �	����#;���� � ����������� ���� �B���� ��	C������� ��	����	 �� �����C
����	 �	 �	�.��	 �B������������ N3������ �	 �
� ,'O�

��' 0�����	 +������	 �� 8����� 
�	����	


 ��	����	 �� ��	����� �� �	�.��	 ��2������ �������� �� ���	 �	�������	��� ������	�
-�����������4 ����� �	 ���������	 B��� �?�	������� �� ���������� �� ������	 �	
��	����	��4 � ����	 B�� 	 ������	 �������	 �	������� �� ������	 �#��!�����	 �����	���
�� ���	������ �� �	�������	�


��� � ������#�� �� ���������	 �B������� �	 �	�.��	 ���������� �� ����	
������	� J�B������)��� �� !#��� ���J�K � J�KK4 �������� �����)�� 2��	���������� � �	C



1�4� �$���� .
�
���� �� 9�	���
	  ����
��	 �,

������������ ���� ������� ��������� 
 ������#�� �	� �����4 ����������������� ��
�����)�� ����#����	 �?��.���� 	� ����.����4 �������� ��� �������� ������������ ��������C
)����� 5�B����	 	 ��	����� �	 �	�.��	 � � ��	����	4 �	�� 	����C�4 ��������������4 �
	����	 �	 ��	����� �	 �	�.��	 �� �� !#��� ���J�K ��� ������#�� ���������C� �� 2	���
�B���������

T1 T2

T1 T2

T1 T2

T1 T2

Paralelo

Sequencial

���

T1

T2

T1

T2

T1

T2

T1

T2

���

1�#��� ���E 5�����#�� �� ��	�������	 �	� ���������	 �B������� �	 ��2������ �	�.��	
J�K �� 2	��� �������� � J�K �� 2	��� ������ �	� ��?.��	 �� �	�������	 ���������


 	����	 ��	����� ���� ������#�� �B������� ������ ������ ��	 �������� ��	���C
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�� 	������������ N=	��.#��)C1����� � H����� ,'O� ���� �����.��	 �	�� � �����7� �	���C
������ ����� �� �	��������4 ���4 ��� ����� ���������� ���������� B����	 2	�������
�� �	�!#����7� �������4 �������� 	� �� B���B��� 	���� �	�!#�����	 ��2�������� �	�C
�������� N
������C3���	 �	 �
� 0�O� 5�� �����.��	 � ���������� ��������	 B����	 �	
�����)��� #�����)� 	�������� N=	��.#��)C1����� � H����� ,'O� -	� �?����	4 � ��������
�������� J����	���K �� ����	 ��	 � �� ���	� 	�������	 �4 �	�	 ���4 �	� 2	��� � 	�������

��



�� '� �����$���
 ��	 2���	 ����%��	

�	 �����.��	 �� 	������������4 �	���C� �������	 �����)�� ��� �������� 	�������� �	 ���C
	� �� ���7�� (�� ��	��� ���	 ������� �� #�����)� 	�������� �� �������� �� ����	
������ �	�� �	���)�� � �2���	 ��	 ������	4 �	�	 	 ��	 �� ��� ���	�� ������� ��
�.��� �� ��2	�����	 �� �	��� ���	 ������	4 ���	�����	 �	� 2��"���	 �� 	������	 ��
�	��� NS��	 �	 �
� ,6O�

���� �������	4 � 2	�������	 ����������4 �������� �	 ������	 �� #����� ��2	�C
���7�4 � ������ �	 ��	 �� B�� � ����� ������� �� ��2	�����	 � �	������ �	� ���
��� ���	�������� � �	 ���� ���	 �� ��� � ��� ������� �	��� �� �������	 ����.���	 �
�������	 N<��	 � H�#�� ,*4 ����) *64 ����)� ,�O � � ���	�����	 B����	 � �	���� 	
�	��	�������	 �� �����4 	��� � ��2	����7� ������� �	 ��B���� B����	 �	�������
�	� � ��������

��� 9����4� 0���������

-��� � �	������ 	 �	������	 �	 "���	 �� #����� ����2	����7� � ���������	 ��!���
� �	���	 �� ���� �	��	 �������� �� ���� ������� �� ����	� -��� ���4 �	�������C�
� ��� �	�!#����7� �	 ���	 �	��.��	 #������	 Ψ ����������� �� !#��� ���� 5��
�	�!#����7� �	��� �� ������� �	�	E

�K ��� �	�!#�����	 �� ��2��;���� C04 �	����	������ �	 ������� �� ����	 t0� ��C
�� �	�!#�����	4 � �	���	 �� �� �	��	 �������� #������	 P 4 ����������� �	 ���	
�	��.��	 Ψ4 � ��!���� ���	 ����	� �� �	���	 x04

x0 = x0(x, t), J���K

�

��K � �	�!#�����	 ������ �	 ���	4 Ct4 �	 ������� �� ����	 t� ���� �	�!#�����	4 �
�	���	 �� ����.���� �������� P � ��!���� ���	 ����	� �� �	���	 x4 ���	 �	�

x = x(x0, t). J���K

 ��� �	�	4 	 ����	�� x � x0 �	��� ������	���C� �� ��	��	 �	�

x = x0 + u(x0, t), J���K

�� B�� u(x0, t) ��������� 	 ���	������	 �	 �	��	 �������� P ����� � �	�!#����7� ��
��2��;���� C0 � �	������ Ct� -	� �	��#�����4 � ���	������ v �	 �	��	 �� ��2��;���� x04
���� ���� �������� ����	��� �	 ����	� �	���	4 � ��!���� �	�E

v = ẋ def=
∂

∂t
x(x0, t). J���K


 �B����	 J���K ��!�� 	 ����	 �� ���	������ �	����	� 
 ��2	�����	 �	��� �� ��)�������
�	 �	��	 P � ��!���� ���	 ���	� #�������� �� ����2	�����	 �	����� F J��� !#��� ���K�
5�� ���	� � ��!���	 �	�

F = F(x0, t)
def=

∂

∂x0
x(x0, t), det(F) > 0. J��$K
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Ct
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O
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x
x0

1�#��� ���E =����������	 �B�������� �� ����2	�����	 ���������� �� �� ���	 �	��.��	
#������	 Ψ� =����������	 �� �	�!#�����	 ������4 Ct4 � �� �	�!#�����	 �� ��2��;����4 C04
�	 ���	 �	 ������� �� ����	 �������4 t4 � ������� �	 ���������	4 t04 ���������������

� ���	� F �	����	��� I ����2	�����	 !���� �� x0 ���� x4 ��!����	 	 �	������	 �	��� �	
���	 �	��.��	 N����)� ,�O� +���	��)���	 � �B����	 J���K �� ��!����	 ������	� 	����C�

F =
∂

∂x0
[x0 + u(x0, t)] = 11 +

∂

∂x0
u(x0, t), J��'K

�� B�� 11 ��������� 	 ���	� ���������� �� �#���� 	���� � ∂
∂x0

u(x0, t) 	 #�������� �	
���	������	�


 ���	��	���	 �	��� �	 ���	� #�������� �� ����2	�����	 F �	�� �� 	����� �	� ����
��� �� �����7� �#�����E

F = VR J��6K

	�
F = RU, J��*K

	��� V � U �	 	 ���	�� �� ��2	�����	 ������ �������	 �B����	 � �������	 ������	4
��������������� � ���	�� V � U �	 ��!���	 �	����	 JV = VT � U = UTK� R �
�� ���	� 	��	#	��� �� �	����	 ������� B�� ����!�� � �#����� ��	��������E

R−1 = RT � det(R) = 1. J��,K

� �	� ���	�	 �� ���	��	���	 �� ����2	�����	 F ��!���	 ���� �B���7� J��6K �
J��*K ���	 �B������������� �������	 �� !#��� ����

 �!��C� �� ����� �� ��?	 	��	#	���4 �	����	 � ���� �	��	 �������� �� �	�!#�C
����	 �� ��2��;���� C04 �� 2	��� � B�� 	 �	������	 �������	 � ��� ��?	 ��� ����������
�����	 I ��2	�����	� �� ���	��	���	 VR J�B����	 J��6KK 	 ����� �� ��?	 �#�� �
�	����	4 �� ����2	�����	 �� C0 ���� Cv� �	�����4 ������� � ����2	�����	 �� Cv ����
Ct4 ��� �	 �	�������	 �	�	 ������� ��� ��) B�� �	 ���������� �	� � ��2	�����	�
-��� � ���	��	���	 RU J�B����	 J��*KK4 ������� � ����2	�����	 �� C0 ���� Cu4 	 ��?	
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Cv
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R

R
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V
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Eixos globais
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seguem a deformação 

Eixos espaciais: não 

seguem a deformação 

Eixos materiais: 

seguem a rotação 

Eixos materiais: 

seguem a rotação 

C0

1�#��� ���E =����������	 �B�������� �	 �	� ���	�	 �� ���	��	���	 �	��� �� ����C
2	�����	 F�

�	 �	�������	 ������� � ���������� �	� � ��2	�����	4 	� ���4 ��	 � ������� �	� �
��2	�����	� 3	����	4 ������� � ����2	�����	 �� Cu ���� Ct4 	 ��?	 �	 �	��!���	
���� ��	���� �	 �����	 �� B�� �	��� �	� 	 �	��	 Ψ� 
 #�����)�4 �	�	 	 ���	��
�� ��2	�����	 � �� ����	4 ��� �	�	 	 �� #��������4 B����	 ��2����� ���� ��?	
��)��C� ��!���� �� �	�!#�����	 ���	����	��� NM	��	� � /����� *�4  	#�� *6O�

� #�������� �� ���	������ L � ��!���	 �	�

L(x, t) def= #���[v(x, t)] =
∂

∂0
v(x, t) =

∂

∂x0
ẋ(x0, t)

∂

∂x
x0(x, t). J���0K

(�� ��) B��4 � ������ �� �?����	 J��$K4

∂

∂x0
ẋ(x0, t) = Ḟ e

∂

∂x
x0(x, t) = F−1, J����K

� �?����	 �	 #�������� �� ���	������ L �	�� �� ������ �� 2	��� ��� �����

L = ḞF−1. J����K

� ���	� #�������� �� ����2	�����	 F ��� �����)��	 ���� �������� � ���������� ��
����	����	���	����������� �� #����� ��2	����7�� -��� ���4 �	������C� ��� �	�!C
#�����	 ���������� �� C0 � Ct4 ����������� �� !#��� ���4 ��!���� �	�	 � �	�!#�����	
	����� �	� ����?�����	 �	��� �� ���7� �� �	�!#�����	 Ct N����)� ,�O � B�� � #�������C
�� ���#���� �	� �	�!#�����	 ����?��� �	��� N&�� ',4 <��	�	] *�4 ��	�	�� *,O�  �!���C�
����� � �#����� �	�!#����7� ������� N��	�	�� � %����	� **4 ���?����C �� ,,OE

Γ0 R 3	�!#�����	 �� ��)������� ��!�������� �	 �	��	 �������� P 4 �	 ������� t0 � I
����������� T0P
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1�#��� ���E =����������	 �B�������� �� ���	��	���	 �	 #�������� �� ����2	�����	 F
�� ��������� ����� ����	������� � ���	��������

Γ̆0 R 3	�!#�����	 	����� ��" ����?���	 ������� �� �	�!#�����	 Γ0P

Γt R 3	�!#�����	 �� ��)������� ��!�������� �	 �	��	 �������� P 4 �	 ������� t � I
����������� T P

Γ̆t R 3	�!#�����	 	����� ��" ����?���	 ������� �� �	�!#�����	 Γt�

<���� dx04 dx̆04 dx � dx̆ 	 ����	�� �� �	���	 �	 �	��	 �������� P �� �	�!#����7�
Γ04 Γ̆04 Γt � Γ̆t4 ��������������� � #�������� �� ��2	�����	 F4 	 #�������� �� ����2	�C
���7� ������� Fe

0 � Fte �	 ������� �� ����	 t0 � t4 ��������������4 � 	 #�������� ��
����2	�����	 ������� Fp �	 ��!���	 ���� �#����� �����7� N��	�	�� � %����	� **OE

dx = Fdx0; dx = Ftedx̆; dx0 = Fe
0dx̆0; dx̆ = Fpdx̆0. J����K

3	� ��� ���� ����2	����7� � ����� �	.��� ������	��� 	 ����	�� dx0 � dx �	 �#�����
�	�	E

dx = FteFp (Fe
0)

−1 dx0. J����K

 � �?����	 J����K �	�� �	������C� B�� 	 #�������� �� ����2	�����	 ������ �	�� ��
���	��	�	 �	�E

F = FteFp (Fe
0)

−1 . J���$K

<���������	 F �� �B����	 �	 #�������� �� ���	������ L J�B����	 J����KK4 �������E

L = Ḟte
(
Fte

)−1 + ḞteFp (Fp)−1 (Fte
)−1

, J���'K

���� �	�	�� ��������� �� ��
���� ����



�* '� �����$���
 ��	 2���	 ����%��	

	� �����
L = Lte + Lp, J���6K

�� B�� Lte = Ḟte(Fte)−1 ��������� � ����� ����	������� � Lp = FteḞp(Fp)−1(Fte)−1 �
����� ���	������� �	 ���	� #�������� �� ���	������ L N
���� �	 �
� *$4 ���?����C �� ,,O�


 ������ �� �B����	 �� ���	��	���	 �	��� ����	������� � �� �B����	 J���6K4 	����C
C��E

Lte = V̇V−1 + VṘR−1V−1 J���*K

Lp = VRḞp (Fp)−1 R−1V−1 J���,K

����	 �� �	��� B��4 ���� � #����������� �	 �������� �������	4 � ��2	����7� �������
���	���� ��B���� ��2	����7�4 ��4 �	���������4 #����� �	���7�4 	 ���	� �������	
V �	�� �� ���	��	�	 �� V = 11 + ε4 �	� |ε| � 11 � �� B�� ε ���#�� 	 ���	� ��
��2	����7� N��	�	�� � %����	� **O� 
�" � ���������	 �� V4 � �����)���	 �� Le 	
����	 �� �#���� 	���� �� |ε| � �� Lp 	 �� �������� 	���� �� |ε|4 � �����7� J���*K
� J���,K ����2	����C� ��

Lte =
�
ε +ṘRT, J���0K

Lp = RḞp(Fp)−1RT, J����K

	��� �
ε= ε̇ + εṘRT − ṘRTε J����K

� � �������� ����	��� 	�������� �� ε4 ��������� �	� � ���	������ �� �	����	 �	����� I
�	����	 ������� R N����)� ,�O�

� #�������� �� ���	������ L �	�� ����� �� ���	��	�	 ���� ����� �������� D4 �
���	������ �� ��2	�����	4 � ���� ����� ����C�������� W4 � ���	������ �� �	����	� +�	
�4

L = D + W. J����K

����	 �� �	��� � �����7� J���0K � J����K � ��� ��) ���	��	�	 �� �� ����� �������
� �������4 	 ���	�� D � W �	��� � �#����� 2	���E

D = De + Dp =
�
ε +R

[
Ḟp(Fp)−1

]S
RT, J����K

W = We + Wp = ṘRT + R
[
Ḟp(Fp)−1

]A
RT. J���$K

 � ��	��	 �	� � �?���7� ������	��4 �� B�� 	 ����.����� S � A ���#��� � �����
�������� � ����C��������4 ��������������4 � ���	������ �� �	����	 ������� � �������
�	��� �� ��!���� ���� �?���7� �#����� N<��	�	] *�OE

D(x, t) = LS =
1
2
(
L + LT

)
J���'K

W(x, t) = LA =
1
2
(
L − LT

)
. J���6K

� ���	� W ��������� � ���	������ �� �	����	 �	 ��?	 ��������� �� ���	������ ��
��2	�����	 ������� D� ����	 D �	�	 W �	 ���	������ ������9��� �4 �	�	 ���4 ��	
�;� ��:�;���� �	 ���	���� �� ��2	�����	 N%������� �	 �
� 0�O�

���� �	�	�� ��������� �� ��
���� ����



'�1� (���������
�� �,

� ����	 ṘRT � ���#���	 �	� ���	������ 	� ��?� �� �	����	 �	 �	��	 �.#��	4 ��	 �4

Ω = ṘRT. J���*K


 ���	������ �� �	����	W � � ���	������ �� �	����	 �	 �	��	 �.#��	Ω �	 ��;����� B����	
	 ��?	 ��������� �� D �	������� �	� 	 ��?	 ��������� �	 ���	� �� ��2	�����	 ������
V� 5�� �	�����	 � ���������� ���2���� �� �?����	 ����� 	� �	����	 �����

3	�	 � ���	������ �	����	������4 �	���C� ������ �	��������� ������� � �B����	
J����K �� �#����� 2	���E

D =
�
ε +Dp, J���,K

�� B��

Dp = RD̂pRT, � D̂p =
[
Ḟp(Fp)−1

]S
. J���0K

D̂p � 	 ���	� ���	������ �� ��2	�����	 ������� ��	C�	���	 J���	����	��� 	� ����� �� �	C
���7�K� 5�� ��!�� ��� ���	������ �� ��2	�����	 �������� ������������� �	 ����� ��
��?	 	��	#	��� �� ��2��;���� �������	 �� �	�!#�����	 Ct4 ����������� �� !#��� ����

��� �������������

� �	��	�������	 �	 �������� �	�� �� ������	 �	� ��� ��� �	��������� B�� ������	��
�������� �� ����	 �	� ���	������ �� ��2	�����	 �4 �������������4 �������� ��������
5�� ��� �4 �� ���	��� �� ��)�4 ���������� ���� 2	��� ��2��������� �	 ��	 ����������
�� ��� �	��������� ���	�������4 �	�������	 ���� �������	4 �� B�� � �������� ����	���
�� ����	 ������� ����������� �	 ���	� ���	������ �� ��2	�����	 D4 � �������� ����	���
�	 ���	� �� ���7� �� 3����@ σ̇ � ���� �	�E

σ̇ = Ce : D, J����K

	��� Ce � 	 ���	� �� B����� 	���� �� �	������ �������4 Ce
ijkl = Ce

jikl = Ce
ijlk� -���

�������� �	��"���	4 Ce �	�� �� ��!���	 �� ����	 �� �	������ �� &���4 λ � µ� 

��� �	��������� �� �?����	 J����K �	�� �� �?������� � ��	����� ����	������	 ����
���	��	���	 �	 ���	� ���	������ �� ��2	�����	 D �� �� ����� ������� � �������
J��� ���.���	 $K�

5��	�� ��� 2��B����� ���	����C� I �B����	 J����K4 ��� � ������ ���������� �� ��C
B���� ��2	����7�� 
 �������� ����	��� �	 ���	� �� ���7� �� 3����@ σ̇ ��	 �	��
�� �����)��� ���� ���������� ������7� �� ����	 ��� ��	����� �� #����� ��2	����7�
��� ��) B�� ��	 � �� ���	� 	�������	 N=	��.#��)C1����� � H����� ,'O�

� �����.��	 �� 	������������ 	� �� ����2������ �������� � ���2���	 � � �B���7� �	�C
�������� ����������� #�����)� 	��������4 	� ���4 � �	�� � #�����)� �� �B���7�
�	��������� ������� �� ����2	�����4 ���	��������� � �� ����� �� ��2	�����	4 	�
�� �	������	 �� �	��	 �.#��	�

3	������C� B�� 	 �	������	 �� �	��	 �.#��	 � ����������	 �	� �� ���	� �	����	
	��	#	��� Q(t) � ��� ��������	 G(t)� 
 �B����	 B�� ��!��4 �	 ���	 �������4 ���
������� �� ��2�������� ������� 	��	�	����	 � ���� �	�

x� = G(t) + Q(t)x, J����K



$0 '� �����$���
 ��	 2���	 ����%��	

	��� x� ��������� � ����2	�����	 �� #�����)� ����	���� #������� x ��� �	�	 ��2���������
3	��������	 B�� 	 ���	� σ � �� �#���� 	���� 	�������	4 ����	 �	�� ����2	����C�
��� �	�	 ��2�������� �� ��	��	 �	�

σ�(t) = Q(t)σQ(t)T. J����K

 �������	 � �B����	 ������	� �� 	���� �	 ����	4 � �	.��� 	������ B�� � ��������
�������� �	 ���	� 	�������	4 �� ���������4 ��	 � 	��������4 �	� ��	 � ���������� �	� ���
������� �� ��2��������E

σ̇� = Q̇σQT + Qσ̇QT + QσQ̇T �= Qσ̇QT. J����K

5�� 2���	4 ���	�����	 ���� �B����	 J����K4 �������� 	 �	 �� σ̇ �	�	 �������� �� ����	
�� �B����	 �	���������� &	#	4 �	���C� �������	 �����)�� ��� �������� 	�������� �	

���	� �� ���7� �� 3����@
�
σ�

5��	�� 	 ���	� W ��	 ��� 	�������	4 �	�� ���	�����C� B�� 	 ���	� ���	������ ��
��2	�����	 D � �� ���	� 	�������	 �4 �	�	 ���4 �	�� �� �����)��	 ���� ���������� � ��C
2	����7� �� ��� �	��������� N<��	�	] *�4 
���� �	 �
� *$4 =	��.#��)C1����� � H����� ,'4
S��	 �	 �
� ,6O� &	#	4 � �B����	 �	��������� ���	������� �	�� �� �������� �	 ������	
�� #����� ��2	����7� �	�	

�
σ= Ce : D. J���$K

���  ������� ��������� �� ����	

� �	�	 �� �	������ 	� ��	���� ��� �������� 	�������� �	 ���	� �� ���7� �� 3����@
���B����4 �� 2	��� � �������� � �	���7� ������� ��������	 	 ���	� σ ��� ��2��������
��#��	 �	 �������� N<��	�	] *�O4 ��� ��	 �� �����	 ���	������ �� ���	������������

�#��� �	���������4 �������� �� -��U@ �	 �
� *� � S��	 �	 �
� ,*4 �	E

�K � �������� 	�������� �� ��������E

�
σ Tr = σ̇ − Lσ − σLT + tr(D)σ, J���'K

��K � �������� 	�������� �� M������E

�
σ J = σ̇ + σW − Wσ, J���6K

���K � �������� 	�������� �� %����C���#��E

�
σ GN = σ̇ + σΩ − Ωσ, e J���*K

��K � �������� 	�������� �	#��.�����E

�
σ log = σ̇ + σΩlog − Ωlogσ, J���,K

	��� Ωlog � 	 ���	� �	����	 �	#��.����	 ���	 �	� NS��	 �	 �
� ,6O �

Ωlog = W + Nlog, J���0K

�� B�� Nlog � 	 ���	� �� �	����	 ��!���	 �	 ���?	 /���
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 �������� 	�������� �� �������� J�B����	 J���'KK �������� 	 ���	��������� �� ��
����������� �	 ��2�������� ��������4 �	�����	 ��	C	��	�	����	� 3	��B����������4 �
�������� ��	 �	�� �� �	�������� �	�	 ��� �������� ��� ��2�������� 	��	�	����	 J���C
�������K �4 �	� �	��#�����4 	 �� ���������	 ���������	 ��	 �	�� �� �����)��	 �	�	 ���
�������� �������� N<��	�	] *�O�

3	������������ I �������� �� ��������4 � �������� 	�������� �� M������ � ��!����
��� ��2�������� 	��	�	����	 B�� �#�� ���������� � �	����	 �	 ���	 �	��.��	� �	�����4
	 �	���	 ���	������	 �����	 �� �������� 	�������� �� M������4 B�� �����)�� 	 ���	�
���	������ �� �	����	 W4 ����;�� ���	�� ������� �� �	��� ���	4 ���	������ �	�
2��"���	 	�����"��	 �� �	��� N �2���� *�4  	#�� � <��	�	] *�4  ����� *'4  	#�� *6O�


 �������� 	�������� �� %����C��#��� J�B����	 J���*KK 	2����� ��� ���	�� ��� ��C
����� �	 B�� � �������� �� M������ �	 ��	����� �� �	��� ���	� 
���� �� ��� ��������
	�������� �� ��������������� �	������4  ����� N ����� *'O B����	�� � ��� 2.���
�	 �� �	�����	� �� �������� �� M������4 W �	�� �� ��������	 �	� ��� �� ���C
	�� �� �������	 ���� ������	 �� D4 ��B����	 B�� ���� ���������� Ω � �������� �
���	��	���	 �	��� �� F4 �	�������	�������� ��� �����


 �������� 	�������� �	#��.����� � � 2	��� 	�������� �� ����	 ���������� ��� ��C
����������� � ���	��4 S��	4 /���� � ��@�� NS��	 �	 �
� ,64 S��	 �	 �
� ,*O4 ��	�����
B�� �� ���	� �	����	��� ���� J��!��������� ��2����������K4 Ωlog4 �	�� �� ���	�����	 ��
2	��� � B�� 	 ���	� �� ��2	�����	 ������ V ��� �����	 J�� 2	��� ��	C���	?�����K �	�	
� �������� 	�������� �	��	����	��� �� ������ �� ��2	�����	 �	#��.����� ��������� ln(V)�
� ���	� �� �	����	 �	#��.����� Ωlog � ��!���	 ���� �B����	 J���0K� 
���� �� ��������
	�������� �	#��.����� � �	���� �	�	 � �������� �	��	����	��� 	�������� ��� �?����4 	
�� ���	� �	����	��� �	����	4 Ωlog4 � �� ���	 �	�������	��� ������	�

5� �,*04 H�#�� � V��#�� NH�#�� � V��#�� *0O �	������ B�� ��� ���	������ ��
�	����	 �	������4 W 	� Ω4 ������ 	 ������	 �� ���������	 ���� 	 �"��#	 ����.��C
�	 ���	 ���	�	 �	 �������	 !���	� -��� ��������� ��� ��������	4 �B���� ���	��
�����	������ �� �B���� �� ����#����	 � ������ �� �������� �� M������ B�� �����C
�� � 	������������ ���� ���������	 �	� �	���7� B�� �?����� 	 30� J� ������ �	 B���
��#�� 	 2��"���	 	�����"��	 �� �	���K� 3	����	4 ��� ����2���	�����	 ��	 ���	�����
� ���� 2���������� �� ���	�� 	�����"��� �� �	��� ���	 ��	�	���� ���	 �	 �� W
N%������� �	 �
� 0�O� -	����	������4 2	� �����)��	 	 ��	��������	 �� H�#��CV��#�� ����

����#��� � �������� 	�������� �� %����C��#���4
�
σ GN4 �	� ���	 N=	@ �	 �
� ,�O� 5��

��	��������	 �����)� 	 ���	� Ω ��������	 ���� ���	��	���	 �	��� �� F �	 ��.��	 � �	
!� �� ���� ���������	� ����� ���"��� B�� ������� �?������ � ������	 J����K � #�����
��2	����7� � �	���7�4 ���������	 	 �����.��	 �� 	������������4 � ������� � ��� �	�����C
���� ������������� � �� ��?	 �� ��2��;���� ���� ���	������ �� �	����	 � Ω� 5�� 	����	
�������� �	�	 �����#�� �	���)�� � ��� ����������	 ��� ����� �� ��� �	�������C
�� ���	��"���� � ������ � 2	�������	 �� #����� �	���7� �� 2	�������	 �� �����7�
�	��������� N ��	��� �	 �
� *'O�

��$ 9�/�������� �� &�� 0	���������


 ��� �� �	��	�������	 ���� ������	��� � ���7� �	� � ��2	����7�� 5� #�����
��2	����7�4 	 ���	� #�������� F ������� ��	 " � ��2	�����	 �	��� �	 ���	 �	��.��	



$� '� �����$���
 ��	 2���	 ����%��	

�� ������ � �� �	����	� 
��4 �� 2	��� � B�� � ��� �	��������� ��� ��� 2	�������4
�	���C� �������	 �������� �� �	����	 N<��	�	] *�O�

� ��	��������	 �� �������)���	 ����	��� ����7�4 B����	 �������	 � �B���7�
�	��������� �� �������� 	��������4 " �������� 	������������ B����	 	 ������	 �	
���������	 �� ����	 ����� ���� )��	�  � 2	��� � 	���� 	������������ �	���� �����7�
���� �� �������)���	 �� ���������	 �� ����	 ����	 ��B���	4 � �B���7� �	���������
�	 �������� ��� ��2�������� �	��	����	����

3	� � �	���7� ��!���� �� ������	 J���*K4 �� B�� R(t0) = 114 �	���C� �	.���
��	����� � ��� ������� �	 ��?	 ��������	 !?	 ���� 	 ��?	 ��2�������� �	�����	
J�	��	����	���K�  ��� �	�	4 	 ���	� �� ���7� �� 3����@ ������

σ̂ = RTσR. J����K

 �2���������	 � �?����	 ������	� �� 	���� �	 ����	 	����C�

˙̂σ = RT (σ̇ − Ωσ + σΩ)R = RT �
σ R. J����K


 �?����	 ������	� ������ B��4 �	� ��� ������� �� ��?	 ���	������4 � �������� 	����C
���� ����2	���C� �� �������� ����	��� �	 ���	� �� ���7�� 5�� 2���	 �#��� B�� �	�	
	 ��	��������	 �������	 ������ �����!���	 B����	 ����2	����	 �	 ����� �	���	 �	�
Ω N-	���	� 0�O� 
����	��������4 	 ��B��������	 �� 	������������ �	 ���	�����������
����!���	�

3	������������ I B��������� �������4 B�� ���������� ����������� �	� 	 ��2����C
����4 	 ���	�� ��2	�����	 D � �� �	������ ������� Ce ����� �� ����2	����	 ����
	 ��2�������� �	��	����	���E

D̂ = RTDR, J����K

Ĉe = RT
(
RTCeR

)
R = Ce. J����K

3	��B����������4 � ��� �	��������� �	�� �� �������� �� �?����	 �#�����E

˙̂σ = Ce : D̂. J���$K


�" � ����2	����7� ���������� ����� ��������	 	 �2���	 �� �	����	 �� #�����)�
���	����4 	 ��	��������	 �	 ��������� �	 �� 2	������7� �� ��B���� ��2	����7��


 �������#�� ���� ��2�������� �	��������	 � � ��������� �	 �2	��	 �������	 ����
�������� R � ������ �� ���	��	���	 �	��� F = RU �	 �	��	 �� ����#����	 ���� ����
���������	 ����	���� ����	 ���	�	4 � ������ �� �������)���	 ����������� �� R � �� �
��������� �� ���	��	���	 �	���4 ������ �	�� �� �����)��	 ���� ������	 �	 ���	� ��
�	����	 R�
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$�� *���	����	

� �	���	 �� �	��	�������	 �	�� ��� �	���	 ������� �� B���B��� ��	#���� �� ���C
����	� W ��� �	���	 B�� ������	�� �	�� � ��	�������� � �������� ������� �D	� �?�����
�	 ��	������ 5�� �B���7� ����� �� �������� �	�	 ��� �����������	 ����������
���	?����� �	 �	��	�������	 ���� �	 �������� N3��������� � -����� ,�O�

� �	���	 �� �	��	�������	 ���	������	4 ��������� �����)��	 �� ��	#���� ��
�������	 !���	4 �	4 �	� ��)�4 #�������)��7� ���������	��� �� �����7� ����	 ����?�C
��C���	������ �� ��2	�����	� 
 ���7� � � ���	������ �� ��2	�����	 �	 	����� �	
��������	 ���	�� �	 ����	 �����	����	4 ��" 	 �������������	 �� 2��"���	 ���������
N/�	A� �	 �
� *,O� -	���4 � 	 �	���	 �� �	��	�������	 ��� �	�	 	�������	 ����������
� ���	�� �	 �������� � ����������� �������4 ����	 ��� ��	 �	�� �	������� ����������
	 �	��	�������	 �� ����	 �����	����	� 
 �	����7� �� �	��	�������	 � ���� �����C
������ �	 ������������� ��	C�����	������ � ����	 !��� �� �� �	��	����� ���9���	
�������	 � �������	 � B����� � �2�����	 ���� �� ���"��� �� ��2	�����	� 
��4 �	���C�
���	������ ���	���� � �	���	 �� �	��	�������	 B�� �	��#�� ���������)�� � ����	��)��
�	�� � ���	��� �� ��2	�����	�

� �	���	 �� �	��	�������	 B��4 �� 2	��� ��� �����4 �	��#��� ���������)�� �
���	��� �� ��2	�����	 �	 	 �� �������� �������� ���� �	���	4 	 ����	 �	������
J	� �	�����	 ����	���������K � ����������	 �	� �� �	�����	 �� �������� B�� ��	����

$�



$� *� 2����
��� ���	������


�	� � ���"��� �� ��2	�����	 � ������������ 
 �������� �?�����4 �	�	 � ���	������
�� ��2	�����	4 � ����	 � � �����������4 � � �������� �������4 �	 �!������ ����
���������� � ���	�� ���9���� �	 ��������� 5�� ��������4 ����	 ������� �	�	 �?�����4
������ �	 �!������ ���� ��!��� � �� ��	����	� %���������4 � �?���7� ����������
B�� ���������)�� � ��	����	 �� �������� �?�����4 #������������ ����������� �	� ei4 �
�� �������� �������4 #������������ ����������� �	� si4 �	 ��!���� �� �#����� 2	���
��2��������E

�ei

�t
= ëi(ei, si), J$��K

�si

�t
= s̈i(ei, si). J$��K

�� B�� ë � s̈ �	 � 2���7� �� ��	����	 �� �������� �?����� � �������4 ���������������

%���� ��	��� ����
�
�
�!�� �	 !����!	�� ��
	����

�� 8����� ������ �;� ��	 ��	�	�	 ����	 �	���	 �	��������	 �����	 �� ��������
�������� 5�� �	���	 �	��������	 �	��� �� ����!���	 �� ��; ����#	���E J�K 	
�	���	 ���.���	P J��K 	 �	���	 �� ��������	 ���9���� � J���K 	 �	���	 ����.���	
����������	�

�	 #���	 �� �	���	 ���.���	 �������C� �	�	 	 �	���	 B�� ���������� 	 �	�C
�	�������	 ���� �	 �������� ������ �� �����7� ���.����4 ��	 ������������� �	�����
�� 2	��� ������� � ��	��	 2.��	 �� ��2	�����	� 
 #����� ���	��� �	 �	���	 ��
�������� ������� �������� � ��� ����#	����  ��� �	���	 �������C� �B�� 	 �	���	
��	�	�	 �	� 3���	���4 H��� � ������ N������ � <����@ 6*O� 5�� ��������� ��� ������	
�� ��	�	���	�������� ����� � ���	������ �� ��2	�����	 ������� Dp � 	 ���	� ������	�
�� ���7� σ′4 ��	 �4

Dp = f
( σ̄

s
, T
) σ′

σ̄
. J$��K

s ��������� ��� �������� �������4 σ̄ � � ����	 �B��������� � T � ������������ 
 2����	 f
�	���� � ������;���� ������� � ��������� �	 ��������� �� #����������� ���� �	���	4
� �������� ������� s � �	�������� ���������� �	�	 ��� 2�����	 �� ����	 �B���������� 

�B����	 �� ��	����	 �� �������� ������ ������� �	�� ����� ��� �� �#����� 2	���E
J�K � �������	 �� �������� ������� � 2����	 �� ��2������ ����� 	 �� ���	� ������ � �� ���	�
�� �������	4 ssat4 �� ��� 2	��� B��

�s
�t

= s̈ (ssat − s) ; J$��K

	� J��K � �������	 �� �������� ������� � ��	�	���	��� I ��2������ ����� � ���	������ ��
��2	�����	 ������� �B���������4 ˙̄εp4 � ��� 2����	 ���������� �� �������� ������� �
�?�����4 ��	 �4

�s
�t

= H0 ˙̄εp − s̈ (σ̄, T, s) . J$�$K

�� �?����	 ������	�4 H0 � ��� �	������ �� ��	�	���	���������

 ����#	��� �	 �	���	 �	��������	 �� ��������	 ���9���� �	���� 	 �	���	 ���C

��	 �� 	������7� ���9���� B��4 �	� �� " �	�����	 �� �B���7�4 �������� �	���	
���� 	 ��2������ �������	 2.��	� 3	�	 �?����	4 -���) � 
�#	� N-���) � 
�#	� *�O4
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���� N/������������� � 
���� 0�O �����	������ �	���	 ��
�8������ �������� �������4 �	��������	 � ��	����	 �� �������� �� ���	���7� ���� ��C
������ �	�	��������	 � �	��������	 � �	�	#�������� �	 #�������� �� ��2	�����	 ��
���� #��	 ���� �������� �	����������	�


 ��	���4 	 �8���	 � � ������������	 �� �������� ������� ��	 � ��������� ��� � ����
�	 2���	 �� B�� � ��	��7� ������ �	 ��	��	 2.��	 �� ��2	�����	 �	��� �#���� ��
#����� �8���	 �� �������� ������� N/�	A� �	 �
� *,O� 3	��B����������4 ��� �	��C
�	 �	����C� ������������� �	����?	 � �� ��2.��� ������������	� 5�� �	����?�����
������� ����� � ��!������� �� ������!����	 �	 ���9����	 ���������

-	� 8����	4 �	 �	���	 ����.���	 ����������	4 �������C� 	 �	���	 �	�����	 �	�
�	�����;���� ����.����4 �� �������	 �� ���������� B���B��� �������	 2.��	� 5� �,6�4
>����� N>����� 6�O ��	�T �� �	���	 �	��������	 B�� �	�� �� �����.�	 ���� ����#	����
5�� ���� ��� ����� �� ����	 �����	 ���� ������ �� ��2	�����	 ������� �����C
����4 �ξ4 B�� � �	������� �	� 	 ����	 ���� 2	���� ��� ������ �� ����	 ����.����4 �ζ4
���	 �	�

�ζ2 = α2�ξ2 + β2�t2 J$�'K

	��� α � β �	 ���9����	 ������� �	 ��������� �	��C� B�� ��� ����� �� ����	 ��	
��� �	����� � ������ �������	 �� ��2	�����	�

 � ����#	��� ���������� � �	 �	���	 ��2����	4 	 ��� �������	 �	 	 �	���	
�����	 �� 	������7� ����	���9����� �� ���4 �� 2	��� � ���� �?�����	4 �	����C
C� �� ��2.��� ������������	� 
��4 	 �	���	 ����� ���� �� �� �B���.���	 ����� � ���
�������� ����#	����

$�� �	���	 �� 0	��	�������	 ���5���	

��	���	 �	��������	 �����)��	 �	 ������� �������	4 ���	�� �	�	����	C� �� ����#	��� �	
�	���	 ���.���	4 ��������� �� �	� �	���	��	 ����� � 2��	���	�	#�� ����	���9����
� � �	����?����� �� � ���������

� �	���	 �� �	��	�������	 �����C�4 2���������������4 �	 �	���	 ��	�	�	 �	�
/�	A� � 
���� N/�	A� *64 
���� �	 �
� *$O � �	� ������ � <����@ N������ � <����@ 6*O�

��	 	 �	���	 ���	���� I �����)���	 �� ��� 8���� �������� ������� �� ����	� 3	�
��� �������� �	���C� �	.��� �������� 	 2��"���	 �� ���������	 ������� � ���9����
�?������ �� ��	��	 � ����������� ����� � ��������

� �	���	 �� /�	A� � 
���� 2	� �����	����	 ���� �������� � ��2	�����	 �� ����� �
����������� ������� � ���	������ �� ��2	�����	 �	������� 5�� �	���	 ��������� 	
�����	 ��� �#��!�����	 �	 ����	 ����	��������� �	 ����� � �� ��	����	 �������
� ��2	�����	� 5��	�� �������� �?������� �������	 �� ��2	�����	 � B�����4 	 �	���	
�� /�	A� � 
���� ��	 ���������)� ���2��	�������� 	 �	��	�������	 �� ����� �	�	4
�	� �?����	4 � ��#� �� ����.��	4 � ����������� ��"?��� �� ����������� ���������

-	� 	���	 ���	4 	 �	���	 �� ������ � <����@4 B�� �	������ � ������;���� �� ����#�� ��
��������	 ������������� I �����������4 �	��#�� �������� 	 �	��	�������	 �	 �����
���� #��� �� ����������� ��� ����� B�� 	 �	���	 �� /�	A� � 
����� -	���4 � ��� ��
��	����	 �� �������� ������� � ������� ���	 �!������ N���?����C �� ,,O�

� �	���	 �� �	��	�������	 B�� � �������� ���� �������	 �������� �#��#�� � ���C
��#�� �� ���� �� �	 �	���	 ��2����	4 �����)���	 ��� 2	�������	 ���������� ������4
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����� B�� �	.���4 �� �����	 2��	���	�"#��	� -������� ������ �� �� �B���.���	 ��C
��� � �	����?����� � 	 �8���	 �� �������	 2.��	 �����#��	� � �	���	 �����������	
�����C� �� �#����� ����� � �����	 2.��	 N/�	A� �	 �
� *,OE

�� 
 ��2	�����	 ������� � ������������� ���������� �� ���	������� 5�� 2��"���	
����C� I ������;���� ������� �	 ����	 2��"���	 �� ��	�����	� 3	��B���C
�������4 	 ��	�����	 ������	 �4 ������4 �������������� ��.��� I �����������
NQ�	�U 6$O�

�� 
 ���	�� ������9��� �� �� �������� � ����������� ���	 �� ����	 ������� �
����	 ������4 B�� � ���� � �	�	 �� ����	 �� ��2	����7� 	2���	 ���	 ��������4
�	�� �� ����������	 �	� �� �8���	 ����)��	 �� �������� ������� ����	�"����4
���	 � ��������� ��	����	 ����������� �	� �� �	�����	 �� �B���7� ��2���������

� �������	 2.��	 �	�����	 �������E

�K � ����������� I ���	������ �� ��2	�����	 � I �����������P

��K 	 �2���	 �� ���"��� �� ���	������ �� ��2	�����	 � �� �����������P

���K 	 ����������	 � 	 ��	��	 �� ���������	 ������	 � ���9���	P

��K 	 ���	 ������	 � � �� ��	����	P

�K � ��	����	 �� ��?���� ����������

� �	���	 �	��������	 �����)� ��� 8���� �������� �� ����	 ������� F � �������� ������ s�
5�� �������� ��������� � ����;���� ����� �	��"���� �	 �������� �	 ��	�����	 ������	�

 �����)���	 �� ��� 8���� �������� �� ����	 ������C� �	� 	 2���	 �� �� �!������ ����
��!��� � �	�������	 ����� � �������� �� ���	���7� � � ����	 ������ �� ������������

� �	���	 �	��������	 ��	����	 ���	��� � ��; �������� �� ����	E 	 ���	� �� ���7�
�� 3����@ σ4 � ����������� ��	���� T � 	 ���9����	 ������ ������	 s� 
 �������� s ���
�����7� �� ����	 � �	������ � �	���������	 �� �������� �� ���	���7�4 �	 ��#��	 �
�	 �2���	 �� ������	 �� #��	4 ������������	 �� 	����	 "����4 ���� -��� �������� ���	
�� 2�� 8����4 	 ���9����	 s �	�� �� ������������ �	�������	���	 �	� � �������� ��
���	���7� B�� � � �	���������	 �������� ���� � ����;���� I ��2	�����	 � �����������
��������

� �	���	 �	��������	 �����C� �� ���	��	���	 ������� �	 ���	� ���	������ �� ��C
2	�����	4 D4 �� �� ����� �������4 De4 �������4 Dt � ���	�������4 Dvp� +�	 �E

D = De + Dt + Dvp J$�6K

�� B��4
Dt = α∗Ṫ11, J$�*K

�	�

α∗ = α +
dα

dT
(T − T0) . J$�,K

α = α(T ) � 	 �	�!������ �� �?����	 ������� �	 �������� J35�K � T0 � ��� �����������
�� ��2��;����� 11 ��������� 	 ���	� ���������� �� �#���� 	����� � ���	� ���	������ ��
��2	�����	 ���	������� � �	�������	 �	�"���	4 	� ���4 ��(Dvp) = 0�


�����	 B��
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�K � ��2	����7� �	 ��B���� ������������� I ������� �

��K � ��:�;���� �� ��2	�����	 ������� 	��� � �	������ ������� �	�� �� �����)���4

� �	.��� �������� 	 �	��	�������	 �	 �������� ���	�����	 � ��� ��� �� �	��	�������	
���	������� J��� ���?	 /��K� 
��4 � �������� 	�������� �� %����C��#��� �	 ���	� ��
���7� �� 3����@ σ4 �	�� � �#����� 2	���E

�
σ= Ce : De. J$��0K


���������������4 ��� �������� �	�� �� ������� �	�	 � �������� ����	��� �	 ���	� ��
���7� �� 3����@ �	 ��2�������� �	��	����	��� 	� ��	C�	���	4 ˙̂σE

�
σ= R ˙̂σRT, J$���K

	���R ��������� 	 ���	� �� �	����	� 3	��������	 	 �	��	�������	 �	��"���	4 	 ���	�
�� �	������ �������4 Ce4 � ���	 �	�E

Ce = 2µ� + λ11 ⊗ 11, J$���K

�� B�� � � 	 ���	� ���������� �� B����� 	����� � �	�!������ �� &��� µ � λ �	 2���7�
�� ����������� � ��!���C� �	 �#����� �	�	E

µ(T ) =
E

2(1 + ν)
� λ(T ) =

2µν

(1 − 2ν)
, J$���K

�� B�� E = E(T ) � ν = ν(T ) �	 	 �"���	 �� ����������� � 	 �	�!������ �� -	�	�4 ��C
������������� +���	��)���	 � �B����	 J$���K � ���������	 �e4 �� ��	��	 �	� � �?����	
J$�6K4 �� ������	 �	��������� J$��0K4 	����C�

�
σ= 2µ

(
D − Dt − Dvp

)
+
(

κ − 2
3
µ

)
��
(
D − Dt − Dvp

)
11 J$���K

�� B�� 	 �"���	 �� �	������������� 	� �	��������	4 κ4 � ���	 �	�

κ = λ +
2
3
µ. J$��$K


�" ��#��� ����������	 ��#������ � ���������	 	 ���	� Dt4 ��!���	 ���� �?����	
J$�*K4 ���#�C� �

�
σ= 2µ (D − Dvp) +

[(
κ − 2

3
µ

)
�� (D) − 3κα∗Ṫ

]
11. J$��'K


 �B����	 �	��������� ���� 	 ���	� �� ���	������ �� ��2	�����	 �������4 Dvp4 � ����
�	� J��� ���?	 /�$K

Dvp = ˙̄εp

(
3
2

σ′

σ̄

)
. J$��6K

�� ��� �� ��	�����	 J$��6K4 ˙̄εp ��������� � ���	������ �� ��2	�����	 ������� �B���������4
σ′4 ���	 �	�

σ′ = σ − 1
3
�� (σ) 11, J$��*K
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� 	 ���	� ������	� �� ���7� �� 3����@ � σ̄4

σ̄ =

√
3
2
σ′ : σ′, J$��,K

� � ����	 �B��������� �� �	� ���� 
 ���	������ �� ��2	�����	 ������� �B���������4 ˙̄εp4
� 2����	 �� ����	 �B��������� σ̄4 �� ����������� T � �� �������� ������ ������� s� 5��
������;���� �	�� �� ��������������� ����������� ���� 2����	 f 4 ��	 �4

˙̄εp = f (σ̄, s, T ) > 0 com σ̄ < s. J$��0K

� ���	�� Q�	�U4 
�#	� � 
��@ NQ�	�U 6$O �#���� B��4 �� 2����	 f 4 � ��������
������� s ��� ������	���� ������������ �	� � ����	 �B��������� �� �#����� 2	���E

˙̄εp = f
( σ̄

s
, T
)

. J$���K

5�� �������� ������ 2	� �#����� �	� =��� N=��� 60O4 ����� �� ��	 �?���� �������
�?�#;���� 2���������� ���� B�� ��� �������� ������ ������� ��� ���	��	���� ���� �	�	
N/�	A� *6O� 
 2	��� �� ������	 J$���K ���� ��������� � �����#�� �� �	��� �� ���������
�� ��� ������� B�� �	� �� ������ �	�	 σ̄ = cs4 	��� c � ��� 2����	 �� ���	������ ��
��2	�����	 � �� ������������


 2����	 �� ���	������ �� ��2	�����	 ������� �B��������� ��	����� ���� ��#�	���
����	 � ��� �� �	�;���� �	�	 � ������;���� �?�	������� ����� � ���	������ �� ��2	�����	
� � ����	� 
����� �� ����	 �� �� ����������� I ���	������ �� ��2	�����	4 /�	A�
N/�	A� *6O � ����� � ��&��� N����� � ��&��� '6O �	������ B�� � 2����	 �� �	�;���� �
� ��� �������� ���� �������� 	 �	��	�������	 �� ��#� �� ����.��	� -	� 	���	 ���	4 ����
��� ��#� 1��L<�4 � 2����	 �?�	������� ���������)� ����	� � ������;���� ����� � ���	������
�� ��2	�����	 � � ����	� W ������ ���	������ B�� � ���	������ �� ��2	�����	 �������
�B��������� ��	�	��4 �� 2	��� ����4 � ���#�� �� 2����	 �?�	������� ���� � ��� ��
�	�;�����  � ��	��	 �	� ��� 	������7�4 � 2����	 f �	�� � �#����� 2	���4 ��	�����
�	� /�	A� N/�	A� *6OE

˙̄εp = A exp
(
− Q

RgT

)[
sinh

(
ξ
σ̄

s

)] 1
m

. J$���K

�	 �	���	 �� �	��	�������	 ��	�	�	4 	 ���9����	 ��������.���	 �	 �������� �	
A4 Q4 m � ξ� � ���9����	 A � ���#���	 �	� 2���	� ���C�?�	�������4 Q � � ����#�� ��
��������	 � 	 �?�	���� m ���	����C� ����������� I ���	������ �� ��2	�����	� Rg � �
�	������ �	 #�� ���2���	�

3	������������ �	 �	���	 ��	�	�	 �	� /�	A� N/�	A� *6O4 	 ���	� �� ����#�� �� ����C
����	 Q � 2����	 �� ������������ -	� ��� B����	 �� �����������4 ����C� B��4 ����
��2	����7� ��	C�������4 � ����#�� �� ��������	 � ���������� 2����	 �� ������������
 ��� 2	���4 �����)��C� 	 �2���	 �� ���	������ �� ��2	�����	 �� ����#�� �� ��������	�
 ��� �	�	4 � ����#�� �� ��������	 � ��!���� �	� N������ � <����@ 6*OE

Q =
{

Q0

[
1 + �	#

(
Tt
T

)]
� T ≤ Tt

Q0 � T > Tt
. J$���K



*�/� 2����� �� �������
����� 2��6���� $,

Q0 � 	 ���	� �� ����#�� �� ��������	 �	 �������� �� �	����7� �����	����� � Tt � �
����������� �� �������	 �� �	��	�������	 �	 ��������� %���������4 Tt ≈ 0.6Tf 4 ���	
Tf � ����������� �� 2��	 �	 ���������


 ������	 J$���K �������� ��� �����#�� B�� ����� �� �� ����������� � B��4 ��
��#�� �	�	4 ������ ����!�� � ������	 J$���K� � 2���	 ��4 �� ������	 J$���K4 � ��)�	 �����
� ����	 �B��������� � � �������� ������� s �������� ��� 8���� ��) 	2����� � �����#�� ��
��	�	���	�������� ������� ����� � �������� ������� s � � ����	 �B��������� σ̄�  ��� �	�	4
� �	.��� ���������� �������������� � �������� s� &	#	4

σ̄ = cs, J$���K

�� B��

c =
1
ξ

sinh−1

[{ ˙̄εp

A
exp

(
Q

RgT

)}m]
. J$��$K

+��	��� �#	�� ��!��� � ��	����	 �� �������� ������� s� 
 2����	 B�� #	����� � ��	����	
�� �������� ������ s � ���������� �� σ̄4 T � �� ��"���� �������� s4 ��	 �4

ṡ = g (σ̄, s, T ) . J$��'K


 �B����	 �� ��	����	 �� �������� ������� s ��	����� ���� �������	 � ��	�	�� �	� 
����
N
���� �	 �
� *$O� 5�� � ��!���� ���� �#����� �?����	E

ṡ = h (σ̄, s, T ) ˙̄εp − ṙ (s, T ) . J$��6K


 2����	 h (σ̄, s, T ) � �	����	 � ��	��	 ���9���	 �	�	4 �	� �?����	4 	 ����������	
� � ���������	 ���9����� 
 ���������	 ������� � ����������� ���� 2����	 ṙ (s, T )�


 2����	 h(σ̄, s, T ) �	�� �� ����������� �����)���	 ����	 ����?��� I ����������� �
���	������ �� ��2	�����	 �	������� ���� ��	4 � ��" 	 ������ �� �����������4 �	��#��
�����C� ������	 �� �?����	 J$���K �	����	 ε̇ = ˙̄εp � s � h(σ̄, s, T )� 
 2	��� ��	�����
���� � 2����	 �� ����������	 � ���������	 ���9���� h(σ̄, s, T ) 2	� � ���	������ �	� /�	A�
N/�	A� *6O ��" �����)���	 �	 ����	 ��2����	� 5�� �	�� � �#����� 2	���E

h(σ̄, s, T ) = h0

∣∣∣(1 − s

s∗
)∣∣∣a sgn

(
1 − s

s∗
)

. J$��*K

�� �?����	 ������	�4 h0 ��������� � ���	������ �� ����������	 �������	 � s∗ 	 ���	�
�� �������	 �� s4 �	����	 �	 ��� �����������C���	������ �� ��2	�����	 �������� Y���
h0 B��� a > 0 �	 ���9����	 ��������.���	 �	 ��������� |x| ��������� 	 ���	� ��	���	
�� x � sgn(x) � 2����	 ����� 
 �����)���	 �	 �"���	 � �� 2����	 sgn(x) � ������.�� I
��������� �� ��	�	��� �����7� �� B�� 	 ���	� �	������ �� �������� �� ����	 �����C
�� s � �����	� �	 ��������	 ���	� �� �������	 N/�	A� �	 �
� *,O� ��� ������� �	�����
�2���	 �� ����������	4 ��.��� �� 	�	������ ����� B�� ���� ���������	 �� ���	������
�� ��2	�����	 	� ������	 �	����)��	 �� ����������� N���?����C �� ,,O� 5�� ��������	
�	����� 2�)�� �	� B�� 	 ���	� �� s 2	� �����	� �	 ���	� �����"���	4 ����������	 �	�
s∗4 ��������	 	� � �	�� �	����7��

� ���	� �� �������	 �� �������� ������� s � ���	 �	�

s∗ = s̄

[ ˙̄εp

A
exp

(
Qds

RgT

)]n

, J$��,K



'0 *� 2����
��� ���	������


	��� s̄ � n �	 ���9����	 �	 ��������� � ���	� �� �������	 s∗ ������� �	� � ���	������
�� ��2	�����	 ������� � � ��:�������	 �	� ��	��	 ������������ �������	� Qds � �
����#�� �� ��������	 �	����� �	 ��	��	 �� ����������	 ���9���	�


 ��!����	 ���������� ���� 	 ���	� �� �������	 �� �������� ������� s4 �B����	 J$��,K4
� ��� �?����	 I ��!����	 ���������� �	� /�	A� �	 �
� N/�	A� �	 �
� *,O� 5�� ���	�
�	������ 	 ���	 ���	� �� ����#�� �� ��������	 ����	 �� �B����	 �� ���	������ �� ��C
2	�����	 ������� �B���������4 �B����	 J$���K4 �	�	 �� �B����	 �� ��	����	 �� ��������
�������� �� ���������4 �����C� B�� ��2������ ��	��	 ������������ �������	 ��:���C
���� � ���	������ �� ��2	�����	 � � ��	����	 ����	����������  ��� �	�	4 Q �= Qds�


 2����	 �� ���������	 �������4 ṙ4 � ��� 2	��� #�������)��� �� 2����	 ��	�	�� �	�
��? � %������# �� �,*$ N��? �	 �
� *$O � �	� -���) � 
�#	� �� �,*� N-���) � 
�#	� *�O�
5�� 2����	 � ������ �	 �	���	 �� ��	�#���)���	 �� ���	���7� � � ���� �	�

ṙ = −µB exp
(

Qr

RgT

)(
s

µ

)p

, J$��0K

	��� µ � 	 �"���	 �� �	��� � B � p �	 ���9����	 ��������.���	 �	 ��������� � ���9����	
Qr � � ����#�� �� ��������	 �� ���	C��2��	 �	 �������� � � ��2������ �� Q� -��� ������!���
	 ���9����	 B4 p � Qr � �������	 �����)�� �� ����	 �� ���#�C�����#� �	� ��2������
��������	 �� ����	 �� �����#��  ��� 2	���4 � �	.��� ����� 	 2��"���	 �� ���������	
������� �	 �������� � ��2������ �.��� �� ������������ � ����	 �� �B����	 �� ��	����	
�� �������� ������ ������� s4 ���������)��	 ���� �B����	 J$��0K4 " ��� �?����	 B����	
	 ����	 h(σ̄, s, T ) 	� ˙̄εp 2	��� ���	�

� ���	� ������� �� �������� ������� �� ����	 s4 s04 �	�� �� ���	 �	� ��� 2����	 ������
�� �����������4 �� �#����� 2	���E

s0 = s0,1 + s0,2T. J$���K


 �B����	 ������	� ���������)� 	 ����	 ������� �� ����;���� I ��2	�����	 �	 ��������
�	�	���� � ����������� ������� �	 ��	��	� � ���	� �� s0 �	�� �� ����������	 �	� 	
��?.��	 �� �?����	 J$���K4 ���������	 σ̄ ���� ����	 ������ �� ����������� �	 ���������

$�� ����	 �	���	 �� 0	��	�������	 �� :������� *������

���� ����	 ��������C� �� �	�����	 �� �	���	 �� �	��	�������	 �	 ���	 �� ��������
������� B��� ���.���	 B��� �� ��� 2��	���	�"#���� <���� ���	.��� �����	��� �	�	 	
�	���	 �� �������� ������� �?������4 ��� �	�B�� ��� ������� �������� �	������������
-	���4 ��� ���� �?������ ��������� ���������� 	 �	���	 �B�� ���������	� 5�� �	
�B���� B�� � �	�����	� �	�����.��� �� ����	 �	 �����	 �� ������#���	 �� ��� �	�C
�������� �� �������� �������4 � �	��� ���������C� �	�	 ����������� �	 �	���	 �����)��	
���� �������	�

%�"�� ��	�� �	 '�( 	 )�#	���$

� �	���	 �� ��? � %������#4 �#����	 ���� ����.��	 ���	4 � ���������	 �	 �������
�������	 �	� ���������)�� � ������;���� ����� � ����	 � � ���	������ �� ��2	�����	 �	�
��� ������	 ���������� �?�	�������� 
 2	��� ���������� B�� ���������)� 	 2��"���	



*�1� (���	 2�����	 �� �������
����� �� =
��$��� ������
 '�

�� ���������	 ������� �	 �	���	 ��	����	 #	)� �� ���� �������� B�� � �	 �	���	 ��
��? � %������#�

3	������������ �	 �	���	 ��	����	 ���� �������	4 	 �	���	 �	��������	 �� ���
���9���	C2��	���	�"#��� ���������	 �	� ��? � %������# �� �,*$ N��? �	 �
� *$O �����)�
��� �������� �������4 τ̂c � τ̂w� 5�� ��������� ���������)�� � �������� ������� ���������
�� ���	���7� �� �� �������� �	�	��������	� 
 �������� �������� ������� ������4 τ̂c4
��!�� 	 ����	 ��������� �	 ������	� �� ������ ������	#��!��4 ��B����	 B�� � �#����4
τ̂w4 ��!�� � �������� �� ������ �	 ������	 �������� 
 ��� �	 ��	�����	4 ��!���� ����
���	������ �� ��2	�����	 ������� �� �	��� γ̇c,w4 � ���� ���� �#����� �B����	E

γ̇c,w = γ̇0

{
exp

(
−∆F

kT

)}{
exp

(
∆F

kT

τc,w

τ̂c,w

)
− 1

}
. J$���K

�� �?����	 ������	� ∆F ��������� � ����#�� �� ��������	4 k = Rg � � �	������ �	
#�� ���2���	 � T ��!�� 	 ���	� �� ������������ γ̇0 � �� ���9����	 �	��������	 �	
�������� ���	�����	 �	� 2���	� ���C�����������	�� 
 �B���7� �� ��	����	 �� ��������
������� τ̂c � τ̂w �	 ��!����4 ��������������4 �	�

�τ̂c

�γc
=

µ

200
− 10

b

w
ν0

µ

γ̇c

[
exp

(
−Wcs

kT

)][
exp

(
τcbαWcs

µkT

)
− 1

]
J$���K

�
�τ̂w

�γc
=

bµ2

Lwτ̂w
− 1

2
µ

(
τ̂w

µ

)3 µb

kT
Dl

1
γ̇c

. J$���K

� ���9����	 �����)��	 �� �B���7� �� ��	����	 �� �������� �������4 �B���7� J$���K
� J$���K4 #	)�� �� �#��!���	 2��	���	�"#��	 �4 �	�	 ���4 �	��� �� ���	�����	 �?C
���������������� � ���9����	 �	��������	 �	 �	���	 �	��� � �#����� ��!����	4
������.�� �	� ��? � %������#4 �����	 �� ��2	�����	 ������� �� ��� �������� �������
������	#��!��E

• µ R �"���	 �� ��#���) ��������.���	 �	 ��������P

• w R ���������	 ����� ���	���7�P

• ν0 R 2��B�;���� �� ��������� �� ��	���#�����	�P

• Wcs R �������� �� ��������	 �� ��	���#�����	P

• α R ���9����	 �� ����� �� ��	���#�����	P

• Lw R ���#��� �� ������ �� ������ ������	#��!��P

• Dl R �	������ �� ��2�������� ����������� 	� �	�!������ �� ��2��	�

5�� �	���	 �� �	��	�������	 ����	���	������	4 ���	�� ����� �� �	��� 	 2��"���	
�� ���������	 ������� � ���9���� � ������ 2��"���	 �� ��	���#�����	 �������	 ���C
���������4 ��� � �������#�� �� �������� �	����������� 	 ����������	 �� � ����#��
�������	� 5�� ������	 �� �������	 	�	��� � ����������� �������� � �	�����	 ��

��� ���	
� ���������� 
������ ����	����



'� *� 2����
��� ���	������


�B���7� J$���K � J$���K ����� ��� �� 	������� I �B���7� �� �	������������� � �B���.���	
����� 	 ������	� � � ������ �� �������� ������� ������	#��!��4 ���� ���� �B���7�

γ̇ = γ̇c +
τ̇c

µ
= γ̇w +

τ̇w

µ
, J$��$K

τ =
Lc

Lc + Lw
τc +

Lw

Lc + Lw
τw, J$��'K

��������������� 5�� �	���	 �� �	��	�������	 ��	�	�	 �	� ��? � %������# �	��#��
������ 	 �#����� 2��"���	 � �	��	�������	E J�K ����������	 �������	P J��K �������C
��	 ������� ������ �� 2��"���	 �� ��2��	P J���K ���������	 ���9���� � J��K �	������	
�� ���	���7� �������	 �������������� � ������� �	���	 2	� ����������	 � �������	4
���	 �� ���	��4 �	� ����	 �� �	���	 � ���?� ���	������ �� ��2	�����	 I �������C
���� �� �,$ Q � $6� Q� ��� ����	 ������ 2	� �����)��� ��� ��#� ��C3	�

%�"�� ��	�� �	 *���+ 	 ,�$��

� �	���	 �	��������	 ��	�	�	 �	� -���) � 
�#	� �� �,*� N-���) � 
�#	� *�O4 �������	
�� 	������7� ���9����4 � ��������� �	 �	���	 �� ��? � %������# � ������C� � ��������
�� 2�� 8����� 5�� ������ �������� ��� �������� ������� B�� ���������� ������C
�� �� ���	���7� �� �������� ������� ������	#��!�� � �� �	�����	 �� 	�)� ���9����	
�� �#��!���	 2.��	 ��� ��!���	�  	 �������	 �����	���	 �	 �	���	 �	�������C
�	 ���	�����C� 	 �������	 �� J�K ����������	 �������	P J��K ���������	 ������� �
���9���� ������ �	 �������	 �� ��2��	 � �� ��	���#�����	4 ��������������P J���K
�������� ������� ������	#��!�� �	��	�� ���	 ������	� � ���� ������ ���������	 	 ���C
���	 �� ���7� ������� I ������P J�K �	������	 �� ���	���7� �������	 ���9����������
5��	�� 	 2��"���	 �� ���������	 ������� � ���9���� ���� �	�����	4 � ���������	
���9���� �������� �	� ��	��	 ������	 ��	 � ���� �� �	��� ���� �	���	� 
 2	���
���������� ���	������ �	� -���) � 
�#	� ���� � ���	������ �� ��2	�����	 ������� ��
�	���4 γ̇4 � ���� �	�

γ̇ = bρ1υ0 exp
(
− Fj

kT

)
x exp

⎡
⎣2εδ

kT

(
s −

√
3/2
2π

x1/2

)2/3
⎤
⎦ , J$��6K

�	�

s = (σ/τ01) − 0.85µbρ1/2 J$��*K

�

x =
[

24π2

(2εδ/kT )2

]
s2/3. J$��,K

� ���	�� ��!��� 	 ���9����	 υ0 � Fj �	�	 � 2��B�;���� �� ��	���#�����	 � � ����#��
�� ��������	4 ��������������� µ � 	 �"���	 �� ��#���) 	� �� �	���4 T � ����������� � k
��� 	 ���	� �� �	������ �	 #�� ���2���	� ε ��!�� � ����	 �� ����� �� ���	���7� �
δ � ���#��� �	 ����	 �� ��	���#�����	� 
 ����	 �� ��	A�� N-���) � 
�#	� *�O � ����
�	� τ01� 
 �B���7� ���������� �� ��	����	 �� �������� ������� ������� ρ1 � ρ24 B��
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��!��� � �������� �� ���	���7� �	 ������	� �� ������ � � �������� �� ���	���7� ��
������ �� �������� �������4 ��������������4 �	 ���� �	�

�ρ1

�γ
=
(

2πα

bK2

)
ρ

1/2
1 − La

K2b
ρ1 J$��0K

�
�ρ2

�γ
=
√

2/3
(

a

h

1
b

)
x1/2ρ

1/2
1 − 2

γ̇
Kρ2, J$���K

	��� α = 0.5� K ���	����C� �	�	 2���	� �� ���������	 ���� ��#�7� ������������ �
La � 	 �	��������	 �� ���	����	 ��������� �	� ��	���������	 �� ���������	 ���9�����
h � � ������ �� ������ �� ������ ������	#��!�� � a ��!�� 	 ���������	 ����	 �����
� ������ �� ������� 
 �B����	 �� ��	����	 �� ���	���7� �� ������ �� ������ ����C
�� �� ������ �� �	�����7� �� ���	���7� �"���� 5�� �	���	4 �������	 ���	 ���	��
�����)���	 ��� ��#� �� ����.��	 
�C'L�� �	� ����	 ����?��� I ����������� �� �00 Q4
��������C� �	����?	 � �� ��2.��� ������������	� � ���9����	 ��������.���	4 �	� ��C
��� �� �#��!���	 2.��	 ��� ��!���	4 ����� �� ���	�����	 �	� ������ ����	�"����4
����� ��)�4 �	�	��

%�"�" ��	�� �	 ���	� 	 -.	�#/


 ��� ���.���� ��	�	�� �	� ������ � <����@ N������ � <����@ 6*O �	������ ��� �����!��C
��	 I ��� ������	������ ���������� �	� ������ N������ 6'O� �	 �	���	 �	��������	 ���
#����4 � ���	������ �� ��2	�����	 ������� Dp4 �������4 ���� �� ����	 �B��������� σ̄ �
�� ����������� T 4 �� ��� �������� �������4 ���	������ �	� 7 � Fdef 4 B�� �������C
��� 	 ����������	 ���	��"���	 � �	��"���	4 ��������������� �	 ������	4 �	 �	���	
�����!���	4 ��� 8���� �������� ������ �������4 Fdef 4 B�� ��������� 	 ����	 �	������ �	
����������	4 � ����������� 5��	�� �	��� 	 �	���	 ������� ���	 �	����?	 � �	��#�
�	������� 	 ��� ���	������ �������	 �� ��2	�����	4 ��� �����!����	 ������ � ��
�����)���	 � ��2	�����	 �	�"�	��� �	��C� B��4 	� 	�������7� �.�����4 ��� �	���	 ��	
�	��#�� ���������)�� 	 �2���	 �� /������#���


 2	��� ���������� �� ���	������ �� ��2	�����	 ������� ������ �� 2����	 ��	
������"���	 2	� ������������ ����	��)��� �	� ������� 5�� �	�� � �#����� �?����	E

˙̄εp = Bθ′
{

sinh

[(
σ̄/E√
Fdef

)2
]}n

, J$���K

	��� B � n �	 ���9����	 ��������.���	 � E = E(T ) � 	 �"���	 �� ����������� �	
��������� � �	���	 �� ������ � <����@ �	�� �� �	��������	 � ������;���� �� ����#�� ��
��������	 ������������� I ������������  ��� �	�	4 	 2���	� ���������� �� �����������4
θ′4 B��4 �	� �� ��)4 ������� �� ����#�� �� ��������	4 � ���	 �	�E

θ′ =

⎧⎨
⎩ exp

(
−Q∗

kT

)
���� T > Tt

exp
{(

− Q∗
kTt

)
+
[
ln
(

Tt
T

)
+ 1

]}
���� T ≤ Tt

J$���K

	��� Q∗ � � ����#�� �� ��������	 �	 �������� I ����������� �� �������	 Tt � k � � �	������
�	 #�� ���2���	� 
 ��	����	 �� �������� �������4 Fdef 4 � ���� �� �� 2	��� ��2��������
�	�

Ḟdef = H ˙̄ε − HBθ′
[
sinh

(
A2Fdef

)]n
. J$���K
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�� B�� B4 Q∗4 H4 n4 A4 Tt �	 ���9����	 B�� ����� �� ����������	 ���� ���� ���������
� ����	

ṙ = −HBθ′
[
sinh

(
A2Fdef

)]n
J$��$K

�� �B����	 J$���K �	�� �� �	��������	 	 2��"���	 �� ���������	 ��������
� ��������� 	�������	 �� ������ � <����@ 2	� � 	������	 �� �� �	���	 ���	 ���9����	

�	 �������� 2	�� �� �����������	 ������ -��� ��� �	���	4 �	������������ � 	���	
�	���	 ���������	 ���� ����	4 ����� ��#�� ����	 ���9���	 �	������ ���� ���	�C
���� 	 �� ���9����	 �	��������	 � 	 ���	� ������� �� �������� ������� ������ F 0

def � �����
�����#�� ���� �	���	 � �������� �	����� 2��"���	 �	�	 J�K 	 �2���	 �� �����	 �� 	���	
�	 ����������	4 �� ����#�� �� ��������	 � �� ����������� I ���	������ �� ��2	�����	P
J��K 	 �2���	 �	 ����������	 �	��"���	 �� ����������� I ���	������ �� ��2	�����	P J���K 	
�	��	�������	 ���	������	P J��K 	 �2���	 �� ����������� �� ����	 ������ �� �����������P
J�K ���������	 �������P J�K � �������	 �� ����#�� �� ��������	 �	� � ����������� �	� ��
�	�����	 ������������� ����� � ��B���	 �� �B���7�� �	 ������	4 ��� �	���	 ��������
� �������#�� �� �	��� �� ���������� �������	 �� ��2	�����	 ����?��� ��	C�.������

%�"�� ��	�� �	 0��1� 	 ,����

 ��� 	 !��� �	 ��	 *0 
���� � � �� �B���� J/�	A�4 &�� � V����4 ����� 	���	K �;�
���������	 �	������ ��	#��	 �� �	���	 �	��������	 ���� ��	��	 �� ��2	�����	
�4 ���������������4 ���� ��	��	 �� ��2	�����	 � ����������� �������� 5�� ��	#��C
	 �	��� �� �	������	 � ������ �� ��������7� �	�	4 �	� �?����	4 N
���� �	 �
� *$4

���� *$4 &�� � 
���� *'4 /�	A� *64 &�� �	 �
� *,4 /�	A� �	 �
� *,4 
���� ,�O�

/�	A� N/�	A� *6O4 �����	 �	 �������	 ���������	 �	� 
���� N
���� �	 �
� *$O4 ����C
���	� �� �	���	 �� �	��	�������	 ����	������	C���	������	 �	� ���������	 �	 ���	
�� �������� ������� �����	����	 ���� � ��2	�����	 �� ����� � ���� ����������� � ��C
�	������ �� ��2	�����	 �	������� 5�� �	���	4 ��������	 ���� #����� ��2	����7�
���������	��� �	 ��#��� �� �������	 � B�����4 2	� �����	 �� 2	��� � ���������� 	
�����	 ��� �#��!����� �	 ����	 ����	��������� �	 ����� � � �� ��	����	 �������
� ��2	�����	� ����	 	�������	 �	 ���	�� ��� B�� � �����������	 �	 ���9����	 ��C
��.���	 �	 �	���	 �� �	��	�������	 2	� �������� � ��B����� 	 �.���	 �� ����	
�?����������� � ���9����	 ������ ������	 s4 �� �����7� �� ����	4 �	���� ��2	����7�
	��� � �������� �� ���	���7�4 ��#��	 � �2���	 �� ������	 �� #��	4 ������������	
�� 	����	 "����4 ���� �	 �������� �� 2�� 8���� 	 ���9����	 s � �	�������	���	 �	� �
�������� �� ���	���7� B��4 ���� ��� �	���	4 �	��C� �	�	 � �	���������	 ��������
���� � ����;���� I ��2	�����	 � ����������� ��������


 �B���7� �	��������� ���� 	 ���	� �� ���	������ �� ��2	�����	 �������4 Dp4 �
���� � ���	������ �� ��2	�����	 ������� �B���������4 ˙̄εp4 �	 ��������� I �	 �	���	
��	����	 �	 ������� �������	 � �	 ���� ���� �B���7� J$��6K � J$���K� �	 ������	4 �
�B����	 ��	������ ���� � �������� ������� s4 ���� �	�

ṡ =
{

h0

∣∣∣(1 − s

s∗
)∣∣∣a sgn

(
1 − s

s∗
)}

˙̄εp, J$��'K

��	 �	������� 	 2��"���	 �� ���������	 �������� 5�� ��� �� �	��� ��	��	 ���9��C
�	 �	�	 	 ����������	 � ���������	 ���9����� 
����� �� ����	 ����	 �� ���#�C��C
���#� �	� ��2������ ����	 �� �����#�4 /�	A� �	������ B�� � ��?� �� ���������	4
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����	 ���� ��� ��#� �� ����.��	 ��00 �	�	 ���� ��� ��#� 1��L<�4 �	 ������� ���?� �4
�	��B����������4 B���B��� ����	 B�� ��������� 2��"���	 �� ���������	 ������� �	��
�� �����)��	�

�� �?����	 J$��'K4 h0 ��������� � �������	 �� ����������	 �������	 �	������ � s∗

��������� �� ���	� �� �������	 �� s� <�#���	 /�	A� � 
����4 ��� � ���	 �	�E

s∗ = s̄

[ ˙̄εp

A
exp

(
Q

RgT

)]n

. J$��6K

�� �?����	 ������	� 	 ���9����	 ���.���	 �	 �������� �	 h04 a4 s̄ � n� 3	������������
�	 �	���	 ��	����	 ���� �������	4 � ����#�� �� ��������	 Q � �	������ � � ���� ��
�B����	 �� ��� �	 ��	�����	�

� ��	��	 �� �����������	 �	 ���9����	 �������� ���� �	���	 �	��������	 � �	�C
�	�	 �	� ����	 ����?��� �� �	�����	 � ����	 �� ���#�C�����#� � ��2������ ���	����C
�� �� ��2	�����	 � ������������ � ���	�� ������ ��	������ �����)����C� ���� ��
����������� I ���	������ �� ��2	�����	4 �� 2	��� � ���	����� 	 ���	�� �	 ���9����	
��������.���	 �	� ���	� �?������	�
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'�� *���	����	

��� #����� �8���	 �� ��	��	 ����	�"#��	4 � ���	��9���� �� ������ �	 �	��	�������	
������	 ��� ��	 ���	������� ���� ����	 �	 ����	 SS� -	���4 � #����������� �� �����C
�� �����	����� ���� ������� ��� ��	��	 �����)�� �	�� � ������7� �����	#����
�	 ����	 �� ����������� � �	������� B�� � ����������� �	 �������� ��2	����	 ���C
������ �	������� 5�� ��	��������	4 �	�������� �	������	 �	� �	������	 �	�������4
�����)� �	�	 	 ���	� #����	 ������� 	 ��	��	 �� ��2	�����	 ������� ��� �	�	 	 ���	�
��	���	 ���	 "���	 � 	 �������� B�� 	 �	���� N=	���#�� � ������ ,*O� 5� ��	��	 ��
��2	�����	 I ����������� ��������4 �� B�� � ���	������ � �.��� �� ��2	�����	 �	 ��C
��)���4 ��� �����!����	 � ���������� �	�����4 �� ��	��	 �� �������	 � B����� 	� B��
���	���� #����� ���	������ �� ��2	�����	4 	 2���	� ������	 � �� �?����� ���	��9�����
-	� �?����	4 	 �������	 � B����� �� ����� � 2��B���������� �����)��	 �	� 2���������
2��� � I ����������� ��������� � �	�����	 �	 �������� � ��2	����4 � ��� �����������
�������4 �	� � 2��������� 2��� � �	� 	 �� �������� ����) ��	��	 �� ��	�� �� ���	�
�#��!�����	� 3	��B����������4 �� ������ �� ��	��	 �� ��2	�����	 ��	C�	������	
���� �	�������C�4 �� �����	 �	� � �	���	 �	 �	��	 �������� x4 � �����������4 T 4 �	�	
�������� ������������ �	 ��	��	 N 	����� 0�O�

5� ��	��	 ����	������������� ��	����	4 � ���	�� ���9���� �	 �������� �����C
�� �	 �	��	�������	 ������	 � 	 �	��	�������	 ������	 ������� �� ���	�� ���9�����

'6
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 ���������� �� ��	���� �	� ���	 	 ��	����� �� ��	�������	 ����	���9���	 �C
�� ������������ �	����� I ������#�� �� �	������	 �� �����������;���� ����	���9����
N>�) M�� ,*O�  ��������	 �	 #��� �� ���������	 ����� 	 �����4 ��� ��	�������	 �	��
�� ����!���	 �	�	 2���	 	� 2	����  � �� �	�	 #����4 �� ������ �������� �	 �	��	���C
����	 �	 �����4 ��� ��	����� �	 ��	����	 ������������ �	� ��	�� �� ��2	�����	
�� ��������	 �� ����	 �������������	� 5�� � � ������#�� ��	����� ���� �������	 � �
���	������ �	� 	����	 �	������� 	� ��	C�C��	�

� �	���	 ����	���9���	 �	�� �� ���������	 �	 J�K �2���	 �� ����������� 	��� �
���	�� ���9���� � �	 J��K �2���	 ������	 �� ��2	�����	 �������� � �2���	 ������	 ��	C
�	���	 ���� ��2	�����	 �������4 B�� ������ � #�����	 �� ���	� �	� ��2	�����	 �������4
�	�� ����� 2	��� ���������� ������� �������4 ���������	 �	 �	���	 ����	���C
���	 ��	����	� 5� �,*04 =����	 � Q	��@��� N=����	 � Q	��@��� *0�O ����������� ��
�	���	 ����	������	 �����	 �� ��	��� ����	���9���� �� ��2	����7�� -	����	����C
�� �;� ��	 �����	����	 	���	 �	���	 ����	������	 N<��	 � ����� ,�4 -��)@�� ,�4
<)��	 � >��#� ,$O� 5�� ������ ���������� 	 2��"���	 �� ���������	 ����� 	 �����
���9���	 � ������	 �� ��2	�����	 �� �������� �������	� �	 ������	4 ��#�� �����	
���	������ ��	 2	��� ����� �?��	���	4 �	���������� 	 �	����	 � ��#��� ��#� ��
����.��	 �� #����� ��2	����7��


 ������#�� �� ��	�������	 ����	���9���	4 �� ��	����� B�� ���	���� #�����
��2	����7� ����	�������4 �������C� �� �����)���	 �� ��#	����	 �� 	����	 #���� � ���C
������	� �	 �������	4 � �������	 ���������� � 	����	 �	������ �	 ��	����� �� ����C
���	 �� ���	�� �	 �#���	4 � 	����	 � 	����� �	�������� ���� ���	?�����	 ����������4
�����)���	 � ��	�� �� ���	� �	� �	�����	 �	 "���	 N>�) M�� 00O� ���� �������	 �����)	�C
C� ���������� � 	����	 #���� �	 ��	����� ��	����	 �	� ��� �� ��� �?����4 ����� ��
�	�������	�������� ��� �������	��

'�� 0	��	�������	 ������	

5� ���	 "���	4 	 �	�	 ����	 �� ����2��;���� �� ���	� �	E J�K � �	�����	 �	 ��C
����	� �	 "���	 � J��K � ��	�� �� ���	� �� 2�	������� -	���4 �	 ��	 �� ����	4 ���	��
���� �	���������	 �� ��������4 	 ��	����� �	�� �� �������	 �	�	 �� �	�����	 �����4
��#��#�������	 �	�	 	 ����	 ��������	� 3	��B����������4 � �	.��� ���	���� � ���
2	�������	 ��#���#���� ���������)��� ���� ���������� � 	����	 ������� �� ���� �	�!#�C
����	 #�	������� � �� ���� ���������	 �� ��2	�����	 N
������C3���	 �	 �
� 0��O�


 �������� � �#���� ��� �� ����	���9���� J��� �� �	�������	 �� ����#�� � �� ����	C
���9���� �������.���4 ��������������K #	������ � ��	����	 �	 ����	 �� ������������ 

��������	 ���� �����.��	 �� ����	���9����4 �	����������� �	� � �	����7� �� �B��C
�.���	 � �� �	�������	 �� ���4 � �� �	��	 �����	 � ��2	�����	 ������� ������ ��
�#����� �B����	 #�����E

ρc
∂T

∂t
+ div(qk) = qi + qt J'��K

�� B�� ρ � c ���������� � �������� � 	 ���	� ����.!�	4 ��������������� qk � 	 :�?	
�� ���	� �	� �	�����	 �	� ������� �� ����	 � ���� � qi � qt ���������� 	 ���	� ��	�	���	

���� ��
���� � ���� ���� ����	����



4�/� �������
����� �-����� ',

�	� ��2	�����	 ������� � B���B��� 	���� 2	��� �� ���	� I �?�����	 �� ������ �	� �2���	
���9���	4 ���������������


 �	�����	 �� ���	� � ��!���� ���� ��� �� �	����������� �� 1	�����4 ��	 �4

qk = −k grad(T ), J'��K

	��� k � 	 ���	� �� �	����������� ������� �	 "���	� <���������	 qk4 ���	 �� �B����	
J'��K4 �� ������	 J'��K 	����C�

ρc
∂T

∂t
= div [k grad(T )] + Q, J'��K

	��� Q = qi + qt � 	 ����	 #�����	 �� ���	��

 ��	�� �� ���	� �� 2�	������ ��	C� �	� �	������	4 �������	 � �	�����	 �	� �	�����	

������	4 �	�	 � �	��� �� !#��� '���

qc e qr

n

s1

s2

s

p

q

qcont

st

1�#��� '��E =����������	 �B�������� #������� �� �	����7� �� 2�	������ ��� ���	 "���	
Ω�


 ��	�� �	� �	������	 �	 ��!���� ���	 �	�!������ �� �	������	4 hc4 � ���� �����C
������ �	 ���	 �?����	�4 T∞4 �	�2	��� � �?����	

qc = hc(T − T∞) em Γs. J'��K


 �	�����	 �� �������	 � ���� ���� �?����	 �#�����E

qr = κr(T − Tr) em Γs, J'�$K

	��� 	 �	�!������ �� ����2��;���� �� ���	� �	� �������	 �

κr = rr(T 2 + T 2
r )(T + Tr) J'�'K

� �	�� �� ����������	 � ������ �� ����������� ��	���� �� ����2.��� �� 2	��� �� �������	4
Tr4 � �� ����������� �� ����2.��� Γs� � �	�!������ rr � ����������	 � ������ �� �	������
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�� <������C/	��)���4 �� ���������� �� ����2.��� �?����	� �	 "���	 � �	 2���	�� ��
2	��� #�	������	 �� ����2.��� N+���	���� �  �V��� *04 /���� ,'O�

� �	�����	 ������	 ����� �	� �	��	 ��� ����� � ���2���	� 
 �	�����	 �� �	�����	
������	 ���������)� ��	 �	�	 � �?��;���� �� ������)� ����� � ��� ����2.���4 	 �	
�� �����!�����4 � ����;���� ������� �����	 � ��#	�����4 ���� 5�� �	�����	 �� �	�����	
������	 ������� �� ��2������ �� ����������� ����� 	 �	� �	��	 �� �	�����	 � �� ����
�2������ �� �	�����	� � �	�����	 ������	 � � �������� ����� �� ���	� �	��� �� ��!���	
�	�

qcont =
Qcont

Acont
= hcont(Ts1 − Ts2) em Γst. J'�6K

Acont � � ���� �� ����2.��� 	��� �?���� ��2���	 �	 �	�����	 ���2���	4 hcont � 	 �	�!������
�� ����2��;���� �� ���	� �	� �	�����	4 � Ts1 � Ts2 �	 � ����������� �� ����2.��� ��
�	�����	�


����	��������4 � 	����	 �	 ��	����� ������	 �	�� ������� �	����7� �� 2�	������ ��
����������� � �� :�?	 �� ���	� �������� ��!���	4 ��������������4 �	�

T = Tp em Γp e J'�*K

q = −qp em Γq. J'�,K


 �	������	 �	 �2���	 �� ���	� �����	 �	� �����	 � 2�����	 ������� ������������ ��
��� �� �����	 ��	������ (�� ��) B�� � 	����	 ���9���� ��	 ���� �� �	��� 	 �	�����	 �	�
�����	4 �	� ��	 � �	 9����	 ���� �������	4 	 �2���	 �� ���	� �����	 �	� ��� 2��"���	
��	 �	 �����.�	 �� ������� 2	������7��

2���� 3 	4	�
� �� 
	��	��
��� ��#�	 � �	����
� �	�5����

� �2���	 �� ����������� 	��� � ���	�� ���9���� �	�� �� ���������	 �	 J�K �2���	
���9���	 �� �������	 �� ����������� � �� J��K ������;���� ������� �� ��	�������� �	
��������� 
 ������;���� ������� �� ��	�������� ����!�� 	 2���	 �� ��	��������
�����)��� �� �B���7� �� �	�������	 �� B��������� �� �	������	 � �����7� �	���������
���� 2���7� �� ������������ � �2���	 ���9���	 �� �������	 �� ����������� ���������)�
	 �2���	 �� �?����	 � �	�������	 �	 �������� �����	 I ������7� �� ������������ 5��
� ������������ ��	�	���	��� I 2����	 �	�!������ �� �?����	 ������� �	 ��������4 α4 � �
����������	 ���� ����� ������� �	 ���	� ���	������ �� ��2	�����	4 Dt4 ���	 �	�

Dt = α∗Ṫ11. J'��0K

�� �?����	 ������	�

α∗ = α +
dα

dT
(T − T0) , J'���K

	��� T0 � ��� ����������� �� ��2��;���� � α = α(T )�

2���� 3 	4	�
� 
&����� �� �	4������� ����
���


 ��:�;���� �?������ ���	 ����� ���9���	 �	 ��	����� ������	 � ���� ���� �	���	
� ���	������	 �	 "���	� 
����	��������4 ��� ������ � ����2����� ���� #�����	 ��
���	� �	 ������	� �	 "���	 �	�	 �	��B�;���� �� ��2	�����	 �������� � ���	� #����	 �	�
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��2	�����	 ������� � ����������	 ���� ��?� �� #�����	 �� ���	� �	� ��2	�����	 �������4
qi� 5�� �	�� ����� 2	��� ������� �������4 ���������	 �	 �	���	 ����	������	
��	����	 N>�) M�� 00O�  � ��� 2	��� #����4 qi � ���	 �	�E

qi = ξσ : Dvp + H(D, s, α, γ, ν,σ, ψ̂, ϕ̂, T, Ṫ , ...), J'���K

	��� σ � 	 ���	� �� ���7� �� 3����@4 Dvp � 	 ���	� ���	������ �� ��2	�����	 ���	C
������� � H � �� ����	 ���������� �	 �	���	 ����	������	 ��	����	�� ξ � 	 2���	� ��
�������	 � ��������� � ������� �� ����#�� �� ��2	�����	 ������� B�� � ������� 	� �
2	��� �� ���	�� -��� � #����������� �	 �������� �������	4 ξ ∈ [0.7, 0.95]�

-��� ��	��	 �� ��2	�����	 ����	4 	��� Dvp ≈ 04 � �������	 �� ���	� �	� ��2	�C
����	 ������� �	�� �� �����)����


 �	����?����� �� 	������	 �� �	���	 ����	������	 !�� ������� ���� B���������
�� �	���	 ������	 ���������	 �� 8����� ������� 
�#�� �	 �����	 �� ����	��C
�9���� �� ��2	�����	 N=����	 � Q	��@��� *0�O4 	���	 �	 �	�����	 �� ����	���9����
�������.��� N
�#@�� �  	����� *�O� �� ����	 �#����� ��������C� 	 �	���	 ����	���C
���	 �����)��	4 �����	 B��� �� �	�����	 ����	���9���	 B��� ���.���	�

'�� �	���	 ����	������	

� ���	� #����	 ���� ��2	�����	 ����	�������4 ��!���	 ���	 �#���	 ����	 �� �B����	
J'���K4 � #��������� ��B���	 B����	 �	������	 �	� 	 ���	� #����	 ���	 �������	 ��
��2	�����	 �������4 ����������	 ���	 ����	 ξσ : Dvp� 5�� 2���	 � �� ��� �������
�������� B�� ����	 ���	�� �	�	4 �	� �?����	4 >�) M�� N>�) M�� ,*O � =	���#�� � ������
N=	���#�� � ������ ,*O4 �����)�� 	 ����	 H B����	 ��	����� ������� � #�����	 ��
���	� �	� ��2	�����	 �������4 qi� 
����	��������4 ��� ��	��������	 �	���) � ��� ���	�
����������� �	 �	���	 ����	������	 � ������) �� �	�������	�

� 2���	� �� �������	 ξ ��������� � 2�����	 �	 �������	 ������	 �2����������� ����C
2	����� �� ���	� � �?���� ��� 2����	 ���	������ �	�	 ����� �	 �	���	 ����	������	 �	
��	����� � �	 �������� � �	������ 5�� � �����)��	 ���� #����������� �	 �	���	 ����	C
������	4 �	�����	 B�� �� ����	����������� ������ ����� ��� �	��	����� ���.�����

-��	 �?�	�	 �	 ����#��2	 ������	��4 � �� 2	��� � 	���� �� �B���.���	 ����� � 2��	��C
�	�	#�� ����	���9���� � � ����������� �� 2	�������	4 	 �	���	 ����	������	 ��	����	
� 	 �#�����E

qi = ξ (σ : Dvp) + ψ (T ) . J'���K

� �#���	 ����	 �� �?����	 J'���K4 ψ (T )4 � ��� 2����	 B��������� �� �����������
B�� ��	���� ��������4 �� 2	��� �����4 	 ����	 �� #�����	 �� ���	� �	� ��2	�����	
����	�������� 5�� ���	����C� �	� 2���	� �� �	������	 �� �������	� 3	� � �����	
���� 2����	 �� �	������	 ��������C� �������� ��#�� �2���	 �� ����������� �� ���7�
� �� ��?� �� �������	 �� �������� ��������  ��� 2	���4 � �B����	 #���� �� ���	� ���
�	��	 �����	 � ��2	�����	 �������4 �B����	 J'��K4 �	�� �� �������� �	�	

ρc
∂T

∂t
− [ξ (σ : Dvp) + ψ (T )] − qt + div(qk) = 0. J'���K

���� ����� � ���� ���� ����	���
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'�� ����	 �	���	 ����	������	

>���	 �;� ��	 	 �	���	 ����	������	 �����	����	 � ��	�	�	 �� ������ �������
5�� �	���	 �	��� �� �������	 �� ��; ����#	��� ������� �� 2����	 �� �� �	�����	
�� ������ ����	���9���� � 	������7� 2��	���	�"#��� N>�) M�� ,*O� 5�� �	E � ���C
�	���9���� ������ �� �������� �������4 � ��	��� ������ �	 ��	��	 �������.��� � �
����	���9���� ����	���� �� ���7� �#����� ���������C� ��#�� �	���	 ����	�����C
�	 B�� � ������ �� ���� ��� ���� ����#	���� ��	 � �������� �	� ��� ��?�	 �����)��
�� ����	 �?�����	 	��� 	 �	���	 �����	����	� -�������C� ��	 	����� ���������
��� ��:�?�	 	��� � ��2������ ������#�� �� ��	���#�� �	 ��	����� �� #�����	 �� ���	�
�	� ��2	�����	 ��������

2���� ��	��� #��	���� 	� !����!	�� �	 	�
��� ��
	����

 � ����� 	 �	���	 ����	������	 �����	 �� �������� ������� 	 ��� �����#��	 �	
	 �� =����	 � Q	��@��� N=����	 � Q	��@��� *0�O � �� -��)@�� N-��)@�� ,�O�

5� �,*04 =����	 � Q	��@��� N=����	 � Q	��@��� *0�O ��	������ ��� 2	�������	
������ �� ��	��� ����	���9���� �� ��2	����7� � ���	�����	 � ��� �������� �������E 	
���	� �� ��2	�����	 ������� � � �������� �� ���	���7�� � �	���	 ���9���	 �����)��	 �
�� �	���	 �.#��	C���	������	� �	 ����	 �2������	 �	� ��� ���	��4 � #�����	 �� ���	�
�	� ��2	�����	 ������� � ���� �	�

qi = σ : ε̇vp − νA ˙̄ε + νBαe−D/kT , J'��$K

	��� σ � ε̇vp �	 	 ���	� �� ���7� � 	 ���	� ���	������ �� ��2	�����	 ���	�������4
��������������� T � � �����������4 A � B �	 �	������ �	 ��������4 k � 	 �	�!������
�� �	����������� ������� � D � � ����#�� �� ���	C��2��	 �	 ��������� 
 �������� ��C
����� �	 �	���	 �	 � ���	������ �� ��2	�����	 ������� �B���������4 ˙̄ε4 � � ��������
�� ���	���7�4 α� 
 ��� 8����� ������� �� �B����	 J'��$K ���������� 	 �2���	 ��
���	���7� �� �������	 �	 �������	 ���	������	� 
 �������� �������4 σ : ε̇vp4 ��!�� �
��?� �� �������	 ���	������	�

������ -��)@�� N-��)@�� ,�O ��	�T ��� 2	�������	 ������ �� ����	���9���� ��
��2	����7� ���	�����	 � �������� �������� ����4 � ��	����	 �	 ��	����� ������	 � #	C
������	 ���	 ���9����	 ������	� <�#���	 -��)@��4 � ��	��� �	 ���9����	 ������	
������� ������������ �	 ��	����� �4 �	��B����������4 ���� �	 �����	�������	 �� ��C
���	 �	���	 ����	������	� 5� ��	����� �	� ����������	 ������	 �� ��2	�����	
�� �	��� �	����)���4 � #�����	 �� ���	� �	� ��2	�����	 ������� � ���� �	�

qi = ξτ : dp +
ρ

ρref
T

(
∂τ

∂T
: d +

∂2ψ̂

∂Tµ

[
1
µ

∂ϕ̂

∂T

]−1

: dp

)
. J'��'K

τ � 	 ���	� �� ���7� �� Q�����	] � ξ � 	 �	�!������ �� �������	 B�� ��������� �
������� �� ����#�� �� ��2	�����	 ������� ������� 	� � 2	��� �� ���	�� d � dp �	 �
���	������ �� ��2	�����	 �	��� � �������4 ��������������� ϕ̂ � ψ̂ ���������� � ����#��
����� �� H����	��) � � �� �	����������� � ρ � ρref �	 � ��� ����.!�� �	������ � ��

���� ����� ��
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��2��;����4 ��������������� µ � 	 ����	� �� �������� ������� ���� �	���	 ����	������	�
� ����	 τ : dp ��������� � ��?� �� �������	 �	 �������	 ������	�

3	������������ I #����������� �	 �	���	 ��	�	�	4 	 �	���	 �#����	 �	� Q��C
��� � H���� NQ����� � H���� ,6O ��	 �����)� 	 2���	� �� �������	� 5�� � ����������	
���� B����	 � ��� �� ����������	 �	��"���	 � ���������	 ��	 �	 ����������� �	�
��� 2����	 ������ 8����� 
 2	�������	 ����������4 ������� � ��B���� ��2	����7�
����	�������4 � ���� �	�

qi = T : Ėp − T
∂2g̃e

∂T∂T
−

n∑
k=1

[
Qk

(
∂g̃p

∂Qk

)
+ T

∂2g̃p

∂T∂Qk
Q̇k

]
. J'��6K

Qk ��������� � �������� ������� ��B����	 B�� g̃e � g̃p �	 � �	��	����� ������� �
������� �� ����#�� �����4 ��������������� T � 	 ���	� �� ���7� � Ėp � � ���	������
�� ��2	�����	 �������� 
 2	�������	 ���������� 2���������C� �	 �����	�	 B�� ���
�	�	 	 �������	 ������	 � ������	 	� � 2	��� �� ���	�� -���� �	 �������	 ������	 �
����)����	 �	� 2��"���	 �� ������� ��������� �	 ���������

2���� ��	��� #��	���� �� 
	���� �������� ��� ����	���� ���	!	��6!	��

�	 ��.��	 �� ������ �� *04 
�#@�� �  	����� N
�#@�� �  	����� *�4 
�#@�� �	 �
� *�O
��	������ �� �	���	 �����	 �� �	�����	 �� ����	���9���� �	 ��	C�B���.���	� ����
�	���	4 � #�����	 �� ���	� �	� ��2	�����	 ������� � ���� �	�

qi = ξσ : ε̇p − 3KαLJ̇1T. J'��*K

ξ �4 ��� ��� ��)4 	 �	�!������ �� �������	4 K � 	 �"���	 �� ����������� � αL � J̇1 �	
	 �	�!������ �� �?����	 ������� � � ��?� �	 �������	 ���������� �	 ���	� �� ��2	�����	
�������4 ��������������� 
 8����� ������� �� �B����	 J'��*K ��������� � ��?� �� ����	���
����.!�� � ����������� �	������4 ������ I �������	 ��������

<)��	 � >��#� N<)��	 � >��#� ,$4 >�) M�� ,*O ������ ���	������ �	 �	�����	 ��
����	���9���� �������.��� ���� 	���� 	 ����	 �� ��	�������	 ����	������	� 5�� ����	4
�����	 �� ��	���#�� ��	����� �	� <��ż���� N<��ż���� **O4 � ���	 �	�

qi = ξσ : ε̇p + T
∂σ

∂T
: ε̇e, J'��,K

	��� σ � 	 ���	� �� ���7� �� 3����@4 ε̇p � ε̇e �	 	 ���	�� ���	������ �� ��2	���C
��	 ������� � �������4 ��������������� � �#���	 ����	 �� �B����	 J'��,K4 ���	�����	
�	� 2���	� �� ��	�������	 ����	������	4 � 2����	 �� �����������4 �� ���	������ �� ��C
2	�����	 � �	 �"���	 ������	 � ����	������	� � �������	 ����	 ��������� � �������
�� �������	 ������� �	� �������	 ������	� 5� �,,�4 <��	 � ����� N<��	 � ����� ,�O
����������� �� �	���	 �������	 � ��	��	 � 2��	 ���� 2	�������	 � �������� I �����C
������ �	�������� 5�� �	���	4 �����	 �� �	�����	 �� ������	 �� ����	��� �����	 �	
�	������	 �� ���	���7�4 � ��!���	 �	�

qi = ξ

√
2
3
yλ + T

∂2M̂
∂J∂T

: J̇, J'��0K

	��� J � 	 ���	� ����2	�����	 �� -�	�� � M̂ � � 2����	 �� �?����	 �������� y ��!�� �
��� �� ����������	 �	��"���� � λ � 	 �����������	� �� &�#���#�� ���� �	���	4 	 �������	
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����	 �� �B����	 J'��0K ��������� � �������	 ������� ��B����	 B�� 	 �#���	 ���
�	����	 �	 �B��������	 ����	������	�

3��@ ������ ��#�� �����	 ����	 �� �?��;���� � ��������	 �� ����	��� ��
�������� ����	������	 � ����	������	 N3��@ ,*O� 
 2	�������	 ����������4 ���������
���� ��	����� ����	������	 �� #����� ��2	����7�4 � �������� �� ����	 �	 ���	�
�� ��2	�����	 �� &�#���#�4 E4 � �	 ���	� �� ���7� �� -�	��CQ����	]4 S� 
 �?����	
���������� �	� 3��@ ��	 ��!�� �?������������ � #�����	 �� ���	� �	� ��2	�����	 �������
qi� 5�� � ���� ���� ��	����	 �� ����	��� ����.!��4 η4 ��	 �4

ρ0η̇T = ρ0r − div (qk) − ρ0

(
∂ψ̂

∂Ep
: Ėp +

∂ψ̂

∂k
k̇ +

∂ψ̂

∂αR
: α̇R

)
. J'���K

�� �?����	 ������	�4 k � ��� ������ ������ �	 ����������	 � αR � ��� ������ ���C
�	���� �	 ����������	� ψ̂ = ψ̂(E, T ) � � ����#�� ����� �� H����	��)� 
 ����2	�����	 ��
2	�������	 ���������� �	� 3��@ ���� #����� ��2	����7� �����C� �� ���	��	���	
������� �	 ���	� ��2	�����	 � �	 �������	 ���������	 ������	������ �	� %����C��#���
N>�) M�� ,*O�

2���" 3�
��� ���	��� 
	�������
����

���� ����	 �?�7��C� ��#�� �	���	 B�� ��	 � ������ �� ���7� ������	��� 

���	��� ���� �;� �	�	 #����� �����#�� � ����������� �� ������������	 � ������) ��
�	�������	�

� �	���	 ����	������	 ��	�	�	 �	� <��U���� � X����� N<��U���� � X����� ,,O ���C
����� ��	���� � #����� ��2	����7� �	� ���	 �	��.��	 �	 ��������� 3	��������	 ���C
�� ��B���� ��2	����7� �������4 �����C� �� ���	��	���	 �������������� �	 ���	�
#�������� �� ����2	�����	 �� �� �	��	����� �������4 ������� � ��������  ��� �	C
�	4 � #�����	 �� ���	� �	� ��2	�����	 ������� � ���	 �	�

qi = ξT̄ : D̄p, J'���K

�� B�� T̄ � D̄p �	 	 ���	� �� ���7� �	���	 � � ���	������ �� ��2	�����	 �������4
��������������� �	 ����	 ���������	 �	� <��U���� � X�����4 	 �2���	 ����	������	
� �����)��	 � 	 ��	����� ���9���	 � ������	 �	 ��	����	 ������������������

5� �,,*4 >�) M���	� N>�) M�� ,*O ������ 	 �2���	 �	 ����	 �� �B��������	 ����	�C
�����	 � �	�����C	 �	� � �	��	����� �������� �	�����	 B�� 	 ��	����� �� ����	C
����������� ���	���� ��� �	��	����� ���.���� � �� ����	 #��� �� �������)�4 >�) M���	�
������� ��� ������� ���	��9���� �	 2���	� �� �������	4 �� ������ �� B�� ��� ����
�	�	 ���9����	 �� ����� �	 �	���	 � ��	����� ���� �� ��#�������� -	� �	��#�����4
�	�� � �#����� 2	�������	 ���� 	 ����	 ����	������	E

qi = ξT : Ėp, J'���K

	��� T � 	 ���	� �� ���7� � Ėp � 	 ���	� ���	������ �� ��2	�����	 �������� 3	����C
����	 ����������	 �	��"���	4 	 ���	� ��	�7� B�� 	 ����	 ��������	 �	�� �� �����!���	
� � �B����	 J'���K �������C� �	�	

qi = ξTy ˙̄εp. J'���K
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Ty � � ����	 ������ �� ����������� � ˙̄εp � � ���	������ �� ��2	�����	 ������� �B����������

 2	�������	 ���������� �	� >�) M���	� � �����)��� �� ��	����� �� �	�2	�����	 ��
������

� �	���	 ����	������	 ���	 �	� =	���#�� � ������ N=	���#�� � ������ ,*O4 �
�����)��	 �� ��	����� �� 2	�������	4 �	������ B�� � ��?� �� #�����	 �� ���	� �	 ������	�
�� ���� ��� ����� 	��#�� �� ��2	�����	 ������� �	 ���������  ����)���	 � ��:�;����
�� ��2	�����	 �������4 	 ����	 �� �������	 ������� �	� �������	 ������	 � ���	 �	�

qi = βσ̄ ˙̄εp, J'��$K

	��� β � 	 2���	� �� �������	4 �����������	 � ������� �� ����#�� �� ��2	�����	 �������
B�� � ������� 	� � 2	��� �� ���	�4 σ̄ � � ����	 �B��������� � ˙̄εp � � ���	������ ��
��2	�����	 ������� �B����������
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3�� *���	����	


 �	����?����� �� �� ��	����� �	� ��	�������	 ����	���9���	 � ������������� �����C
��� 5�� � ������ I 2	��� ��	C����������� �	 �	��	�������	 �	 ��������4 �� #�����
��2	����7� � �	 �2���	 ������	� 
 ��!������� �� �	������	 �� �����������;���� �����
	 �	��	�������	 ���9���	 � ������	 ������ �	������� ���� ��� 2���	�

�� #����������� �� ������ ���	 ���	�	 �	 �������	 !���	4 � ���� ��	����� ��	C��C
����� ����� 	� 2��������� ��	����	4 �����)��C� ��#	����	 ������	C����.���	� 5��
�����C� �� �B���� ��������	4 �����	 �	 ���	�	 �� ��A�	�C=���	� 	� �� ��A�	�C
=���	� �	��!���	4 ���� ������ � �B���7� B�� #	������ 	 �	��	�������	 ���9���	4
�	�	 ����� �� �B���7� ��	C�������� � �B���� ��������	 ��	��� � �B���7� ���	�C
����	 I 2	��� ��	C�B���������� 3������ 	 ���������	 �� ���	����	 �	����	������
� ����� ��� B�� 	 �2�������	 �	 ����	 �� �B���.���	 ��� ���	� �	 B�� �� ���	� �����C
��������	� (�� �������#�� ���� ���	 �� ���	�	 � B�� � ������7� �	��� 	����� �
���	 ��	 �	����#��4 ��������������� �	 ��	 �� �	��	�������	 2	�������� ��	C������
NS��# ��� ��U��	���� 0�O�


��� �	 ���	�	 ����.���	4 �?���� 	���	 �	� ���	 �� ���	�	 �� ����#����	 ���C
�	��� B�� �	��� �� �������	 � ��� �	��������� ���������� �� ���	������E J�K 	 ��C
�	�	 �?��.���	 � J��K 	 ���	�	 ���C����.���	4 ������ ���	�����	 �	� ���	�	 �	
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#�������� ��	#����	� � ���	�	 �?��.���	4 ����� �� ���� �� ������������	 ��������C
����� �����4 �������� B�� 	 ������	 �	 ���������	 �� ����	 ��� ����	 ����)��	�
<" ���� 2	��� � �	.��� #������� � ����������� �������� �	 ��	��	�

-	� 	���	 ���	4 �	� 	 ���	�	 ���C����.���	 �	��#�� #�������C� ����������� �	�
���������	 �� ����	 �#��!����������� ���	��� 5��	�� ��	 ���� ���	�����	��������
������4 �	�	 	 ���	�	 �	�������� ����.���	4 ��� �	 ��� ����� �� ����������� �
�	��� ����� � ���	 �� �	�������	 ��2���	���

� ���	 �	 ���	�	 ����.���	 � �	������������	 ���� �	��������� �� � �	�����
�����)�� #����� ���������	 �	� �������	 �����	�  ��� �	�	4 �	������ 	 ��C
�	 ��������	 ���� ����2� �� �������)���	 �	������ �� ���7�� 3	����	4 �	 ��	 ��
������������ �������� 	� #�	�������4 	 ��#	����	 ���C����.���	 �	��� �	����C� ��	C
�	��������� ��� �!������ N����) *6O� ���� �������9����4 	 ���������	 �� ����	 �	
������������ ����)��	 ���� ��	 ����� ����� �� �?������	 �	 �������	�

 � ��	��	 �	� 	 �	���	 ���9���	 �����)��	 �	 ������� �������	4 	 ����	 �	 ��������
� ���������)��	 ���� ����	 �� 3����@4 σ4 �	� ��� �������� ������ �������4 s4 � ����
����������� T � 
���C� B�� ��� �������� �� ����	 �	 �	������� �	 ������� �	������
t � ��������C� ���������� 	 �� ���	� �	 ������� �� ����	 !��� �	 ���������	4 t + ∆t�

>��	 B��4 �	 ������� �������	4 � �	������� #����� ����2	����7�4 ����	 � ��� ��
�	��	�������	 ���9���	 ���� �� ����#���� �	 ��2�������� �	��	����	���4 �	��������� �	�
	 ��2�������� �� 	��	��	��� ������� �	 ��������� 5�� ��2�������� � ��!���	 ���	 ���	� ��
�	����	 ������� R� �	�� � �B���7� �	����� �	 �	���	 �	��������	 ���9���	 �����
�� ���� 2	��������

3�� *���#����	 ����	��� �	 �	���	 ���5���	

���� ����	 ����������C� � ���	?����7� ���� 	 ���	�� �	��������	 �	 �	���	 ���9C
���	 �	 !��� �	 ���������	 �� ����	 t+∆t� -��� �	4 �����)�C� �� ���	�	 ���C����.���	
B�� ���	��� � ��� �?����	 �� ���� �� ��@�	� �� �	��	 �	 ������� t�

����� �	4	�	����� �	 ��
�
�����

3	�	 ��2����	 �� ����	 6��4 ���� B�� 	 �	���	 �� �	��	�������	 � ���	���� ��������	
���� #����� ����2	����7� � �������	 B�� � �B���7� �	����� ���� 2	�������
�	 ��2�������� �� 	��	��	��� J�	��	����	���K� 
��4 � #�����)� ���	���� B�� ������;�
�� �B���7� �	��������� ������	 	2��� ��� �	����	 �������� -	� �	��#�����4 �	�� �
2	�������	 �	����� I ����#����	 �	 �	���	 �� �	��	�������	 � 2���� �	 ��2�������� ��
	��	��	����  � ������� B��4 �	����	 � �����!����	 �� B�� 	 �	��	�������	 ������	 �	
�������� � �	��"���	 � ���������	 �	� � ��2	�����	4 	 ���	� �� �	������ �������4
B����	 ����2	����	 ���� 	 ��2�������� �	��	����	���4 ��������� ���������	4 ��	 �4

Ĉe = RT
(
RTCeR

)
R = Ce. J6��K

 ��� 2	���4 � �B����	 J$��'K �	�� ���������C�4 �� �	�!#�����	 �	���� �� �#�����
2	���E

˙̂σ = 2µ
(
D̂ − D̂vp

)
+
[(

κ − 2
3
µ

)
tr(D̂) − 3κα∗Ṫ

]
11, J6��K



5�/� ������
��� ������
� �� 2����� 2��6���� 6,

�� B��
˙̂σ = RT �

σ R4 D̂ = RTDR � D̂vp = RTDvpR J6��K

�	 	 ���	�� �� ���7�4 ���	������ �� ��2	�����	 � ���	������ �� ��2	�����	 ���	C
������� �� �	�!#�����	 	��	��"����4 ���������������

����� �	
	�������� �� ����	�	�
� �	 �	4������� 	 ��
����

 � ����#����	 ����	��� �	 ���	�� �� ���	������ �� ��2	�����	4 D̂ � D̂vp4 �	 �	�#	 �	
���������	 �� ����	 ∆t4 ������ 	 ���������	 �� ��2	�����	4

∆ε̂ =
∫ t+∆t

t
D̂dt J6��K

� 	 ���������	 �� ��2	�����	 �������

∆ε̂p =
∫ t+∆t

t
D̂vpdt. J6�$K

-��� ���������� 	 ����#��� J6��K ���� �����)��C� 	 ���	�	 �	 �	��	 ����	 �� H�#��
NH�#�� � V��#�� *0O� ����4 ��7�C� B�� � �		������� �	 �	��	 �������� ������
����������� ������� 	 ��������	 �� ����	 [t, t + ∆t]� 
��4 ���C�

xt+γ∆t = (1 − γ)xt + γxt+∆t com γ ∈ [0, 1]. J6�'K

 ��#����	 	 ���	������	 ����������� u �	�

u = xt+∆t − xt, J6�6K

�	�� ��!���C� 	 #�������� �	 ���	������	 �	� N����)� ,�O

Gγ =
∂u

∂xt+γ∆t
. J6�*K

 ��� �	�	4 	 ���������	 �� ��2	�����	 � ���	 �	� NH�#�� � V��#�� *0O

∆ε =
1
2
(
Gγ + GT

γ

)
. J6�,K

�	����	 γ = 1/24 ��	�	�	 �	� H�#��4 �����	�����	 �� ���� �� ��@�	� � �����)���	 	
����	 �� 	���� �����	� � � �� |G1| 4 	����C� 	 ���������	 �� ��2	�����	 N����)� ,�4

��� 0�OE

∆ε = 11 +
1
2
(
G1 + GT

1

)
+

1
4

[
G2

1 − G1GT
1 +

(
GT

1

)2
+ GT

1 G1

]
. J6��0K

-	����	������ ���� ���	����C� �	 ���	� �� �	����	 �	 ��.��	 �	 ���������	 JRtK4 ��!���
∆ε �� �	�!#�����	 �	��	����	���4 ��	 �

∆ε̂ = RT
t ∆εRt. J6���K


 �����������	 �	 ���	� �	����	 �	�� �� �����)��� �	� �� �	 �#����� ���	�	E
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�K 	 ���	�	 �� ���	��	���	 �	���4 	��� R = FU−1P

��K 	 ���	�	 �	 ���	� �� �	����	 �����������4 	���R = rRt � r � � �	����	 �����������
�	����� I ���	������ �� �	����	 W�

� �������	 ���	�	 	���#� �	 ������	 �	 #�������� �� ����2	�����	 F � �	 ���	� �	����	
�� �	�!#����7� ���������� Jt + 1/2∆tK � �� ���#��� Jt + ∆tK4 ��	 �4

Rt+∆t = Ft+∆tU−1
t+∆t, J6���K

Rt+1/2∆t = Ft+1/2∆tU
−1
t+1/2∆t. J6���K

<���������	 Rt �� �B����	 J6���K4 Rt+1/2∆t � �����)��	 ���� �������)�� 	 ���������	 ��
��2	�����	 ���� � �	�!#�����	 �	��	����	���� -	� 	���	 ���	4 	 ���	� �� �	����	 ��
�	�!#�����	 !���4 Rt+∆t4 �������)� 	 ���	� �� ���7� 	��	��"���	 ���� 	 ���	� ��
���7� �� 3����@ �	 !��� �	 ���������	4

σt+∆t = Rt+∆tσ̂RT
t+∆t. J6���K

� ���	�	 �	 ���	� �� �	����	 �����������4 �	����	 �	 ���	� ���	������ �� �	����	
W4 �����C� �� ����#����	 �� �B����	 ��2�������� ṙrT = W� (����)���	 	 ���	�	 �	
�	��	 ����	 #�������)��	4 � �	� � �	�����	 ������� �� r = 11 �	 ������� t4 	����C�

r = 11 + (11 − γWγ)−1 Wγ , com Wγ =
1
2
(
Gγ − GT

γ

)
. J6��$K


���	#������ I �?����	 J6��0K4 	 ���	� ���������	 �� �	����	 ������

r = 11 +
1
2
(
G1 − GT

1

)
+

1
8

[
3G2

1 − G1GT
1 − (

GT
1

)2 − GT
1 G1

]
. J6��'K

&	#	4 	 ���	� �	����	 �� �	�!#�����	 �� ���#��� �	 !��� �	 ���������	4 �����)��	 ��
�B����	 J6���K4 � ���	 �	�

Rt+∆t = rRt. J6��6K


 �����#�� �� �����)�� 	 ���	�	 �� �	����	 ����������� �� �	�������	 �	� 	 ���	�	 ��
���	��	���	 �	��� ������C� �	� 	 �2	��	 �� ������	� � ���	�	 �� ���	��	���	 �	���4
B����	 �����)��	 �	� 	 ���	�	 �	 �	��	 ����	4 	���#� I �����)���	 �� ��� 	�����7� ��
���	��	���	 �	��� F = RU−1 �� 2�� �� �������)���	 �� ���7� ���� ���� �	��	 ��
����#����	� -	���4 ���	 	 ���	�	 ����� � �	� �������	 �	 B�� ������� � #�����
��2	����7� N
������C3���	 �	 �
� 0�O�

����" �	
	�������� �� ����	�	�
� �	 �	4������� ����
���

-��� �������� 	 ���������	 �� ��2	�����	 �������4 �����)��C�C� �� ���	�	 �� ����#����	
����	��� ���C����.���	 	� �	 #�������� ��	#����	�
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!,���� ���-��$�� ��� �� �� ��������� $��������

�	 ��.��	 �	 ���������	4 � �������� �� ����	4 σ̄t4 st � Tt4 �	 �	�������� -�������C�
���������� 	 ���	�� �	����	������ �	 !��� �	 ���������	E σ̄t+∆t4 st+∆t � Tt+∆t� �
����#��� �� �?����	 J6�$K �	�� �� ���	?����	 ���� �#����� ������	E

∆ε̂p = D̂vp
ζ ∆t, ζ ∈ [t, t + ∆t]. J6��*K

<� ζ = t4 	 ���������	 �� ��2	�����	 ������� � ��������	 ���������� �� 2����	 �	 ���	�
���	������ �� ��2	�����	 ���	������� �	 ������� �� ������� t4 �	����	�����	 �	 ���	�	
�� ����#����	 �?��.���	� 3�	 ζ = t + ∆t4 � �?����	 J6��*K ��!�� 	 ���	�	 ����.���	�
���� ��	4 	 ���������	 �� ��2	�����	 ������� � �������	 �� 2����	 �	 ���	� ���	������
�� ��2	�����	 ���	������� �	 !��� �	 ���������	 t + ∆t� <� t < ζ < t + ∆t4 ����	 	
���	� ���	������ �� ��2	�����	 ���	������� ��� �� ���	� �	������	 ����� 	 ���	��
���	������ �� ��2	�����	 ���	������� �	 ��.��	 � �	 !��� �	 ���������	4 	� ���4

D̂vp
ζ = (1 − Φ)D̂vp

t + ΦD̂vp
t+∆t, com Φ ∈ [0, 1]. J6��,K

� ���9����	 Φ ��������� 	 2���	� �� �	�������	 ���� � ����#����	� 
 �?����	 J6��,K

tt t+ t

Dvp

vpD

vp
ttD

vp
tD

t

= 0

= 1

0 < < 1

1�#��� 6��E -	�������	 �� ��������	 �	 ���	� ���	������ �� ��2	�����	 ���	�������
������������� �	 ������� �� ������� t � �� ���#��� t + ∆t�

��� #��!������� ����������� �� !#��� 6��� 
 ��	��� �������	� �	 ���	� �� Φ � ��
���	��9���� 2������ ���� � �	����#;���� �	 ���	�	 N���?����C �� ,,O� � ���	� ��2	�����	
�������4 �	�� ���4 � �#����� �?����	E

ε̂p
t+∆t = ε̂p

t + ∆t
[
(1 − Φ) D̂vp

t + ΦD̂vp
t+∆t

]
. J6��0K

3	� 	 ���	�	 �?��.���	 �����)�C� �� �"���	 ����	������	 ���#����� -	���4 �	� 	
�� ���	�	 �� ����#����	 ���C����.���	 �����)�C� �� �"���	 ����	���	������	 �������
3	� 	 �"���	 ����	���	������	 ������ #������C�4 I �������4 ��� ����	� ���	?�����	
I ��	����	 �� ��� �	��������� N���?����C �� ,,4 ����) *64 S��# ��� ��U��	���� 0�O� 

!#��� 6�� ������ � �����)���	 �	 �"���	 ���#���� � �������
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tt t+ t

p

p
tt

t

p
t Esquema com módulo 

tangente

Esquema com módulo 
secante

1�#��� 6��E +�����������	 #��!�� �	 �"���	 ����	���	������	 ���#���� � �������

�� ������� �� ��;�����	� $���� �

=��	�����	 � ��!����	 �	 ���	� ���	������ �� ��2	�����	 ���	�������4

D̂vp =
3f

2σ̄
σ̂′, J6���K

�� B�� f = f(σ̄, s, T ) = ˙̄εp4 ��	����C� �	 �����	�������	 �� Dvp
t+∆t �� ���� �� ��@�	�4

�������� I �������� 	���� N���?����C �� ,,O4 ��������	 ��

D̂vp
t+∆t = D̂vp

t +
∂D̂vp

t

∂f
∆f +

∂D̂vp
t

∂σ̄
∆σ̄ +

∂D̂vp
t

∂σ̂′ ∆σ̂′. J6���K

52�������	 � �������� ������� �	 ���	� D̂vp
t 4 ����	 �� �	��� � �?����	 J6���K4 ���#�C

C� �

D̂vp
t+∆t =

3ft

2σ̄t
σ̂′

t +
3σ̂′

t

2σ̄t
∆f +

3
2
ftσ̂

′
t

(
− 1

σ̄2
t

)
∆σ̄ +

3ft

2σ̄t
∆σ̂′. J6���K

3	�������	 � �?���7� J6���K4 J6��,K � J6��*K � �	.��� ���������� 	 ���������	 ��
��2	�����	 �������4 ���#���	 I �#����� �?����	E

∆ε̂p =
[
3ft

2σ̄
σ̂′

t + Φ
(

3σ̂′
t

2σ̄t
∆f +

3ft

2σ̄t
∆σ̂′ − 3ft

2σ̄2
t

σ̂′
t∆σ̄

)]
∆t. J6���K

-��� 	���� 	 ���������	 �� ��2	�����	 ���������� � ������ �� ��	�������� �� �	�!#���C
��	 ������� t4 � �������	 �������� ∆f 4 ∆σ̄ � ∆σ′E

�� ��
	�
� �� ∆f

� ���������	 �� f(σ̄, s, T ) � ���	 �	�

∆f =
∂ft

∂σ̄
∆σ̄ +

∂ft

∂s
∆s +

∂ft

∂T
∆T. J6��$K

� ������	 �� �������� ������� �� 2����	 f �	�� �� ���	�����	 �	� ������� ��
N���?����C �� ,,4 H������ ,'O�
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�� ��
	�
� �� ∆σ̄

� ������	 �	 ���������	 �� ����	 �B��������� ∆σ̄ �	�� �� �����)��	 ������ ��

∆σ̄ =
∂σ̄

∂σ̂′ : ∆σ̂′. J6��'K

5� B��

∂σ̄

∂σ̂′ =
∂

∂σ̂′

(√
3
2
σ̂′

t : σ̂′
t

)
=

1
2

(
3
2
σ̂′

t : σ̂′
t

)− 1
2 (

3σ̂′
t

)
=

3
2σ̄t

σ̂t
′. J6��6K

<���������	 � �?����	 ������	� �� J6��'K ������E

∆σ̄ =
3
2σ̄

σ̂′
t : ∆σ̂′. J6��*K

�� ��
	�
� �� ∆σ̂′

� ������	 �	 ���������	 �	 ���	� ������	� �� ���7� �� �	�!#�����	 �	��	����	C
���4 ∆σ̂′4 � 2���	 � ������ �� ����� ������	�� �	 ���	� ���	������ �� ����	 ˙̂σ� -	�
��!����	 ���C� B��

˙̂σ′ = ˙̂σ − 1
3
tr( ˙̂σ)11. J6��,K

+���	��)���	 	 ���	� ˙̂σ �� 2	��� �� �B����	 J6��K ������

˙̂σ′ = 2µ
(
D̂′ − D̂vp

)
. J6��0K

D̂′ � � ����� ������	�� �	 ���	� ���	������ �� ��2	�����	 �	��� �� �	�!#�����	
�	��	����	���� +���#����	 � �B����	 J6��0K �� �	�	 	 ��������	 �� ����	 ∆t4 	����C
� 	 ���������	 �	 ���	� ������	� �� ���7�� +�	 �4

∆σ̂′ = 2µ
(
∆ε̂′ − ∆ε̂p

)
, J6���K

	��� ∆ε̂′ = ∆ε̂ − 1/3tr(∆ε̂) � � ����� ������	�� �	 ���������	 �� ��2	�����	 ∆ε̂
J��!���	 �� ������	 J6��KK�

<���������	 	 ���������	 �� ����	 �B��������� ∆σ̄ � �� ���	������ �� ��2	�����	
������� �B��������� ∆f �� ������	 �	 ���������	 �� ��2	�����	 J�B����	 J6���KK ������E

∆ε̂p = ∆ε̄p

(
3σ̂′

t

2σ̄t

)
+

3
2h1

[
∆σ̂′ − (

σ̂′
t : ∆σ̂′) 3σ̂′

t

2σ̄2
t

]
, J6���K

�� B��

h1 =
σ̄t

Φft∆t
. J6���K

-	� 	���	 ���	4 	 ���������	 �� ��2	�����	 ������� �B��������� � ���	 �	�

∆ε̄p =
[
ft + Φ

(
∂ft

∂σ̄
∆σ̄ +

∂ft

∂s
∆s +

∂ft

∂T
∆T

)]
∆t. J6���K
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-	���4 ���� �	���C� B�� �2�������	 	 ��	���	 ����� 	 ���	� ������	� �� ���7� σ̂′
t �

	 ���������	 �� ��2	�����	 ������� ∆ε̂p4 ���	 ���� �?����	 J6���K4 ������

σ̂′
t : ∆ε̂p = ∆ε̄p

(
3σ̂′

t : σ̂′
t

2σ̄t

)
J6��$K

+
3

2h1

[
σ̂′

t : ∆σ̂′ − (
σ̂′

t : ∆σ̂′) 3σ̂′
t : σ̂′

t

2σ̄2
t

]
,

B��4 �����!����	 � ����	��)���	 � ��!����	 �� ����	 �B���������4 ���� �

σ̂′
t : ∆ε̂p = σ̄t∆ε̄p. J6��'K

3	�������	 � �����7� J6��*K � J6���K ���#�C� I �#����� �?����	 ���� 	 ���������	 ��
����	 �B���������E

∆σ̄ =
3µ

σ̄t
σ̂′

t : ∆ε̂′ − 3µ

σ̄
σ̂′ : ∆ε̂p. J6��6K

 ��	� �� ������.�	 	 ���	� ������	� �� ���7� σ̂′
t ������ ��E

∆σ̄ =
3µ

σ̄t
σ̂′

t : ∆ε̂′ − 3µ∆ε̄p. J6��*K

52�������	 	 ��	���	 ������

σ̂′
t : ∆ε̂′ =

[
σ̂t − 1

3
tr(σ̂)11

]
:
[
∆ε̂ − 1

3
tr(∆ε̂)11

]
, J6��,K

� ��" ��#��� �����!����	4 	����C�

σ̂′
t : ∆ε̂′ = σ̂t : ∆ε̂ − 1

3
tr(σ̂t)11 : ∆ε̂ = σ̂′

t : ∆ε̂. J6��0K

 ��� 2	���4 	 ���������	 �� ����	 �B��������� J�B����	 J6��*KK � ���	 !�������� �	�

∆σ̄ =
3µ

σ̄t
σ̂′

t : ∆ε̂ − 3µ∆ε̄p. J6���K

<���������	 	 ���������	 �� ����	 �B��������� ∆σ̄ �� �?����	 �	 ���������	 �� ��2	�C
����	 ������� �B��������� J�B����	 J6���KK4 � ���	�����	 B��

∆s = ∆ε̄ph, J6���K

����	

∆ε̄p =
{

ft + Φ
[

∂ft

∂σ̄t

(
3µ

σ̄
σ̂′

t : ∆ε̂ − 3µ∆ε̄p

)
J6���K

+
∂ft

∂s
ht∆ε̄p +

∂ft

∂T
∆T

]}
∆t.

=�	�#���)���	 � �?����	 ������	� � ��" ��#��� �����!����	 ��#������4 ���#�C� �
NH������ ,'4 ���?����C �� ,,OE

∆ε̄p =
∆t

1 + ϑt

(
ft + Φ

3µ

σ̄t

∂ft

∂σ̄
σ̂′ : ∆ε̂ + Φ

∂ft

∂T
∆T

)
, J6���K
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	��� 	 ������ ϑt � ���	 �	�E

ϑt = Φ
∂ft

∂σ̄
Gt∆T, J6��$K

�	�

Gt = 3µ − ht

(
∂ft

∂s

/∂ft

∂σ̄

)
. J6��'K

<���������	 	 ���������	 �	 ���	� ������	� �� ���7� ∆σ̂′4 ���	 �� J6���K4 ��
�B����	 J6���K4 	����C� 	 ���������	 �� ��2	�����	 �������

∆ε̂p = ∆ε̄p

(
3σ̂′

t

2σ̄t

)
+

3
2h1

[
2µ (∆ε̂ − ∆ε̂p) − 3µ

σ̄2
t

(
σ̂′

t : ∆σ̂′) σ̂′
t

]
. J6��6K

-	� !�4 � 2	��� !��� �	 ���������	 �� ��2	�����	 ������� �� �	�!#�����	 	��	��"���� �
	����� ��" � ���������	 �� ∆ε̂′ �� �B����	 J6��6K� 
�" ��#�� ��������	 ��#�����	4 	
���������	 �� ��2	�����	 ������� � ���	 �	�E

∆ε̂p =
3µ̄

µ

(
1 +

3µ

h1

)
σ̂′

t

2σ̄t
∆ε̄p +

3µ̄

h1

[
∆ε̂ − 1

3
tr(∆ε̂)

]
J6��*K

− 9µ̄

h1σ̄2
t

(
σ̂′

t : ∆ε̂
)
σ̂′

t,

�� B��

µ̄t =
µh1

h1 + 3µ
. J6��,K

�����  ���� 	���
�!��������
��� �	���
	

���� ����	 ��	����C� I ����#����	 �	 �	���	 �� �	��	�������	 �	 �	�#	 �	 ��������C
�	 �� ����	 ∆t� � �	���	 �	��������	4 ������	������ ��!���	 ���� �?����	 J6��K �	
��2�������� �	��	����	��� � ���	 �	�

˙̂σ = 2µ
(
D̂ − D̂vp

)
+
[(

κ − 2
3
µ

)
tr(D̂) − 3κα∗Ṫ

]
11. J6�$0K

&������)���	 � �B����	 ������	� �	 �	�#	 �	 ��������	 ∆t � ���	�����	 I ��!���7� J6��K
� J6�$K4 	����C�E

∆σ̂ = 2µ (∆ε̂ − ∆ε̂p) +
(

κ − 2
3
µ

)
tr(∆ε̂)11 − 3κα∗(∆T )11. J6�$�K

��� ���������	 	 ���������	 �� ��2	�����	 ������� ∆ε̂p4 ���	 ���� �B����	 J6��*K4
	����C� � �#����� �?����	E

∆σ̂ = 2µ∆ε̂ − 2µ̄

(
3σ̂′

t

2σ̄t
+

9µ̄t

2h1

σ̂′
t

σ̄t

)
J6�$�K

+
[
ft + Φ

(
3µ

σ̄t

3µ

σ̄2
t

σ̂′
t : ∆ε̂

)
∂ft

∂σ̄
+ Φ

∂ft

∂T
∆T

]
∆t

1 + ϑt

−2µ̄t
3µ

h1

[
∆ε̂ − 1

3
tr(∆ε̂)

]
+ 2µ̄

9µ

2h1σ̄2
t

(
σ̂′

t : ∆ε̂
)
σ̂′

t

+
(

κ +
2
3
µ

)
tr(∆ε̂)11 − 3κα∗(∆T )11.
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W �	.��� ��������� 	 ���������	 �� ����	 �� 2	��� �����!���� �#�����E

∆σ̂ = 2µ∆ε̂ + λ̄tr(∆ε̂)11 − K1

(
σ̂′

t : ∆ε̂
)
σ̂′

t J6�$�K

−K2σ̂
′
t − 3κα∗(∆T )11

�� B��

K1 =
3
σ̄2

t

[
ϑt

1 + ϑt

3µ2

Gt
− (µ − µ̄t)

]
, J6�$�K

K2 =
3µ

σ̄t

(
ft + Φ

∂ft

∂T
∆T

)
∆t

1 + ϑt
J6�$$K

�

λ̄ = κ − 2
3
µ̄t. J6�$'K

� �"���	 ����	���	������	 ������ Ĉsec 	����C� � ������ �� �� ��������	 �� �B����	
J6�$�K ���� � �#����� 2	��� !���E

∆σ̂ = Ĉsec : ∆ε̂ − K2σ̂
′
t − 3κα∗(∆T )11, J6�$6K

�� B��
Ĉsec = Ĉmod

t − K1Θ̂′
t. J6�$*K

� ���	� Ĉmod
t � 	 ���	� �	 �	�!������ �� &��� �	��!���	4 �	 ������� �� ����	 t�

Θ̂′
t � 	 ���	� B�� ������ �	 ��	���	 ���)��	 �	 ���	� ������	� �� ���7�4 	� ���4

Θ̂′
t = σ̂′

t ⊗
(
σ̂′

t

)T
. J6�$,K

5� �	����	 ��������4 	 �"���	 ����	���	������	 ������ � ���	 �	�

Ĉsec
ijkl = λ̄tδijδkl + µ̄t(δikδjl + δilδjk) − k1σ̂

′
ij σ̂

′
kl. J6�'0K

�� �?����	 ������	�4 δ � 	 .��	�	 �� Q�	���U��� �	 ��2�������� #�	���4 	 �"���	 ����	C
���	������	 ������ � �?���	 ������ ��

Csec = R
(
RĈsecRT

)
RT. J6�'�K

3�� 2;���4� �� 2;���,���	 � 0	����4� �� .�	������

<��	��	 B��4 ��� ����������	 ������� t4 �� "���	 ��2	������4 �������	 � 2	��� �?C
����	�� �	�8���� �D	� �� ����2.���4 	���� �� �	�.��	 Ω �� 2�	������ Σ� 
 �B���7� ��
�B���.���	 �	����	������4 B�� �	���)�� I 2	�������	 #���� �	 ��	�����4 �	E

div σ + ρf = ρa em Ω. J6�'�K

f � 	 ����	� �� 2	��� �	�8���� �	� ������� �� ��� J#��������K � ρ � ��������� ��
�?����	 J6�'�K4 a � 	 ����	� ���������	 � σ � 	 ���	� �� ���7��


	 �	������� � 2	��� �	�8���� � �� ������� �� �B����	 �� �B���.���	 �	���) � ���
2	�������	 ���9���� �	 ��	����� N
��� 0�O� �	 ������	4 ��� ��) B�� ���� �������	



5�'� �����
��� =
��
����
� �� .������
 *6

� ��2���� ���������� ��	��	 �	�������	 B���C������	4 � 2	��� �	�8���� f � 	
����	 �� ������� ρa �	��� �� �����)��	 �� ������	 I �����#;���� �� σ� &	#	4 �
�B���7� �� �B���.���	 �	��� ����)��C� � E

div σ = 0 em Ω. J6�'�K

�	 ������� t4 � ����2.��� Σ �	 "���	 ��2	������ Ω �	�� �� ���	��	�� �� ��; �����4
�� ��� 2	��� B��

Σ = Σ1 ∪ Σ2 ∪ Σ3. J6�'�K

<	��� � 2�	������ Σ1 �	 �	������	 	 ����	�� �� ����	 t4 	��� Σ2 �	 �	������	 	
����	�� ���	������ �� v � 	��� � 2�	������ Σ3 �	 �	������	 B��� 	 ����	�� ���	����C
�� B��� 	 ����	�� �� ����	� ��������������� � �	����7� �� 2�	������ �������� ��
����2.��� �	 "���	 ��2	������ Ω �������C� �� �#����� 2	���E

t = t∗ sobre Σ1, J6�'$K

v = v∗ sobre Σ2, J6�''K

v = v∗ ∧ t = t∗ sobre Σ3. J6�'6K

t∗ � v∗ ��2����C� �	 ����	� �� ����	 �� 3����@ �������	 � �	 ����	 �� ���	������
��������4 ��������������� <���	 n 	 ����	� �������	 �� �	���� �?����	� � Σ �� B���B���
�	��	4 ���C� B��E

t = σn. J6�'*K

��� ��	����� ����	���9���	 �� #����� ��2	����7�4 � 2�	������ Σ4 ��� �	�	 � ��
������7� Σ14 Σ2 � Σ34 �	����	 ������ �	� 	 ����	�

3�� .	�������	 :������	��� �	 +�	�����


 2	�������	 �������	��� �	 ��	����� ������	������ �	�	���	 ������� �������#�� ��� 8���C
�	 �	� 	 ���	�	 �	 �������	 !���	4 B�� 	 ��	��� �� 2	��� ���	?������ 5�� ��	�����
� ���2���	 � � " � 	 �����.��	 �� �	�;���� ������� 2	� ����!���	�

����� *����6��� ��� ��
7����� !��
����

�	����	 �� �	��������	 	 �B���.���	 �	 �	��	 ��2	������ Ω4 ��� �	�	 � �	����7�
�� 2�	������ ��!���� �� �?���7� J6�'�K � J6�'$K4 	 �����.��	 �� �	�;���� �������
������C� �	�	 ∫

Ω
σ : δDdΩ =

∫
Σ1

t∗δv dΣ +
∫

Σ3

t∗δv dΣ J6�',K

B���B��� B�� ��� 	 ����	 �� ���	������ ������� δv ��!���	 	��� Ω�  ��� ����� ����!���C
C� B��

δv = 0 sobre Σ2 ∪ Σ3. J6�60K

� ���	� ���	������ �� ��2	�����	 ������� δD ��������� � ����� �������� �	 #��������
����	 �� ���	������ ������� δv4 ��	 �4

δD =
1
2
[
δL + (δL)T

]
com δL =

∂(δv)
∂x

. J6�6�K
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 2	�������	 �	 �����.��	 J6�',K ���#��C� �	� 2	��� 2���� ��� ��) B�� � �������
	 #��� �� ��2��������������� ���	�	 �	 ����	 �� ���	������ v �?�#��	 �� 2	�������	
��2�������� �	 ��	����� N
��� 0�O�

(�� ��) B�� � ����#���7� �� J6�',K �	 �����)��� ���� �� ������� �	������ t4 �
�B����	 ������	� ��������� � 2	��� ��������� �	 �����.��	 �� �	�;���� ��������  � ��
�	�	 #����4 � 2	��� ��������� �����)�C� �� ��	����� �����	����	4 �� B�� 	 ��������
	���� �� �	�.��	 ������� !?	� 3	����	4 �� #����� ����2	����7�4 	 �����.��	 ��
�	�;���� ������� �	�� �� �����	 �� ��� 	���� 2	��� ������� �	 ����#��2	 �#�����E

�� 1	�������	 ��#���#���� �	���E 	 �����.��	 �������	��� � ��!���	 �� ������	 I �	�C
!#�����	 ������� C04 B�� �	����	��� �	 ������� ������� �	 ��	��	4 t = t0� �	��
� �������� ������� � ���������� �	 ��2������ I �	�!#�����	 �������4 	� ���4 �	
���������� � �		������� ��#���#����� %���������4 ��� 2	�������	 ������C� �
��	����� ��	C�����	����	 � �	 ��	 �� B�� � �	����7� �� 2�	������ � ����;�
�����������

�� 1	�������	 ��#���#���� ���������)���E ���� ��	 � �	�!#�����	 �� ��2��;���� Ct

�	����	��� I �	�!#�����	 �	 ������� t ���� 	 ��������	 �� ����	 [t, t + ∆t]� ����
�	�!#�����	4 �	�� � �������� �	 ��2������ I 8����� �	�!#�����	 ��������� � ��C
�������� � �		������� ���������� %���������4 � 2	��� ��#���#���� ���������)���
� �������� �	 ��	����� ��	C�����	����	 �	� ��	����	 �	�������� �� �	����7� ��
2�	�������

���	 �������	C� �� 2	������7� ����� ��������� � 2	��������� �B���������4 	 ���	
�� ��	����� �	�����	���� � ��!������� �������� � ���� ���� 
 2	�������	 ��#���#����
���������)��� �������4 ������������4 �� ���	 �	�������	��� ��� ������	 �	 B�� � 2	�C
������	 ��#���#���� �	���� �	 ������	4 � 2	�������	 �����)��� ��� � ��������4 �	� ���
������� B�� � �	����7� �� 2�	������ ��	���� �	 �	�#	 �	 ������	�


����� �� 2	�������	 ��#���#���� ���������)���4 � 	 ���������	 �� ����	 �	��C
�����	 2	��� �!����������� ��B���	4 	 �	���	 �	��������	 �	�� �� �������)��	 ��
��� 2	��� ����� N3�	 ,04 ����)� ,�O� 
����	��������4 ������ ����� ��	����� B��4 �	
���	���� ��� ���	 ���������	4 � �	����7� �� 2�	������ � ��������� ������������

����� 8��������� ��$���$	��� �	��
����+���

-��� ��	����� 2	�������� ��	C�������4 � �� �����)���	 �� 2	�������	 ��#���#���� ����C
�����)���4 � ��	�������� � �����)���	 �	 ���	�� �� 3����@ σ � �� ��2	�����	 ε ��
�����������	 �	 ���	� �� ����	 �� -�	��CQ�����	] � �	 ���	� �� ��2	�����	 �� %����C
&�#���#� N/���� ,'O� -	���4 ��� 8����	 �	 �	������ � ���#������� �����)��	 �� ��!C
����	 �	 �����.��	 �� �	�;���� �������� � �#���	 ���	� �� ����	 �� -�	��CU�����	]
��	 �	�� �#��!���	 2.��	 ��� ��!���	 N/���� ,'O� 
��4 ���� ��������C� 	 ���	� ��
���7� �� 3����@� �	 ������	4 	 ���	� ��	����	 ��� �� ���������� ���������� �	�
� ��������	 �D	� �	����	 �	 �	��	 �.#��	� 5�� �	�����	 � ������������ ���2���� ���	
���	� �� ����	 �� -�	��CQ�����	] � ���	 ���	� �� ��2	�����	 �� %����C&�#���#��

�� 2	��� ��#���#���� ���������)���4 � �	�!#�����	 �� �������� �	 ������� t � �	����C
���� �	�	 �	�!#�����	 �� ��2��;���� ���� 	 ��������	 �� ����	 [t, t+∆t]� -	����	������4
�	 !��� �	 ���������	 ∆t4 � �	�!#�����	 �	������ � ���������)��� � �	���� �	�	 �	�!#�C
����	 �� ��2��;���� ���� 	 ���������	 �#������ 5� ���� ���������	 �� ����	 	 �����.��	



5�'� �����
��� =
��
����
� �� .������
 *,

�������	��� J�B����	 J6�'�KK � �������	 �� �	�!#�����	 �� ��2��;���� Ct4 �	��������	 B��
� �	����7� �� 2�	������ ���������� ����������4 	� ���E∫

Ω(Ct)
σt : δDdΩ =

∫
Σ1(Ct)

t∗t δv dΣ +
∫

Σ3(Ct)
t∗t δv dΣ, J6�6�K

���	 Ω(Ct) � Σi(Ct)4 	 �	�.��	 ������� � 2�	������ 	�����	 ���	 �	��	 �� �	�!#�����	
Ct4 ��������������� �� �?����	 ������	�4 t∗t ���#�� 	 ����	� �� ����	 �	����� �������	
� σt � 	 ���	� �� ���7� �� 3����@ ����������	 �	 ��.��	 �	 ���������	 �� ����	
�	�������

����" �����	
�+���� �� �����6��� ��� ��
7����� !��
����


 �������)���	 �	 �����.��	 �� �	�;���� �������4 ��!���	 ���� �B����	 J6�6�K4 �	�� ��
2���� �� 2	��� ������ <� 	 �2���	 �� �	���7� 2	��� ��������	 �� #�����)� ���	����4
�	�� ���	����C� �	 ��	��������	 �� �������)���	 �� ��B���� ��2	����7� J��� ���.���	
�K�  ��� 2	���4 �������)���	 	 �����.��	 J6�6�K ����� 	 ������� �� ����	 t � t + ∆t �
�	��������	 B�� ∆t � ����	 ��B���	4 	����C� � �#����� �?����	E∫

Ω
∆σ̂t : δDdΩ =

∫
Σ1∪Σ3

ṡ∗t δv dΣ, J6�6�K

�� B�� σ̂t ��������� 	 ���	� �� ���7� ��" � ���������	 �	 �2���	 �� �	����	4 	� ���4
�� �	�!#�����	 �	��	����	���� s∗t � 	 ����	� ����	 �	����� �������	� � ����	 ������� ��
���	������ �� ��2	�����	 δD4 � ��!���	 �� �#����� 2	���E

δD =
1
2

{
∂(δv)
∂x0

+
[
∂(δv)
∂x0

]T
}

, J6�6�K

	� �� 2	��� ��� �	������E
δD = [grad(δv)]S . J6�6$K

<���	 	 �	��	 ��2	������ Ω �������)��	 ��� �8���	 !���	 �� �������	 "���	 F �
����� �� �������	 !���	 F 	 ����	 �� ���	������ ������� δv � �������)��	 �� ��	��	
�	�

δv(x, t) =
NN∑
A=1

NA(x)δvA(t), J6�6'K

�� B�� NN � 	 �8���	 �	��� �� �"4 NA(x) �	 � 2���7� �� 2	��� 	� �� ������	����	 �
δvA �	 � ���	������ ������� δv ��������� �	 �" �� ������ <���������	 	 ����	 ��
���	������ ������� �� ������	 J6�6$K 	����C�

δD =

{
grad

[
NN∑
A=1

NA(x)δvA(t)

]}S

. J6�66K


�������	 � ��	�������� ���������� �	 	�����	� ����	���� #�������� I 2���7� �� 2	���
NA(x) ���	

δD =
NN∑
A=1

BA(x)δvA(t), J6�6*K



,0 5� )�	������
��� � ������
��� ������
� �� 2����� ���	�������

�� B�� BA(x) � � �����) �� �������� �� 2���7� �� 2	��� ���� �� ����������	 ������C
�	� <���������	 	 ����	 �� ���	������ ������� δv � 	 ����	 ������� �� ���	������ ��
��2	�����	 δD �� �?����	 �	 �����.��	 �� �	�;���� ������� J�B����	 J6�6�KK4 ������

NN∑
A=1

δvT
A

∫
Ω

BT
A∆σ̂ dΩ =

NN∑
A=1

δvT
A

∫
Σ1∪Σ3

NT
Aṡ∗t dΣ. J6�6,K

�	����	 �	�	 �����	 	 �����.��	 �� �	�;���� ������� ���� B���B��� B�� ��� 	 ����	
�� ���	������ ������� δvA4 � �����!����	 � ������4 �����	E∫

Ω
BT

A∆σ̂ dΩ =
∫

Σ∗
NT

A∆f dΣ + Ts com A = 1, . . . , NN. J6�*0K

f ��������� 	 ����	� �� 2	��� � Σ∗ = Σ1 ∪Σ3� Ts � ��� ���#� �	������ 5�� ��	 ��C�
B����	 � ���� �� ����2.��� �� ��������	 � ����#����	 � ����� � �� 8���	 �"�

3�$ 0�����	 2���������


�" � �������	 �	 �	�.��	 ��2	������ Ω ��� �8���	 !���	 �� �������	4 �������C� �
�B���7� �	 �.��� �	 ���	�.��	 ����������� ���� ����	 ���������C� � �B���7�
���������� B�� ������� �� �������)���	 ������� �� 2	��� �������)��� �	 �����.��	 ��
�	�;���� ������� �	 �.��� ��������� Ωe�

<�����	 B�� 	 ���������	 �� ����	 �� �	�!#�����	 �	��	����	���4 ������	������ ��C
!���	 ���� �?����	 J6�$6K4 � ���	 �	�

∆σ̂ = Ĉsec∆ε̂ − K2σ̂
′
t − 3κα∗(∆T )11, J6�*�K

� ����	��)��	 �	 �����.��	 �� �	�;���� ������� �������)��	 J�B����	 J6�*0KK4 	����C�∫
Ωe

BT
a

[
Ĉsec∆ε̂ − K2σ̂

′
t − 3κα∗(∆T )11

]
dΩ =

∫
Σe

NT
a ∆f dΣ + Ts. J6�*�K

���4 �	� ��!����	4 	 ���������	 �� ��2	�����	 �

∆ε = grad(∆u). J6�*�K

 ������)���	 	 ����	 ����������� �� ��2	����7� ������ ��

∆ε =
NE∑
b=1

Bb∆ub, J6�*�K

	��� NE ���#�� 	 �8���	 �� �" �	� �������	� 
�" � �	����	 �� ��2	����7� �����C
������ �	 ��2�������� #�	��� ���� 	 ��2�������� �	��	����	��� J����� �	 �2���	 �� �	���7�K4
	 ���������	 �� ��2	�����	 ���������� �	��� �� ������.�	 �� �B����	 J6�*�K4 ��C
������	 ��∫

Ωe

BT
a

[
Ĉsec

(
NE∑
b=1

Bb∆ub

)
− K2σ̂

′
t − 3κα∗(∆T )11

]
dΩ =

∫
Σe

NT
a ∆f dΣ + Ts. J6�*$K



5�*� �$����	 3������
��	 ,�


�" ��#�� �����	�������	 ���������	4 � �?����	 J6�*$K4 �	�� �� �������� �	�	

NE∑
b=1

(∫
Ωe

BT
a ĈsecBb dΩ

)
∆ub − K2

∫
Ωe

BT
a σ̂′

t dΩ − 3κα∗(∆T )
∫

Ωe

BT
a 11 dΩ = J6�*'K

=
∫

Σe

NT
a ∆f dΣ + Ts.


 �B����	 ������	� �	�� ����� �� ������� �� 2	��� ��������� ������ �	 ���	�	 �	
�������	 !���	4 	� ���4

NE∑
b=1

ke
ab∆ub = ∆f e

a , J6�*6K

	��� ke
ab � � �����) ��#���) ��������� ��!���� �	�	

ke
ab =

∫
Ωe

BT
a ĈsecBb dΩ. J6�**K

∆f e � 	 ����	� �� 2	��� �	��� �	 �������	4 ���	 �	�E

∆f e
a = K2

∫
Ωe

BT
a σ̂′

t dΩ + 3κα∗(∆T )
∫

Ωe

BT
a 11 dΩ +

∫
Σe

NT
a ∆f dΣ + Ts. J6�*,K

��%�� -��
	�� $��#�� �	 	����9	�

� ����� #�	��� �� �B���7� � �	�����.�	 ���� �#��#���	 	� �����%
���� �� �	�� �
�B���7� ����������4 ��!���� �� 2	��� �� �?����	 ��������� J6�*6K� 5�� ����� �	��
�� ��!���	 �� 2	��� ��������� �#�����E

NN∑
B=1

KAB∆uB = ∆FA, J6�,0K

�� B�� ∆uB � ∆FA �	 	 ����	�� �	 ���	������	 ����������� �	��� � �� 2	���
����������� �	��� �	����	������ �	 ���������	 �� ����	 ∆t� KAB � � �����) ��#���)
#�	���� A � B �����)�� � ��������	 #�	��� �	 �" � NN � 	 �8���	 �	��� �	 �"�
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5� ����	 ��	����� �� ��#������� � �������	 �����)�� ������ B�� ���	���� ����2��;�C
��� �� ���	�� �� ���	��� ��� ��	����� ��	 � �?�B�.��� ���	���� � ��	���#�� ����.����
�����	 I ��	C����������� �� �	��	�������	4 I �	����?����� B��� #�	������� B���
��������� �� �	����7� �� 2�	������� � �����	�������	 �� �������	4 ������ I ��������
��	����	 �� ���	������ �� �	�������	4 �	��� ��� ��	����� ��	�8��� ��������������
�� �������4 	 ���	�	 �	 �������	 !���	4 �	� � �� :�?��������� �� ����� �	� #�	C
������ �	����?�4 �	������ � ��	���#�� ����� ���� ���������� � 	����	 �� ��	�����
�	����?	 �� �������	 �� ���	��

3	������������ �	 ��	 ���9���	4 �������	 �	 ���.���	 ������	�4 � �������	 B�� 	
�	���	 ������	 ����� �� �	��� 	 �2���	 �������� �����	 I ��	�������� ���������� �	
��������� 3	��B����������4 	 ��	����� ������	 � ������������� ���9���	� 
���� �	
���	�	 �?��.���	 ���� ��� �����)��	 �� �	���	 ���9���	 � �	���)���� � ��#	����	
�����	4 	 ���	�	 ����.���	 #������� 	 �B���.���	 �	 ����� �� B���B��� ������� �	
������	 N����)� ,�O� �	 �B���� ����.���	4 	 �B���.���	 � ��#����	 �	� �� ��#	����	
��������	 ��"���	4 ����	 �� �	��� � �	�!#�����	 �� ���#��� t + ∆t�

,�



,� @� .������
 �-����� � )�	������
��� � ������
��� ������
�

�	 ��	 �� ��	�������	 ����	���9���	4 	 ��	����� ������	 ��������C� ���	 �?�C
#���� �	 B�� 	 ��	����� ���9���	�� 
 ��	C����������� ������� �	 ��	����� �	 ���
����� �� ������� � �	������ ��	 	������4 	 ���	�	 �������	 �����)��	 ����� ��
�!����������� �	���	4 ���� ��	���� � ��	C����������� �?������4 � �!������4 ����
B�� �	���)�� � ��� ������	 B��������D����	 ����������  ��� �	�	4 	 ��#	����	 ����.��C
�	 ������ 	 ��� ���B���	 ���� � �������	 �� ��	����� ������	�

� ��#	����	 ����.���	 ��	 ���	 #�������	 �	���� �������� ������������ ������C
��4 �	����	 ���	 	�	���� �����#;���� �	 �B���� ��������	� %���������4 ��� �������
�	����� � #����� �	��!���7� �� �	����7� �� 2�	������ B�� �	��� 	�	���� ��� ��C
��������	 ���������	� �	 ��	����� ������	 ��� ���	��������� � ������)��	4 ��2	�����	
� ��	��� �� �� �B���� ����.���	�

����	 �� �	��� � ����������� �������� �	 ��	����� ������	4 	 ������	 �	 ��������C
�	 �� ����	 ���� �� ��� �	������	� 
 ���	��� �	 ��	#���� �� �������	 �� ������	
����.���	 �����)� �� ���������	 �� ������	 !?	4 ����������	 �	 ��.��	 �	 ������	� 5C
�� ���������	4 ��!���	 ���	 �����)��	�4 �	���� �� ������������� #����� � ���	�����
���� �����#;���� �	 �������	� -	���4 ������ �	���� �� �?���������� ��B���	 ��	
��#�����	 �� ����	 �� ������	 ��)	����� 
 �����)���	 �� �� ����	 �����	4 ������	 ��
'������4 �	���� ������	��� �� ������	 �� ���������	 "����	 � 	2������ ��� 	����	
���	?����� �	 ����	 ��������	 ����.���	�  ��� 2	���4 � �	����#;���� ���� 8����	 �	���C�
����	 ��� �������

� ����2.��	 �� ����	 �� ������	 ��	������ B����	 	 ����	 #���	 �� ���������	
�� ������7� 2	� �����	� �	 ����	 #��	 �� '������� -��� B�� 	 ����	 �� ������� ���
�	�������	�������� ��	�"���	4 ��� ������ �� �?��.���	 	� ���C����.���	�

�	 ���.���	 ' � �B����	 #���� �� �	�����	 �� ���	� � � �B����	 �� ��	����	 �� ���C
�������� 2	��� ����������� �	� ��� �	 �����.��	 �� ����	���9����� ���� ���.���	4
����	��)C� � 2	�������	 �������	��� �	 ��	����� � �������)��C� � �B���7� ���	 ���	�	
�	 �������	 !���	� � ���	�	 �� ��2������ !���� ��� �����)��	 ���� ��	���� 	 ��	���C
�� ���������� � �����	 ��#	����	 � �B���� �� ����#����	 ����	��� ���	 �������	4
��� �	�	 � ����������� �������� � � �	����#;���� �	����� � ���� �� �����

<��  ����������	 �� 2;����	  ������)���


 �B����	 #���� �� ���	� �	 ��	����� ������	4 ��!���� �� ����	 '��4 � ���� �	�

ρc
∂T

∂t
− div [k grad(T )] − Q = 0 J*��K

	��� k � 	 ���	� �	����������� ������� �	 "���	4 ρ � c ���������� � ��� � 	 ���	�
����.!�	4 ��������������� grad(T ) � 	 #�������� �	 ����	 �� ������������ Q = qi + qt

� 	 ����	 #�����	 �� ���	�� qi � qt ���������� � #�����	 �� ���	� �	� ��2	�����	 �������
� B���B��� 	���� 2	��� �� ���	�4 ���������������


 ��	�� �� ���	� �� 2�	������ ��	C� �	� �	������	4 �������	 �D	� �	�����	 ������	�

���� ������� ���� �!"�� �������� ��� ����!"�� �� #�������� ��� ����������� ����������
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5�� ����	 �	 ���	 �	�

qc = −k
∂T

∂n
= hc(T − T∞) em Γs, J*��K

qr = −k
∂T

∂n
= κr(T − Tr) em Γs, J*��K

qcont = −k
∂T

∂n
= hcont(Ts1 − Ts2) em Γst, J*��K

��������������� 
����	��������4 � 	����	 �	 ��	����� ������	 �	�� ������� �	����7�
�� 2�	������ �� ����������� � :�?	 �� ���	� �������	4 ��!���	 �	�

T = Tp em Γp, J*�$K

q = −k
∂T

∂n
= −qp em Γq. J*�'K

-�� ��	���� 	 ��	����� ���	 ���	�	 �	 �������	 !���	4 � �������	 �������)�� � �B��C
��	 J*��K� 
 �B����	 �������)��� �	�� �� 	����� �	� �� ���	�	 �������	��� 	� �	� ��
���	�	 �� ��.��	 �	������	�  � ����� ���4 �������C� 	 ���	�	 �� %����U�� � 	
���	�	 �	 �.���	 B������	 N>�) M�� 00O� -��� � �B����	 #���� �� ���	�4 	 ���	C
�	 �����	 ������	������ �	 B��� �B���������� ���� �������	4 �����)�C� 	 ���	�	 �	
��.��	 �	������	 �� %����U�� ���� ���������� � �B����	 �������)����

-��� ������� 	 ���	�	 �����	 �� %����U�� � �������� � 2	��� ����#��� 	� 2	��� 2����
�� �B����	 #���� �� ���	� J�B����	 J*��KK� 5�� ���	�	 ��������� B�� 	 ����#��� ����
�B����	 	��� 	 �	�.��	 Ω � ���	� -	� �� ��)4 ��� ����#��� � ���	?����	 ���	 ����#���
�	 �	�.��	 �� ���� �������	4 ��	 �4

∫
Ωe

δT

{
ρc

∂T

∂t
− div [k grad(T )] − Q

}
dΩ +

∫
Γq

δT

(
k

∂T

∂n
− qp

)
dΓq

+
∫

Γs

δT

[
k

∂T

∂n
+ hc(T − T∞) + κr(T − Tr)

]
dΓs = 0. J*�6K

δT � δT �	 ���������	 �� ����������� ���������	 �� �	�	 B�� � �B����	 J*�6K � ���2����
�� �	�	 	 �	�.��	�

� �������	 ����	 �� �B����	 J*�6K ���� �� ����#���	 �	� ����� ���	�����	 �	 ��	����
�� %����4 �� 	���∫

Ωe

δT div [k grad(T )] d Ω = −
∫

Ωe

grad(δT )k grad(δT ) dΩ +
∮

δTk
∂T

∂n
dΓ. J*�*K

�� ��) B�� � 2�	������ �	��� �� Ω � ���� �	� Γ = Γq + Γs + Γp4 ���C�∮
δT k

∂T

∂n
dΓ =

∫
Γq

δT k
∂T

∂n
dΓ +

∫
Γs

δT k
∂T

∂n
dΓ +

∫
Γp

δT k
∂T

∂n
dΓ. J*�,K

-��	 ���	�	 �� %����U��4 � �� ����� �� #�����������4 � �	.��� �	������� B�� δT ≡ −δT �
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<���������	 � �B����	 J*�*K �� �B����	 J*�6K ������E∫
Ωe

δT ρcṪ dΩ +
∫

Ωe

grad(δT )k grad(δT )dΩ

−
∫

Ωe

δT Q dΩ +
∫

Γs

δT [hc(T − T∞) + κr(T − Tr)] dΓ J*��0K

−
∫

Γq

δT qp dΓ = 0.

=�	�#���)���	 � �B����	 ������	� ��#�����������4 ���#�C� �∫
Ωe

δT ρcṪ dΩ +
∫

Ωe

grad(δT )k grad(δT )dΩ

+
∫

Γs

δT hcT dΓ +
∫

Γs

δT κrT dΓ −
∫

Γq

δT qp dΓ = J*���K

=
∫

Ωe

δT Q dΩ +
∫

Γs

δT hcT∞ dΓ +
∫

Γs

δT κrTr dΓ.


 �������)���	 �� �B����	 ������	� � �����)��� B����	 � ���� B��

δT = Ni com i = 1, ..., NE , J*���K

	��� Ni �	 � 2���7� �� 2	��� 	� �� ������	����	 �	 �������	 � NE � 	 �8���	 �� �"
�	 �������	�  ��� �	�	4 �� 2	��� ���������4 � �������)���	 �� �B����	 J*���K ������
��

CṪ + (kk + kc)T = Q + f . J*���K

C � � �����) �������9����4 kk � � �����) �� �	����������� ������� � kc � � �����) ��#���)
�� �	������	D�������	� Q � f �	 	 ����	�� �	����	 �	 ����	 2	��� �� ���	�4 � :�?	
� �	 ����	 �	������	 �� �������	D�	������	4 �	����	 I ����������� �?����	���
5�� �����)� �	 ���� �	�E

C =
∫

Ωe

NT ρcNdΩ; J*���K

K = kk + kc =
∫

Ωe

MT kMdΩ +
∫

Γs

NT hc NdΓ +
∫

Γs

NT κNdΓ; J*��$K

Q =
∫

Ωe

NT QdΩ =
∫

Ωe

NT qi dΩ +
∫

Ωe

NT qt dΩ +
∑

i

P; J*��'K

f =
∫

Γq

NT q dΓ +
∫

Γs

NT hcT∞ dΓ +
∫

Γs

NT κTr dΓ. J*��6K

M � � �����) �� �������� �� 2���7� �� 2	��� �	 �������	4 ��	 �4

M = gradN =

⎡
⎣ ∂N

∂x 0 0
0 ∂N

∂y 0
0 0 ∂N

∂z

⎤
⎦ . J*��*K
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� ����	� Q �	���� 	 ����	� �� ���#� �	����� P � ��#�	�� � ����� � #���	 ��
���	� �	� �	�����	 ������	� Q � ��!���	 �������������� �� �?����	 �#�����E

Q =
∫

Ωe

NT [ξ (σ : Dp) + ψ (T )] dΩ +
∫

Ωe

NT qt dΩ +∫
Γst

NT hcont (Ts1 − Ts2) dΓ +
∑

i

P, J*��,K

	��� 	 �������	 ����	 ��������� � �	���������	 �	 ���	� #����	 �	� ��2	�����	 �������
� 	 �������	 ����	 � ��	�� �� ���	� �	� �	�����	 ������	 �	� 	���	 "���	 I �����������
Ts1 �


 �����) �������9����4 C4 �	�� �� �������)��� �� 2	��� �	������� 	� ���#	����)����

 ���#	����)���	 �� C � �������� ���� #������� � ����������� �������� � ��	 ��	��� �
��������� 2.��� �	 ��	����� �� ����������	 �B���� �� ����#����	 ����	����

<�� *���#����	 ����	��� �	 +�	����� ������	

�� ������ �� �������	 �� ���	� �� ��#��� ���������4 ��� �	�	 �� ��	����� �	�
��	�������	 ����	���9���	4 	 �2���	 ���������	 �	 ���	� ����� #����� ���	��9�����
� ����	 ���������	 �� �B����	 J*���K ���� �� ����#���	 ����	��������� � ���	 ��
������ �������� �	 �2���	 ���������	 �������� �� ����#����	 ����	��� ��!����� 5?�C
��� �����	 ���	�	 �� ����#����	 ����	��� �����	 ��� 	� ��� ���������	D��	
�� ����	 NX���U��A��) � ��@�	� ,�O� ���� �������	4 ��	����C� ���	�	 �����	 ��� "
��	 �� ����	� 
 	����	 �������� #����� ���� ��	����� ���9���	4 	��� � ������ 	
��	����� ������	 ���������4 �����)�4 #���������4 ��� ���	?�����	 �� ��2������ !����
�	 �	�.��	 ����	����

<�#����	 	 ���	 ��	��������	 ��	����	 �	 ��	����� ���9���	4 ������C�4 �	�	
�������� ���	?�����	4 �� ���	�	 �� ����#����	 ����	��� ���C����.���	� 
 	����	 ���C
C����.���� �	�� �� 	����� ���	 ���	�	 �	 ��.��	 �	������	�

:�"�� &
��� �	��;����6��
�

 � ��	��	 �	� 	 ���	�	 �	 ��.��	 �	������	4 ��� ����������� ����� 	 ������� ��
����	 t � t + ∆t � 	����� ������ �� ��� ������	����	 ������4 	� ���

T(τ) ≈ Tt +
τ

∆t
(Tt+∆t − Tt) , J*��0K

	��� τ ��������� �� ���������	 �� ����	 #������	4 ��� B�� τ ≤ ∆t � 0 ≤ τ/∆t ≤ 1�
Tt+∆t � 	 ����	 ���	������	� 
�������	 	 ���	�	 �	 ��.��	 �	������	 I �B����	
J*���K4 ���C� ∫ t+∆t

t
W
(
CṪ + KT − Q − f

)
dτ = 0. J*���K

� ���9����	 �� ��	 	� �	�������	 �� �����	 �� ����#����	 ����	���4 Λ4 � ��!���	 �	�E

Λ =
1

∆t

∫ t+∆t
t Wτdτ∫ t+∆t
t Wdτ

= 0. J*���K
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 ��� 2	���4 �� ��	��	 �	� � �B���7� J*��0K � J*���K4 � ��	����	 �� ����������� �	��
�� ������� �	�

Tt+∆t = Tt + ∆t
[
(1 − Λ)Ṫt + ΛṪt+∆t

]
. J*���K

<���������	 � �B����	 J*���K �� ������	 J*���K4 	����C�

C
(Tt+∆t − Tt)

∆t
+ K [Tt + Λ (Tt+∆t − Tt)] =

= [Qt − Λ (Qt − Qt+∆t)] + [ft − Λ (ft − ft+∆t)] , J*���K

	�4 �����������	 ��#�����������4(
1

∆t
C + ΛK

)
Tt+∆t −

[
1

∆t
C − (1 − Λ)K

]
Tt

− (1 − Λ)Qt − (1 − Λ) ft − ΛQt+∆t − Λft+∆t = 0. J*��$K

� ��	 �� �����	 �� ����#����	 ����	���4 Λ4 ���� �� Λ ∈ [0, 1]� -��� ����������	 ���	��
�� Λ4 	 ���	�	 �� ����#����	 �	�� � 2	��� �� ���	�	 �	������	 �	�	4 �	� �?����	4 	
���	�	 �� 3����UC����	�	� JΛ = 1/2K� �� ������ *�� ���������C� 	 ���	�� �� Λ ����
	 ���	�	 �� ����#����	 ����	��� ��� �����)��	�

������ *��E >��	�� �� Λ ���� ���� ���	�	 �� ����#����	 ����	����
Λ ���	�	 �� ����#����	 ����	���
0 ���	�	 �?��.���	 J���(��� �)������ ��	$��K

1/2 ���	�	 �� 3����UC����	�	� J���	��
 �)������ ��	$��K
2/3 ���	�	 �� %����U�� J��
��*�+� ��	$��K
1 ���	�	 ����.���	 J%��*(��� �)������ ��	$��K

5��	�� � 8���� 	����	 ���	�����	�������� ������ ��� � 	����	 	����� ���	 ���	�	
����.���	4 	� ���4 B����	 Λ = 1 N>�) M�� 004 
������C3���	 �	 �
� 0��O4 �	� 	 ���	�	
�?��.���	 ���#�C� I 	����	 �� 2	��� ��� ����� � ��������� >���C� B��4 � ������ ��
�B����	 J*��$K4 � 2	� �	���� � ����#����	 ����	��� �?��.���� JΛ = 0K � �B����	 �	�� �
2	���

CTt+∆t = (C − ∆tK)Tt + ∆t (Qt + ft) . J*��'K

3	� ��� �B����	 ���	����C� � ����������� �� ������	 �	 ���	�	 �?��.���	� 5��	�� ���
������� ���������� ���������	 �� ����	 ����)��	4 	 ������	 �� ����������� � �������	�
5�� 2���	 ����� � ��2	����	 ���� ���#	����)���	 �� �����) C4 ��	��������	 �	��� ��
���	��� �	 ��	#���� �� ������	 �?��.���	� 5�� ���	�	4 ���	�� �	�������	��������
��	�"���	4 �	�� �	�	 �������#�� 	 2���	 �� � 	����	 �	��� �2����C� �� 	����	 ����
�	� ���������	 �� ���	�

:�"�� &
��� ����6��
�

� ���	�	 ����.���	 � ���	�����	�������� ������ ��� ��) B�� �� #������� �� �B���.���	 �	
����� �� B���B��� �������� 
 �	�!#�����	 �� ���#��� � ����#��� ������ �� �� ����	
��������	 ���	������ �	 ���������	� 5�� ����	 ��������	4 �����)��	 �� ��)������� �	 �������
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t+∆t4 ��#��� � �	����#;���� � 	 �B���.���	 �	 ������ ���� �������	 ��	���C� 	 ���	�	
�� ��A�	�C=���	�4 B�� #������ �	����#;���� B��������� ����� B�� � 2	�������	 ���
�	��������

!,���� �� 1�<���-7�$=��

� �����.��	 �	 ���	�	 �� ��A�	�C=���	� ��� �	� 	�������	 ������)�� 	 ��.��	4 	�
2	��� ��	C�B���������4 �� �B���7� �� �B���.���	� �	����	 	 ��.��	 �	�	 2����	 ��	C
C������ �� ��� �������� ����	���� #������� g4 ��� ���� �� ��� B��

R(g) = 0. J*��6K

�� �������	 �� �B���.���	 j 	����C� ��� ���	?�����	 �� 	����	4 gj 4 B�� �	����	��� �
�� ��.��	 ��	C���	4 ��	 �4

R(gj) �= 0. J*��*K

�� �������	 �#�����4 j +14 ��	����C� 	���� ��� ����	� ���	?�����	 I 	����	4 �� 2	���
� B��E

R(gj+1) = 0 com gj+1 = gj + ∆gj+1. J*��,K

 ����	�����	 	 ��.��	 �� ���� �� ��@�	� �� ��)������� �� gj � �����)���	 	 ����	
�� 	���� �����	� � �4 	����C�

R
(
gj+1

)
= R

(
gj
)

+
∂R
∂(g)

∣∣∣∣
gj+1

(
∆gj+1

)
= 0. J*��0K

 ��� 2	���4 �� ���� �������	 �� �B���.���	 ��	���C� �� ����� �� �B���7� �������4
���� 	����	 ∆gj+1 � ��� �	������	 �	 ����	 �� g�

�9���	� ����� ��$�� ���

� ���	�	 �� ��A�	�C=���	� �	�� �� �������	 �	 ��	����� ������	4 ������	 �� �B����	
J*��$K � �	��������	 Λ = 1�  ��� �	�	4(

1
∆t

C + K
)

Tt+∆t −
(

1
∆t

C
)

Tt − Qt+∆t − ft+∆t = 0. J*���K


 ������ �� �B����	 J*���K �	��C� ��!��� � �#����� �B����	 #����E

KCTTt+∆t − Ft+∆t = 0 J*���K

	���

KCT =
1

∆t
C + k J*���K

� � �����) ��#���) �	������� �

Ft+∆t =
(

1
∆t

C
)

Tt + Qt+∆t + ft+∆t J*���K

� 	 ����	� �� 2	��� �B����������
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����	 KCT �	�	 Ft+∆t �������� �� �����������4 �	� �	 �	�����.�� �	� ��	���C
����� �	�	4 �	� �?����	4 � �	����������� ������� � 	 ���	� ����.!�	4 ���������� ��
������������  ��� �	�	4 � �B����	 #���� J*���K � ��	C�������

�	 ��	��	 ��������	 �4 �	���������� �� �������)���	 �� ����������� Tt+∆t4 B����	
� ���������� � �����)� KCT � Ft+∆t � �	 ������.�� �� �B����	 J*���K4 � ���� ��	
��� )��	� 
!���4 KCT � Ft+∆t ���������C� �	� � �	�� �����������4 ����	 	��#�� �
�� ��.��	4 Rt+∆t� -��	 ���	�	 �� ��A�	�C=���	�4 ����������	 �B������������� ��

k
ttR

ttR

ttT1k
ttT

curva do resíduo

k
ttT

1k
ttT

declive da recta tangente
k

k
tt

CTK
T

R

1�#��� *��E ���	�	 �� ��A�	�C=���	� ���� ���������	 �	 ��.��	�

!#��� *��4 ��!��C� 	 �#����� ��	��	 ��������	4 �����	 �� ���������	 �	 ��.��	E

Kk
CTTk+1

t+∆t − Fk
t+∆t = Rk

t+∆t. J*��$K

� ����.����� k ���#�� 	 �8���	 �� �������	�  �������	 � �B����	 J*��$K �� 	���� � T4
�� 2	��� � ���	����� 	 ������� �� ����� ���#���� �	 ��.��	 �	 ������� t + ∆t J��� !#���
*��K4 	����C�E

∂Rk
t+∆t

∂T
= Kk

CT. J*��'K


����	��������4 � �	� 	 ��?.��	 �� !#��� *��4 � �����) ���#���� � ���� �	�E

∂Rk
t+∆t

∂T
=

Rk
t+∆t − 0

Tk
t+∆t − Tk+1

t+∆t

. J*��6K

���� ��	��	 ��������	4 � �������� ����������� � �	���#��� ����������� �� ��	��	 �	�
� �?����	 �#�����E

Tk+1
t+∆t = Tk

t+∆t + ∆Tk+1
t+∆t. J*��*K

+#������	 � �����7� J*��'K � J*��6K4 ���������	 J*��*K � ��	�����	 ���� ∆Tk+1
t+∆t4 	����C

C�E
Kk

CT∆Tk+1
t+∆t = −Rk

t+∆t. J*��,K


��4 ��!���	 �� ���	� ������� �� ����������� ���� � �������	 ������� �	 ��	 �� ����	
t+∆t4 �������C� 	 ��.��	 J��� �B����	 J*��$KK� -	����	������4 ���������C� � �������	 ��
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����������� ���	�����	 I �B����	 J*��,K4 �	���#���	 	 ���	� �� ����������� �	 ���������	
�	������� 5�� ��	��������	4 �B������)��	 �� !#��� *��4 � �������	 ��� B�� � ������ �
�	����#;����� � ��#	����	 �� ��	����	 � �	����	 �	 B����	 *���

ttF

tT
1

ttT ttttt TTT 11

1
ttR

1i
ttR

1
1

1
tt

tt
tt t

TCK

1
1

1 i
tt

i
tti

tt t
TCK

1i
ttT 1i

tt
i

tt
i

tt TTT

i
tt

i
tti

tt t
TCK

i
ttR

1�#��� *��E 3�����	 ��������	 �	 ��	����� ������	 ���	 ���	�	 �� ��A�	�C=���	��

������ *��E 
�#	����	 �� 	����	 ����.���� ���	 ���	�	 �� ��A�	�C=���	��

�� ������� C 3���	 ��������	 k = 1, . . . , NmaxE
���� 3�����	 �� ∆Tk+1

t+∆t �	� Kk
CT∆Tk+1

t+∆t = −Rk
t+∆tP

���� 
������)���	 �� �����������E Tk+1
t+∆t = Tk

t+∆t + ∆Tk+1
t+∆tP

���� =��������� KCT � Ft+∆t ���� � �	�� ����������� Tk+1
t+∆tP

���� 3�����	 �	 �	�	 ��.��	4 Kk
CTTk+1

t+∆t − Fk
t+∆t ⇒ Rk

t+∆tP

��$� 
������)���	4 k − 1 → kP

��� �	����#;����4 ‖Rk+1
t+∆t‖ ≤ εtol4 	� k ≥ Nmax�

:�"�" �	$��	 	�
���������

� ��#��� �����	����	 	� ���������� � ��� �����!����	 �	� ��)� ������ �� ���9����
�	 ���	 �	��.��	 N5�����#	)� �	 �
� 0�4 Q	��� �	 �
� 0�O� 5�� � �����)��	 B����	 �
�	������ B�� � �	����7� �� 2�	������ ��	���� B���C������������ �4 �	��B����������4
	 �2���	 �� ������� �	��� �� �����)��	� ���� ������	4 � �B����	 J*��K �	�� � �#�����
2	���E

div [k grad(T )] + Q = 0, J*��0K
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	�4 �	��������	 B�� kx4 ky � kz ���������� � �	����������� ������� �� �������	 �	
��?	 ��������� Ox4 Oy � Oz4

∂

∂x

(
kx

∂T

∂x

)
+

∂

∂y

(
ky

∂T

∂y

)
+

∂

∂z

(
kz

∂T

∂z

)
− Q = 0. J*���K

 ��� 2	���4 �	��������	 B�� 	 �������� 	������� I ��� �� �	�����	 �� ���	� �� 1	�����
� B�� � �	����7� �� 2�	������ �	 ���� ���� �?���7� J*��K � J*�$K4 � �	.��� �����)��
	 �����.��	 �� ����������� ������� ���� ���������� � 	����	� 
�" �������)���	 �
�������)���	 �� �������	 !���	4 � �B����	 J*���K !��

(Kk + Kc)T = Q + f . J*���K

	��� Kk4 Kc4 Q � f �	 ��!���� ���� �?���7� J*���K � J*��,K� �	 ��	 �����	����	4
��	 2�) �����	 2���� �� ����#����	 ����	���4 ��� ��) B�� � �	������ B�� � ��������
���������� ���������� �	� 	 ����	� 5��	�� 	 ����	 ��	 ��� ��� �������� �	 ��	�����
�� ��#��� �����	����	 J��� �B����	 J*���KK4 � ��	 ����������� �� ��	�������� �	 ����C
���� 	���#� � �� ������	 ��������	 �� �	����#;�����  ��� 2	���4 � �B����	 �� �	������	
��������� �� �����������4 �� ��#��� �����	����	 ��	C������4 � ���� �	�(

kk
k + kk

c

)
∆Tk+1 = Qk+1 + fk+1 − KTk. J*���K


 ����������� �	 �" �	 �������)��� �	 !��� �� ���� �������	 �� �#����� 2	���E

Tk+1 = Tk + ∆Tk+1. J*���K

5�� ������	 ��������	 ������� B����	 ∆Tk+1 2	� ���	� �	 B�� ��� ����������� �	���9�C
����

<�� 0	����#7���� � 2����������

(� �B���� ��������	 �� �	����#;����4 �����	 	� ��	 �	 ���	�	 �� ��A�	�C=���	�4
������� �� �������	 �� �	����#;���� � ����#��� 5�� �������	 ����� �� ������	���	
�	� �?����	 ������	4 �	� ���� ������� 	 �B���.���	 �	 ����� � � ������	 �	 �������	�
� �������	 �� �	����#;���� �	4 ������������4 �� ��; ���	 N
��� 0�OE

�� 3������	 �����	 �� ��#������ �	 ��.��	P

�� 3������	 �����	 �� ��#������ �� �	�����7� �� �������� �� �	���	�	 J���	�����C
�	 �����������4 �����������4 ����KP

�� 3������	 �����	 �	 ���	 �� ����#�� �	 ������

� �������	 �� �	����#;���� �����)��	 �	 ��#	����	 ���������	 �� ������	 *���� �	
�	 ���	 � � �� 5�� �	E

�� ‖δTk
t+∆t‖ ≤ δ1‖δT1

t+∆t‖P

�� ‖Rk
t+∆t ≤ δ2‖Ft+∆t‖P
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�� max
[(|δT k

t+∆t|
)
n

]
≤ δ3‖δT1

t+∆t‖ �	� n = 1, ..., NN �

� �������	 � 	 �������	 �������	 �	 �����	 �� ��#������ �� �	�����7� �	 ���������	
�� ������������ � �#���	 �������	 �����C� �� ��#������ �	 ��.��	� δi, i = 1, 2, 34 �	
�	���9����4 ��!���� �� ���	�� ����������� 5�� �	���9���� �	��� �� ������	 ���
" ���	� �����!���	 4 ���#���	 �	� Uuser−tol

�E

δ1 = δ2 = δ3 =
(

Uuser−tol

100

)
. J*��$K

3	��B����������4 	 �������	 � � � �	��� � �#����� 2	��� ��� �����E

�� ‖∆Tk‖ ≤
(

Uuser−tol

100

)
‖∆T1‖P

�� ‖Rk‖ ≤
(

Uuser−tol

100

)
‖F‖P

�� max
[
abs

(
∆T k

N

)] ≤ (
Uuser−tol

100

)
‖∆T1‖�

‖∆Tk‖ � ‖∆T1‖ ���������� � �	��� ���������� �	 ����	� �� ����������� ��������C
��� �� ������7� k � 14 ��������������� max

[
abs

(
∆T k

N

)]
��!�� 	 ��?��	 ���	� ��	���	

�	 �	��	����� �	 ����	� �� ����������� �� �������	 k� ‖Rk‖ � ‖F‖ �	 � �	��� ��C
�������� �	 ����	� ��.��	 �� �������	 k � �	 ����	� �� 2	��� �B��������� J��!���	 ��
J*���KK4 ��������������� � ���	� �� Uuser−tol �����)��	 �	� ��2���	 � �� 0.01%� � �������	
���������	 �	��� �� �����)��	 �� 2	��� ������������ 	� �����9����

:���� �������� �� �	������	 46����


�#�� ��	��������	4 ��� �	�	 � ��!������� ����#���� �� ��	����	 �������� �	
��	����� ������	 �� ��#��� ���������4 �	 �������	 �� �����7� �#������ 
 ������
��� ��!������� 2��������� � ��	��� �	 ��#	����	 �����)��	 ���� �������	�

(� �	 ��	����� �?������ �� 	����	 �� ��	����� ������	 ���	 ���	�	 �	 ���C
����	 !���	 � � ������������ �	 ���	�� ��������	 ���2�)���� � ��������� 2.���� 5��
��	����� � �������	 ���	 �?����	 �� ����2��;���� �� ���	� ���� ���� �	���� ��������C
�	���� N<�#������ *�O� ����4 � �����	 �� ���	� � ��� �?��������� �� ���� ���� ���
��������� ���������	 �� ����������� ��� �"�


 2	��� #���� �� 	����	 �� ��2������ !���� ���� 	 ����� �� �B���7� ��2��������4
�B����	 J*��$K4 �	�� �� ���� �	�E

K∗Tt+∆t = Q∗Tt + F∗, J*��'K

	���

K∗ = 1/∆tC + ΛK J*��6K

Q∗ = 1/∆tC − (1 − Λ)K J*��*K

F∗ = Qt + ft + Λ (Qt+∆t − Qt) + Λ (ft+∆t − ft) . J*��,K

��� ���	
� ���� �����
�� ���	��$��� �� ���	�%������
������������ �� ��
���� ��
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������������	 ���	 	 �����	 �� �B����	 J*��'K �	� (K∗)−1 	����C�E

Tt+∆t = (K∗)−1Q∗Tt + (K∗)−1F∗. J*�$0K

-�������C� �	������ � �	����7� ���	�� � K∗ � Q∗ �� 2	��� � B�� � ��������� 2.���
�	 ��	����� ��� ���2����� (�� ��) B�� Tt �	�� �� �����	 �	�	 ���	 �	 �������	
���������	4 � �	����7� ���	�� �K∗ �Q∗ �	 ����������� ���	 ����	 (K∗)−1F∗� -���
	 ��	 �� �����	 �� :�?	 �� ���	�4 	� ������	 �� ����������� ��� �	 �" �� ����� ��
�������	4 �����C� B�� � ����������� �� �	�	 	 	���	 �" �������� 	� ����������
�#���� 
�������	 � �B����	 i �	 ��	���	 (K∗)−1F∗4 ���� �	�E

Ti = (K∗
i1)

−1F ∗
1 + (K∗

i2)
−1F ∗

2 + · · · + (K∗
ip)

−1F ∗
p , J*�$�K

� ��� ��) B�� ���	 ���	 �� ����	 �� F∗ � �	����	4 �	�����C� B�� 	 8���	 �	�	 ��
��#���� B�� Tt+∆t ������� � �?�#�� B�� �	�	 	 �	�!������ �� (K∗)−1 ���� �	����	�
�	��C� B�� ��� �?�#;���� ��#��� ������ B�� Ti ������� � �� 	� ��� �	�!������ ��
F ∗ 2	��� ��#����	�

� 2���	 �� ��������� �� �	��������� �� (K∗)−1 ��	 �#��!�� ��������� �� �	�C
�������� �	 �	�!������ �� K∗� -��� B�� 	 �	�!������ �� (K∗)−1 ���� �	����	4 K∗

��B��� 	 �	�!������ �� ���#	��� �	����	 � �	�	 	 	���	 ��#����	 J	� ���	K� 5���	4
� �����) K∗ ������ ��������� 	 ���� �� �#����� 2	���E

K∗ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

+ − − · · · −
− + − · · · −
− − + · · · −
���

���
� � �

���
− − − · · · +

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ J*�$�K

 ��� �	�	4 	 ��B����	 �������	 ���� B�� ��	 ���� ��	����	 �� ��������� 2.��� � B�� K∗

J��!���� �	� J*��6KK ����� � 2	��� �� �����) J*�$�K�
5�� �������	 � ���	������ �� ��	��� �	 ���	 �� ����#����	 ����	��� � �	 ���	 ��

2	�������	� 5�� 8����	 �	�� �� �	������� 	� ����)��� J���#	����)���K� 
 2	�����C
��	 ����)���4 �� B�� � �����) �������9���� � ���#	����)���4 	������ �	 ��B����	 �?�#��	
����������������� �	 ���	�	 �� ����#����	 ��	����	�

:���� 3������9	� ���&�����

�	 ������	 �� Tt+∆t �	��� 	�	���� 	�����7� ��������� 5�� �	 ������	���� �	� 	
���	�� ��"���	 �� �����) H = (K∗)−1Q∗ 4 �� J�B����	 J*�$0KK N�@�� 6�O� 
 ���"���
�	.��� �	E

�� �	�	 	 ���	�� ��"���	 �� H �	 �	����	 ⇒ ��	 �� 	�����7�P ������	 ������P

�� 
�#�� ���	�� ��"���	 �� H �	 ��#����	 �� �����	�� � −1 ⇒ ��#��� 	����C
�7�P ������	 ������P

�� (� 	� ��� ���	�� ��"���	 �� H �	 ��2���	�� � −1 ⇒ ������	 ��������
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��4 � �	�����	 �������� ���� #������� B�� ��	 �� 	�����7� �������� � B�� �	�	
	 ���	�� ��"���	 �� H ���� �	����	� -�	��C� B�� ��� � ����!�� � K∗ � Q∗ 2	���
��!���� �	����� N<�#������ *�4 -��� ,$O� =��	���C� B��K∗ � Q∗ ���	 ������	���� �	�
C � K �	�

K∗ = C + Λ∆tK, J*�$�K

Q∗ = C − (1 − Λ) ∆tK = C − αK. J*�$�K


 �����) K∗4 ��!���� �� �?����	 J*�$�K4 � ��!���� �	����� ��� ��) B�� C J�����)
�������9����K � ��!���� �	����� � K �4 �� ��	� ������	4 ��#���� N�@�� 6�4 <�#������ *�O�

 �����	 �� ��� ����� �� K � C ��	 ������ � ��������.���� �� �����) C4 2�)���	 �	� B��
K∗ ��� ��!���� �	������

�	 ��	 �� �����) Q∗4 � �������	 �	������ 	 ���	�� �� K B�� �	��� �� �����.�	
� C �� B�� Q∗ ������ ��#����� �� ���4 �	������ 	 ���	� �� α = (1 − Λ) ∆t B�� �	���
Q∗ ��#����4 ���4 B�� 	 �� ���	� ���	� ��"���	 ��� ���	�

<���C� B�� 	 �.���	 ���	� ��"���	 �� �����) #�	��� Q∗ � ���	� B�� 	 �.���	 ���	�
��"���	 ���� �	�� � �� �����)� ���������� N-��� ,$O4 ��	 �4

min
e

(
βQ∗(e)

min

)
< βQ∗

min. J*�$$K

<� 	 ���	� �	 ���	� ��"���	 �� Q∗(e) 2	� )��	4

min
e

(
βQ∗(e)

min

)
= 0, J*�$'K

����	4
βQ∗

min > 0 ⇒ Q∗ é definida positiva. J*�$6K

� ���	� �� βQ∗(e)
min � 	 ���	� �� β B�� ���2�)

det
(
Q∗(e) − β11

)
= 0. J*�$*K

���4 ��� ��) B�� � ��	���� � �����) ��#���� Jβ = 0K4 � �B����	 J*�$*K ����2	���C� ��

det
(
C(e) − αK(e)

)
= 0. J*�$,K

� ���	� ���	� B�� ���2�) � �B����	 ������	� � ���	�����	 �	� αmin� 
��4 � �����)
Q∗ ��� ���	�� ��"���	 �	����	 �4 �	��B����������4 � ��!���� �	����� ����� B��
α > αmin� &	#	4 � 	�����7� �������� �	 ������� ����� B��

∆t <
αmin

1 − Λ
, J*�'0K

� ���	� ���	� �� α4 αmin4 	�	��� �	 �������	 ��� ��B���	 �� ����� �� �������	 !��C
�	 N<�#������ *�4 ����� �	 �
� 00O� 
���� �� ��������� ���� ���� �?����	 J*�'0K ��
�	���������4 ��� �	������ ��� �	� 	��������	 ���� � ������	 �	 ���	� ���� 	 ���������	
�� ����	�
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5����

5� ��	����� ���9���	 �?���� �	� ���	 �� 2	�������	 �� �����) �� ��� 	� �����)
�������9����E J�K � 2	�������	 �	������� � J��K � 2	�������	 ����)���� J���#	����)���K�

 2	�������	 �	������� �����)� 2���7� �� ������	����	 �� ������	 ∂T/∂t �	 �	�#	 �	
�������	� 5� 	�	���	4 � 2	�������	 ����)��� ���� B�� � �������	 �� ∂T/∂t �	 �	�#	
�	 �������	 � �	������ ����� �	��	 ���������	 �� �������	 ��������� N<�#������ *�O�
 �B�� ������ ��� �����) �������9���� ���#	���� 
 #����������� �	 ��#	����	 �������	
�� ���7� ������	�� �	����C� ��� �!������ J� �	� �� ���	� ������	 �� ��������	K
�	� � ���#	����)���	 �� �����) �������9�����

(� �	 ��	��������	 ���� 	���� � 2	�������	 ����)��� � � �����)���	 �� 2���7� ��
������	����	 ��2������ ���� ���	?���� ���� ����	 �� �������)���	 �� �������	 !���	
NX���U��A��) � ��@�	� ,�O� ����� ����������� � � �����)���	 �� ���	�	 �� ���#	����)���	�
5�� ���	�	4 ������ �� ���������7� ��#������4 �������� � �	�������� � �	��	C
����� �� C �	 �������	� 5� ���9���� ���������4 ��	 ���	����C� �	� �	�������	
�� ��� �	 �.��� �	 �������	 N1����� *6O� � ���	�	 �����)��	 ���� �������	 2	��� 	
���	�	 �� 	�� �� ����9�#��	 � 	 ���	�	 �	� ��� �B����������

�	 ���	�	 �� 	�� �� ����9�#��	4 � �����) �������9���� � ���� �	�E

Cij =

{ ∑
k cik se i = j

0 se i �= j
J*�'�K

� ���	�	 �� ��� �B��������� 2�) �� ����	������	 �� ���#	��� �� �����) �	��C
����� �� 2	��� � ���2�)�� 	 �����.��	 �� �	�������	 �� ��� �	 �.��� �	 �������	� 5��
�	�� �� ���	 �	�

Cij =

{
cii [

∑
k ρc det(J)]

/∑
k ckk se i = j

0 se i �= j
J*�'�K

	��� J � � �����) M��	����� �� C� 
��	 	 ���	�	 ��������� �������	 ���2��"��	
� �������� 	 �����.��	 �� �	�������	 �� ��� �	 �.��� �	 �������	�

:���� <��!	��� �	 �
���+���� ��� �&
���� �	 ��
	$�����


 ��	����	 �	 ��	����� ������	 ���� � ������������ � ��!������� �������� B����	 	
���	�	 �� ����#����	 � 	 ���������	 �� ����	 �	 ������	���	 �� �������	� 
 �?���7�
J*�$�K � J*�'0K �	������� �	� �������	 �����	 ���� � ������	 �	 ���������	 �� ����	�
� �������	 ��#��� B�� � ��������� 2.��� � ���2����4 ��B����	 B�� 	 �#���	 #������ B��
	 ������	 ��	��� �� 	������	� -��� !#��� *��4 B�� ��������� �B������������� � ��#��	
�� 	������	 �� 2	������7� �	������� � ���#	����)��� ������������� �	 ���9����	 Λ
B�� ��!�� 	 ���	�	 �� ����#����	4 �	�� ���C� B�� � ��#��	 B�� ������� ���������	 ��
����	 ���	�� ���� ���� � 2	������7� � � �� Λ > 2/3� 
 ��#��	 �� 	������	 ��
2	�������	 ���#	����)��� � ������� ��� �?���� B�� � �� 2	�������	 �	�������� ��� �
���� I ���	��������� �� �?������ �������	 B�� ��	��� � ��������� 2.��� �	� ����� ��
2	�������	 ���#	����)���4 �	�	 � ���	���	� �� ����	 *�����

��	�����
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Formulação 
consistente

Formulação 
diagonalizada

Satisfaz a realidade 
física

Critério de 
não-oscilação

Região de operação para a 
formulação consistente
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t

1�#��� *��E =�#�7� �� 	������	 ���� � 2	������7� �� �������	 !���	 �	������� �
���#	����)����


 2	�������	 �	������� � ��	�������� �	� ������7� �	 ���������	 �� ����	� 5��
2	�������	 ��	 �	�� �� �����)��� �	� 	 ���	�	 �?��.���	 	� �	� 	 ���	�	 �� ��2������
������� �� ��	��� � ��������� 2.��� � ����� � 	�����7� ��������� 
���� ��	4 B����	
������ �	 ���	�	 ����.���	4 � 2	�������	 �	������� ������� B�� � �����)� ��� #���
�?���� �� ���������	 �� ����	� -	� 	���	 ���	4 � 2	�������	 ���#	����)��� �	�� ��
�����)��� �	� B���B��� ���	� �� Λ � ������� 	 �	 �� ��	 �� ����	 ���	��� 5�� � �
8���� ��	��� �	.��� � � 	����	 ����� B�� �� �	� Λ ≤ 2/3�

<�$ 
�#	����	 �� +�����	=0	������	 > *������ �� +�����	


 �����#�� �	 ��#	����	 �?��.���	D���C����.���	 ������4 ������������4 �� ���	��C
���� �� ������	4 ���	������ ���� �B����	 J*��'K4 2��� � ��� 	����	 ��	 ��#����������
�?����� � ��#	����	 ����.���	4 ����� �� ���������� �� ����	 �� ������	 ��� �����C
�	4 �	��� ��������� ��� #������� �� �B���.���	 �� B���B��� ������� �	 ������	4 ������	
� ��� ���	� ������	 �� �������	� 
��4 	 ��#	����	 ����� ���� 	 ������	 ������	 ����
�B���� B�� �	������ � B�������� �� �������	 �	 ������	 ����.���	 �	� � ���	������ ��
������	 �	 ��#	����	 �?��.���	�

(�� 2	��� � 	���� �� ��#	����	 �	� ��� �����#�� ��� �������� 	 ����	 �� ������	
��B�����	 ���	 ��#	����	 ����.���	 �������	 � �����������4 �	����#;���� � ������	 ��
�������	 ���	 �	� ��� ��#	����	� <�����	 B�� 	 ����	 #��	 ���	 ��#	����	 ����.���	 �
�	�����	 �	 ����	 ��������	4 ��� 2	��� �� ������)�� ��� ����	 ��� ����)�� 	 �8���	 ��
������7�� -��� ���4 � ����	� 	����	 ��� �	��#��� ���������� ��� �	� ��������� ����
� 	����	 ������� �	 ����	 ��������	� -��� � �	��#��� ��� ���������	 �	 ����	 �	���4 	
����	 ��������	 �� ���� �� ��������� ���� �� ����	 ��2���	� �	 ����	 �� ������	 �	
�8���	 �� ����	 �	 ���	�	 ����.���	�

�� !#��� *�� ��������C� � �������� #���� �	 ��#	����	 �� ������	 ������	 �����)��	�
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Método explícito/semi-implícito
Obtenção de uma primeira aproximação de T0, que diminui o 
número de iterações do ciclo de correcção. Pode, também, estimar o 
tamanho do incremento temporal ideal.

Método implícito - Ciclo iterativo de Newton-
Raphson

Incremento t

Incremento t+ t

Previsão:

Correcção:

Método iterativo que, a partir da solução da previsão, realiza o
cálculo do campo de temperaturas até obter a convergência 
desejada (satisfazer as condições de equilíbrio).

1�#��� *��E 5B���� �� ����#����	 ����	����

5�� ��#	����	 �������� � �#����� ��������.���� ���������E J�K �����)� �� " ����	
��������	 ���� ��	���� �	�� � ��	C����������� �	 ��	����� � J��K � ������#�� �	 ������	
� �	 ���	 '�������,��������� 5�� ������#�� '�������,�������� �	���� �� �����)�� 	
���������	 �� ������	 ������	 �� �#����� 2�� N����)� ,�4 �������� � ����)� 0�OE

�� ��������E

� 	�������	 � 2	������ ��� �������� ��������� �	 ����	 �� ����������� �� �	�!C
#�����	 �� ���#��� �4 � �������	�4 �������� 	 ���������	 �� ����	 ������ 
 2��
�� ������	 ������ �������� ���	 �� 5% �	 ����	 �	��� �� ������	� -��� �	 �	C
�� �����)��C� B��� �� ���	�	 �?��.���	 B��� �� ���	�	 ���C����.���	 J��� ����	
*����K� 
��	 	 ���	�	 ����� �����)�� 2	�������	 ����)��� 	� ���#	����)����

�� �����	���E


����� �� �� ���	�	 �� ����#����	 ����.���	 ����	��C� �������������� � ���	?�C
����	 ������� 2	������� ���� 2�� �� ������� ��� ���	����� � �	�!#�����	 �� ���#���
���2��"���� � ��#	����	 ����.���	 ���	��� �	 ���	�	 �� ��A�	�C=���	�4 �	� �	�C
���#;���� B��������� J��� ����	 *����K�

3	� 	 ��#	����	 ���C����.���	 � �	.��� ���	����C� � ���������	 �� ����	 �C
����	�� �	 �	 ���	�	 �?��.���	� 3	��B����������4 ���� ��	 �� ����	 ���	��4 �
	����	 ���	?����� ��������� ���	 ���	�	 ���C����.���	 �������� ���	� B�������� B��
� 	����	 	����� ���	 ���	�	 �?��.���	4 ���	�� ���� ����	 �� ������	 �����	��� (��
��) B�� 	 #���	 �� ����	 ������� �� B�������� �� ��������� �������4 � ��	��������4 ��
2�� �� �������4 �����)�� 	 ���	�	 ���C����.���	 �	� Λ > 2/3�


 �����������	 �	 ������	 ����� ���� 	 ���������	 �� ����	4 ��" � 2�� �� �������4
�����C� �	 ������	 �� �� ���9����	 �� ������	 �������	���4 rmin4 B�� �	������ �
��������	 �� ��2������ �������	� 5�� �������	 ������C� �� �������	 �������� �	 ����	
�� �����������4 �� �������	 �	 :�?	 �� ���	� �� ���� �������	 � �� �������7� ��
�	����7� �� 2�	������� 5�� �������	 �	E

��� ��� �� ���	������ �������$���& � ��������� �� ����� �� �	�	� �'���� ���� �� ��� � �����
�� �	�	� ��$���� ����� ���& ��� �� �	�	� � ��������� �� ����� (������
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�� �������	� �� �� ������� �� ���$�������

<��	��	 �	������	 	 ���������	 �� ����������� ∆T ��� ����������	 �"4 ��!��C�
	 �	�!������ rT ������ �� �B����	

rT =
∆Tmax

|∆T | . J*�'�K

∆Tmax ��������� 	 ���������	 ��?��	 ����.��� �� ������������ 5�� 8����	
���9����	 � !?��	 ���	 �����)��	� �4 �� #����4 �	�� 	 ���	� ����� 0.1 � �0 ◦3�

�� �������	� �� >�8� ��  ����

<��	��	 �	������	 	 :�?	 �� ���	� �� ���� �������	4 	 �	�!������ �� ������	 rq

� ���	 �	�

rq =
∆q

(e)
max

|q(e)
max − q

(e)
min|

. J*�'�K

∆q
(e)
max � �� ���9����	 ��?��	 ����.��� ���� � �������	 �	 :�?	 �� ���	� ��

���� �������	� q
(e)
max � q

(e)
min �	 	 ���	�� ��?��	 � �.���	 �	 :�?	 �� ���	� �	

�������	4 ���������������

�� �������	� ��  �����2� ;��������

�	 B�� ��) ������	 I �	����7� 2�	������4 ����������������� �� ���� �� �	����C
��	D�������	4 ����������� ���	�� 	� :�?	 ���	�	4 	 �	�!������ rcond � ���	 �	�E

rcond =
δqmax

qcond/∆t
, J*�'$K

�� B�� qcond � 	 :�?	 �� ���	� �����	 � �	����7� �� 2�	������ � δqmax � �� ���9����	
��?��	 ����.��� ���� ��� �������	�

� ���9����	 rmin4 B�� ������ 	 ���	� ������� �	 ���������	 �� ����	 ���	�	 ���	 �����)��	�
J∆timpK4 � ���	 �	�E

rmin = max {min {rT, rq, rcond, rsup} , rinf} . J*�''K

� �	�!������ rinf � rsup ������� ��2���	� � �����	������ 	 ���9����	 rmin4 ���������C
������ � ���������	 !��� � ����	 �	���#��	 ���� �?����	 �#�����E

∆t = rmin∆timp J*�'6K

 ������ 	��� 	 ������	 �	 ���������	 �� ����	 "����	 �	��� �� ���	�����	 �	 �����C
��	 �� N&����@� ,�4 ����)� ,�4 H������ ,'4 ���?����C �� ,,4 S��# ��� ��U��	���� 0�4

��� 0�4 �������� � ����)� 0�O�
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?�� *���	����	

� ��	#���� ������������ � �� ��	#���� �� ������	 �������	 B�� ���	��� �	 ���	�	
�	 �������	 !���	� 1	� �����	����	 �����!������� ���� ������ ��	����� ���������C
	��� B�� ���	���� 2��"���	 �� ��	�������	 ����	���9���	 �� ��#� �� ����.��	� 5��
��	#����4 �����	����	 �� ������� ,04 �	���� �	�� � ������������	 �������� �� 2	�C
������	 ����.���� ���������� �	 ���.���	 ������	��� � ��	#���� �	��	��� ��� ��
**00 ����� �� ��	#������	 J�� )	�� �	��� � ��$ ��C�	����K � 2	� �	������	 �� 2	���
�	������  ��� �	�	 �	���C� �	.��� ����	��)�� 	���	 �������	 !���	 � �	���	 ��
�	��	�������	4 ��� �	�	 	���� �������� ��#	�.������ 
����	��������4 2	��� ����C
�	����	 ��	#���� �� �����2���4 �� ���#��#�� �	
��� � ������� ,04 ������� ���� �
����2� �� ���C � �"C��	�������	 �� ���	 � �������	� �	�	 ��� ��	#���� 2	���
����#���	 �	 ��	#���� %� �� �	���C� ��� �	.���4 �� 2	��� ������������� �����4

�) ���� �� �������� ��� ������ �� �����(���� �� �'��� � ����(	��� #���
� *���	 �� ���������
��+,-.�+//�� �� ������ 0�����& ��������� #�� �'��� �� ���� � ����	����� �� 1����2�� ��& 3������ ��
� ���	�� �4& 5��� �� 3���!�� 6��� ���#��� ������ ������ �� �� ���� ���#���� �� 2����� ��� ������
�&
�+++�& ���� ���7�� ������������ �������� � ���7���7��� ��� �������� �� ����� � ���� �� ������ ��
���'�� ������ ���& ��� �����	�& � ������ �� ����� 8 	��� ����� #���� ������.�� � ���� �� ��
���#��� �� �������� �����7�	7���& 7���� ���� ��� �� �������� �� ���7���� � ����	�!���

���
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�����)�� � J�K ��!����	 �	 �	���	 #�	������	P J��K �������)�� �� �������	 !���	P J���K ����C
���� �	����7� 2�	������P J��K ��������)�� 	 ������	P J�K ��	������� � ��	����	 �	 ������	 �
J��K ������)�� #��!������� 	 �������	�


 �����	���� �� �������	 !���	 �	 ��	#���� ����������� �	���� � ���	 �� ���C
����	 ���������	��� ���������� "���	� 5�� �	 	 ��������	 � 	 ��?����	� � �������	
����������	 J� �"K4 B�� �������� �������)�� �	� 2��������� #�	������ �	����?�4 �	�C
�;� � 	� � �	��	 �� ����#����	� � �������	 ��?������	 �����)��	 �	 ��	#���� �	
�	����������	4 �	� * �" � * �	��	 �� ����#����	 ���� � ����#����	 �	������ � �� ����
� ����#����	 ����)��� ���������

?�� 2������	 .����	


 ��	��� �	������ �	 �������	 !���	 � �����)�� �� �������	 �� ��	��	 B�� ���	����
��	�������	 ����	���9���	4 ��� �	�	 �� #����������� �	 ��	��	4 � 2�����������
���� ��	��� ����� ���C� �� �	��� �����	 �	�	 � ���	������������� �������4 � #�C
	������ �	 "���	4 	 �	��	�������	 �	 ��������4 � �	����7� �� 2�	������ � 	 ����	 ��
������	� ���� �������	4 � �����	 �	 �����	 ��������	4 �����)��C� �������	 "���	
���������	���� � �������	 ��?������	4 �	����	 �	 ���	�	 �� ����#����	 ����)��� �C
�������4 � �B���� B�� �������� 	 ����	� �	���	��	 ����� � B�������� �� �������	 � 	
����	 �� ������	� -	� �� ��)�	4 ��� ��� 	 ��� �����)��	 �� ������7� ����������
���� �������	� -	���4 	 ��	#���� �����	����	 ����� ������� � �����)���	 �� �������	
����������	 ���� 	 ��	 �� "���	 �	� #�	������ �	����?�4 ����� ��	C����������
� �� ��2.��� �������)���	 �	� �������	 ��?������	�

����� =��� �	 	�	�	�
��


 ��������	 �	 ���	�	 �	 �������	 !���	 ��� ���� �������)���	 �	 �	��	 "���	 ��C
2	������ ��� �	�����	 �� �������	 !���	� �	 ��	#���� �����	����	 ���	 ���	�.���
	 �#����� �������	E

J�K � �������	 ��?������	 �	� * �"4 2���7� �� ������	����	 ���������� � * �	��	 ��
%�� ���� ����#����	 �	������ � �� ���� � ����#����	 ����)��� J��� !#��� ,��J�KKP

J��K � �������	 ����������	 �	� � �"4 2���7� �� ������	����	 ���������� � � " �	��	
�� ����#����	 J��� !#��� ,��J�KKP

J���K � �������	 ����������	 �	� � �"4 2���7� �� ������	����	 ���������� � � �	��	 ��
����#����	 J!#��� ,��J�KK�

5�� �������	 �	 ������	 �� ��� ������� �	�  ���� � �	�)	�� N ���� � �	�)	�� *�O4
H�#�� NH�#�� *0O � �^��� N�^��� ,$O4 �	� �?����	�

����� ��
	�������� ��������&
����

� �	�����	 �� ������	����	 �	����������� � ��������������� �	 �	�����	 �� �������	 ���"C
���	 ��!���	 ���� ���� �������	� 
 ������	����	 �� �������� ���������� �	 ������	� �	
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1�#��� ,��E =����������	 �	 �������	 !���	 ����������	4 �� �� � B����	 �	��	 �� ��C
��#����	4 � ��?������	4 ��������������4 �	 ����� �� �		������� ���"���� ξ ≡ (ξ, η, ζ)
� �	 ����� �� �		������� #�	��� ��������� x ≡ (x, y, z)� � �" �	 �������	 ���	
.��	�	 © � 	 �	��	 �� %�� ���	 .��	�	 ��



��� B� ( .����
�
 �����������

�������	 !���	 2�)C� ���	�����	 I 2���7� �� ������	����	 J2���7� �� 2	���K �	 �������	�
 ��� �	�	4 	 ����	� �� �	���	 � ���	 ���� �?����	

xe =
NE∑
a=1

Ñe
a(ξ, η, ζ)xe

a, a ∈ {1, . . . , NE}, J,��K

	��� NE ��������� 	 �8���	 �� �" �	 �������	4 (ξ, η, ζ) � 	 ����� �� �		�������
���"���� � Ñe

a �	 � 2���7� �� 2	��� �	 �������	 e �	����� �	 �" a�  � 2	���
����	#�4 	 ����	 �� ���	������	 ����������� ∆u � 	����	 � ������ �� �?����	

∆ue(x, t) =
NE∑
a=1

N̆e
a(ξ, η, ζ) ∆ue

a(t). J,��K

� �������	 ��)C� �	����������	 � Ñe
a(ξ, η, ζ) � N̆e

a(ξ, η, ζ) 2	��� �#��� �� �	�	 	 �"
�	 �������	4 ��	 �4

Ñe
a(ξ, η, ζ) = N̆e

a(ξ, η, ζ) = Ne
a(ξ, η, ζ). J,��K


 ������ �� �?���7� J,��K � J,��K �	��� ����)��C� �	�� �?���7� B�� ��������
�������� 	 ����	� �	���	 � 	 ����	 �� ���	������	 ����������� �� �� �	��	 B���B���
�	 "���	 �������)��	� 
B���� �?���7� �	��� �� �������� �� �#����� 2	���E

x =
NN∑
a=1

Na(ξ, η, ζ)xa, J,��K

∆u =
NN∑
a=1

Na(ξ, η, ζ) ∆xa, J,�$K

	��� NN � 	 �8���	 �	��� �� �"� 
 2���7� �� 2	��� Na ��	 �	 ��!���� �	 �?����	�
�	 �������	 NX���U��A��) � ��@�	� ,�O�

����" ��
	$����� !�������


 ����#����	 �������� �	�� �� �������	 �� ��� ������ 
 �������� �	���� �� ����C
2	�����	 �	 ����#��� 	��� 	 �������	 e4 �� �	�.��	 ������� Ωe4 � �� ����#��� 	��� 	
�������	 ���"���	 �	����	������� 
 �#���� �	���� �� ��������	 �	 ���	�	 �� B�����C
���� �� %��C&�#�����4 B�� ���	?��� 	 ����#��� �	� �� �	�����	 �� 	���"��	�


 �������� ����� �� �	�	 ��� ��	��	 �	�� �� ���� �	�∫
Ωe

G(x, y, z) dxdydz =
∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1
G(ξ) det [J(ξ)] dξdηdζ, J,�'K

	���

J(ξ) =
∂x
∂ξ

(ξ) J,�6K

��������� � �����) ���	����� �� ����2	�����	 ����� 	 ��2�������� ���"���	 ξ � 	 ��2��������
��������	 #�	��� x� 
 �#���� �����4 B�� � ����� �� ��������	 �� B��������� �� %��C
&�#�����4 � ���� ���� �?����	∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1
G(ξ) det [J(ξ)] dξdηdζ =

nξ∑
m=1

nη∑
j=1

nζ∑
i=1

ωiωjωmG(ξg)det
[
J(ξg)

]
, J,�*K



B�/� 3�������	 ������	 ��$

�� B�� nξ4 nη � nζ �	 	 �8���	 �� �	��	 �� ����#����	 �� %�� �	 �������	 e ��
���� �		������� ���"����� ξg � 	 ����	� �	���	 �	 �	��	 �� %�� g4 �� �		�������
���"����4 � ωi4 ωj � ωm ���������� 	 ��	 �� ����#����	� 3	��������	 B��4

ωiωjωmdet
[
J(ξg)

]
= Peso, J,�,K

� ����#����	 �������� �	�� �� ��������4 �� 2	��� �����!����4 �	�	

∫
Ωe

G(x, y, z) dxdydz =
nξ∑

m=1

nη∑
j=1

nζ∑
i=1

PesoG(ξg). J,��0K

����� &
���� �	 ��
	$�����

� �������	 "���	 �	����������	 ��������� �� �	��	�������	 ��!������ B����	 ���C
��)��	 �� ��	����	 �� ��	����� B�� ���	���� ��2	�����	 ������� N��#��#��� �	 �
� 6�O�
5�� 2���	 � �����	 �	 �������� �	�"���	 �� ��2	�����	 �������� ��� � ���� �	 2���	
�� ����#����	 �	������ �	���)�� � �� ������	 �� ��#���) �	 �������	� 3	��B�����C
�����4 	 �2�������	 I �	�������	 �� �	���� �	 �	������	 �	� ��� ��2	�����	
�	�8���� �� 	��#�� �������4 �� 	��� ������� ���7� ����	������ ����!��������� ���C
���� N/��@���U	 �	 �
� 00O� (� ��	��	 ���� ������)�� ��� ��	����� � ����)��C� 	
�8���	 �� �	��	 �� ����#����	 �	 �������	� -	���4 ��� ������� �	�� �	���)�� �	 ���C
��������	 �� �	�	 �� ����#�� ���	 	� ��2	�����	 ��"�����4 ������	����	 � 	����	 �	
��	������ ����	 ��	��	 �	 � �����)���	 �� ���	�	 �� ����#����	 ����	����� 	�
���	�	 �� ����#����	 ����)��� ��������� �	 �������	 ���	�	4 	 ���	� �� ��2	���C
�7� � ���	��	�	 ���� ����� �	����.��� �	� 	 ����	 �� ���	������	 �	 �������	
� 	���� B�� � ����	��)��� �� 2	��� � ��������� � �?����� ��#���) �	 �������	4 ��C
��	����	 	 �� �	��	�������	 N
��� 0�4 <��	 � H�#�� ,*O� � �#���	 ���	�	4 B��
�	������� 	 ����	� �	���	��	 ����� � B�������� �� �������	 � 	 ����	 �� �����C
�	4 �	������ � ����#����	 �	������ ���� 	 ����	 ������	�� � � ����#����	 ����)���
���2	��� ���� 	 ����	 �	��������	 �� �����) ��#���) � �	 ����	� �� 2	��� �������
N���U� � H�#�� 6*4 H�#�� *04 H�#�� *6O�

�����$����	� ��  ��$�  ������� �


 �������)���	 �	 ����	 �� ���	������ v � �� ���	������ ������� δv �	 ���� ����
�?���7�

v =
NE∑
a=1

Ne
av

e
a, J,���K

δv =
NE∑
a=1

Ne
aδv

e
a. J,���K

�� �?���7� ������	��4 ve
a � δve

a ���#��� � ���	������ �	��� � � ���	������ �������
�	��� �	 �" a4 ��������������� 3	� � �B���7� J,���K � J,���K � �	.��� ��������� 	

���	���
�� ������
���
��� 
��	��� ���
� ��������
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���	�� #�������� �� ���	������ L � �� ���	������ ������� δL �	 �#����� �	�	E

L =
∂v
∂x

=
NE∑
a=1

∂Ne
a

∂x
ve

a, J,���K

δL =
∂(δv)
∂x

=
NE∑
a=1

∂Ne
a

∂x
δve

a. J,���K

5� ����#����	 �	������4 	 ���	�� L � δL �	 ��������	 �� �	�������� �	 �	��	 ��
����#����	 �� %�� �	 �������	�

��������	� ����(��� ��� ����

�	 ��	��	 �� ����#����	 ����)��� �������� ����	��)C� ��� �	������	 �� �	��	�����
����	������ �	 #�������� �� ���	������� 5�� �	������	 �	���� �� ���������	 �� �	�C
�	����� ����	������ �	 #�������� �� ���	������ ��������	 �� ���� �	��	 �� ����#����	 �	
�������	 �	� 	���� ��������� �	 �����	 �	 �������	� 
��4 ����C� B�� � �	��	�����
����	������ �	 #�������� �� ���	������ � �� ���	������ ������� �	������ �� �	�	 	
�������	�


�������������4 ���	��7�C� 	 ���	� L �� ����� ������	�� L′ � ����	������ Lh4 	�
���4

L = L′ + Lh, J,��$K

�� B��

Lh =
1
3
tr(L). J,��'K

�� 2	�������	 �����)��� ���� ��������C� 	 ���	� #�������� �� ���	������4 L4 �	� ��
�	�	 ���	� L̄ ��!���	 �� ��	��	 �	�E

L̄ = L + L̄h − Lh, J,��6K

�� B�� L̄h � � �	��	����� ����	������ �	���#��� �	 ���	� #�������� �� ���	������� 3	C
��������4 L̄h � �������	 ���������� �	 �	��	 �� ����#����	 ��������

�������������4 � ����#����	 ����)��� �������� ��:������ 	 ������	 �� �����) �� ��C
������ �� 2���7� �� 2	��� �	 �������	� -	� �� ��)�	4 ��� ���	�	 �4 ����� ��)�4
���	�����	 �	� ���	�	 B̄�  ��� 2	���4 � �����) �� �������� �� 2���7� �� 2	���4
Ba4 � ������.�� �	� ��� �����) �	���#���4 B̄a� Ba � ��!���� �	 �#����� �	�	E

Ba
def
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

B1 0 0
0 B2 0
0 0 B3

B2 B1 0
0 B3 B2

B3 0 B1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , J,��*K

�� B��

Bi =
∂Na

∂xi
com i = 1, . . . , 3 e xi = (x, y, z). J,��,K



B�/� 3�������	 ������	 ��6

<��� Bdil
a � ����� �� Ba �	����	������ I ��������	4 ���� �	�E

Bdil
a =

1
3

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

B1 B2 B3

B1 B2 B3

B1 B2 B3

0 0 0
0 0 0
0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ J,��0K

� B′
a � ��������� ����� ������	��4 ��	 �

B′
a = Ba − Bdil

a . J,���K

 �!��C� � �����) B̄a ���� �#����� �?����	E

B̄a = B′
a + B̄dil

a J,���K

�� B��

B̄dil
a =

1
3

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

B̄1 B̄2 B̄3

B̄1 B̄2 B̄3

B̄1 B̄2 B̄3

0 0 0
0 0 0
0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . J,���K


 �����) Ba �	�� ��� �� ������ �� 2	��� �?������� �	�	

B̄a =
1
3

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2B1 + B̄1 B̄2 − B2 B̄3 − B3

B̄1 − B1 2B2 + B̄2 B̄3 − B3

B̄1 − B1 B̄2 − B2 2B3 + B̄3

3B2 3B1 0
0 3B3 3B2

3B3 0 3B1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . J,���K

� ��	��������	 B̄ ����)C� I ��!���7� ���	������ �	 ����	 B̄i �� �����) ������	�
NH�#�� *6O�  ����� ��	�	�� �;� ��	 ����������� 
 ��	�	�� ��� ����� ������C
� �	� 	 ������	 �� �������� ������� �� B̄i4 �	� i = 1, . . . , 34 ���������� �	 �	��	
������� �� ����#����	�

3�������	� �� �������	� �,���

����	 ���	�	4 ��	�	�	 �	� ��#��#��� N��#��#��� �	 �
� 6�4 H�#�� *6O � B�� �	���) �
����	�� �������	4 � 	 ���	�	 �� 2	�������	 �� ��������	 ����� #�������)��	� ����
���	�	4 ��	����	 ���� �������	4 �������C� ��� �����) B̃ �� ����� �	�8����4 ��� B��

B̃ =
1

V e

∫
V e

BdV, J,��$K
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�� 2	��� � B�� B̄dil4 ���� ���� ������	 J,���K4 ��� �	�����.�� ���� ����� ��������	��� ��
B̃� 
���� ��; ����	 �� B̃ �	 �������	 ���� �������� B̄dil4 �	 ���

B̄1 =
∂N̄

∂x
=

1
V e

∫
V e

∂N

∂x
dV, J,��'K

B̄2 =
∂N̄

∂y
=

1
V e

∫
V e

∂N

∂y
dV, J,��6K

B̄3 =
∂N̄

∂z
=

1
V e

∫
V e

∂N

∂z
dV. J,��*K

5�� ���	�	 ������� �	���	��� 	 �	���� � ���	������������� �	 �������	� � �	���� �	
�������	 � ��������	 ������ �	 ������������ �� �����) M��	�����4 ��	 �4

V e =
NE∑
i=1

det(Ji). J,��,K

���+���(��	� �� ���� �� ������� ���� - !,���� �� 1�?�����

� ���	�	 B̄4 B�� ���7� ��� ����	 �	������ �	 �	�#	 �	 �������	4 �	�� ����	��)��
�	�	 ��8��	 �� ����#�� ���	�� 5�� 2���	 �	�� �� ���	�����	 �������	 � �	�C
����	 �� �� ��	�	 �� ��2	�����	 �����4 	��� � �?��������� � ������#���4 ��������	
� �?����	 �������� 
 ��2������ ����� � ��2	����� �	� � �� � �	��!����	 B̄ �	
�	�������������� �#��!������ N%������� �	 �
� 0�O�

5�� �	��	�������	 �	�� �� �	���#��	 ���	�����	 � �� ��	��������	 ����� �� ���C
����)���	4 �#����	 �	� ��U����� N��U����� �	 �
� *'O� 5�� ���	�	 ������� ��� 2�����	
�� B̄dil ���� 2�����	 �B��������� �� Bdil�  ��� 2	���4

B̄ = B′ + B̄dil + χ
[
Bdil − B̄dil

]
. J,��0K

�� �?����	 J,��0K4 B����	 χ = 04 	����C� � 2	��� �	������ �� B̄� Y����	 χ = 14
	����C� � �����) B �	������	���� 5�� ���	�	4 �����������	 �	 ��	#���� �����	�C
���	 ���� �������	4 ��	 �������� ���	 �	�������	��� �����	��� IB���� �������	 �	
���	�	 B̄�

����% )����	�
	� �	 
	��	��
��� 	� 	�	�	�
�� ���	��	�

<����� B�� � �������	 ��������� ����������� �� �" �	 �	���	 #�	������	 J�������C
���� ��������K4 �	��� 	�	���� #�������� �� ����������� ������	 �	 �������	� 5�����C
�	 �	� ���	?����7� ������� �	 ���	������	 �	��	����C� ��!����������� 	� ���
�	����7� J���4 �?���� 2��"���	 �� �������	 �� �	����K�  � 2	��� � ����)�� ��� �	��	�C
������	4 �	 ������	 ��������� ���9���	 � �� ��2	����7� ����������4 � �����������
�	 �" �	 �������	 �	��� �� �	�	#����)���� ���� ��	4 �������C� � �����������
����� �� ���� �������	� -	����	������4 ��� ����������� � �	�������� �	�	 � ���C
�������� �	 �" �	 �������	� 5�� ��	��������	 � �����)��	 ���������� ���� 	 ������	
��������� ���9���	�  ��� 2	���4 � 	���	��������4 � ������� �� ����������� �	 �	�#	
�	 �������	 ��� � �� ���2	����

��� ���	
� ��	���	� ��	���
�� �����
��� ���	
� ���
� �������
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���� ����	 �������C� 	 ��#	����	 #�	��� �	 ��	#���� ����������� ��� �	�	 	
��#	����	 ����.!�	 ��� ����������  ���4 �������C� 	 ��#	����	 �� 2�� ��
������	 ���9���	 � ������	4 	 ��#	����	 �� �	����	 �	 ��2�������� �� 	��	��	��� � �� ������	
�	 ���	� �	����	4 	 ��#	����	 �� ��	����	 �	 ����� #�	��� �� �B���7� � �� ��������	
�� �	����7� �� 2�	�������

��"�� ����� $��#�� �� ���$����

� �8���	 ������� �	 ��	#���� �����	����	 �	�� �� �������	 �� ����	 �"���	 ������	E
J�K ������� �	 ���	4 ��!���7� �	 ��	����� � #���	 �� ��������P J��K �	���	�	 �	 ��	��C
	 �����������P J���K ������	 ������	P J��K ������	 ���9���	 � J�K ���������	 � ������ ��
�������	�

5�� ��	#����4 �����	 I �� �	����������4 �	������� �����	��� 	� �	��!��� B���B���
�� �	 �"���	 J	� ���"���	K B�� 	 �	��7�� �� ������� � �� �������� #�	����
 ��� �	�	4 � �	.���4 �� 2	��� �����4 ��	���� � �?������ 	 ��	#���� �B�� ��	�	�	 ��
�����	 �	��	4 �	���������� �	 �	���	 �� �	��	�������	 ���9���	 � ������	 �	
��������4 �	 �������	 !���	 � �� ���	�	 �� ����#����	 � ���	�	 �� ��	����	 �	
����� #�	��� �� �B���7��

� ��#	����	 #�	��� �	 ��	#���� ���������	 ���	����C� ������	 �� 2	��� ��������
�	 B����	 ,��� 
 �������� 2�� ���� ��#	����	 � �������� I ��!���7� �� ��������4 I
������� � ����!����	 �	 ���	 �� ������� � I ��!����	 �	 !�����	 �� �.��� ���� 2��
��!��C� �	�	 	 ����	 ����	���9���	 � �2������4 ��� �	�	 �	�� � �������� �� �	���	�	
�	 ������	�


 2�� �� ������	4 ������� �� ������	 ,����4 ���	����C� �	 ������	� �	 ����	 �	
���������	 �� ����	� 
 	����	 ����	���9���� � ����������� � ������ �� �� ��#	����	
�	�������� +�	 �#��!�� B�� � 	����	 ������� � ��������� �� �������	 ��#�� � " ���	� �
������� � 	����	 ���9����� 
 �����)���	 �� ������	 �� ���������	 �� ����	 ��)	����
�	�� 	���#�� � �� ����	 ��������	 �� �	����#;���� �	 ��	�������	 ����	���9���	� ����4
� �	����#;���� � ����#��� B����	 � �	������	 �� ����������� 	� �	 ���	������	 �
���	� �	 B�� ��� �	���9���� ��������������� -��� ���������	 ����	��� ��B���	4 ���
����	 �	���C� ���������	�

�� 2�� �� ������	 ������	 � ���9���	 �?���� �.�� ���������� �� �������	 B��
�������� �	 �����)��	� ��	������� 	 ������	� 
�" 	 !� �� 2�� �� ������	4 �	���	��C
C� 	 !�����	 �� �.�� �� �������	� 5�� !�����	 �	��;� �	�� � ��2	�����	 ����������
I #�	������ �������)���4 �����������4 ����	 �� ��2	�����	 � ����	4 ���� � �	����	 ��
�����)��	 �� 2�� �� �"C��	�������	�

��"�� ,�$���
�� �� 4��	 �	 �������


 2�� �� ������	 � �������� �	 �"���	 �� ������	 ������	 � ������	 ���9���	� � ��#	����	
�� ������	 ������	 ���	����C� ������	 ����������� �	 B����	 ,��� 5�� ��#	����	 #	)�
�� ��� ������#�� �� ������	 �	 ���	 '�������,�������� J��� ����	 *�$K� 
 �������� �����
�� 2�� �	 ������	 ������	 ��) ������	 I ��������)���	 �� �������� � ��	����	 �� ���"����
�� 2�� �� '������ �������C� ��� �������� ��������� �	 ����	 �� ����������� � 	
������	 �� ���������	 "����	� �� 2�� �� ,�������� ���������C�4 � ������ �� 	����	
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������ ,��E  ������	 �������� �	 ��#	����	 #�	��� �	 ��	#���� ������������

�����������

��  �!���7�4 ������	������	 � #���	 �� ���"���
�� &������ � ����!����	 �	 ���	 �� �������

���� &������ �	 !�����	 �� ���	 �� �������
����  �!����	 �	 �	���	 J#�	������ � �����K
���� 3	����7� �� 2�	������ �	 ��	����� ���9���	
���� 3	����7� �� 2�	������ �	 ��	����� ������	
��$�  �!����	 �	 ��	��	4 �������� � ���9����	 �� ������	

�� +�������)���	 �� ��������
$� ������� C 3���	 �	 ���������	 �� ����	

$��� 3	���	�	 �� ∆t4 ∆T � ∆u
$��� ������� C 3���	 �� ��	�������	E

$����� 3	���	�	 �� �	����#;����
$����� 3�����	 ������	 J������	 ,����K
$����� 3�����	 ���9���	 J������	 ,����K
��� �	����#;����

$��� 
������)�� �	����7� �� 2�	������ � ��	�������� �	 ��������
��� !� �	 ��	��	

'� <�.�� �� �������	E
'��� %�	������ � ����������� !���
'��� 3���	 J���7�4 ��2	����7�4 :�?	4 ����K

���	������ �� 2�� �� '������4 � 	����	 �?���� �� ����������� � :�?	 �� ���	�� 
 2��
�� ,�������� �����)� ��� ������#�� ����.���� ������ �	 ���	�	 �� ��A�	�C=���	� J���
������	 *����K� 
�" 	 �"���	 �� ������	 ������	4 � ����������� �	 �������)��� �4
�	����������� �	� 	 ���9����	 �� �	����#;����4 �	 ������ �� !�����	 �� �.���

� ��#	����	 �� 2�� �� ������	 ���9���	4 	��� � ��������� � ����� 2�� ���	�����
�� �����������	 �	 ����	 �	 �������� ��� ���������	 �� ����	4 ���	����C� ����������	
�	 B����	 ,��� ���� ��#	����	 �����)�C� �� �� �	�����	 �� ������	 ���������� B�� �����
I �	������	 �	 ����� �� �B���7� #�	��� J�	��	 ��� �	 B����	 ,��K�  � ��	����	 �	
����� �� �B���7� 	����C� 	 ���������	 �� ���	������	� 5��4 �	����	������4
��	 	��#�� �	 	 ���������	 �� ��2	�����	� 
�" 	 ������	 �� 2���7� �	���������4
����������C� 	 ���������	 �� ����	 �	 ��2�������� 	��	��"���	�

� ������	 ���9���	4 ���������	 �	 B����	 ,��4 �	���� ��� �� ��#	����	 �	����������
�� �	���	�	 ���	�����	 �	 ������	 �	 ���������	 �� ����	� 5�� ��#	����	4 �����	 ��
������	 �� �������7� �� ���	������ �� ��2	�����	 �������4 �	���� 	�����)�� 	 ��������C
�	� -��� ��� ������� 	��� 	 ����	 ��� N���?����C �� ,,4 ���?����C �� � ����)� 0��O�

� ����� #�	��� � �	����.�	 � ������ �	 ������	 ����������4 �B������)��	 �	
B����	 ,��� 5�� ������	 �������C� �	� � �����������	 �� �����) �� ��������	 ��C
���4 ������� �� ����	 ,�����  ����	 �	 ����	 ���� ���� �	��	 �� ����#����	 �� %��
�	 �������	 �������C� � �����) �"���	 ����	���	������	 ������ � � �����) B̄ ���� �
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�� +�������)���	 �� ��������
�� 1�� �� '������

���� 3�����	 �� C4 K4 Q � f ���� Tt

���� 3�����	 �� T0
t+∆t

���� 3	���	�	 �	 ���������	� <� ��	 ��������� �	���� � �
�� 1�� �� ,�������� J�����)���	 T0

t+∆t �	�	 ��������� �������K
��� ������� C 3���	 ��������	 k = 1, . . . , Nmax

������ 3�����	 �� �	������	 �� ����������� ∆Tk
t+∆t

������ Tk
t+∆t + ∆Tk

t+∆t → Tk+1
t+∆t

������ =��������� KCT � Ft+∆t

������ 3�����	 �	 ��.��	
��� �	����#;���� 	� k = Nmax

�� 
������)���	 �	 ����	 �� ����������� � �.�� �� �������	

����#����	 ����)��� ��������� 
�" ��� ������	4 �	���"�C� � �����) ��#���) � �#���	
�����	 ����������

��"�" >������ �� 
	���� ��
����

 � 2	��� � B�� � ��� �� �	��	�������	 ����� ��������� ���� #����� ����2	����7�4
� �������	 �2������ ��� ������� �� ��2�������� �� #�����)� ���	���� J��� ������	
6����K� 5�� ����2	�����	 ������C� �B������������� �� !#��� ,��� ���� !#���4 Â � A
�	 #�����)� ���	���� ���������� �	 ��2�������� 	��	��"���	 � #�	���4 ���������������
Rt � Rt+1/2∆t �	 	 ���	� �	����	 �� �	�!#�����	 ������� � ���������� �	 ���������	4
���������������

Referencial
Global

Referencial
Global

Referencial
Ortotrópico

Variáveis tensoriais no 
começo do incremento t

Variáveis tensoriais 
resultado

Produto dos tensores por Rt Produto dos tensores por Rt+1/2 t

At At+ t

tttt RARA Tˆ T
2/12/1

ˆ
tttttttt RARA

1�#��� ,��E =����������	 �B�������� �� ������� �� ��2�������� �	 �	�#	 �	 ������	
���	�����
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�� =���������)���	 �� �������� � ������ ���� 	 ���������	
�� 3�����	 �	 ���9����	 ���������� �� �����������
�� ������� C 3���	 �� 	�����)���	 �	 ���������	

��� ������� C 3���	 ���� �	�	 	 �������	
������ &	����)���	 �� ����������� � �		������� �	 �������	
������ 
��������	 �� ��	�������� �	 �������	
������ +�������)���	 �� ke

ab � ∆f e
a

������ 3�����	 ���������� ���9���	 JB����	 ,��K
������ 
#��#���	 ���� 	 ����� #�	���� �����)� KAB � ∆FA

��� !� �	 �������	
���� =�	����	 �	 ����� #�	���

∑NN
B=1 [KAB] {∆uB} = {∆FA}

���� 3�����	 �	 ���������	 �� ��2	�����	 ∆ε̂
������ 3�����	 �	 #�������� �	 ���	������	
������  ����������	 �� ��2	����7� �����������
������ 3�����	 �	 #�������� �� ����2	�����	 F 	� r
������ 3�����	 �	 ���	� �	����	 R
����$�  ����������	 �	 9�#��	 �	 ��2�������� �� 	��	��	���

���� 3�����	 �� 2���7� �	��������� � �	 ���������	 �� ����	 ∆σ̂
��$� 5������� 	�����)���	 �	 ������	 �	 ���������	 ∆t
��� 	�����)���	 ����#���

�� 
������)���	 �	 ����	 �	 ��������
���� 3�����	 �	 ���������	 �� ���7�
���� 
������)���	 �� ���7� � �� �������� �	���������
���� 3�����	 �� ����	 �B���������
���� 3�����	 �� ��2	�����	 �	��� �2������
��$� >	���� �	 ��2�������� #�	��� �	 !��� �	 ���������	

$� <�.�� �� !�����	 �� �������	
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������ ,��E  ������	 �������� �	 ��#	����	 �	 ������	 ���������� ���9���	�

��
	�
�� �
��������� ��	 ��	��

�� 3�����	 �� B̃ ���� � 2	�������	 �� ��������	 �����
�� ������� C 3���	 ���� 	 �	��	 �� ����#����	 �	 �������	

���� 3	������	 �	 �"���	 ����	���	������	 ������ Csec

������ 3�����	 �	 ���	� ������	� �� ���7� σ′

������ =	����	 ���� 	 ��2�������� 	��	��"���	
������ 3	������	 �� �����) Ĉmod

t

������ 3�����	 �� �����) Ĉsec = Ĉmod
t − K1Θ̂′

t

����$� =	����	 ���� 	 ��2�������� #�	���
���� 3�����	 �� �����) B
���� 3�����	 �� �����) B̄ J����#����	 ����)��� ��������K
���� 3	������	 �� �����) ��#���) ��������� kab

��$� 3	������	 �	 �#���	 �����	 ��������� ∆fa
��$��� 
����	 �� �	���������	 �� ��������	 �������
��$��� 
����	 �� 2	��� � ���7� ���	��

��� �	�	 �	��	 �� ����#����	 �	 �������	


 �����������	 �	 ���	� �	����	 �	�� �� �����)��� ���	 J�K ���	�	 �� ���	��	���	
�	��� F = RU 	� ���	 J��K ���	�	 �� �	����	 �����������4 	��� R = rRt � r � � �	����	
����������� �	����� �	 ���	� ���	������ �� �	����	 W� 
��	 	 ���	�	 �����)�� 	
�B���� �	 �	��	 ����	 #�������)��	� � �2	��	 �	�������	��� ��B�����	 ���� ����� �
���	 � ���	��	���	 �	��� ���� �� ���#��!����� B����	 �	������	 �	� 	 �2	��	 ��
��	����	 �	 ����� �� �B���7�� 3	����	4 ��� ���� �� ���	� B�� 	 �2	��	 �������	
���	 �#���	 ���	�	� � ��#	����	 �	����	������ �	 ���	�	 �� ���	��	���	 �	���4
����������� ������	 �	 B����	 ,�$4 � �	��	�	 �	� ����	 ������ 
 �������� �����
�	����4 �������	 �	 ���	� #�������� �� ����2	�����	4 �� �	�������	 �	 ���	� ������	
�� 3����@C%���� C � �	 �� B������	� -��� �?����� 	 ���	�� ��"���	 �� C �����)�C�
�� ��	��������	 �����	 �� ����2	�����	 �� M��	��4 ���� �����)� 3 × 3� � ���	��
��"���	 �	 ���	� ������	 �� 3����@C%���� �	 �����)��	 ���� �������� 	 ���������� �� U
� 	 ������������ �	 ���	� #�������� �� ����2	�����	� -	����	������4 �	� 	 ����������
�� U4 �������C� � �����) ������ U−1� 1���������4 	 ���	� �	����	 � ��������	 � ������
�	 ��	���	 �	 ���	� #�������� �� ����2	�����	 �	� � ������ �� U�

��"�� �	������� �� ���
	�� $��#��

��� �� �0L �	 ���	 �	��� �� �	�������	 �� �������	 �	� �������	 !���	 � ��������	
�� ��	����	 �	 ����� �� �B���7�� 
 ������������	 �� ��#	����	 �� ��	����	 �	C
���	4 ��	�"���	 � �!������ � ��� �� ���	��9���� 2���������� N
��� � ����)� 0�O�

 �!����� �� �� ���	 ���	�	 �� ��	����	4 ��� ��� ������	 	� ��������	4 ������� �	 ���	
�� ��	�����4 �� ������	 �	 ��	����� � �	 �����	 �� )��	 �� �����)�



��� B� ( .����
�
 �����������

������ ,�$E 
�#	����	 �	 ������	 �	 ���	� �	����	 ���	 ���	�	 �� ���	��	���	 �	����

!����� �� ��	��������� ��
�� " ��
	�
� �� R
�� 3	�������	 �	 ���	� �� ��2	�����	 J������	K �� 3����@C%���� C
� �	 �� B������	4 C2

C = FTF
C2 = CTC = FFTFTF

��  ����������	 �	 ���	�� ��"���	 �� CE λ2
14λ

2
2 � λ2

3

�� 3�����	 �	 ���������� �� U � 	 ������������ �� F
IU = λ1 + λ2 + λ3

IIU = λ1λ2 + λ2λ3 + λ1λ3

IIIU = λ1λ2λ3 = det(F)
�� 3�����	 �� ������ �� U

U−1 = γ1

(
γ211 + γ3C + γ4C2

)
�	� γi,∀i = 1, . . . , 4 ��!���	 �� �#����� 2	���

γ1 = 1
IIIU (IU IIU−IIIU )

γ2 = IUII2
U − IIIU

(
I2
U − IIU

)
γ3 = −IIIU − IU

(
I2
U − 2IIU

)
γ4 = IU

$�  ����������	 �� R ���	 �#����� ��	���	
R = FU−1

5����� ������� &�� � ���+��

5� ��	����� ��	����	4 �	�	 � 	 ��	 �	 ��	����� �� ��	�������	 ����	���9���	
�������	 ���� �������	4 � �������	 	 ������	 �� ��� �� ��� #�����)�C���� �	 ��	
����.!�	 �	 �������	 B�� �B�� � �������4 ��� ������	 ��2���C� �	 ���	������	 �
I ����������� ��	�������� �	 ������	 ���9���	 � �	 ������	 ������	4 ���������������

��	 	 ��	����� �?�#�� B�� � ��	���4 �	 �.���	4 �� ����� �� �B���7� �������
�	� ���������	�


 ��	����	 �	 ����� �� �B���7� ������	 � ���9���	 �	�� �� �����9���4 �	���C
�	�����	 I ��	����	 �	 ����� �� �B���7�[

KM KMT

KTM KT

]{
∆u
T

}
=
{

∆F
Q

}
, J,���K

	� ������������4 �	����	������ I ��	����	 �� �B���7� J,���K�

KM∆u(i) = ∆F − KMTT(i−1)

KTT(i) = Q − KTM∆u(k), k = i − 1 ou i J,���K

KM � KT ���������� � �����)� ��#���) �	 ����� ���9���	 � ������	4 ���������C
������ KMT � KTM ���������� � �����)� �	 ��	�������	 ���9���	 � ������	4 �����C
����������

���� �������	 ��	��	�C� ��� 	����	 �� ��	�������	 �	������� ������� ���� �?C
���7� J,���K4 	���#���	 I ��	����	 ������������ �� ���� ����� �� �B���7�� ���
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��	���#�� ���� � ��� 	����	 ��� �!������ �� ����	 �� ����	 �� �	�������	�  �
2���	4 � 	 ����� �� �B���7� ������	 ����� � ������	 (n× n)4 	 ����� ���9���	 � ��
	���� (3n× 3n) � 	 ����� �� �B���7� �	�������� ��	����	 ���� ������	 (4n× 4n)� �
����	 �������	 ���� ��	���� 	 ����� �	�������� ��	����	 � �����	� I 	�� �	 ���C
�	 �������	 ���� ��	���� 	 ����� �� �B���7� ������	 � ���9���	�  ��� 2	���4 �
	����	 �	������� ���� � �� ���	 �	�������	��� ��2���	� I 	����	 �	�������� ��	������

3	�	 �	 ������� �������	 ��	 � �	������� �	����7� �� 2�	������ �� �����	4 � �����)
#�	��� K �	 ����� �� �B���7� ���9���	 � ������	 � �������� � �� ������  ����	
� ��� ��	��������4 ��	��	�C� �� ���	�	 �� ����)�������	 �	 ���	 �*-
��4 �	 B���4 �
�����) ��#���) � ����)����� �	� �	����4 �	������	 ���	 �������	 �	�!������ ��	C���	 �
���������	 �	 ����	 �� ���#	���� 5�� �B���� �� ����)�������	 � �� ������������	
����� � �!������ �	 B�� ������� I #���	 �� ���"����

!,���� �� ������	� �� ����� �� �9���2�

� ���	�	 �� ��	����	 �� ����� �� �B���7� ������� �	��� �������C� �� �	� #���	E
J�K 	 ���	�	 ������	 � J��K 	 ���	�	 ��������	� � ���	 �	�������	��� �	 ���	�	
��������	 � ��2���	� �	 �	 ���	�	 ������	4 ����� �� �	������� �	����) ���� 8����	�
5� ��	����� �� ��B���� ������	4 	��� 	 ���	 �	�������	��� � � ���"��� ��	 �	
B���7� �������4 � ���2��.��� ��	���� �� ���	�	 ������	� �	�����4 �� ��	����� ��
#����� ������	4 	 ���	�	 �� ��	����	 ������� ��	 �	 �	��������	 2��� �	 ���	�	
������	� ���� ��	�����4 � 	���	 ����� ���� 	 ���	�	 ��������	�

� ��	#���� ����������� �	��4 �� 	���	4 �� ���	�	 �� ��	����	 �������4 �	
���	 �� ���������	 �� %��4 � �� ���	�	 ��������	4 �����	 �	 #�������� �	���#��	�

��"�% ,�������� 	 �
��#����� ��� ������9	� �	 4���
	���

�	 ��	#���� �����������4 � �	����7� �� 2�	������ ���9���� �	E J�K ���	������	
�������	 � J��K �����#�����	 �	����� 	� �� ����2.���� �	 ��	����� ������	 � �	����7�
�� 2�	������ �	E J�K ����������� ��������P J��K ���	���	 �� :�?	 �� ���	� � J���K �	����7�
�� �	������	 � �������	�


 �	����7� �� ���	������	 �������	 �	��� �� �������� �� ��2������ 2	���� �
���	�	 ��� �	��� �	 	 ���	�	 �� ���������	 �� �B����	 � 	 ���	�	 �� ������������	
�	 �	�!������ �� ���#	��� N=��� ,*4 3���	�� 00O� 
��� ���� ���	�	4 ������C� 	 ���	�	
�� ��	����	 �	 ����� �� �B���7� ������� #�	��� Ku = f 4 �	� ���"#���� B��� �� u
B��� �� f � � ��2����	 ���	�	 2	��� �����������	 �	 ��	#���� B�� �B�� � ���������

!,���� �� ��������	� �� �9���	�

��� #��� �� ��������� �	 ���	 ���	������	 �������	4 	 ���	� �	 ����	� �	 ���	������	
u �� �B����	 i � �� �	������	 � �	�� 	 ���	� �� αi4 ��	 �4 ui = αi� 3	��B����������4 �
�B����	 �	����	������ �	 #��� �� ��������� �	 ���	������	 ���	�	 �	�� �� ����������

 ���������	 �� �B����	 � ��	�������� �	� � ���������	 �	 �� ��	 �������	 I 	����
�B���7� �	 ������

5�� ���	�	 � �!������ �	 B�� ������� I #���	 �� ���"���� 
��� �� �������� 	
�8���	 �� �B���7� �	 ����� ������ � ��	����4 ��� ��	 �2���� � ��	�������� �� �����)
��#���) #�	��� K� � ���	�	 �� ���������	 �� �B����	 ��	 ������� �	������ 	 ���	� �	
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����	� 2	��� �	 #��� �� ��������� �������	4 ���	 B�� � �B����	 �	����	������ � ���������
�	 ����� �������

!,���� �� �����$�� ��	� ��  ��/ ����� �� ��������

���� ���	�	4 � ���	���	 �� ���	������	 �������	 ui = αi �	��#��C� ������������	
	 �	�!������ Kii �� �����) ��#���) �	 ����� Ku = f �	� �� ���	� H ����	 ������	 �
���������	 � �	��	����� �� 2	��� fi �	� αiKiiH� 
��4 � �B����	 i4 ������������ ��
2	���

· · · + Ki(i−1)ui−1 + Kiiui + Ki(i+1)ui+1 + · · · = fi, J,���K

� �	��!����4 ����	 	��#�� �

· · · + Ki(i−1)ui−1 + KiiHui + Ki(i+1)ui+1 + · · · = αiKiiH J,���K

� ����	 αiKiiH �	���� �	�	 	 ���	 ������	 �� �B����	4 ���	 � �?����	 J,���K ���	?�C
��������� �B��������� I �	�����	 ��B������� 5�� ���	�	 ��	 �2���� � ��	�������� ��
����� � ������� �� �����) ��#���)�

!,���� �� ������	� �� ����� �� �9���2�  �� �� @����� �� u � f

� ��	����� �	 ���	������	 �������	 �	�� �� 2	������	 �� �#����� 2	���E � 	
����� �� �B���7� ��������� ���"#���� ����	 �	 ����	� u �	�	 �	 ����	� f � � 2	�
#�������� � ��������� �� 	���7�4 ��� �	�� �� ����2	����	 ��� ����� �� �B���7�
������� � � �	.��� �� �� 	����	���	� �	 ����� �� �B���7� Ku = f 4 B����	 u �
�	������	 J���	������	 �������	K4 ���	�����C� f �� ���� �B����	� 5 ����� B�� 	
���	������	 u ��	 � �	������	 J���"#����K4 �	�����C� 	 ���	� �� f � 
��4 �����	 ��
����� �� neqn �B���7� ������� �	� n ���"#����4 ��� B�� neqn = n�


 ��	����	 �	 ����� ������� Ku = f ���4 �������������4 ���� �� ����2	�����	
��� ����� �� �B���7� ������ K′u′ = f ′ ���	 �	�!������ �� K′ � f ′ �	 �	������	�
5�� ����2	�����	 ��C�4 ���	 α �� ���	������	 ����������� �	������	4 �	�

∀i, j ∈ [1, NN3], k′ = (∃ αj : K ′
ii = −1 ∧ K ′

ij) ∨ (∃ uj �= αj : K ′
ij = Kij); J,��$K

∀i, j ∈ [1, NN3], u′ = (∃ αi : u′
i = fi) ∨ (∃ ui �= αi : u′

i = ui); J,��'K

∀i, j ∈ [1, NN3], f ′ = (∃ αj : f ′
i = f ′

i − Kijαj) ∨ (∃ ui �= αi : f ′
i = f ′

i − fi), J,��6K

�� B�� NN3 ��������� � ������	 ��?��� �	.��� �� �����) K � �	 ����	�� u � f �
-	����	������4 ��C� � ��	����	 �	 ����� �� �B���7� ������� K′u′ = f ′�


 ������	� ����2	�����	 �	���) � �� ����� �� B�� �����) K′ ��	 #	)� �� ��	���C
����� �� �����) K4 �������	 � �������� -	� �	4 ��� ���	�	 ��� �� ���	 ������	 ��
���"���� -	���4 �������� � �����#�� �� �	��� �	���������� � �� � �������� ��������C
������ 	 ����	� 2	����

�H ' ���������� �� ����� �� 1020� 6��� 7�	�� ���������� � �� 7�	�� �	�7��� �������� ��� ����� ��
����	������ � �������������
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�	 ��� �� �	��4 � �����2��� #��!�� �	�� �� ����� ���	������ �	 ��	#���� �� ���C
����	� �� !#��� ,�� ���������C� �� 2	��� �B�������� 	 2����	������	 �� �����2��� ��
�����)��	� �	 ��	#���� �����������4 ���� 	 !�����	 ������������� �� �����2��� #��C
!�� �� ���C��	�������	 ��� �	 !�����	 �� ������� � �.���  ��� !#���4 ������C� �
�	��� ���������	 � ����#����	 �	� 	 ��	#���� %� ���

TriCreator.bas
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1�#��� ,��E =����������	 �B�������� �	 �����.��	 �� 2����	������	 �	 ��	#���� ����
�������� �� ���������� �	 �����)��	��  �����C� � �	��� ����#����	 #��!�� �	 ��	#����
%� ��
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�@�� ���	�	 �� *�����!����	A +�	����� *����	

� ��	��	 �� �����������	 �� ���9����	 ���� 	 �	���	 �� �	��	�������	 ����C�
�����	 �� ��	��������� ���	������ �	� .���	/������'��%
���� .�������� 3	�������	 �



&D�1� 2���������
 �� ��������
��� ���

���	�� �	 ��	����� 2.��	4 ��������C� 2	������ ��2	����7� I �����������	 �	 �	��	�C
������	 ��� ����� �	� �� �	���	 ���������	�

� ����	 �� 	������7� �?���������� �������4 ���� �������� ��	���#��4 �	����
�	 ��	����� �� �	���	 ���������	� -	����	������4 �� �?����;���� �	 �����)��� ��C
�� ������!��� 	 ��2������ ���9����	 � �	�!������ ����	��)��	 �� �B���7� �	 �	���	�
5�� ������!����	 � �2������� ��	�����	 �� '��%
��� .������� 5�� �	���� �� ��	�����
�� �	�����	 �� ���	�� �� ���9����	 � �	�!������ ���� 	 B��� � �	�������	 ����� � �����C
���� �?���������� � � �� �������	 �	 �	���	 � �	������ ���2��"���� 5�� ���	�	�	#��
��� ������� �B������������� �� !#��� �0���  � ��	��	 �	� ��� !#���4 � �	�������	
����� 	 �������	 �� ���	�� �	 ����� 2.��	 � 	 �������	 �	 �	���	 ���������	
�����)C� �	� �� 2����	��� �� ���	� 5�� 2����	��� ������ �� �������	 �	����	�������

Parâmetros 

iniciais 

Comparação: funcional de custo

Resposta do sistema físico 

(resultados experimentais) 

Resposta do modelo matemático

(resultados da simulação) 

Evolução para um 

novo conjunto de 

parâmetros 
Decisão

1�#��� �0��E ���	�	�	#�� �	 ��	����� �����	 �� ������!����	 �� ���9����	�

-	� ��)� � �	.��� 	���� �	�����	 �� ���9����	 ������	4 �� B�� �	���� � �	�C
������	 ���������� ���� ��	4 ���� �	 ������#��	� ���#�� 	 �������	 	����	 ����	 ��
�	��� � ��!����	 � �#��!���	 2.��	 �� ���� ���9����	 N3��������� � -����� ,�O�


 ����� �� �����	 � ������	 �� �� �	�	 �	�����	 �� ���9����	4 �	� ��� �	 �	�����	
������	� � �	 ���	� �	 2����	��� �� ���	4 ���� �� ���	 �� 	�����)���	�

�@�� ���	�	�	#�� �� *�����!����	


 ���	�	�	#�� �� ������!����	 ��	��C� �	 �#����� �����	�	4 ������	 �� ����	 ����C
��	�E � ���%
��� �� ��	�������� ��� ���0��	��� �� ����
� �� ������	����	� 1 ��
�����
�	
2���� ��� �����
���� ������ ���3 �� ����� ����
3 �����2 4 ����
���� �� �� ���%
���
�� ��	�2���� ����
�����

�@�"�� 8��������� �� ���#�	�� �	 ��	�
�?�����

� ��	��	 �� ������!����	 	����4 �?�����������4 �	� � �������� B�� �	��� �� �����C
������ �?��������������� N-����� ,0O� 1��B����������4 � 8���� ��2	�����	 ���	�.���
���� ��� ���	 �� ��	����� �	 � 	������7� �?����������� %���������4 ��� �	 	
����	4 � ��2	�����	 � � ����	� 3	��B����������4 �	���C� �������	 �����#��� ���
�������� �� 	���� �������� �	 �	���	�



��� &D� ��������
��� �� .
�6�����	 �� 2�����	 ���	�������	

3	������C� �� ����� 2.��	 ���	 �	��	�������	 �	�� �� ������	 �	� 	 ��?.��	 ��
�� �	���	 ���������	 � 	��� 	 B��� � �	.��� �����)�� �?����;����� ���� �?����;����
�����C� ����� �������� 	�������� ���#���� �	� ZT = [z1, z2, ..., zm]� 5� 2����	 �	
��	�	�	�	 �?����������4 �� ����	 �8���	 �� �������� �	 �����)��� �� 2	��� � �	���C
��� � �?����;����E ��� ��!��� 	 �����#�����	4 	� ������� �	 �����4 � �	 ��!����
�	� Ze� 
 ���	�� �	 ����� � ��� �����#�����	 � ��!���� ���� ������ �� ��������
	������� ��	C�	���	���� Zs� 
��4 � 2	��� � ������ � #����������� �� �	�	 	 2	���C
���	 ���������	4 	 �	�����	 �� �����7� ���������� �	 �	���	 �	�� �� 2	���������
���������	 �	�	

Υ (Z,A, t) = 0, J�0��K

	��� A = [A1, A2, ..., Ar]
T � 	 �	�����	 �	 r ∈ IN ���9����	 �	 �	���	 ����.���	 �	

����� ������	4 	��� 	 ����	 t � ����	��)��	 �	�	 �������� ��	�	�"#���� 
 2	���
�	�	 � ������	 �0�� � �������� �	 ����	 ������� 5�� ��	 ���� 2����	��� �?��.���	C
C����.���	4 �B���7� ��2��������D����#���4 ��� ����� �� �B���7� �� �������� �������
N-����� ,0O�


 ��	����	 �	 ��	����� �� ������!����	 �	���� �� ������)�� 	 2����	��� B�� ����4
���� �� �	�����	 �� ���9����	 A ���	4 � ��2������ ����� � �����7� ��"���� �	 �	���	
�� �	��	�������	4 Zsim

s 4 � � ��������� 2.���� 5�� � ����������� ���� �B�;���� ��
	������7� �?���������� Z∗

s N3��������� � -����� ,�O� 5�� 2����	���4 L(A)4 �	�� ��
�����	 �� 2	���

L(A) =
N∑

q=1

Lq(A), J�0��K

�	�

Lq(A) =
1

(t1 − t0)

∫ t1

t0

[
Zsim

s (A) − Z∗
s

]T
Dq

[
Zsim

s (A) − Z∗
s

]
dt. J�0��K

N ��!�� 	 �8���	 �� ���� �?���������� � (t0, t1) ��������� 	 ��������	 �� ����	 �	 ����
#������	 q� Dq � � �����) �� ��	 �	����� �	 ���� q� 
 ��������� �� ��2������ J����	K
����� � ��2	�����	 ������� � � �?����������4 Zsim

s (A) − Z∗
s 4 �	������4 ����������4 �

�������� �������� ��	C�	���	���� ������� 	 ����	 �?�����������
�������������4 	 ����#��� �� �B����	 �0�� �	�� �� ���	?����	 �	� ��� 	�� !����

	��� � ��2������ ����� 	 ���	�� �	 �	���	 � �	 ���	�� �?���������� � ����������
�������� �� Mq ������� �� 	�������	4 ������	 �

Lq(A) =
1

Mq

Mq∑
i=1

[
Zsim

s (A, ti) − Z∗
s (ti)

]T
Dq

[
Zsim

s (A, ti) − Z∗
s (ti)

]
. J�0��K


 �B����	 �0�� ��������� 	 ��	����� �� 	�����)���	 ��	C������ B�� ���� �� ��	����	� 

�����) �� ��	 �q � ��� �����) ���#	��� ���	 �	�!������ �	 ��	����	 ����	 �� �	���
	 �������� ������	 �� ��#��� �������� 	��������� 5�� ��	��� ������� ��!��� �� ��	
���	� ���� � �������� ������ �?��������������� � B�� � �	������ ����� �	� ������	�

�@�"�� *��#�	�� �	 ��
���+����


 ������	 ����� � 2	�������	 �	 �	���	 � � 	�����)���	 �	����� �	�� �	��� �����
2	���� 5� ����	 ��	4 ����� ��" 	 �	���	 ���� 2	��������� �	�����	4 � �����
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	 ���	�	 ���� ���	����� ���	�� "����	 ���� 	 ���9����	� �	 ������	4 � ������	
�	 ��#	����	 �� �	������� � ��������������� �	 �	���	 ����4 2��B����������4 � 2����
���������� �D	� ���!��;���� #�	���� N5�.���	 <���	 0�O�

�� #����������� �	 ��	4 � ��	����	 �	 ��	����� �� 	�����)���	 ��	 �	�� �� �2��C
����� �� 2	��� ����.���� � � �����)��� �	� ��� �� ���	�	 �������	 ��������	� 

�����)���	 ���� ���	�	 ���) ��!������� �� 	���� ��"���� � ��������4 �	� ��	 �?���
��������� �� 	����	 ���� �� ��	����� �� ������!����	 ��	C������ N3��������� � -����� ,�O�
5�� 2���	 �	�	�� ��!������� �� 	���� ������� �4 �� �������4 �	 �.��� �� ������������	
�	 �������	 	����	�


 !#��� �0�� �	��� �� ��	����� �.���	 �� ������)���	 ��	C������ �� ��� ��������
��������� A� �	 ����	 Ω = [a,b] �� �������� A �	����	 �?���� �����	 �.���	 �	�	
A24 A34 A5 � A7� -	���4 � ���	��� ���� �	 �.���	 �	���� � 	�������	 �� 	�����)���	
� ���	����� �� �.���	 #�	����

A

L(AA)

A2A1 A7A5A3 A4a bA6

1�#��� �0��E �.���	 �	��� �	 2����	��� ��	C������ L(A)�

� �������� ��������	 �	 ���	�	 �� 	�����)���	 ��	C������4 �����	 �	 #��������
�	 2����	���4 � � ��������� �� 2	������ � �� ���	�	 ��� ��������� ������� ����
� 	����	 ������� ���	����� �.���	 �	���� �	 ������	4 ����� ��)�4 ��� ��	 �	 	
�.���	 ��	���	� �� ���	��� �� �����7�4 � 	����	 	����� ������� �� ��������� �������
�� ���9����	 2	�������4 	 B�� 2�) �	���)�� � ��2������ �������	� 5�� ��	����� ������C
C� ������	����	 �� �	�����	 �� �������	 �?���������� �!����������� �����#����4 ��
2	��� � ���������� � ��2������ 	���7� 	������


 ��	��� �� ������� �� ��	����	 �	 ��	����� �� 	�����)���	 ��	C������ � �� ��C
�	��9���� 2������4 ���	 �� ��� B�� �	�����	�� � �!����� �	 ���	�	 �� ������!����	
N3��������� � -����� ,�O� 5�� ������� �	��� �� �������� �� ��� ����E J�K 	 ��C
�	�	 �?��	���"��	4 B�� �����)�� ���������� 	 ���	� �� 2����	D2����	��� � ������)�� �
J��K 	 ���	�	 �	 #�������� 	� �	 �������4 B�� �����)��4 ���� �	 ���	� �	 2����	��� �
������)��4 ��2	�����	 	��� 	 #�������� J�	 ���	�	 �� �������� 	����K � 	��� 	 ��C
���	 �	 2����	��� J���	�	 �� �#���� 	����K� (�� ��) B�� �������� �� �� �8���	
������	 �� �������7� �	 2����	���4 	 ���	�	 �?��	���"��	 �	 �����)��	 B����	 	 ���	
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�6�����	 �� 2�����	 ���	�������	

�� ��������	 �	 ���	� �� 2����	D2����	��� � ����)��	� 3	� 	 ������	 �� �	��� �� ������	
��� ��	���#��4 ��� #���� � ��� 2���� �� �����������4 #���	� �	�	 2T��#	�

������ � �	.��� �����)�� �����)�� ������� �� 	�����)���	 ������ �� ��#	����	
��	����	����	� 5�� ������C� �� ��	��� �� ��	����	 ��  ��A��4 � <������	 �������
N3	���	 0�O�

�� ������)�4 	 �����.��	 �;� �� � ������� �	 �� ���	 ���� 	���������� �	 ��	C
��	 ���
�	��� ���� ��	��	4 �	 B��� � ��������.���� B�� �	���� �� �����.��	 ���
��� ��������	 ���� 	�������� �	 ��������� �� �� ����	����	� -	� 	���	 ���	4 �
��������.���� B�� 	 �	���� ��� 2���	 �	 ���������� 5�� ��������.���� �	 �	���	��C
�� �	� ������� ���#���� �	� �����4 B�� 2	���� �	�����	 �� ������������ 
	 �	�#	
�� ���B����� #����7�4 ��	 " 	�������� 	 �����.��	 ��� ����)�4 �	�	 ������
	 �� #���� 5�� �	 ���������	 ���� 	 �� ���������� ������� 	 ��	��	 ��
���	�������	 �?���4 ��!���	 �	� ���2����	� N3	���	 0�O�

1	��� � ����	#�� ����� 	 �������	 ���	�����	 �� ��
����� ��	���
 � 	 ��	��	
�� �������)�#�� J	� 	�����)���	K B�� ������� �	 �����	�������	 �� ������� ���#����
�	� ��#	����	 ��	����	����	� � 	�������	 ��������� ���� ���	�	 � ������ 	 ��	��	
��	����	����	 ���	�����	 �	 ������	 �	�������	���� � ��#	����	 ��	����	����	 ��	 �	
��� �	 B�� ������� �� ���� �����"��� � �������	����4 �����)��� ���� ���	����� ���9��C
��	 B�� 	2������ ��� �	� 	����	 ���� �� ����������	 ��	����� N/������@ ,*O� 5��
��#	����	 �	 ��������� ��������4 �� B�� � �������	 ��	��� �	 �	���������	 �	 ����C
����	 �� 	����	 �	 ��������	 ������	� � � ��������� ��	��� �� �	�������	 �� ���������
������	��4 ����� ��)� �����"���4 �� 2	��� � 	���� ��� ��	����	 2��	����� ���� � 	����	�

�	 ��	 �� !#��� �0��4 �� B�� �?��� �� #����� �8���	 �� �.���	 �	���4 � ���	���
�� ������� �������	��� ����� � ��� 	����	 �	��� �� ��) �� #�	���� 5?����C� 	 ��	 ��
� 2	������ �� �	�����	 ������� �� ���9����	 �!����������� ��"?��	 �	 �.���	 #�	����
-	� �?����	4 	 �.���	 #�	��� A7 �	�� ��	 �� ������!���	 ��	 	 ����	� ������� Ai ��	
����� �����	 �	 ��������	 [A6,b]� 
����	��������4 �� ����	 ��	����� �� 	�����)���	
�� ��#�������4 	 2����	��� 	�������	 �	�� ��	 �� ���� 	� �	��.��	� ����	 �	 ���	�	
�������	��� �� ��	���� �����	 �	 #�������� ��	 �	 ���	�����	 ���� ��	���� ��� ���	
�� ��	������ ���� �������9����4 ���� �����)��C� ��� ������#�� �� ��	���� ����������
�	�	4 �	� �?����	4 	 ��#	����	 ��	����	����	�

���� �������	4 �� 	�����)���	 �	 ��	��	 �� ������!����	4 �����)	�C� �� ���	�	
�����	 �����	 �	 #�������� � �� ��#	����	 ��	����	����	�

�@�� ���	�	 �� ������)���	 -����	 �	 %��������

�@���� &
��� ��� $����	�
	�

Y���B��� ���	�	 �� 	�����)���	 �����	 �	 #�������� �	 2����	��� ��� B�� 	������� I
�	�����	 �� �	���������� � �� �?��;���� �� �������� �� B���B��� �	��	 �	 �� ������	
� ���� B���B��� �������	 �	 2����	��� ���	� <���2���� ��� �	�����	 � �	.��� ����	��)��
�	�����#�����	 �� 	�����)���	 �� �B����	 �0��4 ������	 � �� ��	����� �� ����������
N3��������� � -����� ,�O� � ��	����� �	���� �� ������)���	 �	 2����	��� Lp(A)4 ��!���	
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Lp(A) =
N∑

q=1

Lq(A) +
M∑

m=1

[αm max {0, gm(A)}]2 J�0�$K

	��� 	 ����	 �� �	�����#�����	 �	 ��!���	 ���� M ���#������� gm(A) ≤ 0� �
�	�!������ �� ����������4 αm4 �������� B�� ���� ��	����	 �� ���	��9���� �	 �	�����C
#�����	 �	 �	�#	 �	 ��	��	 N-����� ,,O�

� ���	�	 �	 #�������� �	 �	������	 �	� ����� �� ��������	 ������	 � ��C
#������ � �	����#;���� ���� �	��	 �����	����	 J�.���	 �	���K� �	 ��	����� ��
������!����	 �� ���9����	4 	 ��	�������	 �� ����	 ���	�	 �����	 �	 #�������� �
2��B���������� �������	� ��� � ���� �	 2���	 �� 	 2����	��� �� ���C�	�����	���	
N3��������� � -����� ,�O� &	#	4 	 ��#	����	 �� 	�����)���	 �����)��	 �	����� ��� ���C
���� ������ �� ������)���	E

�� � ���	�	 �	 ���	� �������4 B�� � �����)��	 �	 ��.��	 �	 ������	 �� 2	��� � ����	���
� ��������� ������� �	 �	�!������P

�� � ���	�	 �� &�������#C���B���� J�������� �	 ���	�	 �� ��A�	�C=���	�K4 B��
��� � !�������� �� �������� � �	����#;���� �� 2�� !��� �	 ��	��	 �� 	�����)���	�

� ��#	����	 �����	����	 �	� ���B����� N���B����� '�O ��������C� �	�	 �� ���	�	
�� ��?��� ��)�������� � � ��������� �����)��	 �� ��������� �	� �.���	 B������	
�� ���9����	 ��	C�������� 
�� �	�	 	 ���	�	 �� ��A�	�C=���	�4 ��� ��������
�	����#;���� B����������

<��� � �����) J � �����) ���	����� �	 2����	��� L(A)� � �� �������	 �	 ��!���	
�	�

Jiα =
∂ri

∂Aα
=

∂Zsim
s,i

∂Aα
com i = 1, . . . , M e α = 1, . . . , r. J�0�'K

r = Zsim
s −Z∗

s � 	 ����	� �	 ��.��	� -��� � �������	 k4 	 ������	 �	 ��	 �� &�������#C
���B�����4 δk4 � ����������	 ��	�����	 	 �#����� ����� NX��	 � &�� 0�4 -	��U ,6OE(

JT
k Jk + µk11

)
δk = −JT

k rk, J�0�6K

-	�� ���	�����C� B�� �?��� ����� �� µk > 04 ���#���	 �	� ���9����	 �� &�������#C
���B�����4 �� 2	��� � B�� δk � ���	���� ���� �������	 B�� ���� I ������	 �� ��#������
�� L(A)�  � �	�	 � ������� 	 �2���	 �� 2���7� �� ����������4 �	�� �� �����	���� �	
�#���	 �����	 �� �B����	 �0�6 �� ����	 f 4 �	�����	 � �������� �������� �� 2����	
��	 �� ����������� 
����	��������4 � �#���� �������� �� 2����	 �� ����������4 A4 ����
�� ����������� �	 �������	 �����	 NX��	 � &�� 0�O4 ��	 �4(

JT
k Jk + µk11 + Hk

)
δk = −JT

k rk + fk. J�0�*K

<����� B�� � ��	��� ������� �� ���9����	4 A04 ��	 2	� � ��� ���B����4 	 ���	�	 �����C
���	 �	�� ��������� ��!������� �� �	����#;�����  � 2	��� � ������)�� ��� ��	�����4
�	�� �����)��C� �� ���	�	 �����4 �	�	 	 ���	�	 �	 ���	� �������4 ���� ���������� �

��� ���	
� �
#��	� ����"�	����� �������
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�6�����	 �� 2�����	 ���	�������	

����	��� 	 �	�����	 ������� �� ���9����	� -��� ��� ���	�	 � �!������ ��!��� � �������	
�� ����4 hi4 ���� �	�E

hi = −∂ri

∂A
= −Jik, J�0�,K

� 	 ������	 �� ���������	 N-	��U ,6O

λi ∈ λ(A) � arg
[
min
λ≥0

r (Ai + λhi)
]

. J�0��0K


 ��������	 �	 #�������� �	 2����	��� � 	�����)��4 ∂r
∂A 4 �������� ���� 	 �	� ���	�	

��2����	4 �	�� �� �2������� �� 2	��� ����.���� 	� ��������� 
 ��������� ��������
�	 #�������� �	 2����	��� �	�� �� �����)��� �	� ��2������ !����� 5�� ���	�	4 B��
��	 ������� �� �� �����	�������	 �������	 ����	���	4 ������� �����)�� 	 ���	�	 ��
	�����)���	 ��2����	 �� ������ ���� �� �	���	 �� �	��	�������	� ������ �������4
�� 2	��� � ������� � ���	�� �� �� �	���	 ����������4 �����)�� �� ��	#���� �� �������	
�?����	� J�	�	 �� ��	#���� �� �������	 !���	K �� ����� ��������� �� � �2������
B���B��� �	��!����	 N3��������� � -����� ,�O�

� ��#	����	 �����	 �� �	�������	 �	 ���	�	 ������	������ ������	 � ������	 ��
������ �0���

������ �0��E 
�#	����	 �� 	�����)���	 �����	 �� ���	�	 �	 #���������

�� 5�	��� �� ��������� ������� ���� 	 ���9����	 �	 ��������4 A04 �
���9����	 ������� �	 ��	��	

�� 3�����	 �� �����7� �	 �	���	4 Zsim
s

�� 
�������	 �	 2����	��� �� ���	 Lp(A)
�� ����	��� �	 �	�����	 ������� �� ���9����	 �	� 	 ���	�	 �	 ���	� �������E

��� �������
������ 3�����	 �� �������	 �� ���� =i � �	 ������	 �� ���������	 λi

������  ����������	 �� A1 = A0 + λi=i

��� ��� 	������	 �� =i �����
$� 3������� � �����7� �	 �	���	4 Zsim

s

'� 
�������	 �	 2����	��� �� ���	 Lp(A)
6� 5�	��� �	 ���9����	 �� &�������#C���B����� µ0

*� 5�������� �	 ��	4 �� 2����	 �� ���������� � �	 2����	��� 	�������	 Lp(A)
,� 3	����#;���� ���	 ���	�	 �� &�������#C���B�����E

,�� ������� C 3���	 ��������	 k = 1, . . . , Nmax

,����� 3�����	 �� �����) ���	����� J � �� 2���7� �� ���������� H � f
,����� =�	����	 �	 ����� �� �B���7� �0�* ���� 	 ���������	 δk

,����� 
������)���	 �	 �	�����	 �� ���9����	 Ak+1 = Ak + δk

,����� >���!����	 �� �	����#;����
,���$� 
������)���	 �� µk � �	 ��	 �� 2���7� �� ����������
��� �	����#;���� 	� k = Nmax

�0� <�.�� �� �������	
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� ���	�	 �������	 �����	 �	 #��������4 ��2����	 �� ������	 �0����4 ���	 ��C
���������	 �	 ��	#���� �������J5��
�	�� �	 6��	/��	�� ��	���	��� �� 7�� ��
������	����	K� � ��	#���� �� 	�����)���	 �������� � �� ��	#���� �� 	�����)���	
�� 9����	 #������	 � B�� �	�� �� �����)��	 �� �����	 ����	 �����.!�	 � �� ��#��������

5��	�� 	 �	��	 �	 ��	#���� ��� �������	 I 	�����)���	4 ��� �	���� ��C�	���� B��
��������4 �� ����	 ���	 �� ����� 2.��	4 ��	#����� ���������� � �B���7� �	 �	���	
� 	���� � �� ���	�� ���� ��2������ 	�������7�� >��	 B�� ��� ������� �	�2�	���� 	
�������	 �?���������� �	� �B���� 	����	 �������������4 � �����)��	 ���� ������!���
� ������ 	 ���9����	 �� �	���	 �	��������	�

� ��	#���� ������� ������� � ������ �� �	���	 �� �	��	�������	 B�� ���	�C
��� �������� ������� ��!���� ���� 2	��� ��2���������  ��� �	�	4 ��������C� �
��C�	���� �������� ���� ��!��� 	 �	���	 �� �	��	�������	 ���������	 ���� �����C
��	 B��4 ��" �	�������	4 2	��� ������������ �	 ��	#���� #�	��� �������� ����
��C�	����4 B�� �������� ���������	�������� 	 �	���	 �� �	��	�������	4 2	� ������
�����������	 �� ��#	����	 B�� ��� �� �	��� � #����� ��2	����7�� 5�� ������� 	
���	� #�������� �� ��2	����7� F � 	 ���	� �	����	 R ���	 ���	�	 �� ���	��	���	
�	���� 5�� 8����	 ���	� �����)� � ������� �� ��2�������� �� #�����)� ���	����4 ��
2	��� � ������ 	 ���	 �� ������	 ��	�������� �� #����� �	���7��

-��� �	���	 �� �	��	�������	 2	������	 �� 2	��� ��2��������4 B�� � 	 ��	 �	
�	���	 �� �	��	�������	 �����)��	 ���� �������	4 	 ��	#���� ������� �����)� ���	�	
������	 �� ����#����	 ��������� 
 ��	����	 �� �������� ������� � ��!���� �	� ��
����� �� �B���7� �� �#����� 2	���E

dB
dt

= F (Y,A, t) com Y(t0) = Y0. J�0���K

Y = (y1, y2, ..., yn)T ��������� 	 �	�����	 �� n �������� �������4 �������� ���� �������
� �������� 	��������� � ���	�	 �� ����#����	 �������� �?��.���	 �	 ���	 =��#�C
Q���� ����!���C� �!����������� �!��)�� 
 �!��;���� ���� ���	�	 ����� � ��� �	�"���
� ��� 2	� ����	��)��	 �� ��#	����	 �� ��	 ���������	 N-����� ,0O� � ���	�	 ��
����#����	 �?��.���	 �� =��#�CQ���� �� �#���	 J�U��K4 B����	 J�U��K � B����	 J�U$�K
#��� �	 	 ���	�	 �� ����#����	 �����)��	 ���	 ��	#���� �������� 5�� ��; ���	�	
�����������	 �����)�� ��	 �������� � ���������	�

�) �������� :���;� #�� �����7�	7��� �� �
"��
����� �� !$�
��	� �� %��������� �� �&�����  ���
��
'	�$���	�� �� �&��������� %�����	� �6�: ������ ��� ���� <, �� $����� �� ���� �� ������������ ��
=��	���� =�	7�� >=�	7�� ??@� ) ��� �����7�	7������ #�� ��������� �� �?<? � �??/ �� ����� ��� !
����
	#
�� �&(���� �� !��� �� )
���� =�������������& ��' �,,�& � �����	�� �� �����7�	7������ #�� ���	�%��� ��
�
"��
����� �� !$�
��	� ��� '���* '��	��	��� �� !
�$��
	# �� �&(���� ����
�� �� )
���� A���	�����
� �������� :���;� �������.�� �� �����7�	7������ �� �
"��
����� �� +$�� !$�
��	� �� !
�$��
	#
�;9�*� �� ��,�����$ �� -���
���'	�� ) �������� ������ #�� �����	����� ����� ��	� =��#����� ������
=� =�	7���
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�@�$ ���	�	 �� ������)���	 -����	 �� 
�#	����	 2�	��>
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� ��#	����	 ��	����	����	 �� ���	������� �� 2	��� ����������� � ���������� �� ���C
�� �	� 	���7� �� ��	����� �� 	�����)���	 �	����?	� 
 �����#�� ���� ���	 ��
��#	����	 ���	 �	����� I �#����� ��������.����E

�� ���	� �	��������� �� �	����#;���� ���� �� �.���	 �	��� ���	 B�� � ��	���� �
������ �� ��2������ �	������� 	���7�P

�� 3��������� �� ���	����� �!��)����� ��� 	����	 ��� ����	 �� ��	���� �����)���	
����� 	�����7� ��	�����.����P

�� =	����) �����	 �� ���������� �������	 � ��2	�����	 �	 ���	� �� 2����	 	�������	�
��	 � �������	 �������� � 2����	 ��������P

�� �������	 �	� ��� ���#� #��� �� 2���7�E ���	��.���4 ������	���4 2	��������
��	C�������4 ����

�� ������ �0�� ��������C� � �������� #������� �	 ��#	����	 ��	����	����	�

 #����������� �	 ��#	����	 ��	����	����	4 B�� ������ 	 ��#	����	 #������	4 ���	�C

��� ��� 	����	 "����� �����	 �	 ������	 �	.��� �� 	���7�� � ��#	����	 #������	
�����	 �����)�� �	�	 ������	 �� 	���7� �� �	�����	 ������	 � #��������� �	��!C
���	 �� �������� �������� 
 ����2	�����	4 ���	�������	 � ��������	 ���� ��������
������� �	���) � ��� 	����	 B��4 �	����	������ ������2	����� �	 ������	 ������� �
���	��!���	4 � �	���� �	�	 "����� ���� 	 ��	����� �� ����� -	���4 �	 ��	����� ��
������!����	 �� ���9����	4 	 ���9����	 �����4 �	� ��!����	4 ���	�� ���� � 	 ��
������	 � �� �	�����	 �	��.��	 �� �8���	 ����� 
��4 �	���C� �������	 ���	���� �
�� ��#	����	 ��	����	����	 ���� 	�����)���	 � ��	���� �	 �����)��� ��� ����	 �����

������ �0��E 5������� ����� �� �� ��#	����	 ��	����	����	�

�� %�����	 �� �	������	 ������� �� �	������� 	���7� J�	�� �� 2����
�����	��������K

�� %�����	 �� �	�� �	�����7�E
��� ������� C 3���	 ��������	 k = 1, . . . , Nmax

������ 
�������	 �� ������	 J/	����K �� ���� 	����	
������ <������	 ����� � �	������� 	���7� J�� ����	 �� ������	K
������ =��	�������	 �� 	���7�E

�������� 3��)�����	 �� 	���7� ��� �	��	 �����"��	
�������� ������	 �� 	���7�
�������� 
�������	 �� ������	 J�	����� � ����	� 	����	K

��� �	����#;���� 	� k = Nmax

�� <�.�� �� �������	
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��� 	!������������ ���� �� 	����� �	 #���� �	��

�	 ��#	����	 ��	����	����	 �����������	4 � �	������	 ������� � ������������ #����� ��
2	��� �����"���� 3	������C� ��� �	������	 �� �����.��	4 ����������	 �	� ��� �����)
*4 �� B�� � �����.��	 �	 ��!���	 ��������������� � �� B�� 	 ������� �	 #����	
�����	��������4 ��	 �4

P0 =
{
A0

1,A
0
2, ...,A

0
m,A0,r

m+1, ...A
0,r
γ

}
∈ Sγ e Ak = [A1, A2, ..., Ar]

T . J�0���K

γ ∈ IN � 	 �8���	 �	��� �� �����.��	 �� �	������	 � Sγ ∈ IR � 	 ������	 �	 ����C
�.��	� 
 �����������	 ���������� �� �	������	 �� ����	�� �� �������� ���� ��2���
�� �����������	 �	 ��#	����	 #������	 �����	4 � 	 �� ��	�		�� �� ��!����	
�������� ���� �����������	 �����)�C� �� �	��	 �� ���� ����� <��7�C� B�� 	 �	 ������	
�� �� �	��	 �� ���� ���� �	�� ��	����� �� 2	��� ��� �!������ �	 B�� � �����������	
�	��!���� �� �������� ������� N1���U�A� � \�#�A� ,6O� 5� ��#	����	 #������	 ����C
�	4 � �	��!����	 ������� ��������� �� ��	�		�� ��  �
 J�����������	 #������� ��
�� �� �����	K� -	���4 ���� �����������	4 	 ����	� �� �������� �	��.��� ���� �	�C
���	��� � �� �	�����	 �� ��2	����7� ����	�"���� 	� 2��	���	�"#��� �	 �� �����	
N1���U�A� � \�#�A� ,6O�

�	�	 	 �������	 �� �	������	 ��!���� �� �0��� 	������� � �� ����	 �8���	 ��
�	����7�� 
 �������� �������C� �	� 	 ������	 �� ��	���� � �� 2�	������� 
��E

Amin ≤ Ak ≤ Amax ⇒ Amin ≤ Ak ≤ Amax J�0���K

	��� Amin � Amax ���������� 	 ����	�� B�� �	��;� 	 ����	 ������ �	 �����.��	
Amin � Amax4 ��������������� 
 	���� �	����7� �������� ������������ �� �����7�
2��	���	�"#��� ����� 	 ����	 �	 ����	� �	 �����.��	 A �� �����) �� �	������	 P�
3	��������	 B��4 �	� ��!����	4 	 ����	 #������	 k � k + c �	 �����.��	 A ����� ����
������	���	 �� �#����� 2	���E

Ak ∝ dAk+c + e, ∀c ∈ IN e d, e ∈ IR J�0���K

5�� ���	 �� �	�����	 � 2��B����� �� ������!����	 �	 ���9����	 ���� �	���	 �	�����C
���	 �� ��� 2��	���	�"#����


 �?��	����	 �	 ����	 �� ���� ���� � 2���� ������ �� ��������	 ������ �� 	�����	��
#������	� 
���� �	 ��#	����	 ��	����	����	 ���������	 ���	���� � �� ����	 �� ����
����4 � 	�����7� �� ����	����	 �	 ������� I �	 ��#	����	 #������	 �����	� �
	�����	�� ��� ���� �	 � ��
�����4 	 ���2����	� � � ��	���� N3	�� �	 �
� ,,O� �
��#	����	 ��	����	����	 �����	����	 ���� �������	 ������ �����)� 	 	�����	�� �
	���
� ��/�����	� 
���
�

5��� �	�


 ������	 �� �����.��	4 �� 2	��� � B�� 	 	�����	�� #������	 �	�� �� �������	4 �
�����)��� �	� ��� �� �	����) J���	� �	 2����	��� �� ���	K �� ���� �����.��	� � ����C
���	 �� ������	 ���� �	�������� B�� 	 ����	�� �����.��	 � ����	��)�� ��� ��)��
<" ���� 2	��� � #������ B�� � B�������� �� �	������	 ��� ����	����	 N&��� � =��	 0�O�

�	 ��	 �� ������	 �� B�� �	�	 	 �����.��	 �	 ������.�	4 	 ��	��	 ���#��C
� �	� #�����	���� 3�	 �	������	4 � ����� �� #���	 �� �����.��	 2	� ������.�	4 	



��� &D� ��������
��� �� .
�6�����	 �� 2�����	 ���	�������	

��	��	 ���#��C� �	� ������� �	 ������� �������	4 � ������	 � �?������� �	� �	�
���	�	 �� ������	 #�����	���E J�K � �	���� ������ � J��K � �	���� ��	�������


 ������	 �	� �	���� ������ 	� ������	 ��	�	���	��� �	 �����	4 �����C� �	 ���	�
������.�	 � ���� �����.��	 ���� 2����	 �� ��������	 � �� B�������� ����� �� �	������	�
 � ��	��	 �	� � B�������� �� �� ���	 �����.��	 �������C�C��� ����� �� ��� �	���� ��	C
�	���	��� �	 ��������	 ��������	� 
 �	���� � #����� �� �8���	 �� ��)� �#��� �	 ��
�����.��	 �� �	������	4 r4 ������	����	 	 �������	 B�� ���	 ���������� �� ��"?���
#�����	 N&��� � =��	 0�O�

� ��	��	 �� ������	 �	� �	���� ��	������ ��2��� �� �	���� ������ �� ������ ��
B�� � �	���� � #����� ��� 8���� ��) �	� r �	�����	 �#�������� ������	� ���� ��	4 �
���	.��� ������	��� ����� 	 ��	� �	 �����.��	�

���(������

<� �	� �����.��	 JI2K �	 ������	���	 ���� ���� ������	����4 � 	������	 �� ���)����C
�	4 Cr : I2 → I4 �	�� �� ��!���� �	�

Cr
(
Ap

ϕ,Ap
ζ

)
=
(
1 − χp

ϕ

)
Ap

ϕ + χp
ζA

p
ζ , J�0��$K

	��� Ap
ϕ � Ap

ζ �	 	 �����.��	 ��	#����	�� �� #�����	 p � 	 �	�!������ χi �	� i ∈ {ϕ, ζ}
� ��!���	 �� 2����	 �	 ���	 �� ���)�����	� �	��C� B�� → ��������� � ���#�� ��
#�����	� �	 ������� �������	 �	��� �����)��C� ��; ���	 ������	 �� ���)�����	E

�� 3��)�����	 �����;�����	E 	 ���9����	 χϕ � ��	����	 �	�	 ��	 �� ���)�����	�
3	��B����������4 	 ���9����	 χζ �	�� 	 ���	�

χζ = (1 − χϕ) ; J�0��'K

�� 3��)�����	 �����;�����	 �����"��	E � ��� �	��!����	 �	 ���)�����	 �����;�����	�
� ���9����	 χϕ ∈ [0, 1] � ��	����	 �����	��������P

�� 3��)�����	 ��!���	 �	� ����������	 �	����E � 	 ���)�����	 �� ���	� �!��;�����
(����)� 	 ���9����	 χϕ � χζ B�� �	 ��!���	 �	� ��� ����������	 �	���� �	�
����� 0 � ����	 B��������	 ����	 ηp4 ��	 �4

χp
i = N

(
0, ηp

i
2
)

, ∀i ∈ {ϕ, ζ}. J�0��6K

� ����	 B��������	 ����	 �	�� �� �	������ 	� ���������	 �	� � ��	����	 ��
#�����	 p� 5�� 8����� ���"��� �����)C� ���� ��?� �� �	����#;���� ��� �������
N1���U�A� � \�#�A� ,6O�

!����	�


 ������	 �	���� �� ��������	 �	 ���	� �� ��� 	� ��� �������� �	 ����	� ����� 5��
	������	 �	����	��� I ��������	 �� ��� 	� ��� ��2	����7� 2��	���	�"#��� �� �� ��C
���.��	 JIK4 #�����	 	���	 �����.��	 JIK B�� 	 ������� �� �	������	4 ��	 �4 m : I → I�
� 	�����	� ������	 #��� �	�	 �����.��	 ����	 ��2������ �	 ������	�� �4 �	�	 ���4
������C� � ��#���� B�� �	 �?��	���� �	�� ��#�7� �	 ����	 �� ����� ��� ��	 �



&D�*� 2-���� �� (������
��� E
	�
�� ��  ��������	 3�������$���	 ���

#�������	 ���	 	�����	� ���)�����	� 5�� 	�����	� ������� � ����� ��������� �� ��2	�C
����	 �4 �	��B����������4 	 �������� �� �� �.���	 �	��� N3	�� �	 �
� ,,O� �	����C
�����4 ��� 	�����	� � �����)��	 �	� ��� ��	���������� ����	 ���?� J����������� 04�LK
N&��� � =��	 0�O� � ��	��	 �� ������	 ��	����	����	 �����)��	 ���� �������	 � �� B��
	 �	�!������ ��	���������� �� ������	 ��	��� �	� 	 ���	� �	 2����	��� ���	4 � �������
�!��)�

����� �$������� ���,�� �

� 	�����	� ������	 �	���� �� ������ 	 j < γ �����.��	 ��� ����)�� 5�� 	�����	�
��#��� B�� � ����	�� 	���7� �	 ������� �� #����7� �	�������� Jp → p + 1K�

��4 El : Ip

j → Ip+1
j �

� ��!������	 �	��� � �� 	�����	� B�� �	���	�� 	 ������	 � ���������	 �	 ������	
�� ���� �� �	������	� �� #�����	 p + g4 ��" g #����7� �� B�� � ����!�� ���#����	
�	 �������	 �	 2����	��� �� ���	4 	 ������	 ���� �	 �����.��	 � ����)��	 ���� 2�����	
1/F 4 �	� F > 0 ���	 ������ �;� �	�	 ���	� ���������	 	 ���	� �	 �����.��	 ��� ����)
Ac� 
��4

Rl : Ap+g
min ≤ Ap+g

k ≤ Ap+g
max → Ap+g+1

min ≤ Ap+g+1
k ≤ Ap+g+1

max J�0��*K

�	�

Ap+g+1
min = Ac − 1

F

(
Ap+g

max − Ap+g
min

)
2

, J�0��,K

Ap+g+1
max = Ac +

1
F

(
Ap+g

max − Ap+g
min

)
2

. J�0��0K

3	��B����������4

Ap+g
min ≤ Ap+g

k ≤ Ap+g
max → Ap+g+1

min ≤ Ap+g+1
k ≤ Ap+g+1

max J�0���K

�	�

Ap+g+1
min = Ac − 1

F

(
Ap+g

max − Ap+g
min

)
2

, J�0���K

Ap+g+1
max = Ac +

1
F

(
Ap+g

max − Ap+g
min

)
2

J�0���K

�	 ��	 �� B�� 	 �	�	 ���	�� ������ �� #�����	 p + g + 1 ��������� 	 ���	�� �� #�C
����	 ������	�4 ��� 8����	 �	 ������	� 5��	�� ��� ��	��������	 �	� �� �2������	
�	������������� � ����� �	�	 �����#�� ��� ���	� ������	 �	 �������	4 �	�� �����
I �	����#;���� ��������� ���� �� �.���	 �	���� 
��4 ��� 	�����	� ���� �� �������	
���������� B����	 ��� #�������� ���#����	 ��	�	�#��� �	 ������	�

�	 ��#	����	 ��	����	����	 � �������	 ��!��� �� �������	 �� ����#��� -��� ���
!� �	����	 �������C� ��; ��	��������	 ������	E J�K ��!����	 �	 �8���	 ��?��	 ��
#����7�P J��K ��!����	 �� ��� �	���9����4 ����?	 �� B��� � �	������ B�� � ����#�� �
�	����#;���� �	 ��	��	 �� 	�����)���	 � J���K ��!����	 �� �� �8���	 ��?��	 �� #����7�



��� &D� ��������
��� �� .
�6�����	 �� 2�����	 ���	�������	

�� ���#����	4 �� B�� 	 ���	� �	 2����	��� ���	 ��������� 	 ���	� 5�� ��; �������	
�� ����#�� �	��� 2����	��� �� �����9��	4 #��������	 � ����#�� �	 ��#	����	 B����	
	 �������	 � ����!����

� ��#	����	 ��	����	����	 ���������	 ���� �������	 2	� �����������	 �	 ��	#����
����	��

�@�%�� >��������� ��� ,) ���������

� ��#	����	 ��	����	����	 ���������	 �	�� �� �����)��	 �� �����	 ���	 �� ��	����� ��
	�����)���	� 3	�	 ��	 � �	.��� ������ ��	��������� 	 �	��	�������	 �� �� ��#	����	4
��	���C� �� �	�����	 �� 2����	��� ����4 ����	 �	�	 ����	 �� ��	���� �� �	�����	 ��
�8���	 ����� � �������	 �	 ��#	����	 �����)��	 �	 �	������	 �	� 	���	 ��#	����	
�����	 �� ��	��� ��	����	������ � 2����	��� �� ����4 ���	 ���	� �.���	 #�	��� � ���	
�	� f(8∗)4 �	 ��!���	 �	�E

Funcional I : f1(x) =
n∑

i=1

x2
i , x ∈ IRn, n = 30

−5.12 ≤ xi ≤ 5.12 J�0���K

f1(x∗) = 0, x∗ = [0, . . . , 0]T ;

Funcional II : f2(x) = 6n +
n∑

i=1

�x�, x ∈ IRn, n = 5

−5.12 ≤ xi ≤ 5.12 J�0��$K

f2(x∗) = 0, x∗ = [−5.12, . . . ,−5.12]T ;

Funcional III : f3(x) = nA +
n∑

i=1

x2
i − A cos(ωxi),

x ∈ IRn, n = 20, A = 10, ω = 2π J�0��'K

−5.12 ≤ xi ≤ 5.12
f3(x∗) = 0, x∗ = [0, . . . , 0]T ;

Funcional IV : f4(x) = nA +
n∑

i=1

x2
i − A cos(ωxi),

x ∈ IRn, n = 20, A = 10, ω =
π

2
J�0��6K

−5.12 ≤ xi ≤ 5.12
f4(x∗) = 0, x∗ = [0, . . . , 0]T .

� 2����	��� + � ��� 2����	 B��������� � �	�����	 �	��.���4 ����	��� � �	���?�� 5��
2����	 � �����)��� 2��B���������� �	�	 �������	 ����4 ���	 B��4 �� ���������4 ����	
2����	��� 	�������	 ��	C������� �	��� ��� 2	��� N1���U�A� � \�#�A� ,6O� � 2����	���
++ � ��� 2����	 ������ �� ���	��.���� 5�� �	�������� �� �8���	 �� �������� ���	
	�����	� ������	 � �� � ���	�	 �� 	�����)���	 �����	 �	 #�������� �;� ��!�������
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�	� ��� 2����	��� �����	 I �� ���	����������� � 2����	��� +++ � +> �	 2���7�
�	��.��� � ������	���� �� !#��� �0��4 �0��4 �0�$4 �0�' �	����C� � ����������7�
#��!�� ���� 2����	����

1�#��� �0��E =����������	 ���������	��� �	 2����	��� +�

1�#��� �0��E =����������	 ���������	��� �	 2����	��� ++�

� �������	 �	 ��#	����	 �����)��	 �	 �	������	 �	� �	� ��#	����	E J�K �� ��C
#	����	 #������	 �����	 � J��K �� 	���	 ��#	����	 ��	����	����	� � �������	 ��#	����	
�����)� � �	��!����	 �� �������� �� ��	�		�� ������	 � �����)� 	 	�����	� ���)�C
����	 �	� �� �	��	 �� �	���� 5�� ��#	����	 #������	 �����	 ���	����C� ��������C
���	 �	 ��	#���� #������ N%��2������� *�O� � �#���	 � �� ��#	����	 ��	����	����	
�� ���� ���� ��	�	�	 �	� 1��	U�A� � \�#�A� �� �,,6 N1���U�A� � \�#�A� ,6O� 5��
�����)� �� 	�����	� ���)�����	 ���� ��	���������� �� ���)�����	 �#�� ��� ��������C
��	 �	���� �� ����	 B��������	 ����	 �	������� � ���9����	 �	 	�����	�� #�C
�����	 ������	���	 ���� 	 ��2������ ��#	����	 ���	�����C� �����	 �� ������ �0��
N&��� � =��	 0�4 1���U�A� � \�#�A� ,64 
������C3���	 �	 �
� 0��O�

� �������	 �	 ��2������ ��#	����	 ���� 	 �	�����	 �	 2����	��� �� ���� ������C
���C� �� !#��� �0�6 � �0��0� � ���	� ����	 �	 2����	��� 	�������	 �	����	��� I �����
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1�#��� �0�$E =����������	 ���������	��� �	 2����	��� +++�

1�#��� �0�'E =����������	 ���������	��� �	 2����	��� +>�

������ �0��E -��9����	 ������	 ���� 	 ��2������ ��#	����	


% �����	 N1���U�A� � \�#�A� ,6O 
5 �����)��	
-	������	 $0 $0 $0
-�	�� �� ���)�����	 0�' C C
-�	�� �� ������	 0�00� C 0�00�
 ���	 B��������	 ����	 C 0�$ 0�$
5�����	 � � �

�	 �������	 �� �0 �?����7� ���� ���� ��#	����	� � �������	 ���� 	 ��2������
2����	��� ��:����� � ����	� �!��;���� �	 ��#	����	 ��	����	����	 �� ���� ���� ������C
������� �	 ��#	����	 �����	 �� ��	�		�� ������	� � �������	 �	 �������	 ����
�	���� �� ��������	 �����	� �	 ��#	����	 ���������	 ���� �������	 �� ������)���	
�	 2����	��� +� �	 ���� �� 	�����)���	 �	 2����	��� ���	��.��	 ++4 	 ��#	����	 ����	�
���	���� 	 "����	 #�	���4 x∗4 ��" �00 #����7�� 5�� �������	 � ��2���	� �	 �	 ��#	����	
��	�	�	 �	� 1��	U�A� � \�#�A�� -	���4 � �����	� �	 �	 ��#	����	 #������	 �����	 B��4
�	� �� ��)4 ��	 �	��#�� ���������� 	 "����	 #�	���� -��� 	 2����	��� +++4 	 �������	
	����	 ���	 ��#	����	 �����)��	 � ��"?��	 �	 	����	 �	� 1��	U�A� � \�#�A�� 3	����	4
��	 �	��#�� ����#�� 	 �.���	 #�	��� �� �$00 #����7� �2�������� 3	��������������
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�	 �������	 �	 	���	 ��#	����	4 	 �������	 �	 ��#	����	 �����)��	 �� ������)���	
�	 2����	��� +> � �?�������� 
�������	 ��� �������	 �	�� �	������C� B�� 	 ��#	����	
���������	 ���	���� �� �	� ��������	 � �	�� �� �����)��	 �	� ���	 ���� ���
���#� #��� �� ��	����� �� 	�����)���	�
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1�#��� �0�6E 5�	����	 �	 ���	� ����	 �	 2����	��� 	�������	 ���� 	 2����	��� + �	� 	
��2������ ��#	����	 �����	�
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Adapco

1�#��� �0�*E 5�	����	 �	 ���	� ����	 �	 2����	��� 	�������	 ���� 	 2����	��� ++ �	� 	
��2������ ��#	����	 �����	�

�@�%�" *��$���� ����	�

� ��#	����	 ��	����	����	 ������	 � �����	 �	 ����#��2	 ������	�� ���	����C� �����C
������	 �	 ��	#��������	� C��������	 �� ���9����	 �� �	���	 �� 	���	�������	�
5�� ��	#����4 �	�������� �����	����	 �� ������� $%4 ������� ������!��� 	 ���9��C
��	 �	 �	���	 �	��������	 ������	 �	 ���.���	 $ �	� �� ��	��	 �� 	�����)���	 �����	
�� ��#	����	 ��	����	����	�
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Adapco

1�#��� �0��0E 5�	����	 �	 ���	� ����	 �	 2����	��� 	�������	 ���� 	 2����	��� +> �	� 	
��2������ ��#	����	 �����	�

� ��	#���� ���	��� �	 ���	�	 �� ����#����	 ��	�	�	 �	� >����� N>����� ,�O ����
����#��� 	 �	���	 �	��������	 ���������	 �	 ���.���	 $� 5�� ���	�	 � �����	 �	
���	�	 �?��.���	 �� =��#�CQ����4 � �����)� �	� ���	�	 �� 	���� p − 1 � p4 �	� p ≥ 64
���� ��	���� �B���7� ��2�������� 	�������� �� �������� 	����� ���� �������	4 �����)�C
C� 	 ��� �� ���	�	 �?��.���	 �� =��#�CQ���� �� $� � '� 	���� �	� ��	 ���������	
� �	���	�� �� ���	 N-�� �	 �
� ,�O� -��� �������	 ��� ���	2������ ���� ���	�	 ���
N>����� ,�O�
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�	 ���.���	 ������	�� �������C� � 2	�������	 ��������� �	 ��	����� �� ������!����	
�� ���9����	 �� �	���	 �	��������	� 3	��B����������4 ���� ���.���	4 �������C�
�	�� �� 2	������7�4 �� 2	��� � ���	����� 	 ���9����	 �	 �	���	 �� �	��	�������	
�����)��	 ���� �������	 B�� ����	� � ���B��� �	 �����	 ��������� 5�� ���9����	
���	 �����)��	 �� ������7� �������� ���������� �	 ���.���	 �#������

�	 ������	4 ���� �� ������!����	 �� ���9����	4 � �������	 ��!��� � ���������)��
	 ������	 �� ���	�� ���� ���� ���9����	�  �!����	 ��� B�� ���� �� �2������� ��
��	��	 �	� 	 �#��!���	 2.��	 � 2��	���	�"#��	 �� ���� ���9����	 � �� ��	��	 �	� 	
���	�� �.���	 B�� �	�� �	���� 
 ��!����	 �	 ��������	 �	.��� ���� 	 ���	�� �� ����
���9����	 � ��� ����2� �� #����� ���	��9���� ���	 B�� ��� �	 �����)��	 �	 ��	#����
�������	 �� ������!����	4 �	�	 ���	�� ��?��	 � �.���	 �	.���4 ��:��������	 	
���	 �� �	�	 	 ��	��	 �� ������!����	� 5�� ���	�� �	 ���	�����	4 �	 ��	��	
�� 	�����)���	4 �	� �	�����#�����	 �	 ��	��	�

�$�



�$� &&� ��������
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�6�����	 �� 2����� �� �������
�����

���� (�����	 �	 +��5����	

� �	�����	 �� ���9����	 �������	 I ��!����	 �	 �	���	 �� �	��	�������	 �E A4 ξ4
m4 h04 a4 s̄4 Qds4 n4 Q4 Tt4 s0,14 s0,14 B4 Qr � p� � ���	��C������ ���� ���� ���9����	 �	
�	���	 �� �	��	�������	 ����� �� ���	�����	 �� ��	��	 �	� J�K 	 �� �#��!���	 2.��	
J� �?����K4 J��K � �� ��������� � J���K 	 ���	�� �����	 �	� 	���	 ���	���  ��� ������
�����	���C� ��� �	���9���� � ��� ���	��C�������

�� ������ ���� �	����C� 	 ���	�� ������ �	���	 ���� ���� ���9����	� 5��
���	�� �	��� �� �	��� 	 ���	�� �����	 �	� N������ � <����@ 6*4 
���� *$4 /�	A� *64
/�	A� �	 �
� *,4 H������ ,'O�

������ ����E >��	��C������ ���� 	 ���9����	 �	 �	���	 �� �	��	�������	�

-��9����	 &����� ��2���	� &����� �����	�
ξ ��$ �0
m 0 �
A N−1O 105 1012

h0 N�-�O $00 �000
a � C
Q0 NUMD�	�O $0 $00
Tt NQO '00 ��00
s̄ N�-�O � ��0
Qds NUMD�	�O $0 $00
n 0 �
B N�-�DO 1030 C
Qr NUMD�	�O $0 $00
p � �00
s0,1 �$ �$0
s0,2 C0�0* 0

� ���	�� �?�	�	 �� ������ ���� 2	��� ���	�����	 ����	 �� �	��� � �#�����
	������7� � �	�������7�E

�� �� �B����	 J$���K4 Q = Q(T ) ��������� � ����#�� �� ��������	 �	 ��������� 5��
���	� ���� ���� �	���������	 ����� 	 ���	�� ��������� �� ����#�� �� ��������	 �	
��������� �� ���������� �� ������������ ���	�����	 	 ���	�� �� 175 kJ/mol ����
� ����#�� �� ��������	 �� ��#� �� ����.��	 

��00 � �� 245 kJ/mol ���� ��� ��#�
1��L<� �	� /�	A� � 
���� N/�	A� *6O� 1�	� � 
��@ N/�	A� �	 �
� *,O ������C
����� 	 ���	� �� 142 kJ/mol �	�	 � ����#�� �� ��������	 �	����� I ���	C��2��	
���� ��� ��#� �� ����.��	� 5�B����	 B�� V	�# � M	��4 �� �,'*4 ���	������� 	
���	� �� Q0 �#��� � 156 kJ/mol N/�	A� �	 �
� *,O4 H������ NH������ ,'O ���	���	�
	 ���	� �� 108 kJ/mol ���� �� ����.��	 ���	�

�� A � 	 2���	� ���C�?�	������� B��4 ����� �� ��	 ��� B���B��� �#��!���	 2.��	4 ����
���� ����	��� � 	���� �� #�����)� �� ���	������ �� ��2	�����	 ������� �B���������
�	� � 	���� �� #�����)� �� �?����	 J$���K N/�	A� *6O� 5�� ���9����	 ��������
�� ��������	 �� �����)���	 ����� �������	 ��2���	������ ���	 ���	� ���	�
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�6�����	 �$�

�� 
 �������� ������� s4 �	� ������� �� ����	4 ���� ��� ���	�� �����	�� I ����	
�B��������� σ̄ �� 2	��� � B�� � ������	 σ̄

s ��� ����� ��2���	� I ��������  ���
�	�	4 � ������	 �� ���	������ �� ��2	�����	 ������� �B��������� �	�� ����� ������	
�� �	��������� �� 2����	 sinh(ξ σ̄

s )� ξ � �� 2���	� ������ �������	��� B�� ��2	���
� #������ B�� (ξ σ̄

s ) ��� ����� ��2���	� I �������� &	#	4 ξ ≥ 1�

�� � ���9����	 ���.���	 m ∈]0, 1[ ��������� � ��� �� �	�;���� � � ���	�����	 2���	�
�� ����������� I ���	������ �� ��2	�����	�

$� h0 ��������� � �������	 �������� �	������ �	 ����������	 �	 ���������

'� �� #����������� �	 ����� 	 ����������	 ��	 � ������ � � ��?� �� ����������	
������C� B����	 � ����#� 	 ����	 �����	����	� 5�� ������� � ����������� ���	
���9����	 a� 
��4 �� 2	��� � ������� 	 2��"���	 �� ����������	4 ��� ���9����	
���� �� ����� �����	� I ��������

6� � ����	 ṙ4 B�� �	���� 	 ���9����	 B4 Qr � p4 ��:������ � �B����	 �� ��	����	 ��
�������� ������� s B����	 	 ����	 �	����	 �	 ��	��	 ���9���	 � ���	4 ��	 �4
h(σ̄, s, T ) ˙̄εp = 0� +�	 ��	����� B����	 ˙̄εp ≈ 0� Qr ��������� � ����#�� �� ��������	
�� ���	C��2��	 �	 �������� �	 ��	��	 �� ���������	 �������� B4 �� ���	� ������	4

�B������� 	 ���	� ����	 ���?	 �	 ����	
(

s
µ

)p
� B ���� �� ���	�����	 ���� B��4 ��

�?��;���� �� ��	��	 ���9���	4 ṙ ��� �����)�����

*� Qds ���� �� 	 ���	� �� ����#�� �� ��������	 �	����� �	 ����������	�  � 2	��� �
���������� 	 ����	 �� �������	4 ���� ���� �	���������	 ����� 	 ���	� �� ����#�� ��
��������	 �� ���	C��2��	 �	 ��������4 Q4 � 	 ���	�� ���	�����	 �?���������������
�	����	 �	 ����������	�

,� 
 ����!����	 �� �����)���	 �� ��� �� �	�;���� �� ��!����	 �	 ���	� �� �������	 s∗ �
���� ���� 2	��� �� ����� �� s∗ ������ ���	������ �� ��2	�����	 N/�	A� �	 �
� *,O�
 ��� �	�	4 	 ���9����	 n �	�� 	 ���	� �	����	 � ��2���	� I ������� ��� ���B���	
���� ���������)�� �� ������

�0� � �	�!������ s̄ � ��!���	 �	� /�	A� � 
���� N/�	A� �	 �
� *,O �	�	 	 ���	� ����	
�� ����	������	 ����� s � s∗� 5�� ��#�����)� � 	���� �� #�����)� �	 ���9����	
�������	��� ������	 s

s∗ �

� ������ �� ���� ���9����	 2	��� �����)��	 �	 ��	#���� ������ � ����	� �	�	
	 ���	�� �.���	 � ��?��	 �	.��� ������� � 	�����)���	 �	 ������	 �� ������!����	�

���� �������	4 	 2��"���	 ������	���	 �	� � ���������	 ������� ��	 ���	 �	�C
������	� 
��4 � 2����	 ṙ(s, T ) ��� �����)��� � 	 ���9����	 �	����	 � ��� ��	
���	 ������!���	� -��� ������!��� 	 ���9����	 ����.���	 �	 2��"���	 �� �����C
����	 �������4 ����� �������	 �������	 �?���������� �� ����	 �� ���#�C�����#�
�	� �����	 ���.	�	 �� �����#�� 5�� �����!����	 ��	 �	���	���� 	 ��	��	 ��
������!����	 �	 	���	 ���9����	�
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� ���	 �	 ��	��	 �� ������!����	 �� ���9����	 �	 �	���	 �� �	��	�������	 �����C
�� �� ��� �	� ��� �� ��2	�����	 �?����������� 
 2����	 � ������)�� � � ��2������ �����
	 ���	�� 	����	 ���	 �	���	 ���������	 � 	 ���	�� 	������	�  ��� �	�	4 	 ���	��
�� �������� 	������	 �?��������������� ���	 � ��2��;���� ������� �	�	 	 ��	��	 ��
������!����	� -	� �	��#�����4 � �� #����� ���	��9���� 	 ���	 � � B�������� �� �������	
�?���������� ���� ���� ���������

-��� ��� �������	4 2	��� ������	���� ��� ��#� �� ����.��	4 ���	 ���9����	 �
����� ���	������ 
 ����4

�� &�#� �� ����.��	4 

�0$0C�4 ���	 ����	 �?���������� 2	��� �����)��	 ���	 ���	�
� ���� �	��	���	 � �	�� ���	����� �� ������ ����P

�� 
���.��	 ���	 J����	 �?���������� �����)��	 �	� N������ � <����@ 6*OK�

���"�� A�$� �	 ����6��� ,,�@%@;3


 ��#� �� ����.��	 

�0$0C� J,,�$L ���	 ����.��	K 2	� ������	���� �	� ��	 ���������
��� B��������� �?����� �� 	���	 ��� ����������	 N&	�� �	 �
� 0�O� 
 ��	��������
���� ��������4 ���� �	��	���	 B�.���� � ���	���� �� ������ ����4 �	 ���������� ��
������������

� �"���	 �� �����������4 	 �	�!������ �� -	�	� � 	 �	�!������ �� &��� �	 ���	4
��������������4 �	� N���?����C �� � ����)� 0�4 
������C3���	 �	 �
� 0��OE

E(T ) = 72474.0 − 43.48(T − 273) [�-�], J����K

ν(T ) =
18392.0 − 9.366(T − 273)
54082.0 − 34.114(T − 273)

, J����K

µ(T ) = 27000.0 − 17.057(T − 273) [�-�], J����K

	��� T ��!�� � ����������� �� Q�

������ ����E 3	��	���	 B�.���� �� ��#� �� ����.��	 

�0$0C��


� 3� 1� �# �� <� �� > X� %� 3�
,,�$*' 0�00� 0��* 0�00� 0�00� 0�0*, 0�0�� 0�006 0�00$ 0�0�' 0�00�

=����)����C� ����	 �� ������	 ����?��� � �� �	��� ���	 � ��2������ ������������ �
�������� 2	� �������	 	� � 2	��� �� ����� �	� 1 mm �� ������ � �	 ����	 H��� �
�������� 2	� ���	)��	 � 618 K �	� $0 �����	 �� 2	��� � ���������)�� � �������� �� #��	
� 	���� �� ������	 �� #��	 ����	 ��2���	� � 30 µm�

-��� 	 ����	 �� ������	 ����?���4 �	������C� ��	���� �� �������	 �� ������#�� �	�
35 × 7.5 [mm2]� 
 ��B���� ������	 �	 ��	���� � �?������� ���� ��B���� ������	 ��
�9���� ������� � �� �	���#�� �?����������� 5�� �	���#��4 �����)��� �	  ����������	
�� 5�#������� ���9���� �� (���������� �� 
����	4 � � B�� � �	��� �� !#��� �����
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1�#��� ����E �	���#�� �?���������� �����)��� �	 ����	 �� ������	 ����?��� � �� �	���
���	 � ��2������ ������������ J�K -��������	 � J�K ����	�

-��� 	 ����	 �� ������	 ����?���4 � ���	������ �� ������ 2	� �� 2.1 mm/min 	 B��
������ ���� ���	������ �� ��2	�����	 ����� ε̇ = 0.001 s−1�

� ����	 �� �	��� ���	 2	��� �����)��	 	��� ��	���� �� ������	 �� 60× 15 mm2

� 0� �	� � �������	 �� ������#���-��� ��� ����	4 � ���	������ �� ������ 2	� ��
3.6 mm/min� 5�� ���	������ 2	� ��!���� �� 2	��� � 	���� ��� ���	������ �� ��2	�����	
�� �	��� ����� ��4 ���	?����������4 γ̇ = 0.02 s−1�


��	 	 ����	 2	��� �����)��	 � ����������� �� �,*4 ���4 ��*4 �*� � ��� Q�
������ 2	��� �2������	 ����	 �� ������	 ����?��� I ����������� �� �6� Q� �� !#���
���� �	����C� 	 �������	 �?���������� �	 ����	 �� ������	 ����?��� � ��2������
������������ � �������	 �	 ����	 �� �	��� ���	 �	 	 B�� � �	���� �� !#���
�����

-��� ������!��� 	 ���9����	 �	 �	���	 �	��������	 � �������	 ���������� � �	C
������ � ���	������ �� ��2	�����	 �� 2����	 �	 ����	� -��� ��� �2���	 �	���C�4 ��
!#��� ����4 � ��	����	 �� ��2	�����	 �� 2����	 �	 ����	 ���� 	 ����	 �?����������
�� ������	 ����?��� � ��2������ ������������

���"�� ,���6��� ����

� �#���	 �������� �����)��	 � ����.��	 ���	� � ����	 �?���������� �����)��	 	���
��� �#���	 �������� 2	��� �2������	 �	� ������ � <����@ N������ � <����@ 6*O� �� !#���
���$ ���������C� � ����� �� ����	C��2	�����	 �	 ����	 �� ������	 � ���	������ ��
��2	�����	 �	������ Jε̇ = 0.167 s−1K � I ����������� �� �,�4 �60 � '�� Q�

���� 9������	 �	 ���	�	 -����	 �	 %��������

���� �� �������� ���.".-�

-��� ������)�� � ������;���� �	 �	�����	 ������� �� ���9����	 �	 �������	 �	 ��C
�	�	 �����	 �	 #�������� ���	����C� � ����	 �	�����	 �� ���9����	 �	�	 ���������
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1�#��� ���$E 3���� �� ����	C��2	�����	 ���� 	 ����	 �� ������	 �����)��	 � ���	��C
���� �� ��2	�����	 �	������ Jε̇ = 0.167 s−1K � � ��; ����������� N������ � <����@ 6*O�
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�������� 5�� 2	��� ������	���	 �	� ��� �� ���9����	 ���	�����	 �	� 	���	 ���	��
N/�	A� *64 /�	A� �	 �
� *,4 H������ ,'O � �� 2	��� � ��#�	��� � B��� �	�������� �	 ���C
���	 �	.��� �� ���� ���9����	� -��� ���� ��������� ������� �	�� 	����C� �� �	�����	
�� �������	 ������	�

�� ������ ���� ���������C� B����	 �	 �	�����	 �� ���9����	 �����)��	 �	�	 ���C
������ �������� 5�� �����������C� �	�	 	 �	�����	 ������� B�� ������� �	 ����	��
�������	�

������ ����E -��9����	 �����)��	 ���� ��������� ������� �	 ���	�	 �	 #���������

-��9����	 3	�����	 3	�����	 3	�����	 3	�����	
������� � ������� � ������� � ������� �

ξ 6�6 �0�6 $�6 6�0
m 0�����* 0�����* 0��, 0�����*
A N−1O 1.91 × 107 1.91 × 106 1.91 × 108 1.91 × 107

h0 N�-�O �$�$�' ,�$�' �0�$�' ���$�'
a ��0 ��0 ��0 ���
Q0 NUMD�	�O �'$�0 �'$�0 �0$�0 �6$��$
Tt NQO '00 600 '00 '00
s̄ N�-�O , �0 �0 �*�,
Qds NUMD�	�O �'$�0 �'$�0 �0$�0 �6$��$
n 0�0�$ 0�0*$ 0��, 0�060�,
s0,1 �*���� $*���� 6*���� $��0
s0,2 C0�0�6 C0�0'6 C0�0', C0�0�

(�� ��) ����#��� � ���#����	 �	 ������	4 	��������C� ��2������ �	�����	 �� ���9C
����	 ���� � ��#� �� ����.��	 

�0$0C�� -��	 ��	#���� ������4 �	�	 ��� �	�����	
�	 ������������� "����	 ���	 B�� ��� ���	���	� �� �.���	 �	���� 3	����	�C�4 �	�	
������	4 B�� ���� �	�����	 ������� �� ���9����	 ���	� � �� �������	 ��2������� 3	��C
B����������4 �	���C� �������	 ������� ���� �� �	 �������	� 5�� ������ ���� ���
�� �	��� � ��2������ �������� ����� � ����� ������� ���	 �	�	 ���9����	 � � �����
	����� �?���������������4 � � �	���;���� 2.��	C2��	���	�"#��� �� ���� ���9����	� 

��2������ �������� ����� � ����� ������� ���	 �	�	 ���9����	 � � ����� 	�����
�?��������������� �	�� �����)��C� �	� �� ���	 �������	 #�	���4 ���	 �	�

ErroRG [%] =
100
c

c∑
i=1

(
1 − Asim

i

Aexp
i

)
. J����K

Asim
i � Aexp

i �	 � ���� �� ����� ������� � �?����������4 ��������������4 � c � 	 �8���	
�� ������

�� ������ ���� ��������C� 	 ���	 �������	 #�	��� 	����	 �	 !��� �	 ������	 ���� ����
�	�����	 ������� �� ���9����	 �	����	 �� ������ ����� ���� ������ ������ � ������C
���	 	 �8���	 �� ������7� �������� ��� ���#����	 �	 ��	��	 �� ������)���	 �	 ���	�
� ���	�� �	 ���	 �������	 #�	��� !��� ���� 	 �	�����	 �4 � � � �	 ��������� � ��
	���� �	 ���L� 5��	�� � ��2������ �	 ���	 ����� 	 �	�����	 �4 � � � ��� ��2���	� �
0��L4 	 �	�����	 � �������� 	 ���	� �� ���	 ��� ���?	� -	� 	���	 ���	4 	 ���	 �������	
#�	��� 	����	 �	� 	 �	�����	 �� ���9����	 � � �� ��L� 5�� ���	� �� ���	 � �����	� �	
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	����	 ���	 	���	 �	�����	 � � ������.����  ��� 2	���4 � �����)���	 ���� �	�����	
�� ���9����	 !�� �2������

������ ����E 5��	 �������	 ����� � ����� �?���������� � � �������4 	����	 �	� ����
�	�����	 �� ���9����	 ��" ���#����	 �� ������	�

3	�����	 �� 3	�����	 �� 3	�����	 �� 3	�����	 ��
���9����	 � ���9����	 � ���9����	 � ���9����	 �

ErroRG !��� NLO ���0� ����� ���0', �����
�8���	 �� ������7� �00 *00 �00 '00


�" � ������ �� ���	4 ������C� � �	���;���� 2.��	C2��	���	�"#��� �� ���� ���9C
����	 !���� �� ������ ���$ ���������C� 	 ���9����	 !��� 	����	 �	� 	 �	�����	
�4 � � �� 5�� ���9����	 ���	�����C� �����	 �	 ��������	 ����������� ����������	
�	�	 ������	 �� �����)���	4 ���	������	 	 ���	 �� �	����7� �� �	�����#�����	 �	
��	��	 �� 	�����)���	� � ���	� 	����	 ���� � ����#�� �� ��������	 Q0 �	� 	 �	�����	
� � � � �����	� �	 ���	�� ���������	 �	� 	���	 ���	�� N/�	A� *6O� %��������� ���
���	�� ���	�����C� ����� 	 100 kJ/mol � 	 200 kJ/mol� � ���	� �� Q0 ���	�����	 �	�
	 �	�����	 � � ��������� �	 ���	� �����)��	 �	� /�	A� � 
����� 3	� ��� 	������7�
�	�����C� B�� 	 �	�����	 �� ���9����	 � �������� � ����	� 	����	�

������ ���$E -��9����	 	����	 ���	 ���	�	 �	 #���������

-��9����	 3	�����	 �� 3	�����	 �� 3	�����	 �� 3	�����	 ��
���9����	 � ���9����	 � ���9����	 � ���9����	 �

ξ 6��$ ��60 '�,� 6�$*
m 0��$,$, 0�0'�** 0������ 0��**6�
A N−1O 6.42 × 107 2.33 × 106 3.65 × 108 9.60 × 107

h0 N�-�O �'�6�� �'$��� �*��0 �,����
a ��'* ��*, ���' ���*
Q0 NUMD�	�O �����* �*$��� �66�$0 �$��6$
Tt NQO 6�$�, '00�0 '00�0 '00�0
s̄ N�-�O $*�� �*�� �*�0 �'�6
Qds NUMD�	�O �6$�*� �$'�60 �$0�00 �0����
n 0�0�0 0�0�0 0�0�' 0�0�0
s0,1 �$�''6 ���',� ��$�6�6 �$�000
s0,2 C0�00, C0�0�, C0�06� C0�0�0


 ����	� 	����	 � � B�� � ��������4 ���������� �	� 	 �������	 �?����������4 ��
!#��� ���' ���� 	 ����	 �� ������	 ����?��� � �� !#��� ���6 ���� 	 ����	 �� �	��� ���	�

�������	 ��� �������	 �	�� ���C� B��4 �� �� �	�	 #����4 �� ��� #����� �	��;����
�� �����������	 �	 ���9����	 �	��������	� 3	����	4 �� �������� 2�� �	 ����	
� �� ��#�� ����	 � �?������	 � ���	�� 5�� 2���	 �������C� I #����� ��!������� ��
�����������	 �	 ���9����	 �	 �������� � ��������� � ��������� �� �����	�������	 �
�����)���	 �� ���	�	 �� ������!����	 �� ���9����	4 �	�	 	 �����	����	 ���� �������	�
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� ���	�	 �� 	�����)���	 �D	� �� ������!����	 �� ���9����	4 ���� ���� �!������4
�;� �� �	���)�� �	 ��� ������	 B��������D���	 �	�������	��� ���������� � ���	 �	�C
������	��� �	�� �� �������	 ���� ��	����	 � �	����#;���� �	 ������	� 
 ��	����	 �	 ���	
�������	 #�	��� � ����������� �� !#��� ���*�  ��� !#���4 �	�� �	������C� B�� 	 ���	�	
�����	 �	 #�������� � ����	 �����	 � B�� ����� �	��� ������7� ���� 	���� �� �.���	
�	���4 �	� �� ���	 �������	 #�	��� �� ���L� 
 �	����#;���� ���� ���	�	 � ����#��� ��4
���	?����������4 �00 ������7�� �	�����4 ��� ���	�	 ��B��� ���������� $0 ������7�
���� � �������� �� �.��� �� ���	 ����.��� J����?	 �� �0LK� 5�� 	������7� ����� I
�	�����	 �� B�� ��� ���	�	 �� 	�����)���	D������!����	 �� ���9����	 ���	���� ���
�!��;���� ��������

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

0 100 200 300 400

Iteração

E
rr

o
 r

e
la

ti
v
o
 g

lo
b
a
l 

[%
]

1�#��� ���*E 5�	����	 �	 ���	 ����� 	 ���	�� 	������	 �?��������������� � 	 ��2������
�	�����	 �� ���9����	 �	 �	�#	 �� ��	����	 �	 ������	 ��������	�

�������� $���

� �������	 �?���������� �����)��	 ���� ������!��� 	 ���9����	 �	��������	 ���� 	
����.��	 ���	 �	 	 �����)��	 �	� ������ � <����@ N������ � <����@ 6*O� -��� ��� ��������
�����)	�C� ���������� 	 �	�����	 ������� �� ���9����	 B�� 	����� ���	 �	� 	 ��������
������	��

3	� ��� �	�����	4 � ��" �00 ������7�4 ����#��C� ���#����	 �	 ������	 �	� �� ���	
�������	 #�	��� �� ��6L� � �	�����	 �� ���9����	 ���	�����	 �	�	 "����	 � ���������	
�� ������ ���'� 5�� ���	�����C� �����	 �	 ������ �	.��� ���� ���� ���9����	� �
���	�� ���	�����	 ���� � ����#�� �� ��������	4 Q0 � Qds4 �	 ��;����	 � ���������
�	 ���	�����	 �	� 1�	� � 
��@ N/�	A� *6O�

� �������	 �?���������� � �������	 �� ����� ����	C��2	�����	 ���� 	 ����	
�� ������	 ����?��� �	 ����.��	 ���	 �	 	 B�� � ��������� �� !#��� ���,�  � ��	��	
�	� ��� �������	4 �	�� 	������C� � #����� ������	 �	��#���� �	� 	 ���9����	
����������	 ���� ��� ���������
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������ ���'E 3	�����	 �� ���9����	 �	 �	���	 �� �	��	�������	 	����	 ���� 	 ����.��	
���	�

-��9����	 3	�!������ �������
ξ �'�*$
m 0���0�'
A N−1O 3.98 × 107

h0 N�-�O �660�,
a ����
Q0 NUMD�	�O ������
Tt NQO *,,�,
s̄ N�-�O �����
Qds NUMD�	�O ��,�00
n 0�0�0
s0,1 �$�000
s0,2 C0�000�
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 Experimental:     Simulado:

1�#��� ���,E 3���� �� ����	C��2	�����	 ���� 	 ����	 �� ������	 ����?���� 3	�����C
��	 ����� 	 �������	 �?���������� N������ � <����@ 6*O � �������	 �	� 	 �	�����	 ��
���9����	 ���	�����	 ���� 	 ����.��	 ���	�

���$ 9������	 �	 ���	�	 -����	 �� 
�#	����	 2�	��>
��	����	

3	� 	 ���	�	 �����	 �� ��#	����	 ��	����	����	 ��	 � �������	 �����)�� ����	 �	�C
����	 �� ���9����	 �������� �	�����4 �� 2	��� � ������)�� 	 ���	 �	�������	��� �	
��	��	 �� 	�����)���	4 � ������� ���������� � ������	 �� �	������	 P ������ -���
�� !�4 �2��������C� �����	 ���� �	� ������	 �� �	������	 B�� ������ ����� $



&&�*� ;�	��
��	 �� 2-���� E
	�
�� ��  ��������	 3�������$���	 �'�

� �$0 � �$00 #����7�� �	�	 	 ���� 2	��� �2������	 �	��������	 	 ���	 ���	 �
��	���������� �� ���)�����	4 ������	 � ������	�


 ��	����	 �	 ���	 �������	 #�	��� �	� 	 �8���	 �� #�����	 ���� � ��2������ �	����C
�7� P � � B�� � �������� �� !#��� ����0� 
 ������ ���� !#���4 �	�� �	������C� B�� 	
������	 �� �	������	 ��� �!������ � 	 �� P = 15 �����.��	� 5�� �	�����	 �	������4
���� �	 ���	 �������	 #�	��� 	����	 �	 !��� �� �$00 #����7�4 	 ����	 ��������	 �	� ����
#�����	� -	� �?����	4 ��� #�����	 �	� �� ������	 �� �	������	 �� �00 ������� ��
�	�� ��)� ��� ����	 �� 3-(� B�� ��� #�����	 �	� ��� �	������	 �� �$� 
 ������	
�� �	������	 ����� Pideal = 15 ��� � �����)��� �	 ��	��	 �� ������!����	 �� ���9����	�
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P = 5;     t = 123.56 s
P = 10;   t = 244.43 s
P = 15;   t = 402.21 s
P = 20;   t = 551.73 s
P = 50;   t = 1283.4 s
P = 100; t = 2579.9 s
P = 250; t = 6307.9 s

1�#��� ����0E 5�	����	 �	 ���	 �������	 #�	��� ���� ��2������ ������	 �� �	������	�
����	 ��������	 �	� ���� �����

(�� ��) ����������	 	 ������	 �� �	������	 �����4 ��	����C� �	 ������	 �	 ���9��C
��	 �	��������	 ���� � ��#� �� ����.��	 

�0$0C�� 
 ����� �� ����	C��2	�����	 ����
	 ����	 �� ������	 ����?��� 	����� �	� 	 ���9����	 ���	�����	 �	�	 "����	 ���	
���	�	 �����	 �� ��#	����	 ��	����	����	 �	 � B�� � ��������� �� !#��� ������
�� !#��� ����� ����������C� 	 �������	 �������	 � �?���������� ���� 	 ����	 ��
�	��� ���	� � ���9����	 �	��������	 �����)��	 ���� ����	 ���	�����C� �����	 ��
������ ���6�

Y����	 �	������	 �	� �������	 �� 	���	 ���	��4 	 �������	 	����	 �	����C
C� ��� �����	 J���	 �������	 #�	��� `�LK� -	���4 	�������	 	 �������	 ��������C
�	 �� !#��� �����4 � �	.��� ����!��� ��� ���	� ������	 ���� ���	�� �� ��2	�����	
0.1 < ε < 0.15 ���� ����������� ��2���	�� � 313 K� � �������	 �������	 �	 ����	
�� �	��� ��������� ������ ������	 ��2���	� �� 2�� ������� �	 ����	 Jγ < 0.05K�

�6������ �#������� ��� ��������� ������	 ����	� =������� B � ��C 91%�
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   Experimental:           Simulado:

1�#��� �����E 3���� �� ����	C��2	�����	 ���� 	 ����	 �� ������	 ����?��� � ��2������
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  Experimental:       Simulado:

1�#��� �����E 3���� �� ����	C��2	�����	 ���� 	 ����	 �� �	��� ���	 � ��2������
������������ 3	�������	 ����� 	 �������	 �?���������� � �������	�
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������ ���6E -��9����	 �	��������	 �	 �������� 

�0$0C� ���	�����	 �	� 	 ���	�	
�����	 �� ��#	����	 ��	����	����	�

-��9����	 3	�����	 !���
ξ *�,'
m 0��$0,�
A N−1O 13.5 × 106

h0 N�-�O ��',��
a ����
Q0 NUMD�	�O ��*�$'
Tt NQO '00�0
s̄ N�-�O 6*�0
Qds NUMD�	�O ��,���
n 0�0$0
s0,1 �0�0�'
s0,2 C0�0000�

���' 
����� 0	��������� �	 ���	�	 �� ������)���	

� �������	 	����	 �	� 	 ���	�	 �����	 �	 #�������� � 	 ���	�	 �����	 �� ��	���
��	����	����� �	 ������	� �� !#��� ����� �	���C� � ��	����	 �	 ���	 �������	 #�	���
�	� 	 �8���	 �� #����7� 	� ������7� �������� ���� �������� ���#����	 �	 ��	��	�

�������	 ��� �������	 �	�� 	������C� B�� � �	����#;���� �	� 	 ���	�	 �����	
�� ��#	����	 ��	����	����	 � ��� ����� �	 B�� �	� 	 ���	�	 �����	 �	 #���������
3	����	4 �	 !���4 	 ���	 �������	 �	 ���	�	 �����	 �� ��#	����	 ��	����	����	 � ��2�C
��	�� 
����	��������4 �����	 I ��������.���� ���� ���	�	 �� 	�����)���	4 	 �������	
	����	 �	���� ��� ���	� ��	���������� �� �� �.���	 #�	����


 ������ �� !#��� �����4 �	�����C� ������ B�� 	 ���	�	 �����	 �	 #�������� �
����	 �����	 � B�� ����� �	��� ������7� ���� 	���� �� ���	 �������	 ����.���� -��� 	
���	�	 �����	 �� ��#	����	 ��	����	����	 �	 �������� ��� �� �$00 #����7� ����
� �������� �� �.��� �� ���	 ��2���	� � �0L� -	���4 	 ���	�	 �����	 �	 #�������� ��B���
���������� $0 ������7� ���� � ����#�� 	 ���	 �.��� �� ���	� 
 �����#�� ��	�"���� �	
���	�	 �	 #�������� � ����� ��2	����� ���	 ����	 �� 3-( ��������	 �	 ������	 �� ����
�������	4 �� �	�������	 �	� 	 ����	 �������	 ���� ���� #�����	� � ����	 �� 3-(
�� ���� �������	 � ����� �� 6$L �	 ����	 �� ���� #�����	 J������	 �� �	������	 �� �$
�����.��	K�

� ���9����	 	����	 ���	 �	� ���	�	 �	 ������� ������	 � ���	 �	���)�� �
�� ���	� �� ���	 �������	 ���2��"��	� -��� ������ ���$4 B�� �������� 	 �	�����	 !��� �	
�	�!������ 	����	 ���	 ���	�	 �	 #��������4 � ���� ������ ���64 B�� �������� 	 �	�!C
������ 	����	 ���	 ���	�	 ��	����	����	4 �	�����C� B�� ���	 	 ���	�	 ���������
���	�� B�� �������� 	 �#��!���	 2��	���	�"#��	 �� ���� ���9����	4 ���	�� �����C
�� ��2������� 5�� 2���	 � �?������	 ���	 �8�����	 �.���	 �	 2����	��� ���	 � ����
�	����?����� �	 �	���	 �� �	��	�������	 �����)��	�


��	 	 ���	�	 � ��������� ����)� �� ���������� 	 �	�����	 �� ���9����	 ����
	 �	���	 �� �	��	�������	 �����)��	� � ���	�	 �����	 �� ��	��� ��	����	����� 	2�����
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Método baseado em algoritmos
evolucionários

Método baseado no gradiente

1�#��� �����E 3	�������	 �� �	����#;���� �	 ���	�	 �����	 �� ��#	����	 ��	����C
	����	 � �	 #���������

��� ���	� ��	���������� �� ���	����� 	 �.���	 #�	���4 �� � �� ���	 �	�������	���
�����	� �	 ���	�	 �����	 �	 #���������

���3 0	����4�

-��� � �	������	 �� ��	��	 ����	���9���	4 � �������	 ���	���� � �	���	 �� �	�C
�	�������	 �	����?	 �� 2	��� � �����#�� � #����������� �	 ��	��	 2.��	 B�� ��C
�������)�� 	 �	��	�������	 �	 �������� ��� �	����7�� 5��4 #���������4 ���������
�� �8���	 ������	 �� ���9����	 B�� ����� �� �������	 �	 ���������

� �	���	 �� �	��	�������	 �����)��	 ���� �������	 �������� ����� �� �$ ���9����	
B�� ����� �� ������!���	 ���� ���� ��������� ����	 ���� ���9����	 ��������� ��
�#��!���	 2.��	C2��	���	�"#��	 ��� ��!���	 B��4 �	� �� ��)4 ������� � ��!������� ��
�� �����������	�


��� �� ���� �	 ��	����� �� ������!����	 �� ���9����	 ���	��� �	�	��� ��� B��C
��	 �������� -	���� � 2	��� ���������� �	 �	���	 �	��������	 �	����� �	� �?������	
	 �������	 �?����������a <" ��" ���	�� �!������� � ��� B����	 ��� �	.��� ��	C
�#��� ���� 	 ��	��	 �� ������!����	 �	 ���9����	� -	���4 ��	����� B�� �� ����	
��	 � ���	�� � ��� B����	 " �	�� �� ���	������ ��" 	 ��	��	 �� ������!����	�

� ���	�	 �� ������!����	 ������C� �� ������)���	 �	 2����	��� B�� ���������)�
	 ���	 ����� 	 ���	�� ������	 ���	 �	���	 �� �	��	�������	 � 	 ���	�� 	������	
�?���������������� ���� �������	4 	 ��	��	 �� ������)���	 � �����)��	 �	� �	� ��C
�	�	E J�K 	 ���	�	 �����	 �	 #�������� �	 2����	��� ���	 � J��K 	 ���	�	 �����	 ��
��#	����	 ��	����	����	� � �������	 ���	�	 2	� �����	����	 � ������ �	 ���	�	 �	 ���C
	� ������� � �	 ���	�	 �� &�������#C���B����� � �#���	 ���	�	 �����)� �� ��#	����	
��	����	����	 �� ����	 �� ���� ���� ���� ���	����� 	 ���	� �.���	 #�	��� �	 2����	���
���	� 
��	 	 ���	�	 2	��� �����)��	 ���� � ������!����	 �	 ���9����	 �	 �	���	
�� �	��	�������	 ���� � ��#� �� ����.��	 

�0$0C�� � ���	�	 �	 #�������� ����� 2	�
�����)��	 ���� � �����������	 �	 ���9����	 �	 �	���	 ���� 	 ����.��	 ���	�



&&�5� �����	,�	 �'6

� �	� ���	�	 �	������C� ����)� �� ����������4 �	� ���	4 	 �	�����	 �� ���9C
����	 ���� �	���	 �	��������	 �� �������� �������4 �	�	 	 �	���	 �����)��	� W �	.���
�	������ B�� 	 ���	�	 �����	 �� ��#	����	 ��	����	����	 ���� � �.��� �� ���	 ��2���	��
� ��� ��� ���	� ��	���������� �� ���	����� 	 �.���	 #�	���4 B����	 �	������	 �	� 	
���	�	 �����	 �	 #��������� 3	����	4 ��� 2���	 � 	����	 �	� �� ���	 �	�������	���
��� ������	� � ���	�	 �����	 �	 #�������� � �	�������	�������� ����	 ��	�"���	�
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��������� � 2	�������	 � ������� � ������� �� ������������	 �	 �	���	 ������C
���	 � ���	�	 �������	4 ������� �#	�� ������C�	 �����)���	 ����	�

� ������� ���.���	 ��� �������	 �� ��; ������ �� ��������4 �2�����C� �� ����	
�	 ��	����� ���9���	 	��� � #����� ��2	����7� � �	���7�4 	 ��#	����	 �� ������	
�	 ���	� �	����	 � 	 ���	�	 �� ����#����	 �	 �������	� 3	� ��� ����	 ��������C�
������ ������� � 2	�������	 ���������� � �������� ������� ������	������� �� �#����
����� ���������C� ����	 ����	 �� ��������	 �	 ��	����� ������	� 
 ��������	 �� 	C
����	 ������� � �2������� ���	�����	 � B����	 �?����	 �� �������	 �� ����2��;���� ��
���	� ���� ����� �����E ��; �?����	 �����)��	 �� ��#��� �����	����	4 � 	���	 �� ��#�C
�� ���������� � �������	 �	 �	������	 �	� �������	 ����.���	 � �	� �������	
�� 	���	 ���	��� �� �������� ����� ���� ���.���	4 ���������C� ��; ����	 �� ��	���C
����	 ����	���9���	� 
 	���7� ��� ����	 �	 �	������� B��� �	� �������	
�?���������� B��� �	� �������	 	����	 �	� 	���	 ���	���

���� +�	����� ���5���	 �� %�����  �/	����4�


 �����)���	 �� �� ����	 ���9���	 �� #����� ��2	����7� ������� ������� 	 �	��	�C
������	 �	 �������	 !���	 �����������	 � � ��:�;���� �	 ��#	����	 �� ������	 �	

�',
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���	� �	����	� � ����	 ���9���	 ������	���	 ���� ��� �2���	 2	� 	 ����	 �� :�?�	 ��
��� ��#� ��������� �	� ��� ���#� �� �	��� ������ <� �����	 � ��2	���� �#��!������C
�����4 ��� ����	 ����) ����	 �� ��2	�����	 �� ������	 � �� �	�����	4 ��� �	�	
#����� �	���7��

������ ������ �	 B	(�� �	 ��� !�$�

��������� � �� ����(��	�

� �	���	 #�	������	 �����)��	4 �����	 �	 �������	 �� N����)� ,�4 
��� 0�O4 ���	����C
C� �B������)��	 �� !#��� ����� � �	���	 #�	������	 �	 ��	���� �� :�?�	 �������� �

z

y
x

5
20

1

1�#��� ����E  ����7� �	 ��	���� �����)��	 �	 ����	 �� :�?�	�

�����7� 20 × 5 × 1 [mm3]�

 �����)���	 �� �������	 !���	 ����������	 ���������� �	���) I 	������	 �� ����C

���	 ���������� �� 	��������	 �� �����4 �	�������� ���	��"���� N����)� �	 �
� ,�4
/��@���U	 �	 �
� 004 
��� 0�O� 5�� �������	 ����� �� �����)��	 ���������� �� #�	C
������ �	����?�4 B�� ���	�������� � �����)���	 �� �������	 ��?������	�  ��� �����
���	����C� � ����� ��!����� -	� ��� �	���	4 �	 ����	 B�� �B�� � ��������4 ���C
�� � �	������ 	 �������	 ��?������	 �	� ����#����	 �	������ JH*1+K � �	� ����#����	
����)��� �������� JH*<=+K�


 ����� �� �������	 !���	 �����)��� � ���������� � �	�������� 40×10×2 �������	4
��$� �" � '�00 �	��	 �� ����#����	� 3	� ��� ����� 	 �������	 �;� ��� ������	 ��
2	��� �� ��

�� ������ ���� �����C� �	�� � ���#���7� �	 ����	 �2������	 �	� 	 ��2������
���	�	 �� ����#����	 � ���	�	 �� ������	 �	 ���	� �	����	�

������ ����E  ��#���7� �	 ����	 �2������	�

���	 �� +���#����	
3�����	 �	 ���	� =	����	

 ��	��	���	 �	��� =	����	 �����������
+���#����	 �	������ H*1+C- H*1+C+=
+���#����	 ����)��� �������� H*<=+C- H*<=+C+=



&/�/� .������
 2��6���� �� +�
���	 )�"���
�,�	 �6�

������2� ;�������� � $��$������� �� ��������

�	 ����	 �� :�?�	 	 ��	���� ����������	 �� !#��� ���� � �������	 �	 �#����� �	�����	
�� ������7�E

�� �	����7� �� ������� �	 ����	 x = 04 y = 0 � y = 5 mmP

�� ���	���	 �� ���	������	 ���	 �� �������	 Oz �� �	�	 	 �" ����������� ����C
���������� �	 ����	 x = 0 � z = 0 mm J��?	 OyKP

�� ���	���	 �� �� ���	������	 �� �������	 −Oz I ����� �����	� �� �" ������������
�	����)��	 �	 ����	 x = 20 mm�

+��TC� �� ���	������	 �� 10 mm J$0L �	 �	��������	 �	 ��	����K I ���	������ ��
0.04 mm/s� 
 ����������� � �	������ � �#��� 293.15 K�

� �������� �	�������	 � �	��"���	 � 	 ���9����	 �	 �	���	 �	��������	 �	 	
���	�����	 �	� N/�	A� �	 �
� *,O4 ���B���	 I ��#� �� ����.��	 

��00C�� 5�� ��C
�	�����C� ����������	 �� ������ ����� (�� ��) B�� 	 ����	 ���	��� I �����������
��������4 	 �"���	 �� ����������� � 	 �	�!������ �� -	�	� �	 �	������ � ���	 �	�

E = 83.474 GPa e ν = 0.33, J����K

���������������

������ ����E -��9����	 �	 �	���	 �	��������	 �����)��	 �	 ����	 �� :�?�	�
-��9����	 3	�����	 !���
ξ 6�00
m 0�����*
A N−1O ��,�×107

h0 N�-�O ���$�'
a ���
Q0 NUMD�	�O �6$��$
Tt NQO R
s̄ N�-�O �*�,
Qds NUMD�	�O �6$��$
n 0�060�,
s0,1 '��*'�$0
s0,2 C0�0�*0,

7�������

�� ������ ���� ���������C� 	 ����	 �� ������	 ��������	 �� ���� �������	4 �	�C
����)��	 ������������� �	 ����	 �� ������	 �� �������	 ��� ������ JH*1+C=+K� � ���!�
��2���	� �� ����	 y = 0 � �	����	 �� !#��� ���� ���� � ������7� �� ������ �����
���� !#���4 �	�� �	������C� B�� ����	 	 ���!� J��2	�����K �	�	 � ����� �	 9�#��	 �	
��2�������� �	 ��	���� ������	 �	� ����#����	 �	������ �	 ������� ��2������ ��B����
	����	 �	� 	 ���	�	 �� ����#����	 ����)��� ��������� 
 ��2������ ����� 	 ���!4 ��
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2	��� ��� ��B����� ���� 	 �������	 H*1+4 ������ 	 2���	 ���� �������	 �� �������	
�.#��	 B����	 �������	 � 	�������7� �� :�?�	� 5�� �	�����	 �	�!��� 	 �������	
	����	 �	� N����)� ,�4 <��	 � H�#�� ,*4 /��@���U	 �	 �
� 004 
��� 0�O4 ����� 	���	�

 ��2������ �	 9�#��	 �� �	����	 �	 ��2�������� ����� 	 �	� ���	�	 �� ����#����	 �
�	��B�;���� �� ��#���) �	 �������	 H*1+�

������ ����E ����	 �� ������	 �	�����)��	 ���� 	 ����	 �� :�?�	�

���	 �� ����	 H*1+C- H*1+C+= H*<=+C- H*<=+C+=
����	 �� ������	 ���' ��00 ��6� ����
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1�#��� ����E -��!� ��2���	� �� ����	 y = 0 � 9�#��	 �	 ��2�������� �� �	����	 �	 �	�#	 �	
��	���� �����)��	 �	 ����	 �� :�?�	�

�� !#��� ���� �	���C� ������ 	 ���	������	 ��������� � 	 9�#��	 �	 ��2��������
�� �	����	 ���� 	 ��2������ ���	�	 �� ������	 �	 ���	� �	����	� � ���! H*<=+C+= �
H*<=+C- 4 ��� �	�	 	 ���! H*1+C+= � H*1+C- 4 ������� ������������ 	����	�	�
5�� 2���	 ������� �	�!���� B�� ���	 	 ���	�	 �	���)�� � �������	 �B��������� �
�� �	� ������	� 
���� �	 ���	�	 �� ���	��	���	 �	��� #	)�� �� ��� ��� ����������
��� 2	���4 	 �2	��	 �	�������	��� ��B�����	 ���� ������	 � �����	�4 �	�	 � �	��� ��
������ ����� 5�� 2���	 � �	��B�;���� �	 ���	� �8���	 �� ����� �?�#��� ���	 ��#	����	
�	 ������	 �� R ���� ���	��	���	 �	���� ����	 �	���	 � � ��������� �� � �2������
��� ������	 ��� ��)� �	� ���� �	��	 �� ����#����	 ����� B�� � ���	��� �	 �B���� �	
�	��	 ����	 N
������C3���	 �	 �
� 0�O�

�� !#��� ���� ���������C� 	 �	���	�� �� �	��	����� σxx �	 ���	� �� ���7� ��
3����@ ���� 	 ����	 �� :�?�	 H*1+C+= � H*<=+C+=�

�	 ��	 �	 ����	 H*1+C+=4 ���	 �������	 � �	���� �� !#��� ����J�K4 	 ���	C
�� ���������	 �� �	��	����� �� ����	 σxx �	 ����	 ������	� 5�� �������9���� �
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�,�	 �6�

��� ���

1�#��� ����E +	���	�� �� ����	 σxx �	 !��� �	 ����	 �� :�?�	 ���� J�K ����#����	
�	������ � J�K ����#����	 ����)��� �������� J���	�� �� �-�K�

������.�� I �?��;���� �� ���7� ����	������ ����	 ������� �� �������	 ��?������	
���������� �	� ����#����	 �	�������

���� ���	�	 �� ����#����	4 	 �2�������	 I �	�������	 �� �	���� �	 �	������	
�	� ��� ��2	�����	 �	�8���� ������� �� B�� ������� ���7� ����	������ ����!���������
�������� 5�� � � ���� �	 ��� ��������	 �	 �������	 H*1+ B����	 	�������	 ��
:�?�	� -	���4 	 �������	 H*<=+ ��������C� �	�	 ����) �� ���������� !����#�������
� ���7� �?������ �	 ����	 �� :�?�	� � �	���	�� �� ����	 σxx ���� ��� �������	
�	 	 ����������	 �� !#��� ����J�K� 5�� !#��� ��:���� ��� �� ����	 �� �	�����	
�� ����� ��2���	� �	 ���!� �	 ��	���� � �� ����	 �� ������	 �� ����� �����	� �	 ���!� �	
��	����4 �	�	 � ��������

�� !#��� ���� �	����C� 	 #�������� �� ��2	�����	 ������� �B���������4 �� ����	
�B���������4 �� �������� ������� s � �	 9�#��	 �	 ��2�������� 	��	��"���	 �	 �	�#	 �	 ��	����
���� 	 ��	 �	 �������	 H*<=+C+=�

-��	 �������	 �� !#��� ����J�K �	�����C� B�� � )	�� �����	� �	 ��	����4 )	�� �	�
�.��� �� ��2	�����	 ������� ��� ������	4 � �������� � ��� ���	� 	��������	 �4 �	�C
�B����������4 	2����� ��� ���	� ����;���� �	��"���� �	 ��	�����	 ������	 J���	��
��� ������	 �� sK� 3	�	 ������	4 	 #�������� �� s �	 ��;����	 �	 #�������� ��
��2	�����	 ������� �B���������4 �?����	 �� !#��� ����J�K� ����	 	 #�������� �� ��2	�C
����	 ������� �B��������� �	�	 	 #�������� �� ����	 �B��������� J!#��� ����J�KK ���	
B��������������� �� ��	��	 �	� 	 �������	 �	� 	���	 ���	�� NH������ ,'4 
��� 0�O�


 ����������	 �	 9�#��	 �� �	����	 �	 ��2�������� �	��	����	���4 !#��� ����J�K4 ����C
���� ��� )	�� ���	?���������� �	�	#���� 	��� � �� �������	 � B��� ����� 5�� 2���	
��� �� ��	��	 �	� � ����������	 �� ��2	�����	 ������� �B���������4 B��� ���?������
���� )	�� J���	 �� 0�0�$ �� ������ �	 �	��������	 �	 ��	����K� 
 ��2	�����	 ���C
���� �	�������C� �� )	�� �	 �����������	4 B��4 �	 :�����4 �	���� ����	 �� �	��������
�� �������	 �	 9�#��	 �� �	����	� 5�� ��	���������	 � �	������	 ���� ���9���� ��
���������
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1�#��� ����E +	���	�� �� J�K ��2	�����	 ������� �B���������4 ˙̄εpP J�K ����	 �B���������4
σ̄ N�-�OP J�K 9�#��	 �	 ��2�������� �	��	����	���4 θ N�O � J�K �������� ������� s N�-�O4 ����
	 ����	 �� :�?�	 H*<=+C+=�



&/�1� .������
 �-����� �6$

� 2���	 �� �?������ �	���7� �����	�� � $� ���	���� 	 ��B���������	 ���� ��	C
����� �� ��	��������� �� #����� �	���7��

���� +�	����� ������	


 ��������	 �� 	����	 ������� � 2���� ������ �� B����	 �?����	 �� ����2��;���� �� ���	��
3	� 	 ��; �������	 ��	����� �� ��#��� �����	����	4 ��������C� ������� � ������	 �
�!��;���� �	 ��#	����	 ��� �	�	 	 ��������	 �� �	����7� �� 2�	������� 3	� 	 8����	
����	4 ������C� 	 ��#	����	 �� ����#����	 ����	��� ���� 	 ��	����� ������	� -��� ���4
�2�����C� � �������	 �	 ����2�������	 �� ��� ����� �� ��#��� ���������� �	�� �
	���7� 	����� �	 �	������� �	� �������	 ����.���	 	� �	� �������	 	����	 �	�
	���	 ���	�� �	� ��	���#�� ��2�������

���"�� ��
��� �	 ��� ����� ����� ��� 
	��	��
��� ��	����
�

5�� �?����	 �	���� �� �	�������	 ����� � 	���7� ����.���� � �������� �	 ��	����� ��
�	�����	 �� ���	� ���� ����� ����� �	� ����������� �������� �� �	�� � 2��� ��������

��������� � �� ����(��	�

�� !#��� ���$ �	���C� � #�	������ � ����� �� �������	 !���	 �����)��� ���� ����	�

z

x

y

B

L

1�#��� ���$E %�	������ � ����� �� �������	 !���	 �����)��� �	 ����	 �� ��� �����
����� �	� ����������� ���������

� �	���	 #�	������	 � B������#���� �������	 JB = L = 1.0 mK� 
 ����� �� �������	
!���	 �����)��� � ���������� � �	�������� 20 × 20 × 1 �������	 � **� �"� �
�������	 ��?������	 �����)��	 �	 ���������� �	� * �	��	 �� ����#����	 �� %���

������2� ;�������� � $��$������� �� ��������


 �	����7� �� 2�	������4 �B������)��� �� !#��� ���'4 ���	�����C� �������� �� ������
����� �� 2��� �����	� �� ����� J����	 y = 1.0 mmK � ����������� �������� � ���� ����
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2����	

F (x) = Ta sin
(
π

x

L

)
+ Ta. J����K

	��� Ta = 50�C � L � 	 �	��������	 �� 2���� �� ������ ���� �������C� ������ �
��	�������� �	 �������� �����)��	 � ��#�� ���9����	 �� ������	�

T(x,y=B)=F(x)

T=Ta

T=Ta

T=Ta B

L

1�#��� ���'E 3	����7� �� 2�	������ ������.�� �	 ����	 �� ��� ����� ����� �	� �����C
������ ���������

������ ����E -�	�������� �	 �������� � ���9����	 �� ������	�

 ������	 <.��	�	 >��	�
��� ����.!�� ρ 7800 kg m−3

3��	� ����.!�	 cp 452 Jkg−1K−1

3	����������� ������� k 48 Wm−1K−1

����������� �� 2��� �����	� F (x) Ta sin(πx/L) + Ta

����������� �� 	���� 2��� Ta 50 �C
����������� ��?��� Tm 100 �C
3	��������	D������ L = B 1.0 m


 	����	 ����.���� �	 ��	����� ���������	 �	�� �� 	����� �����)���	 	 ���	�	 ��
�������	 �� �������� N�)��U *04 >�) M�� 00O� -��� � 2����	 �� ����������� ��������
F (x) �������� �� �B����	 ����4 � 	����	 �E

T (x, y) =
2
L

∞∑
n=1

sinh(nπy/L)
sinh(nπB/L)

sin
(πx

L

)
x

∫ L

0
F (x) sin

(πx

L

)
dx + Ta J����K

= Tm
sinh(πy/L)
sinh(πB/L)

sin
(πx

L

)
+ Ta. J����K

7�������

�� !#��� ���6 �	���C� � ����������	 �� ����������� �	 �	�#	 �	 ��?	 ������� x = 0.5 m
�� ����� ������ ���� !#��� �	�2�	����C�C� � 	���7� �������� � ����.����� 
 	����	



&/�1� .������
 �-����� �66

�������� 	����7�C� ���2��������� I 	����	 ����.����4 ��������	 	 �������	 �������	�
� ���	� ��� ������	 �	 ���	 ��	����� ���� y = 0.6 m4 �	����	�����	 � ��� �����������
�� 64�C4 � � ��2���	� � 0.2%� (�� ��) B�� � ����������� � �������� 	��� �	�� � 2�	������4
	 ���	 	��� ��� ��#��	 Jy = 0.0 m � y = 1.0 mK �	 ���	�

40

50

60

70

80

90

100

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Coordenada y [m]

T
e
m

p
e
ra

tu
ra

,
T

 [
º C

]

0.0

0.1

0.1

0.2

0.2

0.3

E
rr

o
 [

%
]

Solução analítica

Solução numérica

Erro [%]

1�#��� ���6E  ���������	 �� ����������� �	 �	�#	 �� ����� ������

�� !#��� ���* ���������C� � !#��� �� �	���	�� �� ����������� � :�?	 �� ���	�
�� �������	 Ox� 
�������	 	 �������	 �� !#��� ���*J�K �	��C� � ������� �	 ����	
�	 :�?	 �� ���	�4 B�� � �	��B�;���� �� ������� �� �	����7� �� 2�	������� 5� ���	�
��	���	4 	 :�?	 �� ���	� �	 ��� ������	 ����	 I 2�	������ y = 1.0 m� =��	�����	
B�� 	 :�?	 �� ���	� � ����������� ��	�	���	��� I ���9���� ����� � ����������� J��� ��
1	�����K4 ��� 2���	 � ������	 � ��	����� ���� 2�	������ �����	 � ��� ���	� ���9����
����� � ����������� ��?��� � � ����������� �.�����

���"�� ��
��� �	 ��� ����� ����� ��� ���!	����

�� #����������� �	 ��	��	 ����	���9���	4 � ����#�� 	� � 2	��� �� ���	� � �	���)���
���� ���� ��� I �� 2�	������4 ���	 ������� �	� �	������	 ���� 	 ���������  � 2	���
� ������� � ������������	 �������� �� �	�����	 �� 2�	������ �� �	������	 � #�����	 ��
���	�4 � 2���	 �� ����	 �� ����2��;���� �� ���	� ���� ����� ����� �	� ��� ��?� ��
#�����	 �� ���	� � �	������	 �� 2�	������� ���� ����	4 	 �������	 �	 �	������	 �	�
��� 	����	 	����� ���	 ���	�	 �	 �	���� !���	 J�>1K N-����U�� *0O � �	� � 	����	
	����� �	� N>�) M�� 00O�

��������� � �� ����(��	�

� �	���	 #�	������	 � � ����� �� �������	 !���	 �����)��	 �	 � ���� �	 ����	
������	�4 ����������	 �� !#��� ���$� =��	���C� B�� � ����� �� �������	 !���	 �	��
400 �������	 � 882 �"�



�6* &/� =
���
��� >�-���


��� ���

1�#��� ���*E +	���	�� J�K �� ����������� J���	�� �� �CK � J�K �	 :�?	 �� ���	� ��
�������	 Ox J���	�� �� Wm−2K �� ����� ����� �	� ����������� ���������

������2� ;�������� � $��$������� �� ��������

�� !#��� ���, � �� ������ ���$ ���������C� � �	����7� �� 2�	������ � � ��	�������� �	
��������4 ��������������� 3	������C� ��� ��?� �� #�����	 ������� �� ���	� �	������
�� ������ 5�� ��� ������ � ����� �� ���	� �	� �	������	 �� �� 2�	������ x = 04
x = 14 y = 0 � y = 1 m �� 5� ��#��� �����	����	4 	 �	�!������ �� �	������	 � � ��?� ��
#�����	 ������� �� ���	� �	 ���	 �	 ��	������

qc=hc(T-T )

B

L

qc=hc(T-T )

q c
=

h c
(T

-T
)

q c
=

h c
(T

-T
)

Q

1�#��� ���,E 3	����7� �� 2�	������ ������.�� �	 ����	 �� ��� ����� ����� �	� �	����7�
�� 2�	������ �� �	������	�

7�������

�� !#��� ����0 ��������C� � ����������	 �� ����������� �	 �	�#	 �� �� ��?	 ���#	���4
�	 ����	 ��2���	� �B����	 ��� �	 �����	 �� �����4 �B������������� ����������	 �� !C
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������ ���$E -�	�������� �	 �������� � ���9����	 �	 ��	������

 ������	 <.��	�	 >��	�
��� ����.!�� ρ 7800 kg m−3

3��	� ����.!�	 cp 452 Jkg−1K−1

3	����������� ������� k 48 Wm−1K−1

3	�!������ �� �	������	 hc 150 Wm−2K−1

%�����	 ������� �� 3��	� Q 500 kWm−3

����������� �������� T∞ 30 �C
3	��������	D������ L = B 1.0 m

#��� ���,� �� !#��� ����0 �	������C� � 	���7� �������� ���� �������	4 ��������
	����� �	� �	���� !���	4 ����.���� � � 	����	 �������� 	����� ���	 ���	�	 �	 ������C
�	 !���	 �	� N>�) M�� 00O� 3	�	 � �	�� ����!���4 � 	����	 �������� ��� 	����	�� I
����� �� 	����	 �	 ���	�	 �	 �	���� !���	� 5��	�� ��2���	� � 0.3%4 � ���	� ��2������
���������� 	�	��� �	 ����	 �� ����� Jx = y = 0 mK� W �� ������� B��4 �� 2	�������	
���������� �	 ���	�	 �	 �	���� !���	4 ��� �	��	 �	 ��#����� � ������	 �� 2	���
��2���������� 
 ����� �� ����������	 �� ����������� �� ���#	��� �� ����� B�� � 	����
������������� ������ �	������ �	� 	 �������	 	����	 �	� N>�) M�� 00O� � ���	 ��C
?��	 ����� � 	����	 �������� � � 	����	 ���	 ���	�	 �	 �	���� !���	 � �� 0.302%�
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1�#��� ����0E  ���������	 �� ����������� ���� ����� ����� ������ � �	������	 �� 2�	�C
������


 !#��� ����� �������� 	 �	���	�� �� ����������� � :�?	 �� ���	� �� �������	 Ox� 

	�������	 ���� !#��� ������� ��2���� B�� �?��� ������� �?��� �	 ����	 �� �����������
� ������� �	�#�������� �	 ����	 �	 :�?	 �� ���	� �� �������	 Ox� � ��������	 ������
�� ����������� �	 �����	 �� ����� ��� I 2�	������ � �����	 I �?��;���� �� ����� �� ���	�



�*0 &/� =
���
��� >�-���


�	� �	������	 �� 2��� �� ����� ������

��� ���

1�#��� �����E +	���	�� J�K �� ����������� J���	�� �� �CK � J�K �	 :�?	 �� ���	� ��
�������	 Ox J���	�� �� W/m2K �� ����� ����� �	� �	������	�

�	��C� B�� � �	�����	 �� #�����	 ������� �� ���	� � �� #����� ���	��9���� �	� � �
��� �������� ���� � �������	 �� ����#�� #����� ���� �������	 �� �������	 ������	�

���"�" ��
��� �� �������� �	 ����� 	�
�	 ���� ��
	�����

5� ��#�� ��	��	 ����	�"#��	 �	�	4 �	� �?����	4 	 2	�������	4 � ������#�� � 	
�	��������	4 ����� �� ����#�� 	� � 2	��� �� ���	� � ����2����� �	� �	�����	 �� ����
���� � 2���������� -	� �	��#�����4 ���� ��	��	 �?��� ����2��;���� �� ���	� �����
�	� ��������� � �������	 ��	����� ������� 	 2��"���	 �� �	�����	 �� ���	� �	 �	�#	 �
����� �	� �������� �	� ��	�������� ������� ��2������ � ����	 �� �	�����	 ���2���	�

��������� � �� ����(��	�


 #�	������ ���� ��	����� � ���� �	� �� ���������.���	 �� �����7� 1 × 0.2 × 0.1 m3�
5�� �	���	 #�	������	 � �������)��	 �	� ��� ����� �� �������	 !���	 ���������� �	�
20 × 5 × 2 �������	 ��?������	 J!#��� �����K�

y

z

x

B

L

s2

s1

1�#��� �����E %�	������ � ����� �� �������	 !���	 �����)��� �	 ����	 �� �	�����	 ��
���	� ����� �	� ���������



&/�1� .������
 �-����� �*�

������2� ;�������� � $��$������� �� ��������

�� !#��� ����� � �� ������ ���' ���������C� � �	����7� �� 2�	������ � � ��	��������
�	 ��������4 ���������������

B

L

Ts1
=10ºC Ts2

=500ºCk1=48 Wm-1K-1 k2=14 Wm-1K-1

1�#��� �����E 3	����7� �� 2�	������ ������.�� �	 ����	 �� �	�����	 �� ���	� ����� �	�
���������

������ ���'E -�	�������� �	 �������� � ���9����	 �	 ��	������

 ������	 <.��	�	 >��	�
��� ����.!�� ρ 7800 kgm−3

3��	� ����.!�	 cp 452 Jkg−1K−1

3	����������� ������� �	 �������	 �������� k1 48 Wm−1K−1

3	����������� ������� �	 �#���	 �������� k2 14 Wm−1K−1

����������� �� ����2.��� � Ts1 10 �C
����������� �� ����2.��� � Ts2 500 �C
3	��������	 L 10 cm

����� B 2 cm

� �	�.��	 �� ������ � �	�����.�	 �	� �	� �������� ��	 ������	 B���B��� �����
�� ���	� ����� ��� J�	�����	 ������	 ���2���	K� 5�� �������� �	 �� �#��� �	��������	
JL1 = L2 = L/2 = 5 cmK� � ��2�������� �� ����������� �?������ ����� � 2��� �����
Js1 � s2K �� ���� �������� � �� 490 �C� 
 ��2������ ����� � �	����������� ������� �	
�������� � �� 34 Wm−1K−1�


 	����	 ����.���� �� �� ��	����� �� �� �������� �	��	�	4 �	� ����������� ���C
����� �� 2���4 �	�� �� 	����� ���	�����	 I �B����	 �� 1	����� ���� � ��������4 ����
���� �#����� �?����	 N+���	���� �  �V��� *0OE

q = U (Ts2 − Ts2) com U =
1

L1
k1

+ L2
k2

J���$K

7�������

�� !#��� ����� ��������C� � ����������	 �� ����������� �	 �	�#	 �	 ��	����� ����
!#��� �	������C� � 	���7� �������� � ����.����4 � �	���C� 	 ���	 �������	 ����� ����

 	����	 �������� �	������ �	� � 	����	 ����.����4 ��������	 	 �������	 �������	
	����	� � ���	 ����� � 	����	 ����.���� � � 	����	 �������� �4 �� ���	� ��	���	4 �����
��2���	� � 0.04%� � ���	� ��?��	 �	 ���	 ��	����� �� 2�	������ ����� 	 �	� ��������� �
:�?	 �� ���	� � �	������ �	 �	�#	 �� �������	 Ox Jqnumérico ≈ qanaĺitico = 1062.2 Wm−2K�
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1�#��� �����E  ���������	 �� ����������� ����� �	� ��������� 5��	 ����� � 	����	
�������� � � 	����	 ����.�����

� ������� �� ����� �� ����������� � ��	�	���	��� I �	����������� ������� �	 ���������
 ��� 2	���4 � � ������ �� !#��� �����4 �	�����C� B�� � �	����������� �	 �������� I
�B����� �	 �����	 �	 ��	���� � �����	� I �	����������� ������� �	 �������� �� 5��
2���	 �	�!��� 	 ���	 ��������


 !#��� ����$ �������� 	 �	���	�� �� ����������� �	 �	�#	 �	 ��	����� 
�����C�
�	 2���	 �� B��4 ��� ��) B�� � �	����������� ������� �	 �#���	 �������� � ��2���	�4 	
��2�������� �� ����������� � ���	��

1�#��� ����$E +	���	�� �� ����������� J���	�� �� �CK �	 �	�#	 �	 �	� ���������

���"�� ��
��� �� ���	4	���	�
� �	 ��� ����� �����

���� ����	 �����)�C� �� ����	 �� ��������	 �	 ��#	����	 �� ����#����	 ����	��� � �	
�2���	 �� ������� �������� � ��	����� ��	�	�	 ��� ��	����	 �� ��#��� ���������4 	��� �
	����	 � ���������� �	 ����	� 3	��B����������4 	 ��	����� ������	���	 ���� �������
	 ��#	����	 �� ����#����	 �	 ����	 � 	 ����2�������	 �� ��� ����� ����� �	� ����;����
������� �����)����� 1	� ��� 	 ��	����� ��	����	 �	� �� �	.��� �������� ��� 	����	



&/�1� .������
 �-����� �*�

����.���� B��4 �	����	������4 �	�� �� �	������� �	� � 	����	 ��������� 5�� 	����	
������ � �	������� �	� 	 �������	 	����	 �	� 	���	 ���	���

��������� � �� ����(��	�

-��� ��� ��	�����4 ������ � �����)	� � ����� �����4 ����������� �� !#��� ���$� 5��
�	�������� 400 �������	 ��?������	 � 882 �"�

������2� ;�������� � $��$������� �� ��������

 �!���C� �	����7� �� 2�	������ �� �	������	 �� 2��� x = 04 x = 14 y = 0 � y = 1 m
�� ����� ������ 5�� ���4 ������������4 I ����������� ���2	��� T04 �	�	 � �	�� ��� ��
!#��� ����'�

qc=hc(T-T )

B

L

qc=hc(T-T )

q c
=

h c
(T

-T
)

q c
=

h c
(T

-T
)

T0

1�#��� ����'E 3	����7� �� 2�	������ ������.�� �	 ����	 �� ��� ����� ����� �	� �	���C
�7� �� 2�	������ �� �	������	�


 �	�����	 �� ����;���� ������� �����)���� � ��������� ��!����	 �� ���	� �� �	�C
���������� ������� ����	 ������	 J��!���	K� ���� ��	4 �����C� B�� 	 ����	 �� ���C
�������� �� ����� ��� �	�	#���	 � B�� ��� �	.��� �������� � ��	����	 �	 ����	
������	 �	 �	��	 �	�������	 ����� � ����������� ��� �	��	� 
 ������ ���6 ��������
	 ���	 �	 ������� ����	� -��� ��� ����	 �����)����C� ����	 ���������	 �� ����	
�	������ J��� ������ ���*K� 
 �.���	 �	��������	4 2	��� ����� �����)��	 ��2������ ���	
�� ����#����	 ����	���4 ���	�����	 � ��2������ ������	 �	 ���������	 �� ����	�

3	��������	 B�� 	 ����	 �� ����������� � �	������ �� �	�� � ����� �� ����
������� �� ����	4 � �	.��� 	���� ��� 	����	 ����.���� �	 ������� ��	������ 
 	C
����	 ����.���� � ���� ���� �?����	 �#�����4 ������ �	 ���	�	 ����.���	 �� 	����	
����������� N+���	���� �  �V��� *04 >�) M�� 00OE

T (t) = (T0 − T∞) exp
(
− hcAs

ρV cp

)
+ T∞ J���'K

�%�� �	���� �
�
���
�� �������
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������ ���6E -�	�������� �	 �������� � ���9����	 �	 ��	������

 ������	 <.��	�	 >��	�
��� ����.!�� ρ 7800 kgm−3

3��	� ����.!�	 cp 452 Jkg−1K−1

3	����������� ������� k ∞
3	��������	D������ L = B 1.0 m
3	�!������ �� �	������	 hc 2000 Wm−2K−1

����������� ������� T0 100 �C
����������� �?����	� T∞ 30 �C
<����2.��� �� ��	�� ������� As 4 m2

>	���� �	 �	��	 V 1 m3

������ ���*E +��������	 �� ����	 �����)��	 �� ���� ����	�

+���#����	 ����	��� Λ +��������	 �� ����	

5?��.���	 0
dtb0�� 
dtb$�0 

+���.���	 N>�) M�� 00O � dtb�$0


�#	����	 �����������	 0�6 � �

dtb$�0 
dtb�$�0 
dtb�$0�0 
dtb�00�0 

7�������

 ����	 �	 ���	� ������	 ��!���	 ���� � �	����������� ������� �	 ��������4 � ��2������
����� � ����������� 	����� ������������� �	 ������	� �� ����� � �����)�����  ���
2	���4 	����	�C� ��� �	��� �	�	#�������� �� ���	�� �� ����������� �� ����� �� �	�	
	 ����	 �����)��	�


 !#��� ����6 �	��� � ��	����	 ����	��� �� ����������� ��� �	��	 ������� �� �����
���� 	���7� �������� 	����� � ������ �� B����	 ���	�� ������	 �� ���������	 ��
����	 dt� 5�� !#��� ������ �������� 	 �������	 ����.���	 �	 ��	����� ��������	
���� �?����	 J���'K�

Y����	 I ������	 �	 �������	4 	�����C� B�� ���� ���������	 �� ����	 ���	��4
� ������	 �	 �������	 	����	 ������������� � ���	�� -��� 	 ���������	 �� ����	
dt = 5.0 s4 	 ���	 ��?��	 	�	��� ���� t = 650 s � � �� 0��,L� �	 ��	 �� �� ���������	
�� ����	 ��; ��)� �����	�4 dt = 15.0 s4 	 ���	 	����	 � �� 0�*'$L �� t = 675 s�

�� 	���7� ���	������ �	� ���������	 �� ����	 �����	�� � dt = 150.0 s4 ���	��
�#�� � 2	��� ������� �� ����� �� ����2�������	 � ��������� �	� �������	 B���������	4
	 ���	 ��������� �L� 5�� �.��� �� ���������	 �� ���	 �	 ������	 ����� B��
� �����)� ��	 �� ����	 �������	 #������ -	���4 ����� �	 ���	 ����������	 ���	
������	 �?����	 �	 ���������	 �� ����	4 ��� ���	 � ��2���	� �	 ���	 ���	�����	 ����
	����	 ����.���� �� N>�) M�� 00O ���� dt = 150.0 s�


 	����	 	����� �	� 	 ��#	����	 �?��.���	 �������� ��� �	� ������	 ����������
B����	 	 ���������	 �� ����	 � ������������� ��B���	 Jdt = 0.1 sK� -��� ���������	
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dt=0.1 s (explícita)

dt=5 s (explícita)

dt=5 s

dt=15 s

dt=150 s

dt=300 s

dt=150 s [VazJr. 00]

Solução analítica

Temperatura exterior

Erro dt=5 s

Erro dt=15 s

1�#��� ����6E 5�	����	 �� ����������� �	 ����	 ���� � ����� ����� �� ����;���� �������
�����)����� 5��	 ����� � 	���7� �������� � ����.�����

�����	�� �	�	4 �	� �?����	 dt = 5.0 s4 ��� ������	��C�� � ��#	����	 �����������	
�	���� ��� ������	 �#��� �	 ��#	����	 �?��.���	 �	� � �	��������� �� �����)���	 ��
��	 �� ����	 ���B����� ��)� �����	���  ��� 2	���4 	 ��#	����	 �����)��	 ��������C
� �#��!����������� ��� �!��) �� ��	����� ������	 �� ��#��� ����������

���� 
�	�������	 ����	���5���	

� ��	�������	 ����	���9���	 ����2���C� ������ �� �����������;���� ����� 	 �	���	
�� �	��	�������	 ���9���	 � ������	� � �2���	 �� �������	 �� ����������� 	��� � ��C
�	�� ���9���� ������C� ���� �?����	 J	� �	�������	K ������� �	 ��������� � ����	 ��
����������� ������� �	 ����	 �� ���	������	 �	 "���	 � �� ����#�� #����� �	� ��2	�C
����	 �������� 5�� 8����� ������;���� � ���	������ �	� �2���	 ������	 �� ��2	�����	
��������

���� ����	4 ��������C� ������� ������������� 	 �2���	 ���9���	 �� �������	 �� ���C
�������� � 	 �2���	 ������	 �� ��2	�����	 ��������  ����	 I �	����?����� �������� �
���	 	 2��"���	4 ��� �2���	 ���	 �������	 �������������


 ��������	 �	 �2���	 �������	 �� ����������� 	��� � ���	�� ���9���� � �����)��	
�2�������	 �� ����	 �� �?����	 ������� �� ��� ������ 
 ��� �����4 ������������ I
����������� ��������4 ��������C� � ����������� ���� �� �� �?���������4 	���#���	C
C� � �������C��

Y����	 I #�����	 �� ���	� �	� ��2	�����	 �������4 �����)��C� �	� ����	� � �������	
� � �	�����	 �� �� �������	 �� �����	� ���� ����	4 � �����	 I ���?��;���� �� �����	
����� � ���� � � 2���������4 	 ���	�� 	����	 ���	 �	�	#���	 �� �	�	 "���	�  ���
2	���4 �	�� �������C� � #�����	 �� ���	� �4 �	��B����������4 � ��	����	 �	 ����	 ��
����������� �	� � ����	 � ��2	�����	� � �#���	 �?����	 � �� ����	 �� ������	 ��
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�� ��	 ��	? � ��2������ ���	������ �� ��2	�����	 I ����������� ��������� ���� ����	4
	 ����	 �� ����������� ��	 ��� �	�	#���	 �����	 �	 2��"���	 �� �	������	 �������
�� 2�	������ �	 ��	���� � I �	�����	 �� ���	� ����� 	 ��	���� � � ������ �� ��B����
�� ������	�

������ �(������ �	 ��� #���� ��� 
	��	��
��� ��	����
�

3	� ��� ��	����� �	���C� �	.��� ������� � ��������	 ������� �� �� �������� B����	
�����	 � �� ��2�������� �� ������������

��������� � �� ����(��	�

� �	���	 #�	������	 � � ����� �� �������	 !���	 ���	�����C� ����������	 �� !#���
����*� 
 ����� �	�� � �����7� �� 10 × 1 × 1 [cm3] � � �������)��� �� 10 ×
2 × 2 �������	 !���	 ��?������	 �� * �"� 
���� �� ����� �� �������	 !���	 ��
������������� #�	����4 ����!��C� B�� � �!������ ���� ��	 ��:������� 	 �������	�

x

y

z

B

B

L
4

9
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54
72

81 90 99

��� ���

1�#��� ����*E J�K %�	������ � ����� �� �������	 !���	 � J�K �����������	 #��!�� ��
�	����7� 2�	������ �����)��� �	 ����	 �� �?����	 �� ��� ������

������2� ;�������� � $��$������� �� ��������


 �	����7� �� 2�	������ �	 ����	 �	 �B������������� ����������� �� !#��� ����*J�K�
�	 ����	 x = 0 cm � ���	�� � �	�����	 �� ���	������	 ���	 �� �	�� � ������7�4
�	����	�����	 � �� �����������	� 5�� �	�����	 � ����������� #��!������� �	� ��C
�������.���	 �	� �����	 �	 �" �� ���������	� �	 ����	 x = 10 cm � �������� ���
����������� Tp = 393 K� 5�� �	�����	 � #��!������� ����������� �	� ��� ������
J!#��� ����*J�KK� +����������� Jt = 0 sK4 � ����� ���	����C� I ����������� ��������
JTamb = 293 KK4 �	�	 �������	 �� ������ ���, 	��� � ��������� � ��	�������� �	
�������� � ��#�� ���9����	 �	 ����	�

� ���9����	 ����.���	 �	 �	���	 �� �	��	�������	 �	 ���������	 �� ������
����� � ��#	����	 �� ����#����	 ����	��� ���� 	 ��	����� ������	 �����)� 	 ���	�	 ���C
C����.���	 �	� Λ = 0.7 J�������K � 	 ���	�	 ����.���	 �� 2�� �� ���������� �	 ��	�����
���9���	 �����)�C� 	 ���	�	 ���C����.���	 �	� Φ = 0.7�



&/�'�  ����
����� ��������6���� �*6

������ ���,E -�	�������� �	 �������� � ���9����	 �� ������	�

 ������	 <.��	�	 >��	�
��� ����.!�� ρ 2770 kgm−3

3��	� ����.!�	 cp 875 Jkg−1K−1

3	����������� ������� k 180 Wm−1K−1

����������� �������� Tamb 293 K
����������� �������� Tp 393 K
�"���	 �� ����������� E −43.4800(T − 293) + 84344.0 MPa
3	�!������ �� -	�	� ν 4.28457 × 10−6(T − 293) + 0.33703
3	�2� �?����	 ������� α 2.47 × 10−8(T − 293) + 2.87 × 10−7 K−1

3	��������	 L 10.0 cm

����� B 1.0 cm

7�������

�� !#��� ����, �	���C� � ��	����	 �� ����������� ���� 	 �" �������	 �� !#���
����*J�K� 
 ����������	 �� ����������� � � ��������	4 �	 �	�#	 �� �����4 ���� 	 �������
t = 100 s �	 �	����� �� !#��� ����0� ���� !#��� �	���C�4 ������4 � ����� ��
�������	 !���	 ��	C��2	�����4 ���� ��2��;�����
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1�#��� ����,E 5�	����	 �� ����������� �	 ����	 �� ��2������ �" �	 �	�#	 �� ������

 � ��	��	 �	� 	 �	���	�� �� ����������� �� !#��� ����04 ���������C� B�� � ��C
��������	 � ��	����	 �� ����������� ��	 � �	�	#���� �� �	�� � �����4 ���	 ��� ���
������� �� ��	?������� �� �?��������� ��	 ���������� 5�� �������	 � �����	 I �	��C
��)���	 �� 2	��� �� ���	� J����2.��� x = 10 cmK � �	 2��"���	 �� �	�����	 �� ���	� �	
�������� �� ������ 
 2	��� �� ����� �� !#��� ����,K � ������ I ��	C����������� ��
�������	 �	 :�?	 �� ���	� �������	 ���� ������ � ����������� �������� �	 �?����	 ��



�** &/� =
���
��� >�-���


������ � �" ,,4 ����������� I ����2.��� x = 10 cm4 �������� � ����������� �	����C
�� � �������� ������� �	�	 	 ����	� 
 �������)���	 �	 ����	 �� ����������� 	�	���4
���	?����������4 ��" 1000 s4 �	�	 � �	�� ��� ���	 �������	 �� !#��� ����,�

1�#��� ����0E +	���	�� �� ����������� NKO ���� t = 100 s J��������	 �00×K�


 !#��� ����� � ����� ��������� � ��	����	 ����	��� �	 ���	������	 �� �����C
�7� Ox � Oy4 ��������������4 ���� �����	 �" �� ������ ���� �	���	��C� 	 �2���	
�� �������	 �� ����������� 	��� 	 �	��	�������	 ���9���	�

� ���	������	 �	 �" ,, �� �������	 Ox J!#��� �����K ��������� � ��	����	 �� ����C
����	 �� ������ 3	�	 ������	4 � �?����	 !��� �� ���� �" � ��	�	���	��� I ���9���� �	
����	 �� �	�����#�����	 �� �������	 Ox� 
 �����	�������� �	 ����	4 ����#��� ���	?�C
��������� ���� t = 1000 s4 � ���	������ ���	 ������� ���	 �� ����� �� ���	������	
�� !#��� ����� � ������ 
 ����� �� ���	������	 �� �������	 Oy ��������� � ����
2	��� �� ����� �� ��	����	 �� ����������� J!#��� ����,K4 �	�����	 � ������;����
������� ����� � ����������� � � �?����	 �������� � ���	������	 �� �������	 Oz �	
��;����	 �	 �� �������	 y4 ���������	 �� !#��� ������
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1�#��� �����E 5�	����	 �	 ���	������	 �� �������	 y �	 ����	 �� ��2������ �" �	 �	�#	
�� ������ 5�	����	 �� ����	 �B��������� ��� �" �	�����#��	�

�� !#��� ����� �	���C� ������ � ��	����	 �� ����	 �B��������� ��� �" �����������
�	 ����	 �� �	�����#�����	 x = 0 cm� ���� ����2.���4 �����	 I ���	��������� ��
B���B��� ��������	 �������4 � ����	 �B��������� ����#� ���	�� �����	�� � 26 MPa� 5��
2��"���	 � ������ �������	 ���9���	 �� �������	 ����������� �� "���	�

������ ������ �	 �����	���� �	 �� �������� �	� �
��
�

� ����	 �� �	�����	 �� �� �������	 � �� ��	����� � B�� � ���	��� 2��B���������� ����
������ 	 ���	� #����	 �	� ��2	�����	 ������� N>�) M�� ,*4 =	���#�� � ������ ,*O� 5��
����	 �	���� �� �	�����	 �� �� �������	 �������	 ����� ��� �����)� �.#��� ������
� �	�����	 � ������	 ���� ��������	 �� �� ���	������	 �������	 �� 2��� �����	� �
��2���	� �	 ��	�����  � 2	��� � 	���� ��2	����7� �	�	#���� �� �	�	 	 ��	����4 � ��
�	.��� 	���� ��� 	����	 ����.���� ���	?����� �	 ��	�����4 ��	 � �	������ � �	�����	
�� �����	 ����� � ���� � � �����)�


 	����	 �������� 	����� � �	������� �	� ��� 	����	 ����.���� ���	?����� � ����
	����	 �������� ���	������ �	� �� ��	#���� �� �������	 ���	 ���	�	 �� �������	
!���	 �� ��2��;���� N=	���#�� � ������ ,*4 
��� 0�O�

��������� � �� ����(��	�


 #�	������ �	 ��	����� � � B�� � �	��� �� !#��� �����J�K�  ����	 � �	����7� ��
������� �	 ��	�����4 ����� 1/8 �	 ��	���� ���.�����	 � �	�����	� � �	���	 #�	������	
�	�� 15 mm �� ������ � �� ���	 �� 10 mm� 
 ����� �� �������	 !���	 �����)���
���	����C� ����������� �� !#��� �����J�K� ���� !#��� �	�� ���C� B�� 2	��� �����)��	
$$$ �������	 ��?������	 ������� �	� ����#����	 ����)��� �������� � 6'' �"�



�,0 &/� =
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��� >�-���


x

10 mm
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m

x
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1�#��� �����E J�K %�	������ �	 ��	����� � J�K �������)���	 �� �������	 !���	 �	
�	���	 �����)��	 �	 ����	 �� �	�����	 �� �� �������	�

������2� ;�������� � $��$������� �� ��������

�	 ����	 �� �	�����	 	 ��	���� ����������	 �� !#��� ����� � �������	 �	 �#�����
�	�����	 �� �	����7� 2�	������E

�� <������� ���9���� � ������� �	 ����	 x = 04 y = 0 � z = 0P

�� +	������	 ������	 �� ����2.��� �����	� �	 ��	���� J�	������C� B�� ��	 �� ����C
2��;���� �� ���	� ����� � ���� � � �����)KP

�� 3	������	 ���� � ����2.��� ����� r = 10P

��  ��	������	 �������	 �� �������	 Oz �	 �" �	����)��	 �	 ����	 �����	� �	
��	����4 ������������ �� z = 10�


 ���	������ �� �����) � 1.5 mms−14 �	���)���	 � ���	������ �� ��2	�����	 �	��������C
�� ����� 0.1 s−1 � 0.16 s−1� ��	 � �	������� B���B��� �	����7� �� �����	 �� ����2.���
�	 ��	���� �� �	�����	 �	� � �����)�

� �������� �	�����	 ���� ��	����� � �� ��	 
+<+ �0�$� 
 ��2��;���� ���	�.��� ��
���������� ���� ��� ��	����� N=����	 � Q	��@��� *0�4 /	ë� �	 �
� *'4 >�) M�� 00O ��2����
B�� �	�� �� �	����������� �	�����	 �	� ��� ��� �������4 ���� �	�E

σ = C(εp + ε0)n J���6K

�� B��
C = 722.0, ε0 = 0.02512 e n = 0.262 J���*K

�	 ���9����	 �	 �������� � σ � εp �	 � ����	 � � ��2	�����	 �������4 ���������������
� ���9����	 �	 �	���	 �� �	��	�������	 B�� ����	� � ������� I �B����	 ���6 �	



&/�'�  ����
����� ��������6���� �,�

	 ���������	 �� ������ ����0� � �"���	 �� ����������� � 	 �	�!������ �� -	�	� I
����������� �������� ���� �������� �	E

E = 200.0 GPa e ν = 0.3, J���,K

��������������� ����� ��	�������� �	 �������� � 	 ���9����	 �	 ��	��	 �	 �	C
����	 �� ������ ������ � ��#	����	 �� ����#����	 ���� 	 ��	����� ������	 �����)� ��
���	�	 ���C����.���	 �	� Λ = 0.7 J2�� �� �������K4 � 	 ���	�	 ����.���	 J2�� �� ����
������K� -��� 	 ��	����� ���9���	 ���	���C� �	 ���	�	 ���C����.���	 �	� Φ = 0.7� �
��	�������	 ����	���9���	 ��C� �	� ��� ������#�� �	��������

������ ����0E -��9����	 �	 �������� �����)��	 �	 ����	 �� �	�����	 �� �� �������	�

-��9����	 3	�����	 !���
ξ $�*�
m 0���$
A N−1O ����×109

h0 N�-�O *���0
a ��,*
Q0 NUMD�	�O ��$�0
Tt NQO '00�0
s̄ N�-�O '*�,
Qds NUMD�	�O �$$�0
n 0�0'��
s0,1 ����,
s0,2 C0�0�'*

������ �����E -�	�������� �	 �������� � ���9����	 �	 ����	�

 ������	 <.��	�	 >��	�
��� ����.!�� ρ 7870.00 kgm−3

3��	� ����.!�	 cp 479.00 Jkg−1K−1

3	����������� ������� k 36.00 Wm−1K−1

����������� �������� Tamb 293.150 K
3	�!������ �� �	������	 hc 0.00295 Ns−1mm−1K−1

1���	� �� �������	 ξ 0.850
1���	� �� �	������	 �� �������	 ψ 0.00
3	�!������ �� �?����	 ������� α 11.90 µm m−1K−1


����� �	 �������	 L 15.0 mm
=��	 �	 �������	 r 10.0 mm

7�������

���� ��	�����4 �	������C� 	 �������	 	����	 �	� ��� 	����	 ����.���� ���	?�����
� �	� � 	����	 ���	������ �	� 	���	 ��	#���� �� �������	 ���������



�,� &/� =
���
��� >�-���



 	����	 ����.���� ���� 	 ���������	 �� �����������4 �� �� ��	��	 B�� �#�� ���
��� ������� �	�	 � �� �B����	 ���6 � �����)���	 B���B��� ����� �� ���	�4 �	�� �� ����
�	� N=����	 � Q	��@��� *0�OE

∆T =
∫

σ dε

ρ cp
. J����0K

5�� 	����	 ��	 �	������ � ����� �	� �	������	 ��� �������	 � �	������ B�� �	�� �
����#�� #����� �	� ��2	�����	 ������� � �	�������� �� ���	�� �	 ������	4 ������	 B��
����� ����� �� ����#�� #����� �	� ��2	�����	 ������� � ����2	����� �� ���	�4 �����
�� ����������� ���	 2���	� �� �������	 ξ4 � �?����	 ����0 �	�� �� �������� �	�	

∆T =
ξ
∫

σ dε

ρ cp
. J�����K

3	��������	 � �?����	 ���64 B�� � ��2	�����	 ������� � ���� �	 �����	 �	 ����	 �
ξ = 0.854 � 	����	 ����.���� �	�� �� ���� �	�

∆T = 128.99 ε1.262 J�����K


 	����	 �������� ������ � �	������� �	� � 	����	 	����� ���	 ��	#���� .�������
�� !#��� ����� ������C� � #�	������ � ����� �� �������	 !���	 �	 ��	���� ���.�����	

��" ��� ��2	�����	 �� �0L� �	���C� ������ � ����� �� �������	 !���	 	��#����
�	�	 ��2��;����� � 2���	 �� ��	 �?���� �����	 ����� � ���� � � 2��������� ������� I
#�	������ ��2	����� �	������ � 	�������7� ������� �� 2��� ���.������ � ������	 �
���7� � ��2	����7� �	�	#���� �� �	�	 	 ��	�����


 ��	����	 �� ����	 �B��������� �	� � ��2	�����	 � ����������� �� !#��� ����$�
���� !#��� ������ � ��������� � ����� ����	C��2	�����	 	����� ���� 	����	
����.���� J�B����	 �����K � �	� 	 ��	#���� .������ 
 ��2������ ����� ��� ��� �����4
��" 	 ���#�	 ������	4 � B��� ���������.���� � �	���	 �� �	��	�������	 �	 ��	#����
.����� ��	 ��� �� �	��� � ��2	����7� �������4 �� ��	��	 �� ��2	�����	 �� ���4
�	� ��� ���� ����	 ��B���� � �����)���� B����	 �	������� �	� � ��2	����7�
��������

� ���	 ����� � ����� ����	C��2	�����	 ����.���� � � ����� �������� � ����� ��2���	� �
�L4 ��������	 � �	� ��������	 �	 �	���	 �����)��	 �	 �	��	�������	 �	 ��	 
+<+ �0�$�

� �������	 �� ��	����	 �	 ����	 �� ����������� �	 ���������	 	� � 2	���
�� ����� �����������C��2	�����	4 ����������� �� !#��� ����'� �� 	����	 ��������4 	
���������	 �	��� �� ����������� � ∆T ≈ 35 K ���� �� �.��� �� ��2	�����	 �� �0L� ����
!#��� ��������C� ������ � ��	����	 ����.���� �� ������������ 5�� 	����	 ��������
�� ���������	 �� ����������� !��� ∆T = 38.19 K� � 2���	 �� ��� ���������	 �� �����C
������ �� �����	� I 	����	 �������� � ������.�	 I ��	C�	�������)���	 �� ����� �� ���	�
�	� �	������	 �	� ����� �� 	����	 ����.����4 ���	�� ��� ���� ��B����� 
���� ����
2���	4 	 ���	 ����� � 	����	 �������� � � 	����	 ����.���� � ����� ��2���	� � 0.8%� 
��
�.��� �� ��2	�����	 ��"?��	 �� 0��$4 � ����������� 	����� ������������� � �����	�

�) �������� ������ ����������	 3������ D����	��E� ' �� ������� �� �	�������  ����� ��������� 8
����	�!�� ���'��� �������$��� �� �������� �� ��#����!�� �	����� �� ������ 6��� ��������& ��
��#��
��� �� ����	�!�� �� �������� �� ��#����!�� �	����� �� �����& ' �����7�	7��� �� ���� �� :�!��
�� D���	���� *�$��� �� ��������� :������� D'��� >5�������� � *������ ?<@� ) �������� ������ #��
�����	����� ����� ��	� =��#����� ������ =��	� *�������
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1�#��� �����E =����������	 �� ����� �� �������	 !���	 	��#���� � ��2	����� J�K �	
����	 Oxy � J�K ���	 � �
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1�#��� ����$E 3���� �� ����	C��2	�����	 ���� 	 ����	 �� �	�����	 �� �� �������	�

I �������� ��������������� ��� ����C� �	 �.��� ��#��������� �����	� �� ����	 ������ ��
����������� �	 �	���	 �������	 � ����� �	�B�� � 	����	 ����.���� ��	 �	������ 	 �2���	
������	 �� 2	��� ��������� �	 �	���	 �������	4 �	�	 � �	��� �� !#��� ����$�


 	����	 ���������� ���	 ��	#���� .����� �	���) � �.��� �� ����������� ���
���?	 �	 B�� � 	���7� ����.���� � �������� �� ��������� 5�� �������9���� �	��
�� ������.�� �	 �2���	 �� ����2��;���� �� ���	� ����� � ���� � � 2��������� � I �����	
�	������� �	 �2���	 �� �������	4 �	���	 �	� ��� ��	#����4 ���������	 � ����� ��
���	� �� 2�	������� 
���� B�� � ��2������ �� ����������� !��� ����� � 	���7� ��������
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1�#��� ����'E 3���� �� �����������C��2	�����	 ���� 	 ����	 �� �	�����	 �� ��
�������	�

��� �� 6 K4 ��� �	����	��� � �� ���	 ��2���	� � �L�

�����" ������ �	 
������ �� ��� "@� C �	���
���� 	(�	���	�
��� 	 ��;

�&�����


 #�����	 �� ���	� �	� ��2	�����	 ������� �	�� �� ��#����� �?��������������� �����)���	C
� ����	 �� ������	 �	� 	 ��?.��	 �� ������� �� ������	 �� ����������� �	� ����	#��!���
���� ����	 �����)�C� � �������	 �� �� ����	 �� ������	 �� �� ��	 �0� � ��2������
���	������ �� ��2	�����	� � ����	 �� ��2	�����	4 �� ����	 � �� ����������� 	����	
������������� �	 �	������	 �	� 	 �������	 �?�����������

��������� � �� ����(��	�

� �	���	 #�	������	 �����)��	 �� ������7� �������� �	�������� ���������� � )	��
8��� �� �� ��	���� �� ������	� 5�� �	���	 ���	����C� �B������)��	 �� !#��� ����6�


���� �� 	����	 �	 ��	���� �� ������	4 �� �����7� 75 × 12.5 × 0.7 [mm3]4 �
�������)��	 �	� �������	 ��?������	 �� * �" � ����#����	 ����)��� ��������� W �����)���
��� ����� ���������� �	� 18× 8 �������	 �	 ����	 Oxy � ��� ������ �� �������	
�� ������ J��� !#��� ����*K�

������2� ;�������� � $��$������� �� ��������

�� �������	 �	 ����	 �� ������	4 	 ��	���� � �������	 �	 �#����� �	�����	 �� �	����7�
2�	������E

�A �������� � ' ��� �'��� ���.��������7� 2�� ���	�%� �� �����!"�� ��#��7����	��� ���� ����� ��
����� �� ����������� �� �����7�� ����"�� ��#�������� �� ���������!�� �� ������������



&/�'�  ����
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x LB

D

1�#��� ����6E  ����7� �	 ��	���� �����)��	 �	 ����	 �� ������	 �	 ��	 �0��

z

y

x

1�#��� ����*E ����� �� �������	 !���	 �����)��� �	 ����	 �� ������	 �	 ��	 �0��

�� <������� ���9���� � ������� �	 ����	 x = 04 y = 0 � z = 0 mmP

�� -���� J:�?	K �� ���	� �	� �	�����	 �	 ����	 x = 37.5 mm J������ �� ��B���� ��
������	KP

�� 3	������	 �� ����2.��� �	 ����	 z = 0.35 � y = 6.25 mmP

��  ��	������	 �������	 �� �������	 Ox �	 �" �	����)��	 ������������ �	 ����	
x = 37.5 mm�


 ���	������ �� ���	������	 �� ������ �	�������� �	 54 50 � 500 mm min−1�
� �������� �	�����	 ���� ��	����� � �� ��	 
+<+ �0�� 5�� ��	 ��	? �� ���� �004

B�� � �������� �	 ����	 "���	 ���� T < 1400�C4 �������� �	 #���	 �	 ��	 ��������
�	 ���	� NH����@ *�O� � �"���	 �� ����������� � 	 �	�!������ �� -	�	� ���� ��� ��������
�	 ���	 �	� NH����@ *�4 ���V��OE

E = 200.0 GPa e ν = 0.3 , J�����K

��������������� -��� ��� ��������4 2	� �������	 ���������� 	 ���9����	 �	 �	���	 ��
�	��	�������	�  ��� 2	���4 �����)����C�4 �	�	 ��2��;����4 	 �������	 �?����������
���������	 �� !#��� ����, � ������ =��	�����	 �	 ���	�	 �����	4 ���������	 ��
����	 ������	�4 ���#����C� �	 �������	 �������	 �� ������ ������ 
 ��	��������
������� �	 ��������4 ��� �	�	 ��#�� ���9����	 �	 ��	��	4 �	 ���������	 �� ������
������ � ���9����	 ��� ��.��� � �� �����������	 ��� �	����?� �	 	 �	�!������
�� �	������	 � �� �������	 �� ���	� �	� �	�����	� 
����C� �� ���	� ����	 ���� 	
�	�!������ �� �	������	 ����� ��� ����� �� ����� � �� �������� �	� ��	�����	 �� ��
�	�����	 N+���	���� �  �V��� *0O� � �	�!������ �� ����2��;���� �� ���	� �	� �	�����	4
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�������	 ���� ���������)�� 	 :�?	 �� ���	� ���������	 ����� 	 ��	���� � � ������ ��
��B���� �� ������	4 �	������ 	 �	�����	 �����2���	 ����� 	 �	� "���	 � ������)� 	 �2���	
�� ������	 �� ����������� �� ������� 1	� �����)��	 	 ���	� �� 3.5×104 Wm−2K−1 B��
� �������� �	�	 �� ���	� ����) �� ���������)�� 	 2��"���	 ��������	 NH	���� *�O�

3	������C� B�� � ������ ����;� ��� ����������� �	������ �� Tp = 293.15 K
������� �	�	 	 ����	�

������ �����E -��9����	 �	 �������� �����)��	 �	 ����	 �� ������	 �	 ��	 
+<+ �0��
-��9����	 3	�����	 !���
ξ ,�*,��0
m 0��*$�0
A N−1O ��$�'×108

h0 N�-�O *���*,�
a ������0
Q0 NUMD�	�O �'*����
Tt NQO '00�0
s̄ N�-�O �6���'�
Qds NUMD�	�O �0,���'
n 0�0',6*
s0,1 ,$�,'*,
s0,2 C0�0��6�

������ �����E -�	�������� �	 �������� � ���9����	 �	 ����	�

 ������	 <.��	�	 >��	�
��� ����.!�� ρ 7800.0 Kgm−3

3��	� ����.!�	 cp 460.0 Jkg−1K−1

3	����������� ������� k 24.9 Wm−1K−1

����������� �������� Tamb 293.15 K
3	�!������ �	������	 �� �	������	 � �������	 hc 29.5 Wm−2K−1

3	�!������ �� �������	 �� ���	� �	� �	�����	 hcont 3.5 × 104 Wm−2K−1

1���	� �� �������	 ξ 0.850
1���	� �� �	������	 �� �������	 ψ 0.0
3	�!������ �� �?����	 ������� α 9.90 µm m−1K−1

3	��������	 �	 ��	���� L 37.5 mm
&��#��� �	 ��	���� B 6.25 mm
5����� �	 ��	���� D 0.35 mm

7�������

� �������	 �?���������� �� ����� �� ����	C��2	�����	4 ��� �	�	 	 ���	� �� �����C
������ �	 �����	 �	 ��	����4 2	��� 	����	 �	� ����	 �� ������	 ����?��� �	  ����������	
�� 5�#������� ���9���� � %���	 +�������� �� 1�������� �� 5�#������� �� (��������C



&/�'�  ����
����� ��������6���� �,6

0

200

400

600

800

1000

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45

Deformação,

T
e
n

sã
o
,

 [
M

P
a
]

0

2

4

6

8

10

12

14

16

E
rr

o
 [

%
]

Experimental - 5 mm/min

Numérico - 5 mm/min

Erro

1�#��� ����,E 5�	����	 �� ����	 �	� � ��2	�����	 �	 ����	 �� ������	 �� �� ��	 
+<+
�0� � 5 mm min−1�
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1�#��� ����0E 5�	����	 �� ����	 �	� � ��2	�����	 �	 ����	 �� ������	 �� �� ��	 
+<+
�0� � 50 mm min−1�
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Experimental - 500 mm/min

Numérico - 500 mm/min

Erro

1�#��� �����E 5�	����	 �� ����	 �	� � ��2	�����	 �	 ����	 �� ������	 �� �� ��	 
+<+
�0� � 500 mm min−1�

�� �	 -	��	�� 
 ����������� �	 �����	 �	 ��	���� 2	� ������ �	� ���	������ "����� ��
��2���������	�


 ��	����	 �������� �� ����	 σxx �	� � ��2	�����	 � ����������� �� !#��� ����,
� ����� ���� �	�� � ���	������ �� ���	������	 ��������

�� ���� !#��� ������ � ��������� 	 �������	 �?����������4 ��� �	�	 �
��������� �� ���	 �� 	����	 ���������  � ��	��	 �	� ��� !#���4 �	�� �	������C� B��
	 �������	 �������	 �	 ���2��"��	 ���� � ���	������ �� 50 � 500 mm min−1 J���	
����� ��2���	� � $LK� -	���4 �	 ���!������ ���� � ���	������ �� 5 mm min−1� �	
����	 � 5 mm min−1 	 ���	 ����� � 	����	 �������� � � �?���������� ���#� � 'L4 ����
��2	����7� �����	�� � �0L� 5�� 2���	 �	��� B�� 	 �	���	 �� �	��	�������	 �����)�C
�	4 �	� 	 ���9����	 �?�	�	 �� ������ �����4 ��	 �	��#�� ���������)�� �!��)����� ��
��	 
+<+ �0�� 
���� �� 	 �	���	 �� �	��	�������	 �����������	 ��� ��	 �����	����	
�����!������� ���� ��#� �� ����.��	4 ��� �	��#�� �	����� ��	� -	�����	4 	 ���	
���� 	 ����	 � 5 mm min−1 �	 ������.�	 � ��� ���!������ ������!����	 �� ���9����	�
5�� 2���	 ������ � ��������� �� 2��������� �� ������!����	 �	�	 � �����	����� ����
�������	�

�� !#��� ����� ��������C� � ��	����	 �� ����������� ��� �	��	 ������� �	 ��	����
�	 �	�#	 �	 ����	 �� ������	 ���� � ��2������ ���	������ �� ����	�  � �� �	�	 #����4
� 	���7� �������� ����	��)�� ������� ��)	��������� � 	���7� �?����������� -���
� ���	������ �� 5 � 50 mm min−14 � 	���7� �������� �������C� ����	 �!�������

-	���4 � ��	����	 �?���������� �� ����������� ���� � ���	������ �� 500 mm min−1 �
�8���� 5����C� B�� � ����������� �������4 �	� #�����	 �� ���	� �	� ��2	�����	 �������4
���� 	 ��.��	 �	 ����	� 3	����	4 ����4 � ��	����	 �� ����������� ������ ��� ����	
���������� � ������ �� 0�� �� ��2	�����	� 
����	��������4 	 ���	�� �� �����������4

�)� ����	����� ������������� #���� �����	����� ������ ��	� =��#����� ������ F� 9�����
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Experimental - 5 mm/min

Experimental - 50 mm/min

Experimental - 500 mm/min

Numérico - 5 mm/min

Numérico - 50 mm/min

Numérico - 500 mm/min

1�#��� �����E 5�	����	 �� ����������� �	� � ��2	�����	 �	 ����	 �� ������	 �� �� ��	
��	? �0� I ���	������ �� 54 50 � 500 mm/min�

��� 0��$ �� ��2	�����	4 �	 ��2���	�� �	 ���	�����	 ���	 ����	 � 50 mm min−1� 5��
2���	4 �	���������	 � ����	���9���� �� �����������4 ����� �8���� ������ �� ������	 �	
�������	 �?���������� �	 ����	 � 500 mm min−1�  ��� 2	���4 ��	 � �	.��� �������
B���B��� �	�����	 	��� � ����	������������ �� 	����	 �������� I ���	������ ��2������

� �������	 �?���������� ����	#��!�	 B�� � �������� �����	�C� I ����!����	 ��
��	����	 ������� �� ��	���� �� ��	 
+<+ �0� ��;����	 � ������ �����	 � ������	 �
���	������ �� 54 50 � 500 mm min−1� 
 �����7� �� ����������� ���	 ���	�	 �� ���C
�	#��!�4 �2������� �	 +������	 �� <	������� � Y�������� J+<YK4 2	��� �����)��� �	�
����	 ��	 � ����	 � ����������� �������� 20 < Tamb < 22�3�  � 2	��� � ������)��
B���B��� �����2��;���� �� ��:�?	 �?����	��4 ��� �� 2��� �	 ��	���� 2	� ������� ��
��#�	�

� �B��������	 �?���������� �����)��	 ���� ����� 	 ����	 �� ����������� 2	� 	 �����
�� �������	 � ������	 �� �������	 ��2���������� 
%5�
� $$0 5����4 �	� 	�������� ��
�0�×�0�� 
 ���9���� �� �9���� ����	#��!�� �	 ��	���� 2	� �� 80 cm �4 �	 �	�#	 ��
�	�� � ���	��� �� �������	4 2	� ���	 �� ���	� �	������ �� ���������� � �� ��������
�������� �� 0�, � '0L4 ��������������� 52����	�C� ��� ���	��� �B������� �� ���#��
������� �	 ��	����� 
 #��� �� ����������� 2	��� �������������� �� ��	��	 �	� �
	��������	4 �� 2����	 �� ����������� !��� �?���������

�� !#��� ����� � ����� ���������C� 	 �	���	�� �� �����������4 B��� �� 	��C
��	 �������� B��� �� 	����	 �?���������� ������� 	 ����	 �� ������	 I ���	������ ��
50 mm min−1�  � 2	��� � 2�������� � �	�������	 ����� � 	���7� �������� � �?�������C
���4 � ����� �� !#��� �	��� � ���� ��������� � � ���� �B�;���� �� �	���


 	�������	 ���� !#��� ������� �	������ B��E

�� 
 	���7� �������� ���	 B���������� � B���������������� �� ��	��	 �	� � 	��C
�7� ����	#��!��4 ��������	 � ������������	 �	 2��"���	 �� #�����	 �� ���	� �	�
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1�#��� �����E 5���	 �� ������	 �	 ��	 
+<+ �0� � 50 mm min−1�  ��������7� �� ���C
�������� 	����� �	� ����	#��!� � �	���	�� �� ����������� 	����	 ������������� ����
J�K � J�K t = 6.7 sP J�K � J�K t = 13.2 sP J�K � J2K t = 20.0 s�
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1�#��� �����E 5���	 �� ������	 �	 ��	 
+<+ �0� � 50 mm min−1�  ��������7� �� ���C
�������� 	����� �	� ����	#��!� � �	���	�� �� ����������� 	����	 ������������� ����
J�K � J�K t = 26.7 sP J�K � J�K t = 33.4 sP J�K � J2K t = 40.12 s�
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��2	�����	 �������P

�� 
 ���	� ����� �� ���	� #����	 �	� ��2	�����	 ������� ��C� �	� �	�����	 �����
	 ��	���� � � ������ �� ��B���� �� ������	� 5�� ����� �� ���	� 	��#��� ��
��2�������� �� ����������� �����	� � $�3 J≈ 10%K ����� 	 ��	���� � � ������P

�� 
 ����� �	� �	������	 � �	� �������	4 �� ��B���� ��������� B����	 �	�������
�	� � ����� �	� �	�����	4 �	��� �� �����)���P

�� 
 ��	�������� ������� �����)��� �	 ����	 �������	 �	����C� ���B���� ����
���������)�� 	 2��"���	 ������	 �������� I �	�����	����� �	 �������� ������	C
���	 � �	 ����	�

�� !#��� ����$ ���	 ����������	 	 #�������� �� ��2	�����	 ������� �B��������� ε̄p4
�� ����	 �B��������� σ̄4 �� ����	 �� �	��� τxy � �� �������� ������� s ���� t = 46 s
�	 ����	 �� ������	 �	 ��	 
+<+ �0� J50 mm min−1K� �� !#��� ����$J�K �	���C�4
�	�	 � ��� �� ������4 B�� � ����	 �B��������� � B��� �	�	#���� �� �	�� � )	�� 8���
�	 ��	����� 5?���� ��B���	 #�������� �� ����	 �B��������� �� )	�� �����	�� �
��2���	�� �	 ��	����4 ��"?��	 �� )	�� �� �	�����	 �	� � ������4 �����	 �	 #��������
�� ����������� ��� )	��� 
 ����	 �B��������� � �����	� ��� �	��	 �����	 �
����������� ��2���	���

��� ���

�� ���

1�#��� ����$E 5���	 �� ������	 �	 ��	 
+<+ �0�� +	���	�� �� J�K ��2	�����	 �������
�B��������� ε̄pP J�K ����	 �B��������� σ̄ N�-�OP J�K ����	 �� �	��� τxy � J�K �������� �������
s N�-�O ���� t = 46 s�



&/�*� �����	,�	 �0�


 ��2	�����	 ������� � ���	����� ���� #�����	 �� ���	� �4 �	��B�����4 ������	
�� ����������� �	 ��	����� 3	����	4 � ����������� ������ ��:������ � ����;���� �	
�������� I ��2	�����	� &	#	4 	 2���	 �� ��2	�����	 ������� �B��������� �� ��� �������
�	 �����	 �	 ��	����4 �	�	 �	���	�� � !#��� ����$J�K4 �	�� �� ������.�� �	 �.���
�����	�� �� ����������� ��� )	��� 5�� � ��� �� ��)7� ���� B���4 �	����	������4
� �� �������	 � �	���� �	 �����	 �	 ��	�����

���$ 0	����4�


 �������	 �� ��	��	 ����	�"#��	 B�� ���	���� #����� ��2	����7� � #�������� ��
����������� �?�#� � 	����	 �� ��	����� �� ��	�������	 ����	���9���	� 5�� ��	�����
�	�� �� ��	����	 �	� �� ��#	����	 �	�������4 �� B�� 	 ��	����� ������	 � ���9���	
�	 ��	����	 ������������4 �?�����	 ��� ��	�� ������ �� ��2	�����	 �� ��������	
�������������	 �� �������	�

�� �������� �����4 �2����	�C� 	 ����	 �	 ��	����� ���9���	 � �����	�C� 	 �	��	�C
������	 �	 �������	 �����������	� 1	��� ����� �������	 	 ��#	����	 �� ������	
�	 ���	� �	����	 � � �� ��:�;���� �� 	����	 !���� 5�� ����	 �������� �	������ B�� 	
�������	 ��?������	 ��������� �	� ����#����	 ����)��� �������� JH*<=+K ��������C� �	�	
	 ��� �!��)4 ����� �� �� �	�������	�������� ��� �������		 B�� 	 �������	 H*1+�

�� �#���� ����� �	 ���.���	4 �����	�C� � ������������	 �	 ��#	����	 �� �����
�������4 �	�������	 � 	����	 �������� �	� 	���7� ����.���� �D	� �������� 	�����
�	� 	���	 ���	��� � ��#	����	 �� ����#����	 ����	��� �����)��	 ���� 	 ��	����� ������	
�� ��#��� ��������� �	��	�C� ������� �!��) ������	 � �.��� �� ���	 ���#��!�����
���	 B����	 � ���	��� � ���������	 �� ����	 ������	�

�� 8����� �����4 	 ��	����� ���������	 ���	������� � �	����?����� �� �����C
��	 �� 2��"���	 �?������ �� ��	����� �	� ��	�������	 ����	���9���	� � ��	�����
�� ��� ����� �	� ����������� �������� ���� �� �� �?��������� �?�����!�� 	 �2���	
���9���	 �� �������	 �� ������������ Y��� 	 ����	 �� �	�����	 �� �� �������	 B��� 	
����	 �� ������	 ���������)�� 	 �2���	 �� #�����	 �� ���	� �	� ��2	�����	 ��������

� �������	 �� ������7� �2������� B����	 �	������� �	� 	 �������	 ����.C
���	4 �?���������� � �	� 	���	 �������	 �������	4 �������� ����!��� 	 ����	 �	�
�	��	�������	 �	 ��#	����	 �����������	 ���� �������	�  ��� 2	���4 �	�����C�
B�� 	 �	���	 �	�������	��� �����	����	 � !���� � �	�� �� �������	 � ��	����� ���
�	����?	�
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��"������	 �����	 �� 	#�����

���� *���	����	

(� ���������	 ����	���9���	 ��	 � ��� �	 � ����	 �	�������4 �����9��� 	� ��	4 ��
���������	 ������	 �	� ��2	����7� ������� N/	ë� �	 �
� *'4 H���� *�O� � 	�������	
�	 ���������	 ������	4 �	����	 �	 ���������	 ����	���9���	4 � �	���	��� � ��	C
�������� �	 �������� �� 2	��� � ����	��� � �������	 �	 �������� ���� �� 	�������	
����������	� � ���������	 ������	 ��� �	��� �	 	 ���	)�����	4 �;����� � �������	�

� ���������	 ������	 �� ��#� �� ����.��	 �	���4 �� #����4 �� �;����� � �������	
�	� ���������	 �� 	������)���	 ����������� �	���	����� 
 ��#� � �B������ I �����������
��?��� ���������� J6��C*�� QK � ������� � �� ����������� ������� 	 ����	 �������	
���� � 	����	 �	������� 
�" ��� ���������	4 � ��#� � ������ � �;����� �� �#��4 I
����������� ��������� �	 !���4 � ��#� � ���������� �	� �������	 I ����������� ���������

�	 ��	��	 �� ���������	 ������	4 � ��	����	 �� ����������� � � �	��B����� ��C
�"��� �� ��2	�����	 �	��� ������ �� �	��	 ���� �	��	 �� ���� N/	ë� �	 �
� *'O� -	� �	4
� �	������	 �� ���������	 ������	 ��������� ��B��� � ��	����	 �� �� ��	����� ��
��	�������	 ����	���9���	�


 ��!������� �� �	������	 � �������	 �� ��	��	 �� ���������	 ������	 ��	 �
������� ���������� �	� 	 �����	�������	 �� �� �	���	 �	��������	 ����) �� �������C
��)�� 	 2��"���	 �?������ 	� �	� � #�	������ �	 ��	���� �� ������ �	� � �	����7�

�0$



�0' &1� 2����
��� �� ��
�
�����	 �-�����	

�� 2�	������ �	 ��	��	� (�� �	������ �������	 ���� ��	��	 ������� �� �	�!����C
�� �� ����2��;���� �� ���	� � ��	�������� ���9���� ����.����4 ������������� ��2.���
�� ���������� �?���������������� ����	 ���� �	�!������ ���������C� ��	C�������4
�	�����	 	 ��	����� ����� ��� �	����?	�

5�� ���.���	 � �������	 I �������	 �� ��	��	 �� ���������	 ������	 � ��������
���	����� � ���������� �	 ���	�	 �������	 �����	����	 � �����������	 �� ��C
��	��)�� ��#�� �����	 �	 ���������	 ��2����	�  ��� 2	���4 ��	 � �	 9����	 ����
���.���	 ������� � ������� 	 �����	 �����8�#��	 �������� � ��� ��	��	 ������	
��� �� ��	��� �� �B�;���� �	 ���������	 B�� ����� � ��	�������� ������� ���� 	
�������� N<���� ,'4 H���� *�4 <����� *�O�

���� �7����� �� 8"���	 0	����B	


 �;����� �4 �� ����	 �����	4 � ����� ��� ��.���� �� �B�;���� �� 	�����7� ��
���������	 ������	 � � ������ 	 ��	��	 ������	 ��� �	����?	� 
 ��!������� ��
�	������	 ���	������ �	���	 ���������	 ������	 ���������C� �	�	 �� ���	�����	
�� ��!������� ���	������ �	 ��	��	 �� �;����� N/	ë� �	 �
� *'O�

� 	�������	 �� �;����� � �������� � ����	�������� "���� 2	����� I ����������� �	
���������	4 ������ �� �� ����2�������	 �����	�

� ��	��	 �� �;�����4 B�� 2�)�� ����� �	 ���������	 ������	 ���� �� ��#�
�� ����.��	 �� ���� �0004 '000 � 60004 ����)�� #�������� ������	 ����	 ������� 	
�����	 ����2�������	 �	 �������� ���� ����� �� $00�3 ��� I ����������� ���������  �C
����� ��� ��	��	 �� ����2�������	4 	 �������� �	����� �� 2	��� ��	C���2	��� ����)���	
����	 �� ���7� �	����?	� 5�� ����	 �� ����	 �	�����4 #���������4 �� ���7�
�� �	�����	 �� ����2.��� � �� ���7� �� ������	 �	 ������	�� -��� ��#� �� ����.��	4
�	�	 � 60�04 ������� 	 ���������	 ������	4 ��� ���7� �?�����4 2��B����������4 �
����	 ������ �� ����������� N������ � =	���	� 00O� ��� �	�� ����)�� ��2	����7� ���C
������� B�� �	��� ������� � #�	������ �� �.��� ������������ � ����	 �� ���7�
� ��2	����7� ������� #����	 ������ ��	 ��:������� � ��������.���� � ��	��������
���9���� !��� �� ����4 �	����	 �	���	����� � �� ��������	 �������� � �	���	�	 ����
��2	����7� � �����	4 B��� �?�����������4 �� �?����;���� ���.���� N/	ë� �	 �
� *'O�

 ������	 �� ���	������ �� ����2�������	 ������� 	 ��	��	 ����) � ���7� �������4
�� ������ ��#���� � ��	�������� ���9���� � � ����;���� I �	��	�	� 
 �������
������ �� 	�����)���	 �� ���	������ �� ����2�������	4 �� 2	��� � �������� � ��2	���C
�7� �������4 �������4 �	� �?����	4 � �;����� �� �#�� �� �������	 � �;����� �� ����-
N=	���	� �	 �
� ,,O�


����������4 �?�����	 2���� � #�	������ �� ��B���� ������4 � 8���� ������� ��
������� �������������� � ���7� �������4 �	� ��#��� ������	 � ���	 ���.���4 �
�����)���	 ���� ��������	�

����  �!������� �� 8�������	 �	 +�	��	 �� �7�����


 �������	 �� ���������	 ������	 �4 �� ����������4 �	 ��	��	 �� �;�����4 � ���
����2� �?���������� �	����?�� 
 �������� ��!������� ������C� �	� 	 �	�!������ ��
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��� �� .����		� �� �8����
 �06

����2��;���� �� ���	� ������ �� ����2.��� �	 "���	� 
 ����2��;���� �� ���	� � ������ ��
����2.��� ��������� �	��7�C� �� ��; �	�	E �	�����	4 �	������	 � �������	�

 ������ � �;����� �� �#�� �� �� �	��	 �������	4 � ��	����	 �	 �	�!������ �� ����C
2��;���� �� ���	� ������� ��; ��#��� ������	4 ����������	 �� !#��� ����� <�	 ���
� �������	 �� ���.����4 � �������	 �������� � � ����	����	 �� ����2.��� ������ 5�� ��#�C
�� �4 �	��B����������4 	 �	�!������ �� ����2��;���� �� ���	�4 �������� ������������
�	 �?��	 �� �����������4 ∆Te = Ts − Tsat4 B�� � � ��2������ ����� � ����������� ��
����2.���4 Ts4 � � ����������� �� �������	4 Tsat4 �	 :���	 �� �;������
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1�#��� ����E 5�	����	 �	 �	�!������ �� ����2��;���� �� ���	� �� ���.���� �	� � �������C
�����

�� 2�� �� �������	 �� ���.����4 2	���C� ��� ���.���� �� ���	� B�� �	��� �	�� �
����2.��� �� ���� � ������ B�� 	 �.B���	4 � ��� ����������� ��2���	�4 ����� � ����2.����

 �������	 � 	 2��"���	 �� ����2��;���� �� ���	� ����	�������� ���� 2�� � � ���	� �����
�� ����#�� ������� � ��������� ���� ���	��)�� � �#��� c ������ B�� � ����������� ��
����2.��� �������4 � ������ ���� ���.���� �������4 �	���C� ������� � 	 �	�!������ ��
���	� �������� Y����	 	 �?��	 �� ����������� ����#� ���	?���������� 30 K4 ������C
� � 2�� �� �������	 ��������� 
 ���.���� ����2	���C� �� �	��� ���������� �� ���	�
	��� � ����2.��� �� ���� ���������4 B�� � ��	 ����������	� ���� ��#���4 ������� �
����2��;���� �� ���	� ���� 	 �.B���	 �	� �	������	 � ������� 	 ���	� �����)��	 ���� ���	��)��
� �#��� �� #��� �� ����������� ����?	 �� �������	 �������� 	 ���	� � ����2����	 �	�
�	������	 �������� ���� 2��4 ����	����	 �� ����2.��� �����4 � ����2��;���� �� ���	� �����
� ����2.��� � 	 �.B���	 ��C� �	� �	������	 ���� � 	 �.B���	 	����B�����	 ���	����C� ��
�����2��� �.B���	C���	� J����2.��� �.B���	K�

-	���4 	 �	�!������ �� ����2��;���� �� ���	� ��� ����������	 :���	 ��	 � ����������
2����	 �� ����������� �� ����2.��� �	 "���	� ������ ������� �� �#�����	4 ����	 �
����������� �	 :���	 �� �;����� � �� ��#	����� �� ����2.��� �� ����� � �	�!������
�� ����2��;���� �� ���	� ������� ������ �� #�	������ � 	��������	 �� ����2.��� ��
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����� �� !#��� ���� �	����C� ���	�� �	 �	�!������ �� ����2��;���� �� ���	� �����	
�?��������������� ���� ��2������ ��������7� �� ��� ����2.��� ������� 	 ����2�������	
�� ��� ���� ����� �� �#�� � 373 K J���������� �	� 200 dm3K N/	ë� �	 �
� *'O �
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1�#��� ����E 3	�!������ �� ����2��;���� �� ���	� ���� ��2������ ��������7� �� ��� �C
���2.��� �	 ����2�������	 �� �#�� � 373 K N/	ë� �	 �
� *'O�


 �	����?����� �� �	������	 �� �� ��	��	 �� �;����� ������ � �������� I ��	C
C����������� �	 ��	��	 �����	 �	 2���	 �� ��	�������� ������� � ���9���� ����
2����	 �� ������������ � �	���	 �����)��	 ��B��� � ��2	�����	 �� �	����������� �������4
���������� ���	�.!�� ����.!��4 �������� �	 ��������4 �"���	 �� �����������4 �	�!������
�� -	�	�4 ���� �	�	 ��� ���9����	 ������ ������� � �;������

3	������� � ���	������ �� ����2�������	4 � ����� �������	 ������� � ��2	����7�
�������� � �	���	 �� �	��	�������	 �?�#� ������ B�� � �	������ 	 �	�!������ ��
�?����	 ������� � � ���	������ �� ����2�������	 �� �	�� � #��� �� ����������� B��
� ���� �������� =�����C� B��4 �� �	������	 �� �� ��	��	 �� �;�����4 	 �	���	
�	��������	 ���9���	 ���� �� �� ����	����	���	������	�

� �����	 �����	���	 �������� ��2���� � ������� ��!������� �������� I �	������	
�� �� ��	��	 �� �;������

���� ������� �� �� 9	�	� �� 
���,��	 .	����	

�� !#��� ����J�K � J�K �	����C� ��#�� �?����	 �� �	�	�� �� ����.��	 �	� ����C
����	4 �	� �?����	4 �� ���8���� ���	�"��� � ���	�������� 
 ��������	 ��� 2��B�����
���� �	��	����� 2	����	 ������C� �	� 	 2�����	 �� ����	�	����	�� �����.2�#	4 �	�	
	 B�� � �	��� �� !#��� ����J�K� 5� ��#��� �������7�4 ��� �	��	����� ���#��
� ����#�� ���	������ �� �	����	 �� 	���� �� 150, 000 r.p.m. � ����������� �����	C
�� � 500 K� 5�� �	����7� �� �����	 �	���C	 �	��	����� �� ������	 ��������	
N-:������� � -�������� 6,O�
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1�#��� ����E 5?����	 �� �	�	�� 2	����	E =	�	�� �� �	�����	 J�K �� �� ����� � J�K
�� �� �������� J�K ����	�	����	� �����.2�#	�

 ������ 	 2�����	 ���� �	��	����� � �������	 ���� �	� ���������	 ������	�
�	 ��	 �	 �	�	�� �� ����.��	 2	����	 � ��" 2	���#��4 	 �	�	�� �	 �B�����	 ���
803 K 	2����	 ���	� ��� �;����� �� �#�� �� �������	 J373 KK� ���� ��	��	4 �����	
I �	����?����� #�	������� �� ����4 ��" �;����� 	������C� ��#��� ���	��7��

���� ����	 �����C� � �;����� �� �� �	�	� �� ����.��	 �� 2	��� � ���������� �
����������	 �� ����������� ������� 	 ��	��	 � �������� � ���7� ��������

�"���� ��	�� $	��&
���� 	 ���.� �	 	�	�	�
�� ?��
��

3	� 	 �?����	 ���������	 �� !#��� ����4 �	�� ���C� B�� 	 ��	����� ��	 � �?��C
������	 �����	 I �?��;���� �� ������� 3	��B����������4 � �������� ���	��7� ��	
������	 �� �?���������� 3	�	 ���4 ��	 � �	.��� ��	���� ��� ��	����� ��������	C
��������4 ���	 �������	 ���	���� � �� �	���	 ���������	���� � �	���	 #�	������	
�����C� ��� �	�	�D�	����	� �� �� �������4 �	 ���	 ����������	 �� !#��� ����J�K� �
�	���	 � 	 B�� � �	��� �� !#��� ����J�K�

��� ���

1�#��� ����E J�K �	���	 #�	������	 �	 �	�	� �� ����.��	 2	����	 � J�K �D� �� �����



��0 &1� 2����
��� �� ��
�
�����	 �-�����	


 ������� #�	������� �� ���� ������� B�� � �	���� ����� �� B����	 �� ���� J!#���
����J�KK� � �	�	� ��� 80 mm �� ������ ��?��� � �� 300 mm �� ��9����	� � ���	 ������	�
�	 �	�	� � �� 30 mm4 2�)���	 �	� B�� � ����	 �	�� 120 mm� 
 ������ �	 �	��
��;����� � �	� 2 mm �� �������

(����)	�C� ��� ����� �� �������	 !���	 ���������� J��� !#��� ���$K �	� ��*�
�������	 ��?������	 �	����������	 �� 	��	 �" �	� ����#����	 ����)��� �������� J<=+K4
�*�� �" � $��' #��� �� ����������

1�#��� ���$E ����� �������	 !���	 �����)��� �	 �	�	� �� ����.��	�

�"���� >�����9	� 4���
	��� 	 ������	���	� �� ��
	����

�� �������	 �	 ���������	 ������	 �	 �	�	�4 � �	����7� �� 2�	������ ���9���� � �����C
�� �;� B�� �������� � �	����7� �� �������� 3	��B����������4 ������#��C� 	 #���
�� ��������� �� ������7� Ox � Oz �	 ����	 x = 0 � z = 04 ���������������

�	 �" ����������� �������������� �	 ����	 �� ������� � I ����� �	 ����	 �����	�
�� ���	� ���	 �������C� 	 ���	������	 ���	 �� �������	 Oy� 
 �	����7� �� 2�	������
���9���� �	 � B�� � �������� �B������������� �� !#��� ���'� 
 �������7� 1 � 0
�#��!��� �������	 	� ��	 �������������� �� (x, y, z)�

1�#��� ���'E 3	����7� �� 2�	������ ���9����E ������7� �	 ���	������	 �	 #��� ��
��������� �	 �"�



&1�'� ������
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 �	����7� �� 2�	������ ������� �������� �	 :���	 �� �;������ � :���	 �����)��	 �	
����	 ������	 � �#�� �� �������	� 5�� :���	 � #��������� �����)��	 �	� ������ 	 �?��	
�� #�����	 �� ��2	����7� ������� �� ���� ���������� � �	�!������ �� ����2��;����
�� ���	� ������ �� ��� ����2.��� �� ���� �� �;����� � 2����	 �� ������������  �
��	��	 �	� 	 ���	�� �?����������4 ���������	 �� !#��� ����4 � �	� ��� �� ��	���
�� �������	 �� ���	� �	� �	������	 �	� ������� �� 2��4 ����������� �� !#��� ����4
�	�	�C� �� �	�!������ �� ����2��;���� �� ���	� ����	 ���	 ���� �#����� 2����	E

h̄(T ) =

⎧⎨
⎩

−48.55 T 2 + 13035.09 T − 8.21 × 105 se T < 413.15 K

2.9 × 1013 T−4.074 se T ≥ 413.15 K.
J����K


 ��	����	 �	 �	�!������ �� ����2��;���� �� ���	� ����	 �	� � ����������� ���	����C
� ����������� �� !#��� ���6� 5�� �	�!������ � �������	 �	�	 �	�����	 2�	������ ��
�	������	D�������	 �� ����2.��� �?����	�� I ����4 ��������	 � ����2.��� �� �������
5�� �	�����	 �� 2�	������ � ���	����� ���� ��	����	 � ����� �� ���	� �� �	�	 	 ��	��	�
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1�#��� ���6E 3	�!������ �� ����2��;���� �� ���	� ����	4 h̄4 �� 2����	 �� ������������

+�����������4 �	�� � ���� ��� I ����������� Ti = 803.15 K� � ����	 x = 0 � z = 0
��������� �	����7� �� ������� �������4 	� ���4 �	 ����	 ���������	�

� �������� �	 �	�	� � ��� ��#� �� ����.��	 �� ���� �000� 
 �	��	���	 ���� ��C
#� �� ����.��	 � � �������� ���� ������ ���� N���V��O� 
 ��#� �� ����.��	 �'�*4 ����

������ ����E 3	��	���	 B�.���� �� ��#� �� ����.��	 
� �'�*�


� NLO 3� NLO �# NLO 1� NLO �� NLO <� NLO �� NLO X� NLO ����	 NLO
,���C,��, ��,C��6 ���C��* 0�,C��� 0�,C��� 0��C0��$ 0�0�C0�� ��? 0�� ��? 0��$
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����������� �� 2��	 � Tf = 911 K4 �������� ��� ������� �	����������� �������� � �	C
�!������ �� �	����������� ������� � ���	� ����.!�	 �	 ���	 �� 2����	 �� �����������
�	� N/	ë� �	 �
� *'4 +���	���� �  �V��� *0O

k = 0.0537 T + 122.86 [Wm−1K−1] J����K

cp = 0.6197 T + 674.86 [Jkg−1K−1], J����K

��������������� � �"���	 �� ����������� � 	 �	�!������ �� �?����	 ������� J35�K �	
N/	ë� �	 �
� *'4 ���V��O

E = 0.2 T 2 − 369.26 T + 17.0 × 103 [MPa] J����K

CET = 2.47 × 10−8 T + 2.1953 × 10−5 [K−1], J���$K

��������������� �� !#��� ���* �	���C� � ������;���� ������� �� ��	�������� ���9C
���� �	 ���������
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���

1�#��� ���*E  �����;���� �� J�K k4 cp4 J�K E � CET �� ����������� ���� � ��#� �� ����.��	
�'�*�


 ��#� �� ����.��	 �'�* ��	 	2�� ������� ������� �� 2�� ������� 	 ��	��	 �� �;�C
�����  ��� 2	���4 �	�� � ���7� ������� ���	 ������ � ���7� ������� �� 	��#��
�������� �� !#��� ���,J�K � ���,J�K �	����C� � ��	����	 �� ����	 ������ �� �������C
���� �	� � ����������� � � ����� �� ����	C��2	�����	 �	 ��������4 ���������������
� ���9����	 �	 �	���	 �	��������	 B�� ����	� ���������)�� � ����� �� ���������C
��C����	C��2	�����	 �	 	 B�� � ��������� �� ������ ����� 5�� ���9����	 2	���
����������	 ���� ���	�	�	#�� ������ ��?������ ���	 ��#	����	 ��	����	����	 ������	 �	
���.���	 �0�


�#��� ��	�������� ������� � ���9���� �	 �������� � ��#�� ���9����	 �	 ��	C
��	 �	 ���������	 �� ������ ����� 
���C� Φ = 0.7 ���� � ����#����	 ����	���
���9����� � ���	� �	 ��	 �� �����	 �� ����#����	 ����	��� ���� 	 ��#	����	 �� �����C
�	 �	 ��	����� ������	 � Λ = 0.7� (����)	�C� �� ���������	 �� ����	 �	������ ��
∆t = 0.1 s�
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1�#��� ���,E &�#� �� ����.��	 �'�*E J�K 5�	����	 �� ����	 ������ �� ����������� � J�K
����� �� ����	C��2	�����	 � ��2������ ������������

������ ����E -��9����	 �	 �	���	 �	��������	 ���� � ��#� �� ����.��	 �'�*�

-��9����	 >��	�
ξ ��00*
m 0��66'
A N−1O 6�*$×1011

h0 N�-�O �'���$�
a ��*'�,0
Q0 NQMD�	�O �00��*
Tt NQO '*0�00
s̄ N�-�O 60�0�'�
Qds NQMD�	�O �06����
n 0�0$���
s0,1 $*�*�00
s0,2 C0�0'0'�

�"���" �	���
����

�� !#��� ����0 ���������C� � ����� �� ����2�������	 �� ��#�� �	��	 �	 �	�	� ��
����.��	� 5�� ����� �� ����2�������	 ������� ������� ��"?��� �� ����� 	�����
�?���������� � ������������� �	� 	���	 ���	�� N������U� � 1�U��� 6,4 /	ë� �	 �
� *'4
=	���	� �	 �
� ,,4 ������ � =	���	� 00O� 
 ��B���� ����������� ����������� ����C
���C� �	� � ���������� � ��!������� �� ������	 �	 �	�!������ �� ����2��;���� �� ���	�
�	����	������ � ��� ����������� �	�!#�����	 #�	������� �� �#�� �� �������	�

�� !#��� ����� �	���C� � ��	����	 �� ���	������ �� ����2�������	 �	 ���	 �	��	�
-	�� ���C� B�� ��� ���	������ ����#�� ���	�� �� 	���� �� 90 Ks−1 J�" 'K� -��� �	��	
�	 ������	� �	 �	�	�4 	 ����2�������	 � ����	 ��� �����	 B����	 ���	� 2	� � ���9���� I
����2.��� �� �	�����	 �	� 	 :���	 �� �;������ -��� 	 �	��	 �� )	�� ���#��� � ��



��� &1� 2����
��� �� ��
�
�����	 �-�����	

������ ����E -�	�������� �	 �������� � ���9����	 �	 ����	�

 ������	 <.��	�	 >��	�
��� ����.!�� ρ 2903.0 Kgm−3

3	�!������ �� -	�	� ν 0.3
����������� �	 :���	 �� �;����� Tfluido 373.15 K
����������� ������� �	�	#���� Ti 803.15 K
�8���	 �� ����2.��� �� ����� �� ���	� Nc 812
1���	� �� �������	 ξ 0.85
1���	� �� �	������	 �� �������	 ψ 0.00
+��������	 �� ����	 ∆t 0.1 s
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1�#��� ����0E 3���� �� ����2�������	 ��������� �� �" ������	���	�

����2.��� �� ����4 � ���	������ �� ����2�������	 � ����	 ���	� B����	 ���	� 2	� � ����
�� ����2.��� �	��� � ���	���� 	 �	��	 � ���	� 2	� � ���9���� I ����2.��� ��)�����


 ���	������ ��?��� �	 �" ������	�� ��	������ ��2���� J�	� ����	K �� �	
�" �?����	�� �� )	�� ���#��� �	 �	�	�� 3	�	 �?����	4 � ���	������ �� ����2�������	
��?��� �	 �" ��6 J�" ������	�K ����#�C� 10 s ��" �� ���	������ �� ����2�������	 ��?���
�	 �" ' J�" �?����	�K� 5�� 2���	 � ������.�	 I ������� ������� ��?������ ���� �	�����	 ��
���	��

� �	��	 ����������� � ����2.��� �?����	�� �� )	�� ���#��� �� ���� 	2��� ���
����	 ����)��� �	 �2���	 �� ������� ������� � ��� ��:�;���� ������� �	 2��"���	 ����C
��	���	 �	� � �	����7� �� 2�	������� 
 ����� �� ����2�������	 ���� �	��	 �	���
2	��� ��������� I 2����	 �	 �	�!������ �� ����2��;���� �� ���	� ����� � ���� � 	 :���	
�� �;������ 5�� 2���	 �	��� � ������;���� ������� �	 ������� ��	��	 �	 �	�!������
�� ����2��;���� �� ���	� �	���	 �4 �	��B����������4 �� ��	�������� �	 :���	�

� ���! �� ��	����	 �� ����������� �	 �" *'' � *,$4 ����� �� ���� �	��	 ��
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1�#��� �����E >��	������ �� ����2�������	 �� �" ������	���	 �	 �	�#	 �	 ��	��	 ��
�;������

�	�����	 �	� 	 �?����	� �� ����4 �	 ������� ��������� �	 �	 �" ������	��� 5��
2���	 �	�� �� �?������	 ���� 2	��� �	���������	 �� �	�����	 ������ �� ����� � 2��"��C
�	 �� �	�����	 � ��� �������� ���� �" �����	 I ��	?������� �	� 	 �8���	 �� �����
=�����C�4 ������4 B�� ��� �" ���	 �� ����2.��� �� �����7� ������������� ���	C
�� B�� 	 �" �?����	�� �� )	�� ���#��� �	 �	�	�4 ��������	 	 �2���	 �� �	������	�
�	�����4 	 ���	� ��?��	 �� ���	������ �� ����2�������	 ���� �" � �����	� �	 �	 �"
������	��4 �	���������	 ���� ���! �� ����������� �	� ���	� ������� J��� !#��� ����0K�
� ����2�������	 ���� �" � �	�!����	 ���	 �������	 	����	 �	� N/	ë� �	 �
� *'O�

� ����2�������	 ����	 �	 �" '4 , � *� �	 ������� 25 − 30 s4 � �� ����2.���
I B��� ��� ���������4 ��� �	��B�;���� �	 ����2�������	 �	 ������	� �� ����� � �2���	
���	�����	 � ��.��� ���� 	����������	 �T����� �� ����� �� ���	������ �� ����2�������	
�	 �" �	 ������	� �� ���� J�" ��64 $0$ � $�*K �	 ������� 28 − 32 s� 5�� �2���	 ��	 �
��.��� �	 �" *''4 *,$� � ����	 �� ���	�� ������� � �����	4 ��� ��� ��)4 �	 �2���	
�� ��������

� #�������� #�	������	 ��?��	 �� ����������� �	 ������	� �� ���� ��	����� 27 s ��"
� �����	 �� ���� �� �#�� �� �������	� 5�� #��������4 ����� 	 �" ' � ��64 ����#� 	
280 K�


 !#��� ����� �	���� � ����������	 �� ����������� �� ����	 �� ����4 �� �����	
�������� 
�������	 ��� �������	 � �	.��� ����!��� B�� � )	�� �?����	�4 ��� ���#���4
� ������ � #�������� ����	��� � #�	������	 �� ����������� ��� ������	� -	�� ���C�
������ B�� � 2��� �	 2��	 ������	� ��	 �	�� ��� ����2.��� �!����������� #����� ����
����� � �� ����2�������	 �	�������������� �����	� �	 �8���	 �� �����

�� !#��� ����� ���������C� 	 �	���	�� �� ����������� �� ����	 �� ������ � ��
����	 �	� ������ ���� t = 27 s� 
 ������ ���� !#��� � �	.��� ������� � ��:�;���� ��
������ �� ����� �� ���	�4 � �	��B����� ����������	 �� �����������4 �	 �	�#	 �� �	�	 	
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��� t = 1 s ��� t = 5 s

�� t = 15 s ��� t = 20 s

��� t = 30 s �#� t = 35 s

1�#��� �����E  ���������	 �� ����������� NQO �� ����	 �	 �	�	� ��" �����	 �	 :���	
�� �;������



&1�'� ������
 �� � ;���� ��  ��%��� ����
�� ��6

��� ���

1�#��� �����E  ���������	 �� ����������� NQO J�K �� ����	 �� ������ � J�K �� ����	 ��
������ Jt = 27 sK�

��	��	� 
 ������4 �	� �	�.��� ��� #����� ���� �� ����2��;���� �� ���	�4 2���� ��
�.��� �� ����������� ��� ���?	� 3	�	 ���� �� ������4 � ��:�;���� �� ������ � ���
�������� �� )	�� �����	� �� ����	 �� ����4 � ���	 �	 �� �	��������	� 3	�������	 	
�������	 ���������	 �� !#��� �����J�K � J�K4 �	�� ���C� B��4 ��� )	��4 �?��� ���
������	 �� ����������� �����	� � 5 K �����	 I �?��;���� �� ������ � �	�����	 �� ���	�
����������


 ��:�;���� �� ������ �	�� ���C� ������ �� !#��� �����4 	��� � ��������� 	
�	���	�� �� ����������� �	 �	���	 ���������	��� �	 �	�	� �� ����.��	 ���� 	 �������
t = 20 s� 
 ����������	 �� ����������� �� ����2.��� �����	� �	 �	���	 #�	������	 ��	 �
�������� �?���������� �� )	�� �� ����2.��� ��)���� I ������ ����!��C� ��� ��������	
�� ����������	 ������ �� ������������

1�#��� �����E +	���	�� �� ����������� NQO �	 �	�	� �� ����.��	 Jt = 20 sK�

3	������������ �	 �������	 ��������	��� 	����	4 �	� �?����	4 �	� N/	ë� �	 �
� *'O4
�	� 	 �	���	 ���������	���4 ���������	 ���� �������	4 �	���C� �	.��� ������� ����C
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�	 ��������� �	�	 � ��:�;���� �� ������ �� ����������	 �� ����������� �	 ������	�
�� ����� -	���4 	 ����	 �� ������	 � ���������� �����	� �	 �?�#��	 �� ������	 ����C
����	���� �	��C�4 �	 �.��� �������	4 B�� 	 #�������� ������	 � � �?��;���� �� 2	���
��	C����������� �	 ������	 ������	 	���#��4 �� ����������	 ���������	4 I �����)���	
�� �� �8���	 �� ������7� �� �	����#;���� �����	� � 	��	�

�� !#��� ����$ �	���C� 	 �	���	 ��2	����	 �	 �	�	� J2���	� �� ����� ×3K� �	
���!� ��2	����	 J!#��� ����$J�KK4 � �	.��� ��� � ���	��7� � �	������7� ������ ����
�;������ 
 ���	��7� ������� � #�	������ 	��#���� �	 �	���	 �4 �	��B����������4 ��
�����

Geometria original

Geometria deformada

��� ���

1�#��� ����$E �	���	 #�	������	 ��2	����	 ��" �;������ J�K -��!� �� ����	 ��2	���C
�� � J�K �D� �	 �	�	� ��2	����	� 3	�������	 �	� � #�	������ 	��#���� J�	�!������ ��
��������	 3K�

�� !#��� ����' ��������C� 	 ���	������	 �� 2��� ������	� �	 2��	 �	 �	�	�� 3	�	
� �	�� ���4 	 ���	������	 ������������� �	 ��?	 �	 �	�	� J�������	 OzK ��	 � ���2	�C
��� 
�" � ��������	 �	 ���	������	 ���2	��� � ������	4 B�� ��������� ��� �� ,$L
�� ��2	�����	 � � ����������	 ���� ����� �	 ���	������	4 ���������� ���	��7� �	�
��������� �� 	���� �	 0.08 mm� 
���� �� ��B����4 ��� ���	��7� ��	��)�� ��
�2���	 �� ����������	 �	 ��?	 ������	� �	 �	�	� � ��	 ���	 �����	 �� �	���9���� ����C
.��� ���� ��� �	��	������ -	�����	4 � ���	��7� ��	��)��� ������� 	 ���������	
������	 �� �;����� �	��� �	���	����� � �����)���	 �� ����4 �	�	 �	���	�� 	 �������	
�B�� ��������

�	 ��	 �	 �	�	�4 � ���� 	 �� �	���� 2����	������	4 � ���7� σyy J�?���K � σzz

J������K �	 ���	 ���	������ B�� � ���7� σxx J���#������K N/	ë� �	 �
� *'O� 
 !#���
����6 �	��� � ��	����	 �� ����	 σxx �	 �	�#	 �	 ��	��	 �� �;����� �	 �	�	��

� �	��	 *''4 �����	 �� ����2.��� �	 2��	4 �������	� 	 ���	� ��� ������	 �� ����	
�� )	�� ������	� �	 �	�	� ������� � �;����� Jσxx = 105 MPa � t = 37 sK� 5�� �	��	4
�� �	�����	 � ���	 �	 ��	��	 J�'C�� K4 ����2	��	�C�4 �	����	������4 ��� ���	�
�� ������	� � �	��	 *,$ �������� ��� ����	 !���4 �� ���	� ��	���	4 ������� � � ��
����� � B��������������� ��������� I �	 �	��	 *''� 5�� �	��	4 *'' � *,$4 ���������
������7� �� ����	 �����	�� �	 �	��	 ������	�� �� ����	 J$�* � ��6K� -	���4 ���	
�#��� ��	���7� B��������������� ����������
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1�#��� ����'E  �2	�����	 �� 2��� �	 2��	 ������	� �	 �	�	� �� ����.��	�


 ����	 �	 �	��	 '4 ��� �	�	 �	 �	��	 , � *�4 �#�� ��� ��	����	 �	����?� B��
������� ��� ���	� ��	���	 ������	 I �	�����	� � �	��	 ' �������	� 	 ���	� �� ����	
I ������	4 ��� �	�	 I �	�����	4 ��� ������	 �� �	�	 	 ��	��	�
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1�#��� ����6E 5�	����	 �� ����	 σxx �	 �	�#	 �	 ��	��	 �� �;����� �	 �	�	��

 � ��	��	 �	� ��� 	������7� � ���� !#��� ����64 �	�� �2����C� B�� 27 s ��"
� �����	 �� ���� �����	����C� ���7� �� ������	 �	 �?����	� �	 �	�	� � ���7� ��
�	�����	 �	 ������	�� 
�" �� �������4 �?��� ��� ������	 �� ���� � � ����2.���
�?����	�� !��� I �	�����	 � 	 ������	� I ������	�

�� !#��� ����* ��������C� � ��	����	 �� ����������	 �� ����	 σxx �� ����	 ��
����� +�����������4 B����	 	 #�������� �� ����������� ����� 	 ������	� � � ����2.���
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�������4 � )	�� ��"?��� �� ����2.��� ����� � �	������ ��� ������������  ��� 2	���4 �
��#�7� ��"?��� �� ����2.��� ���������C� �� ������	 � 	 ������	� �� �	�����	 J!#���
����*J�KCJ�KK� -�"?��	 �	 !� �� �;�����4 B����	 	 ����	 �� ����������� �	���C� ���
�	�	#���	 � 	 �� ������	� ����� � ����2���� ��� �����������4 � ����������	 �� ���7�
�������C�� �� !#��� ����*J�K � J2K �	���C� � ����������	 �� ���7� �� ����� !��� �	
��	��	 �� �;������ 5�� ���7� �	����	���� I ������	 �� B�� 	 ������	� �	 �	�	�
����� � �	������4 �� � �	��������	 ���� )	�� ���	������� 3	��B����������4 � ���7�
�	 �� ������	 �	 �����	 � �� �	�����	 �� ����2.���� � �2���	 �� �	���������	 ��
���7� �	 ����	 �T����	 � ��;���� �� ���7� �	 ����	 �	���?	 ������ �	��� ��
	������	 ���� !#����

�� !#��� ����,J�K � J�K ���������C� � ���7� σxx �	 �	�#	 �� ����2.��� �����	�
� ��2���	� �� ����	4 ��������������� �� !#��� ����0J�K � J�K �	����C� � ���7� σxx

� σyy �	 �	�#	 �� ����2.��� ������	� �	 2��	 �	 �	�	�� �� ����2.��� �����	� � ��2���	�4 �
����	 σxx ������� �	� 	 ������	 �� ���9���� �	 ��?	 �	 �	�	� ��� � �� ���	� ��	���	
��?��	4 �� �	�������	� �� ����2.��� ������	� �	 2��	4 	 ���	� ��?��	 ��	���	 �������
�4 ���	?����������4 30 mm �� ������� 
 ����	 σxx � �� ������	 ��� *0L �� ������4
�����	 ���	� � �	�����	� ���� ����2.���4 � ����	 σyy � ����� I �	�����	4
�����	 I �	�������	 ���� �������	�

� �������	 	����	 �	 �	�2�	����	 �	� 	 ���	�� ���	�����	4 ���� �� �	�	�
���������4 �	� N/	ë� �	 �
� *'O� 
���� �� N/	ë� �	 �
� *'O �����)�� ��� ��� �	���������
��2������ � �����)�� �� �	���	 #�	������	 �?��������	4 	 ���	�� 	����	 �	� ��� ��C
�	� �	����	 �� �����)��	 ���� �2���	 �� �	�������	� 
 ������ �� !#��� ����, � ����0
	�����C� B�� 	 ���	�� ��������	 ���� �������	 ���	 �� �	� ��	��	 �	� 	 ��������C
�	 �	� N/	ë� �	 �
� *'O� �	�����4 	 ���	�� �� ����	 �?����	 �	 �����	��� 5�� 2���	
�	�� �� ������.�	 I ���	� �	����?����� #�	������� �	 �	���	 ���������	��� �����)��	
���� �������	 � � ��2������ �	�!������ �� ����2��;���� �� ���	� �	���	�

� �	���	�� �� ��2	�����	 ������� �B��������� �	 !��� �	 ��	��	 ���	 �������C
���	 �� !#��� �����J�K� 5�� ���	���� B�� � )	�� ���#��� � �?����	� �	 �	�	� !���
������ � �.��� �� ��2	�����	 �����	��� 5�� 2���	 �	�� �� �	�!����	 ��������	 �
!#��� �����J�K4 	��� � �������� � ����������	 �� ����	 �B��������� �� ����	 �� �����

 ���7� ����������� ���� )	�� ���#��� �	 �����	�� I ����	 ������ �� ����������� ��C
����	 � ��2	����7� ����������� 
 ����2.��� �	 2��	 ������	� �	 �	�	� ������ ��������
���7� ��� ������� B�� 	 ������	� �	 �	��	 �� �����

�� !#��� ����� �	�����C� � ��:�;���� �� ������ �� ����������	 �� ����	 σxx ��
����	 �� ����� 
����� �� !#��� �����J�K �	�� ���C� B�� 	 �.��� �� ����	 σxx ��
������ �	 ����)��	 � B�� � ����������	 �� ����	 � ��;����� �� ���7� �	 �	�	� ��
� �	� ������� -	�����	4 �	�� �	������C� B�� ��	 �� ��:�;���� �� ������ �	 ����	 ��
���7� σxx �� ����	 �	 �	�	�� -	���4 	 ���	 ��	 � ����!�� ���� � ����	 �?��� σyy

J!#��� �����J�KK� �� ����	 �� ������ ��	��)��C� ���7� �� �������	 Oy �� �	����C
�	 � �� ������	� �	 ������	� �� ������ ����!���C� 54 MPa I �	�����	 � 27 MPa I
������	4 �	�	 ���	�� ��?��	� 
 ����������	 �� ���7� ����������� �� !#��� �����J�K
��C� �����	 �	 ����2�������	 ��� �����	 � �	��B����� �	�������	 �	 �?����	 �� ������4
�?�����	 �	����	������ ������	 �� ��2	����7�� � �	���	�� �� ����	 ���	������
�	 ���	�� �	 �	������	 �� �	�������	 �� ����� �� !#��� �����J�K �	���C� � �����C
�����	 �� ���7� �� �	��� τxy �	 !��� �	 ��	��	� 5�� !#��� �	�!��� 	 2���	 ��2����	4
�	�����	 ���	�� ����	 �� ����	 �� �	��� �	 ����	 �� �������
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��� t = 5 s ��� t = 15 s

�� t = 20 s ��� t = 30 s

��� t = 35 s �#� t = 40 s

1�#��� ����*E  ���������	 �� ����	 σxx N�-�O �� ����	 �	 �	�	� ��" �����	 �	 :���	
�� �;������
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1�#��� ����0E ���7� �� ����2.��� ������	� �	 2��	 �	 �	�	�E J�K ����	 σxx N�-�O � J�K
����	 σyy N�-�O�

-	� 8����	4 �� !#��� ����� ���������C� 	 ����	 �� �	���	�� �� ����	 �������
�B��������� ���� 	 �	���	 ���������	��� �	 �	�	�� ���� !#���4 � �	.��� ����!��� B��
� ��#��	 ��� �2������ ���� ���7� ������� � � ����2.��� �	 ���� �?����	� �� ����4
�	����	������ I ����� ���#��� �	 �	�	�� � ���	� ��?��	 �� ����	 �B��������� Jσ̄ =
172 MPaK ���	����C� ����� � ������� � #�������� #�	������	 �� ����	 ��?��	 ��
����2.��� �����	� �� ���� � ����� ������ � �� 50 MPa J�0L �� ����	 ��?���K�

���$ 0	����4�


 �	������	 � �������	 �� ��	��	 ����	���9���	 � ��� ����2� B�� ������� �� �	�C
���7� 2�	������ ������� � ���9���� ������� � ����	 �� �;����� ���������	 ����
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1�#��� �����E +	���	�� J�K �� ��2	�����	 ������� �B���������4 ε̄p4 � J�K �� ����	 �B��C
�������4 σ̄ N�-�O4 �� ����	 �	 �	�	� �	 !��� �	 ��	��	�

��� ���

1�#��� �����E +�:�;���� �� ������ �� ����������	 �� ����	 σxx N�-�O ������� � �;������
 ���������	 �� ����	 σxx J�K �� ����	 �� ������ � J�K �� ����	 �	� ������ Jt = 50 sK�

���.���	 ���	���	� ���� �� ��	��	 �	� 	 �����.��	 � 2��"���	 2.��	 B�� ��	���C
���� � #����������� �	 ��	��	 ������	�  ��	���	� ������ 	 �	������� �	 �	���	
�����	����	 � �����������	 ���� �������	�

=�����C� B�� 	 ����	 ����	��)��	 ���� ���.���	 �	�� �	����7� �����4 ���	 B��
�#�� �� �������	 � �� :���	 �� �;����� ��������  ��� �	�	4 � �������	 �� 	����
������	 �� �;����� ����������� ����� �� �.��� �� �	�!���� ���	� �	 �������	 ����C
�����	�

� ������	 ������	 �����)��	 �����	� �� #����� #�������� �� ����������� �	 �	�#	
�� ���� � ���	������ �� ����2�������	 �������� � ��	��	 ������	4 ��	C������4 �������
������������ �	 �	�!������ �� ����2��;���� �� ���	� ����� 	 :���	 �� �;����� � 	 "��C
�	� 
 �����������	 �	 ���	�� ���� �	�!������ � ��� ����2� �	����?�� ���� �������	4
�����C� �� �	�!������ �� ����2��;���� �� ���	� ���������� �� ������������ 
����
�� � ���	����� �?��������������� B�� ��� ����� �	� � ���������	 � ��#	����� �� �C
���2.���4 ���	������ �� �����	 � ������	 �	 ���������� �� :���	4 � �����!����	 �	����
���	���	�C� ���	������� 
 ��	C����������� �	 ������	 �������	 � ������ �����	 I
��	����	 �� ��	�������� �	� � ������������

5� "���	 �� #�	������ �	����?� �����	 � 2	��� #�������� �� ����������� �����	�C
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1�#��� �����E  ���������	 �� ���7� �� ������E J�K ����	 σyy N�-�O � J�K ����	 ��
�	��� τyz N�-�O �	 !��� �� �;������

���C� ���7� �������� 
 �	������7� ��	�	���� �� ��	��	 ������	 ��	��)��4
����� ��)�4 ��2	����7� ���������� B�� �	��� �T� �� ���	 � �����)���	 �� �����
5�� 2	� 	 ��	 �	 ����	 �� �;����� ������	4 �� B�� � ��2	����7� �����	�����
����������� I �	���9���� ����.���� �	 ������� �������	 ���	���	�C� ����� B��
� ����2.��� �?����	�� ���	 ������ � ���7� ��� ������� B�� � ��#�7� ������	�� ��
����� 
 �?��;���� �� ��#�7� ���#��� �� ���� �	��� 	 ��	����� �� #�����	 �� ���7�
������� ����� ��� �	����?	� -��� �� �	�	� �� ����.��	4 � ���7� �	���� I ����	
�	��� ����#�� ���	�� ������������� ������	� 
 ���7� �	 ����	 ���	�� B����	 ���
�����	 2	� 	 ����2�������	 �� ���� �4 �	��B����������4 ��� ����	 2	� 	 ���������	
������	 �� �;������ � �������	 	����	 ���	 �� �	� ��	��	 �	� �������	 	����	
�	� 	���	 ���	��4 �	���	����	 � 	������7� � �	����7� ���������
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1�#��� �����E +	���	�� �� ����	 �B���������4 σ̄ N�-�O4 �	 �	�	� Jt = 50 sK�
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� �������	 B�� �B�� � �������� �	������ 	 �������� �� �� �	�����	 �� �������	 ��C
���	����	 �	 �	�#	 �� ����� �� B����	 ��	� 5�� �������	4 �����)��	 �	 ��	 �	  �C
���������	 �� 5�#������� ���9���� �� (���������� �� 
����	 � �	 7�%���	��� �� �1��
81������ �	 8�	����9 �� :�����	1 �� ;��	�����5��4 ��������� ��� ���	��4 �	� ���
��������4 � ��#�� 2��"���	 �	 �	��	�������	 ���9���	 � ������	 �� ��#�� ������C
�� �������	� -��� ���4 �����	����C� �� �	�����	 �� �	���	 ���������	 �������� �
��� 2��"���	 � ���	�C� ��� 2��������� �������� �������� I �������	 �	 �	��	���C
����	 ����	���9���	 ���� �������� B����	 	�������	 �	� ���#� ������� � ���9����
�������

 	 	�������	 ������������ ����������	4 �	����� 	 �����	�������	 �� �	���	 ��C
�������	 � �� ������������	 �������� �������	 I �������	 �	 �	��	�������	 ��C
�9���	 � ������	 �� ��#� �� ����.��	 ����.!�� �	�	4 �	� �?����	4 � ��#� �� ����.��	

�C�#C<�� -	����	������4 2	� �	.��� �	������ B�� 	 �	���	 �����	����	 � ��������C
���	 ��������� ��	 " � �	������	 �� ��#� �� ����.��	 �� ���� '0004 �	�	 �� 	����
��#� �� ����.��	 � �� 	���	 �������� �������	� 3	�	 �?����	4 �����C� � ������7�
�	 �	��	�������	 I ������	 �	 ��	 
+<+ �0��

�� ������#���	 � �����	�������	 �� �	���	 � ������� ��������4 �	 �	.��� �	�
���	 �� ��	���#��E J�K 	 �����	�������	 �� �	���	 �������	 � �� ������������	
�� ��	#���� �	������� 	� J��K 	 �����	�������	 �����9��	 �� �� �"��#	 �����	 � �	
�	���	 �������	 B�� 	 �	��7��� 
 �������� ��	���#��4 B�� ��� ���	 �� �	�����	
���	� �� �#���	��4 ��	 ������� �	 ������#��	� �	������ �	�� � ������� ��������
���	����� � �?������� ������� 	 ���� �������	 �������	 I ��������	 �	 �������	�
-	���4 ��� � ��� 	�������� � ����	�������� ��	�"����� 
 �#���� ��	���#��4 �����

��6
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�� �� �� ���?	 ���	 � �� ��	 ��������� �������7�4 	���#� �	 �	��� �	���������	 ��
��C�	���� ������� �4 �	��B����������4 � ��� �	�	��

�	 ��	 �� �� �������	 �	�������� I 	������	 �	 #��� �� �	��	������	4 	 ������	
����	����	 �	�� �� ��	 	� ��� ���	������ �	 B�� � ���#��� �	 	�������	 !����  ���
2	���4 � ���#�� ���	 ����	 � ������������	 �� ������� ��������4 ����� ��)� 2	��
�	 9����	 �	 �������	4 �	���)�� I �B�����	 �� �� ���	� �8���	 �� �	���������	 ����
���� �����.!�� ��� ����#��� B�� � ������������ ��	�	��� ��� 	�����	 �	���	� � 	���	 ���	
�#���	 ������	� 5��4 ����� ��4 ����� ��)�4 � ��������� ����	 � ���		4 �	��	�C�
2����		�

���� 0	����4� %����


���� B�� � �����)���	 �� ��#� �� ����.��	 ����� #�������)��� �	 ��� �� �	��4 ���
�;� ��� �����)���	 �������� ��� ��) B�� ��	 �	�������� �����7� �� �?�#;���� �?������
5�� �������7� �������C� �	� ����	 2���	�� ���	 ��#�� �� 	���� !�������� � � ���	�
����� �� 	���� ����	�"#���� +�	 �4 	 �	���	 B�� ��#�� 	 �	��	�������	 ���� ��#�
��	 �	 ����� ��� �	������	 ���� �	�������� �����.!���

����	 �� �	��� 	 �����	�������	 �� �� �"��#	 �	�������	��� B�� ���	���� �	
���	�	 �	 �������	 !���	 � B�� �������� ������ 	 �	��	�������	 ���9���	 � ������	
�� ��#� �� ����.��	4 ��	�����C� � ��� ���	��� �����	#��!�� B�� �������� �	������ B��
���� �������	 �����)�� �� �	���	 �	��������	 ����	������	C���	������	 ��������	 ��	
" ���� #��� �� ����������� ������� �	�	 ������ ���� ����������� ��� ���?��

� �	���	 ���	������	4 �	�	 	 �� /�	A� � 
���� N/�	A� �	 �
� *,O4 ���	 ���	���� ��
��2	�����	 � ����������	 �	� ��� �������� �������4 ���������C� ����� ���� 	 ��	�"��	
����������	� 5��	�� 	 �	���	 �� /�	A� � 
���� ����� �� �	��� �2���	 �� ���������	
���9���� � �������4 ��� ��������C� ���!������ ���� ���������� 	 �	��	�������	 �	
�������� � ����������� ��� ���?�� 
��4 	 �	���	 ��	�	�	4 � �����	����	 �	� 2	���
� ���������� �	�������������� 	 �	��	�������	 �	 �������� ���� #��� ����#��� ��
������������


 ������������	 �	 �	���	 �	��������	 � �2������� �����)���	 �� �B���� �� ����C
#����	 ����	��� �� #�������� ��	#����	 � ��� 2	�������	 ��#���#���� ���������)����

+��7�C� �����	���� � ����������� �� �"���	 �� ������	 �� ����������	 �� �����C
������ B�� �	������ ����� 	 �2���	 �� ������� �������� ����	 �� �	��� 	 #��������
� ���	������ �� ����2�������	 	� �� �B��������	 �������� � ����	 ��	��	 ����	��C
�9���	 �	�	4 �	� �?����	4 �;�����4 �����)	�C� �� ��#	����	 �	 ���	 �����������������
���� ����� �� ������� � �����)��� �� 2	��� ���C����.����� 
 ����� �� ��������� �����)� �
����#����	 ����.���� �	� 	 ��?.��	 �� �� ������	 ��������	 ���	 ���	�	 �� ��A�	�C=���	��

-������������ �	 ������	 ������	4 � ���������� 	 �����	�������	 � ������������	 ��
�� �	���	 ����	������	 B�� ��:���� 	 2��"���	 �� #�����	 �� ���	� �	� ��2	�����	 ���C
����� 
 �?�����	 ���� ����2� ���	� �	 �����	�������	 �� �� ��#	����	 �� ��	�������	
����	���9���	 �� B�� 	 ��	����� ������	 � ���9���	 �	 ��	����	 ������������4
�?�����	 ��� ��	�� ������ �� ��2	�����	 �� ��������	 �������������	 �� �������	�

� ��	#���� �� �������	 !���	 �����	����	 ������� � �������)���	 �� �������	
!���	 ����������	 �� � � � �	��	 �� ����#����	 � ��?������	 �� * �	��	 �� ����#����	�
� �������	 ��?������	 ��� ��������	 ���� � ����#����	 �	������4 ����)��� �������� 	�
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 �	����?����� �	 �	���	 ����	������	C���	������	 �����������	 �����)C� ���	
�8���	 �� ���9����	 �	 �������� ���	 ���	� � �������	 ������!���� Y����	 	 �8���	
�� ���9����	 ������ � ��� �� ��� ��)���4 � �� �����������	 �� 2	��� �?��	���"��� �
������������� +������C� ��� 	 �����	�������	 �� ��� 2��������� �� ������!����	 ��
���9����	 ���	 ���	�	 �����	� 5�� 2���������4 ���#���� �	� ����	�4 ���	��� � ��
��#	����	 ��	�����	 �� ����	 �� ���� ���� ���� � 	�����)���	 �	 ��	��	� � ��#	����	
�����	����	 ���	���	�C� ��� �!������ B�� 	 ��#	����	 #������	 �����	 �� ����
�	��������	 � �� ��	���� � ������!����	 �� ���9����	 �� �	���	 �� �	��	�������	
��	C�������� 
 �.���	 �� �	�������	4 �����)	�C� ����� �� ���	�	 �����	 �	 #��������4
�����������	 �	 ��	#���� ������� 
��	 	 ���	�	 2	��� �	������	� 5��	�� 	
���	�	 �����	 �	 #�������� � �	��� �	�������	�������� ��� �!������4 	 �������	
�	 �?���������� ���������� �	 �	�����	 ������� �� ���9����	� 3	� 	 ���	�	 �����	
�� ��#	����	 ��	�����	4 ������������ �	 ���	�� �������4 	��;�C� �������	 �?��������

� �	���	 �� �	��	�������	 ���������	 ���� �������	4 ��?�����	 ���� 2���������
�� ������!����	 �� ���9����	4 �	�� �� �������	 � 	���	 �������� �������	 �	�	4 �	�
�?����	4 	 ��	�


 ��������	 �	 �"��#	 �� �������	 !���	 2	� �����)��� ������������ �	 �	�.��	
������	 � ���9���	 � �� ��	����� �� �	�.��	 ��	����	� 
 ��������	 �	 ��	�����
������	 � �����)��� �	�������	 	 �������	 	����	 �	� 	���7� ����.���� � ��������
�� 	���	 ���	��� � ��#	����	 �� ����#����	 ����	��� �����)��	 ���� 	 ��	����� ������	
�� ��#��� ��������� �	��	�C� ������� �!��) ������	 � �.��� �� ���	 ���#��!�����
���	 B����	 � ���	��� � ���������	 �� ����	 ������	� 5� �	�	 	 ���� �2������	
� 	����	 	����� �	��	�C� ����	 ����������


 ��������	 �	 ��	����� ���9���	 �������� ��2���� B�� 	 �������	 ��?������	 �� ����C
#����	 ����)��� �������� �	���) � ����	�� �������	 B�� 	 ���	 �������	 �	� ����#��C
��	 �	������ � B�� B��� 	 ���	�	 �� �	����	 ����������� B��� 	 ���	�	 �� ���	��	���	
�	��� � ��������� ���B���	 �	 ������	 �����	 �	 ���	� �� �	����	�

� ��	����� ��	����	 �����)��	4 ����	 �� �	��� � ��������	 �	 �"��#	 �����	����	4
���	����� 	 �	� ��������	 ����� � ��	����� �� ��� ����� �	� ����������� ���C
����� ���� �� �?��������� �?�����!�� 	 �2���	 ���9���	 �� �������	 �� ������������
Y��� 	 ����	 �� �	�����	 �� �� �������	 B��� 	 ����	 �� ������	 �	 ��	 
+<+ �0�
���������)�� 	 �2���	 �� #�����	 �� ���	� �	� ��2	�����	 �������� 
 	���7� 	����� �	
�	������� �	� 	���7� �?����������4 ����.���� � ���������

� �������	 	����	 �� �������	 �� ��� �;����� �� ��� ��#� �� ����.��	 �� ����
�000 ���	������� ���� �� ��	��	 �	� 	 �����.��	 � 2��"���	 2.��	 B�� ��	�������
��� ��	��	4 ��� �	�	 �	� �������	 	����	 �	� 	���	 ���	��� 
 ���� ������
�	 ��	��	 �� �;����� � �� �	�	� �� �� �������� � ������	 ������	 �����)��	 �����	�
�� #����� #�������� �� ����������� �	 �	�#	 �� ���� � ���	������ �� ����2�������	
�������� 3	��B����������4 � �����	 �	 2	��� #�������� �� ����������� �?������
�	 ��	��	4 �����	������C� ���7� �������� 
 �	������7� ��	�	���� ��	��)����
��2	����7� ����������4 �����	�� I �	���9���� ����.���� 5�� 2���	 �?����� 	 �	
�� ����� 5�� ����	4 ����	������������� ��	����	 � ��	C������4 ����	� � �	������������
�	 �	���	 �	��������	4 ������	 � ����	������	 �����������	 ��� �	�	 � �������
�������� �����	������
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�	 ������	 �� B�� ��� �������	 � ��B�����4 �	�	 ���!	 � �����	�������	 � �	�	C
��� �	������������ � �����	�������	 �����	 �� ���������� �� ��	�������	 �������
������ �������� � �	��������� � �	������������ �� �������	 ��������4 ���������	
	 ������	 �� �������	 2����	�

� ������	 �� �!��;���� �	�������	��� � ��� ���� �����#��� �	� �������	 2����	�

 ������������	 �� �� ��#	����	 �� 	�����)���	 �� ��	����	 �	 ��	��	 �	� �	���	�	
���	�����	 � �	��.��	 �	 ��	 �� ����	 ���������� 	���� �����7� ��������� �	 ����	
�� ������	 N-���	C��C3��) � ���?����C �� 0$O� 
 �	����#;���� �	 ��	����� �� ���� �	C
�.��	 ��	 � �����) ���� �	����#;���� �	 ��	����� ��	����	� 3	�	 ���4 � ���� �	���	���
���	����������� 	 ��	 �� ����	4 ���� �������	 ������� B��� 	 �	�.��	 ���9���	 �
������	 B��� 	 ��	�������	 ����� ����

� ������	 �� �!��;���� �	�������	��� ������ �	�� �� 	����	 �	� ������� �� ��	C
#������	4 �	�	 � ��	#������	 ���� ������	 �������	 �D	� �������.�	� 
 ���!����	4
������	 �	 ���	 � ��	����	 ����	�"#��� �	 �	������	�� ��	�� ���	 ����� �	�� ���C
������� �� �	��������� � �!��;���� �� ��	#������	 �������� � �������.��� 5�� �������
�	����������� �������� � ������	 � �!��;���� �	 ��	����� ��	����	�

� �	���	 ��	����	 � �����	����	 ���� �������	 � �� �	���	 ����	������	C���	C
������	 �� �������� ������� B��4 ����� �	 �#��!���	 2.��	 �� ���	��� �	 ���9����	
���	����	4 �������� I ���� �	 �	���	 2��	���	�"#��	� ����	 �	���	 2��	���	�"#�C
�	 ����	���	������	4 B�� �;� �	���)��	 � �	� �������	 �� ���� �	 ��	��	 ��
�	�2	�����	4 ���	���� � ��� �� ����������	 �	� ����2.��� �� ����������� �	������
<���� ���������� � �����)���	 � ������������	 �	����� �� �� �	���	 ���� ���	4 B��
����� �� �	��� 	 �2���	 �� �����������4 �	�	 �	�������	 �� �������	 �� ���������	
������	 �� ��#� �� ����.��	�

�� ���� �	 �	���	 �	��������	4 !�� �	� ������ � ��:�;���� �� ���	��	��� �	
�	��	�������	 ���9���	 � ������	 �� ��#� �� ����.��	� � 2��"���	 �� ���	��	���
��	��� �	� � ��?����4 ����	�������� �	 �������� � ��2	�����	 ��������  ��� �	�	4
���� ���������� �����	���� �� �	���	 B�� ����� �� �	��� � ��	����	 �	 �2���	 ��
���	��	��� �	� � ���"��� �� ��2	�����	4 � ����������� � �	� �����	 ����	����������

�	 ������� �������	 �����)����C� ���������� ����� ���������� �� �������	 ��C
?������	 �	� � ���� B�� ��� �	���)�� � �������	 ��� �����	� 5� #�	������
���������	��� �	����?�4 � �����)���	 ���� ���	 �� �������	 �	���C� ������������4 �	�
	 ��#	����	 �� #�����	 ���� �������	 ����� �������� �� 	������� � ����	 ��B����C
����	 #�	������	4 ����� ��)� �������	 �	����?	� ���� #�	������4 	 �������	
����������	 �	 	 ��� ���B���	� � �������	 	����	 �	� �������	 ����������	 ��
B����	 �"4 �	� �� 	� B����	 �	��	 �� ����#����	4 �	����C� ���������� �� 	����C
����	 �� ������ 5�� ������;���� � �������� B����	 	 �������	 ����������	 �	�� ��)
	� ��� �"� -	� �	��#�����4 �	���C� ������� � ������������	 �� �������	 ���� ���	
���� � �������	 �� ��	��	 ����	�"#��	 	��� �	���	 �	� #�	������ �	����?��

���� �������	4 � 2���� �� �	����7� �� �	�����	 � �����	 ��������� � �������7� ���C
�	�"#���� -	�����	4 ���� �� ����#�����	 �� �����)���	 ����	�"#��� �	 �"��#	 ���������	
���7�C� � ������������	 �� ��#	����	 B�� �������� ������ 	 �	�����	 ���9���	 �
������	 ����� 2��������� � ����4 ��� �	�	 	 �����	 � �	��B����� ���������	 �� ���	�
�����	����	 ������� 	 �	�����	� 
 ������������	 �� �� ��#	����	 �� �	�����	 �	� �����	
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���� �	 �����	�������	 �� �� �	���	 �� �����	 �	����	 I ����	���9���� �� ���������C
��� 5�� �	���	4 ���� �� ������ �	� � ����	 �?������4 ���� �� 2����	 �� �����������
�� ����2.��� �� �	�����	 � 	 �� �������	 ���� �� ����2	����	 �� ���	��

���� �������	4 ���������	�C� �� ��#	����	 �	������� ���� � ��	����	 �	 ��	���C
�� ��	����	� 5�� ��	���#��4 ���	�� �	�������	�������� ��	�"����4 �	�� ���������
��	����� �������	 ���	 B����	 	 ���������	 �� ����	 � �������	 #������ �����
��	���#��4 �� ���	 � �	����?����� �� ������������	 ��� ������	4 ��	 ���)�� ���
��	������  ��� �	�	4 ���� ���������� ����� ��2������ ��	���#�� � ������#�� ��
������	 �� ��	����� ��	����	� 
 �	�������	 ���� ������ ���� ������ �	 ���	 �
�	����#;���� �� ��2������ ������#�� �� ��	�������	�

(� �����	 �� #����� �����������4 �	 B��� � �	.��� �?��	��� � �	������������ �	
�"��#	 �����	����	4 � � �������	 �	 �	��	�������	 �� �������� �	��"��	 �� �����)
��������� 5�� �������� �;� 	�����	 �� ��#�� �� ����B�� �� ����� �������7� ��
��#�������� 3	����	4 	 �	��	�������	 ���� �������� �� ��#�� ��	��	 ����	�"#��	
����� � ������ ���	��������


 ��!������� �� ������!����	 �� ���9����	 �������� �	 �	���	 �	��������	 � ��
��	����� #�������)��	 �� �	�������� �����.!��� 5�� ��!������� � ����� �������� ����
2���� �� 2��������� �� ������!����	 B�� �	������� � ��������� ��� �� �	��	�������	
� ����2.��� �� ������������ -	� �	��#�����4 	 �����	�������	 �� �� ��	#���� B��
��������� 	 ���9����	 ���	����	 �� �	���	 �	��������	 ��� ���� � B�� �	�������
� ������	 �� �	�	 �	���	 � �� #����� ���	��9���� �����.!�� � ����	�"#���� � �����	�C
������	 2����	 �	 ��	#���� ����	� ��� ���� ������	 �� �� �	�����	 �� �	���	 ��
�	��	�������	 � ���� ������������	 �� �	�	 ��#	����	 �� 	�����)���	�  ��� ��#	���C
�	4 �������C� � ���� ����	��� � 	 ��#	����	 ������


 �����)���	 �� ��#	����	 �����	 �� ������#;���� ����!����4 �	�	 � ���� ����	���4
�	��� �������� 	 �����	�������	 �� ��	#���� B��4 � ������ �	 �	��	�������	 ���� �	
��������4 ��	��� ���	����������� 	 ���	 � � ��� �� �	��	�������	 B�� ����	� 	 ����	��)�
3	����������� �	� � ������	 	� �����	�������	 �� ��� �� �	��	�������	4 	 ��2����	
��	#���� �	�� ����� ���������� 	 ���9����	 ����� ���� �� ��������� 
 �����)���	 ��
�� �"��#	 �	� ��� ���������������4 �	����	 � ��	#���� �� �������	 ���	 ���	�	
�	 �������	 !���	4 ��������� � �����)���	 �	������ �� 2��������� �� �������	 �	�
�����)��	�� ���	 �	������	�� �	 �����	 ���������	 �� �	������	� 5�� �"��#	4
���� ��2	�����	 �� ������� � ����� � �	�����	 �� ����� �?����������4 �	���������
���� �����)�� 	 	��	 �� /�����U@ �� ���	����)���	 �	��� �� 2��������� �������� ��
������ �������
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0 C ���	� ���	
�4� � � 4) C 5������ ����������� � IR

4� � � 4X
α4� � � 4ω
a4� � � 4z C >���	�� � ���	�� ����������� � IRn

A4� � � 4Z
α4� � � 4ω
A′ C -���� ������	�� �	 ���	� A
Ȧ C  ������� ������� �	 ���	� A �� 	���� �	 ����	
A−1 C ���	� ��������� �� ������	 �� A
AA C -���� ����C�������� �	 ���	� A
AS C -���� �������� �	 ���	� A
AT C ���	� ��������� �� �����	���	 �� A
Â C ���	� A �	���	 ���� 	 ��2�������� �� 	��	��	���
det(A) C  ����������� �	 ���	� A
‖A‖ C �	��� �	 ���	� A
|a| C >��	� ��	���	 �	 ������ a
ab C -�	���	 �	 ����	�� a � b
A : B C -�	���	 ������	 �	 ���	�� A � B
A ⊗ B C -�	���	 ���	���� �	 ���	� A �	� B
δA C 3���	 ������� �	 ���	� A
tr(A) C ����	 �	 ���	� A
da C +��������	 ��!�������� �� �������� #������� a
∆a C +��������	 �� �������� #������� a
(x, y, z) C <����� �� ��?	 ��������	
(x1, x2, x3)
δij C <.��	�	 �� Q�	���U��
� C ���	� ���������� �� B����� 	����
11 C ���	� ���������� �� �#���� 	����
IR C 3	�����	 �	 �8���	 ����
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cosh() C 1����	 �	��	 ������"���	
div() C ������	� �����#����
exp() C 1����	 �?�	�������
grad() C ������	� #��������
ln() C 1����	 �	#�����	 ��������	
max() C 1����	 ��?��	
min() C 1����	 �.���	
sgn() C 1����	 ����
sinh() C 1����	 ��	 ������"���	


�� C�����

,�"�� -�#;6����	�

0 C >��	� �������
amb C =�2������ I �	����7� ��������
cond C =�2������ I �	�����	 �� ���	�
conv C =�2������ I �	������	 �� ���	�
t C =�2������ �	 ���������	 �� ����	 t
t + ∆t C +��������	 �� ����	
max C >��	� ��?��	
min C >��	� �.���	
p C =�2������ � �� ���	� �������	
tol C =�2������ � ��� �	���9����

,�"�� -��	�;6����	�

ˆ C =�2����� �	 ��2�������� �	�	����	��� 	��	��"���	
e C -���� �������
k C =�2������ I �������	 �� ������	 �	������
k + 1 C =�2������ I �������	 �� ������	 �#�����
p C -���� �������
pond C =�2������ I �	�������	
sim C >��	� ������	
∗ C >��	� 	������	 �?���������������
t C -���� �������
te C -���� ����	�������
vp C -���� ���	�������
� C ����2	�����	 ���� �� �	�	 ��2��������
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A
def
= B C A ��!���� �#��� � B

A ≡ B C A �	������ �	� B
A ≈ B C A ���	?���������� �#��� � B
A � B C A �#��!����������� ���	� �	 B�� B
A � B C A �#��!����������� ���	� �	 B�� B
A → B C A �������� B
A ⇒ B C A ������� B


�$ 8�#��



 C &�#� �� ����.��	
3
 C 3	������	 ������ �	� �	������	�
35� C 3	�!������ �� �?����	 �������
% & C %��� �� ���������

5 C 
�#	����	 ��	����	����	
�51 C ���	�	 �	 �������	 !���	
1+ C +���#����	 �	������
%
 C 
�#	����	 #������	
%� C ������
 ��	���
H* C 5������	 !���	 ��?������	 �� * �"
+= C =	����	 �����������
+<Y C +������	 �� 	������� � B��������
- C  ��	��	���	 �	���
<=+ C +���#����	 ����)��� ��������
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σ′ C ���	� ������	� �� ���7� �� 3����@
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 �@� �������
����� ��������6���� ��6

Q � Q∗ C 5���#�� �� ��������	
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ρ14 ρ2 � K C -��9����	 ��������.���	 �	 �	���	 �� -���) � 
�#	�
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B � H C -��9����	 ��������.���	 �	 �	���	 �� ������ � <����@
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L = ḞF−1. J/��K

<���������	 F4 ���	 �	�
F = FteFp (Fe

0)
−1 , J/��K

�� �B����	 �	 #�������� �� ���	������ L J�B����	 J/��KK 	����C�E

L = ḞF−1 =
d
dt

[
FteFp(Fe

0)
−1
] [

FteFp(Fe
0)

−1
]−1 =

=
{
ḞteFp(Fe

0)
−1 + FteḞp(Fe

0)
−1 + FteFp d

dt
[Fe

0]
−1

}
J/��K{[

(Fe
0)

−1
]−1 (Fp)−1(Fte)−1

}
=

= Ḟte(Fte)−1 + FteḞp(Fp)−1(Fte)−1 + FteFp d
dt

[
(Fe

0)
−1
]
Fe

0 (Fp)−1 (Fte
)−1

.

-	���4 �	��������	 B��
Ḟe

0 = 0, J/��K

�	�� �	������C� B��

L = Ḟte
(
Fte

)−1 + FteḞp (Fp)−1 (Fte
)−1

. J/�$K
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� #�������� �� ���	������ �	�� �� ���	��	�	 ������������ �� �� ����� ����	�������4
Lte = Ḟte(Fte)−14 � ������� Lp = FteḞp(Fp)−1(Fte)−1� <�����	 B�� 	 ���	� #��������
�� ����2	�����	 ����	������	 �	�� �� ���	��	�	 �� �#����� �������E

Fte = VR, J/�'K
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	��� V � 	 ���	� ��2	�����	 ������ ����	������	� <���������	 � �?����	 J/�'K ��
��!����	 �� ���� ��� �� ����� �	 ���	� ����	 #�������� �� ���	������ 	����C�

Lte = Ḟte(Fte)−1 = ˙(VR)(VR)−1 = (VṘ + V̇R)R−1V−1 = J/�6K

= VṘR−1V−1 + V̇RR−1V−1 = VṘR−1V−1 + V̇V−1,

Lp = FteḞp (Fp)−1 (Fte
)−1 = (VR) Ḟp (Fp)−1 (VR)−1 = J/�*K

= VRḞp (Fp)−1 R−1V−1.
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Ωlog = W + Nlog J/�,K

	���

Nlog =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0 se b1 = b2 = b3

ν[BD] se b1 �= b2 = b3

ν1[BD] + ν2[B2D] + ν3[B2DB] se b1 �= b2 �= b3 �= b1,

J/��0K

�� B�� B = V2 � 	 ���	� �B����	 �� 3����@C%���� � bi = λ2
i , i = 1, . . . , 3 �	 	 ���	��

��"���	 �� B �

ν =
1

b1 − b2

[
1 + (b1/b2

1 − (b1/b2)
+

2
ln(b1/b2)

]
, J/���K

νk =
1
∆

3∑
i=1

(−bi)3−k

(
1 + εi

1 − εi

2
ln εi

+
)

, k = 1, . . . , 3, J/���K

∆ = (b1 − b2)(b2 − b3)(b3 − b1), J/���K

ε1 = b2/b3; ε2 = b3/b1; ε3 = b1/b2. J/���K

-�� &�� �� 0	��	�������	 D��	�������

=���������	 B��4 �� ��B���� ��2	����7�4 � ������ � �#����� �?����	 ���� ��2	���C
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σ = Ce : εe, J/��$K

	��� Ce = Ce(T ) � 	 ���	� �� �	������ �������4 ���������� �� ����������� T �
 �������	 �� 	���� �	 ����	4 �����	

σ̇ = Ce(T ) : ε̇e +
∂

∂t
[Ce(T )] : εe. J/��'K

ε̇e = De � 	 ���	� ���	������ �� ��2	�����	� -��� ��	��	 ��	C�	������	4 � �?����	
J/��'K �	�� � �#����� 2	���E

σ̇ = Ce(T ) : De + Ṫ
∂

∂T
[Ce(T )] : εe, J/��6K
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	��� Ṫ = ∂T/∂t� -��� � #����������� �	 �������� �������	4 	 �#���	 ����	 �� �?���C
�	 J/��6K � ����	 ���	� B�� 	 �������	 � �	�� �� �����)��	 �� ����� �� �	���;����
�	 �	���	 N 	����� 0�O� 
 	���� �� #�����)� �� ��	�������� B�� �	��7�� � �����)
Ce �	�	4 �	� �?����	4 	 �"���	 �� �����������4 � ����	 �����	� I 	���� �� #�����)� ��
�� ������7� �	� � ������������  �� �	�	4 � �?����	 ������	�4 ������ �� ��B����
��2	����7�4 �	�� �� ������ �	�	

σ̇ = Ce : De. J/��*K

-�$ 0�����	 �� 9�����	 0	��������� ���� Dvp
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Dvp =
∂Ω
∂σ

, J/��,K

�� B�� Ω = Ω (σ, σ̄, s, T )� 5���	4

Dvp =
∂Ω
∂σ

=
∂Ω
∂σ̄

∂σ̄

∂σ
, J/��0K
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σ̄ =
[
3
2
(
σ′ : σ′)] 1

2

com σ′ = σ − 1
3
tr(σ)11. J/���K

� ����	 ∂σ̄
∂σ �� �B����	 /��0 �	�� �� ���������	 ��#����������� �� �#����� 2	���E
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∂
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σ′ : σ′)] 1
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=
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∂

∂σ
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3
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σ − 1

3
tr(σ)11

)
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3
tr(σ)11

)] 1
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= J/���K

=
[
3
2
· 2
(

σ − 1
3
tr(σ)11

)]
· 1
2

[
3
2

(
σ − 1

3
tr(σ)11

)
:
(

σ − 1
3
tr(σ)11

)]− 1
2

=

=
3
2
σ′
(

3
2
σ′ : σ′

)− 1
2

=
3
2

σ′

σ̄
,

B��4 ���������	 �� �B����	 J/��0K4 �����	

Dvp =
3
2

σ′

σ̄

∂Ω
∂σ̄

. J/���K

-��� 2"����� �� �	� ��� ���� � ��2	�����	 � �	.��� ������	��� ˙̄εp �	� Dvp4 ��	 �4

˙̄εp =
[
2
3

(Dvp : Dvp)
]− 1

2

. J/���K



��� E� �$����	  ������
�	

<���������	 J/���K �� J/���K �����	E

˙̄εp =
{

2
3

[(
3
2

σ′

σ̄

∂Ω
∂σ̄

)
:
(

3
2

σ′

σ̄

∂Ω
∂σ̄

)]} 1
2

=

=

{
2
3

[(
1
σ̄

∂Ω
∂σ̄

)2

·
(

3
2

)2

· (σ′ : σ′)]} 1
2

= J/��$K

=

{
2
3

1
σ̄

2
(

∂Ω
∂σ̄

)2

· 3
2
· σ̄2

} 1
2

=
∂Ω
∂σ̄

.

 ��� �	�	4 ���������	 J/��$K �� J/���K4 	����C� � ������	 �	��������� ���� � ���	��C
���� �� ��2	�����	 ���	�������4 ��	 �4

Dvp = ˙̄εp

(
3
2

σ′

σ̄

)
. J/��'K
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���� ���?	 ��������C�4 �� 2	��� ������4 	 �����.��	 ����	 B�� �������� � ����	C
���9���� �� ��2	�����	� 
 ������ ���� 2���������4 	����C� � �B����	 B�� �������
� ��	����	 �� ����������� ��� �	��	 �����	 � ��2	�����	 �������� 5�� 2	�������	 ��C
�	��� � �B���7� �� �B���.���	 ���9���	4 � �������� � �#���� ��� �� ����	���9���� � �
��� �� �	�������	 �� ���� -��� ��� ������� 	��� 	 ����	 � 	 �� �����	�������	
���"���	4 ���	�����C� 	 �������	 �� ����	�	� N����	�	� 0�O4  	����� N 	����� 0�O4
=����	 � Q	��@��� N=����	 � Q	��@��� *0�O � >�) M���	� N>�) M�� ,*4 >�) M�� 00O�

0�� +����,��	 -���	

���� ����	 ���������C� ��#�� �����.��	4 ��!���7� � �	�������7� 8��� I �	������	
����	�������� ��	 � �������� 2�)�� ��� �������	 ��������� �� �	�	 	 �����.��	 ��
����	���9���� �� �����������4 �� ����� ��B���� ��������� ���� � ���7� '��K � 3���

*��� �$�� �C�C� ����������� �� �����

< ������� �� ����������� �� ����� ������ ��� � ����� 	�	�
 �� �� ����� ��
��� ��� ��
�
	���� .�	� 1

d
dt

∫
ρ dV = 0, J3��K

���� ρ = ρ(x, t) � t ��������	�� � ����� ������/�� � � 	����3 ������	�����	�� 5�%����
��� v(x, t) = dx/dt 1 � ����� �� ��
�������3 � �� � �
���� �����
���� �
�1%���3 �
������� �� ����������� �� ����� ���� ������������� �� �����	� �����=

dρ

dt
+ ρ div(v) = 0 J3��K

��/���	� �C�C� &'���(�� �� �'��
)*���

!� ��	��	� t3 �� � 
�� ���������
 Ω �� ����	��� Σ 1 ��%��	�� � ������ �9	������
�� ��������� �� ��
������ �� �������� ��� ��/��� � ���
�%�� ����������� �� �����
�����	�=

div(σ) + b = 0 em Ω, J3��K

��$



��' �� ���	����
�,�	 9���� 
 ��������6���
 �
 .�
	�����
��

σ = σT em Ω, J3��K

t = σn em Σ. J3�$K

�� �?����	 ������	�4 t � n ���������� � 2	��� �� 2�	������ � � �	���� �?����	� I
����2.��� Σ4 ��������������� b � 	 ����	� �� 2	��� �?����	�� �	�8����� 
 �B���7�
�� �B���.���	 �	 ����������� �� �� 2	��� �	���4 ����	 ���� 	 �B���.���	 ������ �	�	
��#����� � �B���.���	 ��#���� � ��!���	 ������ �� ������� �	 ���	� �� ���7� J�B����	
J3��KK�

*��� �$�� �C�C� �������� ����	)��� �� �������� ��	�

< ������ ������� �� 	������0��� �9������ � ����������� �� ������� ��	� �������3
������ ��
���� � �� ����� ��&�	� � �����������3 ���� ��� ����	� ����

ρ
du

dt
= σ : D − div(qk) + qt J3�'K

���� du/dt = u̇ 1 � ������� �� ������ �	���� ������/��3 D 1 � 	����� ��
������ ��
���������� � qk � qt ��� � ���	�� �������� �� ��
�� ��� ������ �� ���� � � >�9� �� ��
��
��� ������ �� ��
���3 ������	�����	��

*��� �$�� �C�C
 ��+���� ����	)��� �� �������� ��	�

< ������� ������� �� 	������0��� �	����2 � ��	���� ������/�� η ���� ������
 ��
��	��� 	������0��� ���� � ������ �� ����� �� ��	���
� ��	� ������� ��������	� � ���
���	�� ����������
 ��� ��������� �� 	�������?��� �� ��
��� < �������3 ��/��� �� 	�����
�� ������� �� ��	���� ������/��3 η̇ = dη/dt3 ���� ��� ���� ��
� �����	� ������
����=

ρη̇ ≥ qt

T
− div

(qk

T

)
J3�6K

��/���	� �C�C� &���+�� ����	)�	� �� ,�
�-�
�.

� ������ 
��� ������/�� ψ = ψ(εe, s, T )3 �� ������ ������/�� 
��� �� @�
�$�
	23 1 ��
��	����
 	������0��� �������� 4 ������ �	���� �� ���� ���

ψ = u − Tη. J3�*K

���� εe 1 � 	����� �� ���������� �
��	�� � s ��������	� � ���&��	� ��� ������� �	������


 ���#������� �� 3�����C ���� � ������ �	 �������	 � �#���	 �����.��	 �� ����	C
���9����4 �� �	�����	 �	� � ��!����	 �� ����#�� ������

��/���	� �C�C
 ����+��
���� �� �
���������-��

,��%����� �� �������� ",�A# � ",�B# �%	1���� � ������
���� �� ,
������6�$��=

σ : D − ρ
(
ηṪ + ψ̇

)
+ Tqk · grad (T ) ≥ 0 J3�,K


 ���#������� �� 3�����C ���� ��������� ��� �������	 �	 ��	��	 ����	������C
������� ����.��� N=����	 � Q	��@��� *0�O� 
 �������� ������� s �	��� ��������
� �������� ������� �	 ��������� 5��	�� ��� ������ ����������� �	� ��� ��������
���������4 ��� �	��� �� �?���� �	� ��� 8���� �������� ������ J��� ���.���	 �	 �	���	
�� �	��	�������	 ���9���	K�



��/� 3�
��� �
 3������ �
 ������
��
 ��6

0�� 2;����	 �� 2�	����	 �� �����������


 ������ �� ���#������� �� 3�����C ���� �	�� 	����C� � �������	 �	��� φ ��!����
�	�E

φ = −ρ(ηṪ + ψ̇) + σ : D + Tqk · grad (T ) ≥ 0. J3��0K


 �������	 �	��� �	�� �� �������� �� �� �	��	����� ����.���� JφintrK � �������
JφtermK� 
 �������� � ������ I ��2	�����	 ������� � � �#���� �	 �2���	 �� �������	
�� ���	�� 
��4 � �� ��	��	 �	� ��� ���	��	���	E

φintr = −ρ
(
ηṪ + ψ̇

)
+ σ : D, J3���K

φterm = Tqk · grad (T ) . J3���K

3	�������	 φintr �	� 	 �������	 �����.��	 �� ����	���9���� J�B����	 J3�'KK � �	� �
�������	 �� ����#�� ����� �� H����	��) ψ̇4 	����C�

div (qk) + Tρη̇ − qt − φintr = 0, J3���K

B�� ��������� � �B����	 �� ��	����	 �� ������������ 3	����	4 � �������	 �� ����	���
����.!��4 η̇4 � � �������	 ����.����4 φintr4 �;� �� �� ������������


 �������	 �� ����	��� ����.!��4 η̇4 �	�� �� ����������� ���� ��!���7� �	�����
I ����#�� ����.!�� �� H����	��) J�B����	 J3�*KK4 ��	 �4

ρη̇ = ρ
∂

∂t

(
−∂ψ

∂T

)
= −ρ

∂2ψ

∂T 2
Ṫ − ρ

∂2ψ

∂T∂εe
: De − ρ

∂2ψ

∂T∂s
: ṡ. J3���K

De = ε̇e � � ���	������ �� ��2	�����	 �������� <�����	 B�� 	 ���	� ����.!�	 JcK4 	 ���	�
�� ���7� JσK � � 2	��� ����	���9���� �	����� I �������� ������� s JAK �	 ���	
�	�

c = −T
∂2ψ

∂T 2
, σ = ρ

∂ψ

∂εe
, A = ρ

∂ψ

∂s
, J3��$K

� �	.��� �����!��� � ������ �� �?����	 J3���K� 3	��B����������4 � ���������	 �
�����7� J3��$K �� J3���K4 	����C�

ρη̇ = ρ
c

T
Ṫ − ∂σ

∂T
: De − ∂A

∂T
: ṡ. J3��'K


 ���������	 �� �������	 �� ����	��� ����.!�� J�B����	 3��'K �� �B����	 �� ��	����	
�� ����������� J�B����	 3���K ������ �� �?����	 �#�����E

ρcṪ − φintr − T

(
∂σ

∂T
: De +

∂A
∂T

: ṡ
)
− qt + div (qk) = 0. J3��6K


 �������	 ����.����4 φintr4 �	�� �� 	����� ���	�����	 I ��!����	 J3���K �� �	�����	
�	� � ��!����	 �� ����#�� ����.!�� �� H����	��) J�B����	 J3�*KK � �	� � �?���7�
J3��$K� 
 �������� ����	��� �� ψ(εe, s, T ) � ���� �	�

ρψ̇ = ρ
∂

∂t
ψ(εe, s, T ) = ρ

∂ψ

∂εe︸ ︷︷ ︸
σ

: De + ρ
∂ψ

∂s︸︷︷︸
A

: ṡ + ρ
∂ψ

∂T︸︷︷︸
−ρη

Ṫ , J3��*K
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	��� � ������� �	 �#���	 �����	 �	��� �� ������!���� 2��������� �	� � ��!���7�
�	 ���	� �� ���7�4 σ4 �� 2	��� ����	���9���� �	���#��� I �������� �������4 A
� �� ����	���4 ρη� <���������	 � �?����	 J3��*K �� ��!����	 �� �������	 ����.����
J�B����	 J3���KK4 � ���	�����	 B�� 	 ���	� ���	������ �� ��2	�����	 �	�� �� ���	��	�	
�� �� ����� ������� � �������4 D = De + Dp4 ����	

φintr = −ρηṪ − ρψ̇ + σ : D

= −ρηṪ −
[
σ : (D − Dp) + A : ṡ − ρηṪ

]
+ σ : D J3��,K

= σ : Dp − A : ṡ.

1���������4 � �B����	 �� ��	����	 �� ����������� � 	����� ���� �	�������	 �� �B���7�
J3��6K � J3��,K4 ����	 	��#�� �

ρcṪ −
[
σ : Dp − A · ṡ + T

(
∂σ

∂T
: De +

∂A
∂T

· ṡ
)]

− qt + div (qk) = 0. J3��0K


 �������

qi = σ : Dp − A · ṡ + T

(
∂σ

∂T
: De +

∂A
∂T

· ṡ
)

J3���K

��������� � #�����	 �� ���	� �	� ��2	�����	 �������� � ����	 ��������������� I
�������� ������� �� �B����	 J3��0K ����� �� ��!���	 �� ��	��	 �	� 	 ��	����� �
�	���	 �� �	��	�������	 ���9���	 �����)��	� 
 2	�������	 ������ �� �������� �������
���) ��� #����� �	����?�����4 ��	 	����� ���� ��	��� �� ��������4 �� ������ �����	
I ������;���� �� 	���	 ���9����	 ���	����	 �	 ��	������ -	� �����!����	 �	��
�����C� B�� ψ = ψ(εe, T ) �4 ���� �	�	4 �����!��� � �B����	 J3��0K ����

ρcṪ −
(

σ : Dp + T
∂σ

∂T
: De

)
− qt + div (qk) = 0. J3���K

	���

σ : Dp + T
∂σ

∂T
: De = qi J3���K

� ����	 �� �������	 �� ����	 �	� � �����������4 ����	 ����	������	4 ��B��� ��� �	C
������	 �	����?� ����������� -	� ��� 2���	4 ����� �;� ��	 � ��������� �� �	������	
�� 8����� ������� 
�#��� �� B��� ���	�����C� ������� �� ����	 '���



�������� �

+���
��� �
 )�
���
�� ��	�!
 �
�/��"��

3	������C� ��� ���� �	����4 �B������������� ����������� �� !#���  ��� 5�� ���� �
�	������ �	� � �������	 ������ �	 �?����	 ���������	4 � ���� ��� 4 cm �� �	��������	
� ρc = λ = 12 Jcm−3◦C−1� 
 �	����������� ������� �	 �������� � �� 4 W/cm◦C� 5��

Isolamentoq

1 2 3
(1) (2)

2 cm 2 cm

1�#���  ��E =����������	 �B�������� �� ��� ������ ���.������ !�� �	����� �	������	
�� �������	 !���	 ���������	����

��	����� ��� ��	����	 ���	 ���	�	 �� 3����UC����	�	� J	� �� ��2������ �������K4
�	� Λ = 0.54 �� ���#	����)���	 �� �����) C � �	� �� ���������	 �� ����	 ∆t = 1 s�
5�� ���������	 �� ����	 � �!����������� ��B���	 ���� ������ 	�����7� �������� ��
	����	� 3	������C� B�� � ����������� ������� �� ���� � )��	� (� :�?	 �� ���	�4 q = 5 W4
� �������	 ���� �?��������� �� ���� J��� !#���  ��K�


 �����)� ���������� �	

C(e) =
λL

6

[
2 1
1 2

]
=
[

8 4
4 8

]
e k(e) =

k

L

[
1 −1

−1 1

]
=
[

2 −2
−2 2

]
. J ��K

3	��B����������4 � �����)� #�	��� �������

C =

⎡
⎣ 8 4 0

4 16 4
0 4 8

⎤
⎦ , K =

⎡
⎣ 2 −2 0

−2 4 −2
0 −2 2

⎤
⎦ e F =

⎧⎨
⎩

5
0
0

⎫⎬
⎭ . J ��K

F � �	�����.�	 ���������� ���	 :�?	 �� ���	� ���	�	 �	 �������	 �"� 3	�������	 	

��,



�$0 )� =���
��� �
 ;�
���
�� �%	��
 0 37�����

����� ���	 ���� �B����	 J*��$K �	� Λ = 1/2 ������E⎡
⎣ 9 3 0

3 18 3
0 3 9

⎤
⎦Tt+∆t =

⎡
⎣ 7 5 0

5 14 5
0 5 7

⎤
⎦Tt +

⎧⎨
⎩

5
0
0

⎫⎬
⎭ , J ��K

B�� �������� � 2	��� #���� ���� �� J*��'K4 	� ���4 K∗Tt+∆t = Q∗Tt + F∗� (�� ��)
B�� Tt = T0 = 04 	 ����� �����C� � Tt+∆t = (K∗)−1F∗4 �	�

(K∗)−1 =

⎡
⎣ 0.1180 −0.0208 0.0069

−0.0208 0.0625 −0.0208
0.0069 −0.0208 0.1180

⎤
⎦ . J ��K

� ����	� �� ����������� �4 ����	4

Tt+∆t = (K∗)−1F∗ =

⎧⎨
⎩

0.5900
−0.1040

0.0347

⎫⎬
⎭ . J �$K

5�� �������	 J��� !#���  ��K ��	��� � ��������� 2.���4 ��� ��) B�� � ����� B�� �
����������� �� �	�	 	 �" ����� �	� � �����	 �� �� :�?	 �� ���	� �� �?���������
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�� �� 8�	�

������ ��� �$�������$����
 ����	���	4 <����#��C>����#4 H��������#4 
�������4
�,*'�

N/������@ ,*O -� � /������@� 5��� '���	��
 ��

��	��� �� !����
 !�	(��*� � 	$� �
��	��
�	- .����	�-4 ��� ��  	��	������	4 3���!��� (�������@4 (Q4 �,,*�

N/�	A� *6O <�/� /�	A�� �� .�	����
 C���%
� ,���		�	�� 8���
 ��� 	$� @�	 L��*�� ��
8�	�
�4 ��� ��  	��	������	4 �+� C ��������� +������� 	2 �����	�	#@4 �,*6�

N/�	A� �	 �
� *,O <�/� /�	A�4 H�Q� QA	� � &� 
����4 
� �������� �������� �	���������
�	��� 2	� �	� A	�U��# 	2 �����4 .�	����	���
 E�����
 �� '
��	�	-4 "4 ��� ,$R��04
�,*,�

N3��������� � -����� ,�O %� 3��������� � -� -������ +�����!����	� ��� ������ ��	����E �
�	����� ����	���4 8�	���
 ������	�� ��	��	�� ��� ������ ����		�	�� ����	���4
&�
� /������4 <�/� /�	A� � 
� � 1���� J5��K4 ��C�	�� �
4 ��� ��R�$4 
<�54 �,,��

N3��������� � -����� ,�O %� 3��������� � -� -������ +�����!����	� ��� ������ ��	���� ��C
����� �	 �������� ������	��4 .�	����	���
 5����� �� .������ '��%
���4 3������4
��� 6,R*'4 �,,��

N3�	 ,0O H�&� 3�	� 8��1
��	�� 8������� �	 5��
�	�� !��1���� �� 
+��%��	�����4
��� ��  	��	������	4 +�-%C%���	���4 �,,0�

N3���	�� 00O V�1� 3���	��� ��	� �
����	� � �
��	� 5	���	����4 M	�� V���@ ��� <	�4
+���4 �000�

N3�)�U� � /����� 0�O �� 3�)��� � 1� /������ %�������)���	� 	2  ���U���d @���� �������	�
�	 	���	��	�@4 8�	$���	�� ��� 8��$���� �� 5�
�4 #4 ��� '��R'�04 �00��

N3��@ ,*O M� 3��@� �� ��� ������C�����	C������ �������� �� !���� ��2	�����	�4 .�	���
��	���
 E�����
 �� '
��	�	-4 ��4 ��� �6�R�,�4 �,,*�

N3���	 � ����� 0�O &� 3���	 � M� ������ ��	/��
 .����� 5-�	���= � !�( ,�����
	�	���
 �������$4 <����#��C>����#4 ��A \	�U4 +���4 �00��

N3������ �	 �
� ,�O �� 3������4 =� 3	���� � �� %�����	� <� 	$� ,����	�	���
 �N��
���- ��� .��
����	�	�� �� 	$� ;
��*�.	���	�� �
���	$�� ��� !��
���� ,���
��
'��%
���4 -��������	 3+��54 �
4 �,,��



�$� E�������
�


N3������ �	 �
� ,'O �� 3������4 =� 3	���� � �� %�����	� �� ��� �	�������	��� �e�����@
��� ������������	� 	2 ��� ��	�UC��������� ��#	����� 2	� �	������� �	����� ��	����4
��������� ,����	�	��4 �
 J'K4 ��� �R�04 �,,'�

N3	���	 0�O 3�
� 3	���	 3	���	� ���	�������� ��� ��������� �	�������C�������# ������B��
��� A��� ��	����	���@ ��#	�����E � ����@ 	2 ��� ���� 	2 ��� ���4 ,����	�� 8�	$���
� ���
�� 8��$����
 ��� ���������4 ���4 ��� ���$R��*64 �00��

N3	�� �	 �
� ,,O &�
� 3	��4 -� ��������4 +��� 1�#������	4 &�1� =	���	 � =� &���� 3	����C
���� ������)���	� 	2 � �	��	��� ��������� ����� �@ #������ ��#	�����4 
��� ��
�������� ,��������� �� ,����	�	���
 8��$����4 V� V��������� J5��K4 ������4
��� �'4 �,,,�

N ������ � �� ,'O ��  ������ � 5� ��� =���@�����)���	� ��?���� ��������� �� �	����C
���� 
�C��C�# ���	@4 ��	� 8�		�
�����4 �� J�K4 �� ����R���$4 �,,'�

N �2���� *�O \�1�  �2����� 3	�	����	��� ���� 2	� U�������� ��������# �� ���#� ������
��2	�����	�4 E�����
 �� ���
�� 8��$����4 ".4 ��� $'�R$'$4 �,*��

N ���� � �	�)	�� *�O %�  ���� � %� �	�)	��� �$� ��	� �
����	 8�	$�� 6��
�-��4 M	��
V���@ ��� <	�4 �,*��

N ����� *'O -�
�  ������ +��������� �	��������	� �� ���#� ����� ����	C��������@4 E����
��
 �� ���
�� 8��$����4 "
4 �� $$4 �,*'�

N ��	��� �	 �
� *'O ��  ��	���4 �� 5� �	������ � %� �	�)	�� 7���
 !������

.�	����	�� �� 7���� 5	��� �
��	��'
��	� ,���		�	�� 7�(�4 =����"��	 %=53�
�,�D�,*'4 �,*'�

N 	#�� � <��	�	] *�O 
�  	#�� � 1� <��	�	]� =��	�	#�� ���	��	�� �� #����� ��2	�����	�4

��� �� ,�

���� �� ������ ������� �� �$��
���4 -���4 �,*��

N 	#�� *6O 
�  	#��� ,�1��	��� ;��������

� �� ������� 6������	��� � ���
��	��
4 
� ����	�� $��� �9�� �	 4 
� ������4 =����"��	 %=53� R %�����  �2	�����	�
�� ���	���#�����4 W�	�� 3������� �� &@	�4 �,*6�

N 	����� 0�O +�  	������ 7���� 6������	�� '�������� �� 5�
�� � ���� ��������	�
� 	�
!������
 5��
�	�� ��� ��������� ���
��	���4 V+� -��4 �00��

N A�#�� ,*O M�  A�#��� �
����� 6���� ��� ,���	���	��4 5 Z 1� <-�� �,,*�

N5

 0�O 5��	���� 
�������� 
	�����	�4 ��� � $��� �� 	$� �������� �
�����
������	�� J����EDDAAA�����������	�#K4 �00��

N5

 
��	�	����O 5��	���� 
�������� 
	�����	�� �
����� � 	$� ��	���	�� ��
���	�- � ;���$���4 J����EDD����������	�#D�	A��	��D���	���2K4 �,,'�

N5

 
��	 ������O 5��	���� 
�������� 
	�����	�� 
�������� 
�C
�	�	���� ������ J

�K F 
 #���� �	 ������� ��� ���#�
J����EDDAAA��������D�	�����a�	�����b���D����?����K4 �00��



E�������
�
 �$$

N5�����#	)� �	 �
� 0�O +�5� 5�����#	)�4 
�H� 
)�) � 
�<�  ����� ����������� �������C
��	� ��	�# � !��� �������� �� � �����? ����� ����@C���� �	�����	�4 ,�����	��=
'��	 ;4 
�4 ��� ��,R��'4 �00��

N5�.���	 <���	 0�O +� 5�.���	 <���	� 8���
���� � ��	����� �� '��0��	���4 -�	�� ��

�����	 -���#"#��� � 3��������� 3����.!��4 (���������� �	 ����	4 �00��

N1����� *6O  ��� 1������ ��������� 5	���� ���
-��4 M	�� V���@ ��� <	�4 +���4 �,*6�

N1������� *$O M� >������� 1�������4 ��	������� �� ,$���� �� ��� 8���= ��	��� ��
���
���� �� 8�����	��	��� �� 6��
������� 6����	� � 6��������� '
��	��4 ��� ��
 	��	������	 �� 3�;���� �� 5�#������� C ����	�	#�� �� -�	����	4 (����������
�� 3	�����4 �,*$�

N1������ � -��U 00O 3�
� 1������ � Q�3� -��U� <��##���� �������� ����@� ��	������
2	� �	����� ���������� @���E 2	�������	�4 ,����	�� 8�	$��� � 8��$����
 ���
���������4 
�4 ��� '�R���4 �,*0�

N1������ 00O 3�
� 1������� � 5-�	���	� �������$ 	� 	$� �
����	�.���������	 ,���	�	���

6-����� �� ��	� �
����	�4 =����"��	 3(C3
<C00C0�  ���� 	2 
��	���� 5�#�
<������ ��� 3����� 2	� 
��	���� <��������4 (�������@ 	2 3	�	���	4 (<
4 �000�

N1��#�U� � -������U�U� 0�O \� 1��#�U� � �� -������U�U�� 
 2����@ 	2 ��A 15�+
����	� 2	� ��������� ��������4 
��� �	 C L��
� ,������� �� ,����	�	���
 8��
�$����4 6C�� M���	4 >�����4 
�����4 H�
� ���#4 1�%� =������	�2��4 M� 5�������C
������ J5��K4 >����� (�������@ 	2 �����	�	#@ -��4 
�����4 �00��

N1����	� �	 �
� ,*O  � 1����	�4 
� -����� � 
� X	��� 8��$����
 ;�$����� �� 8�	���
�
� D C�
��� .= �
��	�	- ��� '
��	�	-4 Q��A�� 
������ -�������4  	�������4
H	�����4 �,,*�

N1����	� �	 �
� ,*�O  � 1����	�4 
� -����� � 
� X	��� 8��$����
 ;�$����� �� 8�	���
�
� D C�
��� ..= C����
��	�	-3 6�����3 ����	��� ��� ,��	��	4 Q��A�� 
������
-�������4  	�������4 H	�����4 �,,*�

N1���U�A� � \�#�A� ,6O �� 1���U�A� � %� \�#�A�� +������� �	��������� ��������� ����C
��!����	� ���# �� ��	����	���@ ��#	����� A��� �	�����	� ����������4 .�	����	���

E�����
 ��� !�����
 8�	$��� � ���������4 �.4 ��� �06�R�0,04 �,,6�

N1���U�A� � \�#�A� ,*O �� 1���U�A� � %� \�#�A�� +������� �	��������� �	�������# 2	�
���	��������@ ���# ������ ���A	�U4 .�	����	���
 E�����
 ��� !�����
 8�	$���
� ���������4 �
4 ��� �,$R��,4 �,,*�

N1���U�A� 0�O �� 1���U�A�� -�������� ������!����	� A��� A��#���� ��#�����)���	�4 .��
	����	���
 E�����
 ��� !�����
 8�	$��� � ���������4 "�4 ��� ��,R��*4 �00��

N%��2������� *�O M� %��2�������� %5�5<+<E � @��� 2	� ���# #������ ����� ��	������4

��� �� ,��������� �� .�	�

���	 5-�	��� ��� 8��$���4 ��� �'�R�'$4 �,*��



�$' E�������
�


N%������� �	 �
� 0�O 
� %�������4 U� Q	�����	�2��4 
� =	@4 <� 3�	A����@4 �� V�����4 �
=�H�  	�� M�� L��'J6 �J6 6-���� !��
���� ����	��� ���
-�� �� 5�
�� :���
'���

�
 ,����	��� ��� L��*�	�	���4 =����"��	 �� ������#���	 R -�	���� <�	�	���
�@ ��� (�<� ������� =�#����	�@ 3	����	� ��� ��� �
<
 
�� =������ 3�����4
3����  ���������� 	2 ��� (�������@ 	2 +����	�4 �00��

NH����U�� 00O 
� H����U��� ,��	�%�	��� 	� ,���		�	�� 7�(� �� 8�	�
�= 8����8����
��� 6����� 8���
�4 ��� �� 
#��#���	4 (�������� �� &�f#�4 �000�

NH������ ,'O H� H������� 8�	1���9 ,�����	�� 4 8�	��� 81	�

���= 8��1
��	�� ��
,�����	����	 �$����1
��	��������
��	��� �	 �1��
�	�� �� '��%
O��� ��9 7��
	�� J6 ��� 
� 81	$��� ��� P
1���	� ���4 ��� ��  	��	������	4 &��	���	��� ��
-�	������ ������B�� �� �����	�@����� �� ��������?4 (�������� -���C�	��4
�,,'�

NH����@ *�O -� � H����@� ��������� '�����	�� �� 5	��
�4 
������� <	����@ 2	� �����4
����� -��U4 �H4 �,*��

NH���� *�O M�5� H����� �
�����= '�����	�� ��� '$-���
 8�	�

���-4 
������� <	����@
2	� �����4 �,*��

NH	���� *�O M�-� H	����� @��	 ��������4 +��������	��� <������ 5����	�4 ��%��ACH���4 +��4
$� �����	4 �,*��

NH�#�� *0O ��M�=� H�#��� %�������)���	� 	2 �������� ����#����	� ��	������ �	 ���	��	C
��� ��� �	�C������ �����4 .�	����	���
 E�����
 ��� !������
 8�	$��� � �������
���4 �"4 ��� ����R���*4 �,*0�

NH�#�� *6O ��M�=� H�#��� �$� ��	� �
����	 8�	$��= 7���� 5	�	� ��� 6-����
���
-��4 -�������CH���4 +���4 �,*6�

NH�#�� � V��#�� *0O ��M� H�#�� � M� V��#��� 1����� �	����	� �]��� �� ��������� ����#��C
��	� 	2 ���� �	��������� �B����	� �����# �� ���#�C��2	�����	� ����@�4 .�	����	���

E�����
 ��� !������
 8�	$��� � ���������4 �"4 ��� �*'�R�*'64 �,*0�

N+
+ 0�O +��������	��� 
�������� +�������4 L��
���
���������3 $��� �� 	$� .�	����	�
���
 �
����� .��		�	�4 J����EDDAAA�A	���C����������	�#K4 �00��

N+
+C<��� 0�O +��������	��� 
�������� +�������� ���� GQI � '����- �
����� '������
	�� � 5	�	�	��
 �����	4 +��������	��� 
�������� +�������4 +
+ -��������	�4 �00��

N+���	���� �  �V��� *0O 1�-� +���	���� �  �-�  �V���� ��������	�
� �� @��	 ��� 8���
��������4 ��5��4 M	�� V���@ Z <	�4 �	�	��	4 3�����4 �,,'�

NM	��	� � /����� *�O M	��	� � /������ 
 �����	� 	2 ��� ���� �� !���� ��2	�C
����	� ���� �� !���� ��2	�����	� ��	����4 .�	����	���
 E�����
 ��� 5�
�� ���
5	���	����4 �.4 ��� 6�$R6�64 �,*��

NM� �	 �
� *6O M�V� M�4 M�3� <��	4 Q�<� -���� � =�&� ��@�	�� 
 ��������� �������	� ��C
#	����� 2	� �������� �������� �	���4 
��� �� .�	����	���
 ,��������� �� ,���	�
	�	�� 7�(� ��� ��������� 8�	���
� � �$���- ��� ���
��	���4 ���	�4 
��)	��4
��� ����R���,4 �,*6�



E�������
�
 �$6

NQ����� �	 �
� ,$O >�3� Q�����4 �� Q��2��� � 3� /����� �
����������$��%��$4 �	��+4
++ � +++4 V��������������4 
��������CX�������  g���	�24 >����# D H��������4 �,,$�

NQ����� � H���� ,6O �� Q����� � -� H����� �� ��� ����	�	��� ��������	� 	 �	���
����#@ ��� ��2 ������# �����# ������ ��2	�����	�4 .�	����	���
 E�����
 �� '
��	�
�	-4 �
4 ��� *,�R,��4 �,,6�

NQ��# *6O 1� Q��#� �
����� ��� 	� �

�-� D 5���� � 8�	�
� ��� ������	�� 8�	���
�4
-������� H���4 �,*6�

NQ�	�U 6$O (�1� Q�	�U� =��	���@ #���� ���	�@ 	2 �����4 
��� �� �58 �-������ � ��	�
'�������� � '
��	� 6������	�� �� 8�	���
�4 M�3��� &� J5��K4 ��� �$'R�*�4 �,6$�

NQ	��� �	 �
� 0�O M� Q	���4 -� <��2���U4 <� Q����U@4 -� <��	 � %� Q	��� ������� �	��������@
	2 ����������	��� �	���� �����? ����	� !��� �	��	���4 ,�����	��= '��	 �4 

4
��� $66R$*�4 �00��

N&����@� ,�O �� &����@�� 8��1
��	�� ;��������

� �	 5��
�	�� !��1���� ��� '���
������ �� 8�� �� ����� ��� �R
�� ���� 
+.����	�� ��	���%
�4 ��� ��  	��	��C
����	4 +�-C%���	���4 �,,��

N&��� � =��	 0�O =� &��� � (� =��	� 
�#	����	 #������	 �� 	�����)���	 �� �	��"��	
�������	4 
��� �	 C ,������� �� 81	���� !��1���� �� .��������4 M��� %	��	���4
3� �	�� <	���4 �� -��	�4 %� /�#��� J5��K4 <5��+4 ������4 <����4 �� �*�4 �00��

N&�� ',O 5�H� &��� 5�����C������ ��2	�����	� �� !���� �����4 E�����
 �� ���
�� 8��$��
���4 
#4 �,',�

N&�� � Q��# ,6O \�&� &�� � <�/� Q��#� ��� 	����!����	� ��	�� 	2 
�C�#C<� ���	@4 E����
��
 �� 8�	���
� 5�����4 
�4 ��� ����R���64 �,,6�
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N<��ż���� **O 
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