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Aprendiendo Winplot para la exploracion
de la ecuacion logistica

Resumen. Enestearticulo se presentalaorganizacion
del taller titulado “Aprendiendo Winplot para la
exploracion de la Ecuacion Logistica”, realizado en
el I Encuentro Regional de Educacion Matematica
y Primer Encuentro Nacional de Programas de
Licenciatura en Matematicas, llevado a cabo en
la Universidad del Tolima en el mes de octubre de
2013.

Este taller consistid6 en conocer la herramienta
Winplot como un recurso tecnoldgico para la
ensefianza y aprendizaje de las matematicas; ademas,
en lograr un conocimiento basico en el manejo
de dicho software y poder construir y manipular
algunas representaciones que el programa Winplot
nos muestra de un objeto matematico.

Como e¢jemplo de lo anteriormente dicho, se
propuso explorar la ecuacion logistica de Pierre
Verhulst (1804-1849), con el uso del software
Winplot; construyendo tres representaciones de la
ecuacion logistica como lo son: el grafico de puntos,
el grafico de orbitas y tabla de valores. Esto con el
fin de lograr percibir las relaciones entre las tres
representaciones; también observar como dicha
ecuacion modela la evolucion de una poblacion al
pasar del tiempo, si la evolucion de la poblacion es
o no predecible y finalmente lograr percibir algunos
indicios de la relacion entre el orden y el caos con
el cambio de algunos parametros iniciales de la
ecuacion logistica.

Palabras clave. Ecuacion Logistica, grafico de
puntos, grafico de orbitas, tabla de valores, iteracion
de funciones, registros de representacion, TIC,
pensamiento matematico, estandares basicos de
competencias en matematicas.
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Abstract. This document presents the organization
of the workshop titled “learning Winplot for the
logistic equation analysis”, performed at the Second
Regional Meeting of Mathematics Education and
First National Meeting of Programs in Mathematics,
made at the University of Tolima this year. This
workshop was made with the purpose of know the
Winplot tool as a technological resource for teaching
and learning of mathematics, also to achieve a basic
knowledge in the use of this software to build and
manipulate some representations that Winplot
program shows of a mathematical object.

As an example of what it has said, it was proposed
to explore Pierre Verhulst’s logistic equation
(1804-1849), using Winplot software; it consists
on build three representations of the logistic
equations such as: the dot plot, the graph orbits
and table of values. In order to achieve perceived
the relationships between the three representations,
also to see how this equation models the evolution
of a population with the passing of time, prove if
the evolution of the population is or not predictable
and finally achieve perceived some evidences of the
relationship between order and chaos with some
initial parameters changes of the logistic equation.

Key words. Logistic Equation, dot plot, graph orbits,
table of values, iteration of functions, registers of
representation, ICTS, mathematical thinking, basic
standards of competence in mathematics.

1.Introduccion

Conscientes de los diversos niveles de desarrollo 'y
grados de implementacion que se tiene de las TIC
en las LE., (Ley general de educacion, 1994), y
con el proposito de ser coherentes con la situacion
actual de cada una de ellas, se presenta el software
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Winplot como una herramienta para el desarrollo
del pensamiento logico y de algunos tipos de
pensamiento matematico (M.E.N., 2006).

Igualmente el programa Winplot es un software gratuito
el cual disminuye el nimero de limitantes que usualmente
se presentan en las I.E. para el desarrollo de un proyecto
de implementacion de Medios y Tecnologias de la
Informacion y la Comunicacion (MTIC) a los curriculos
escolares.

Como muestra del uso del software Winplot en la
adquisicion de conocimiento matematico, entraremos
en el campo de la dinamica de poblaciones ya que
el crecimiento de una poblacién es un tema que nos
interesa a muchos. Para ello, se explorara la ecuacion
logistica planteada por el matematico y biologo belga
Pierre Verhulst (1804-1849) alrededor del afio 1845. Esta
ecuacion logistica es un modelo matematico discreto de la
evolucion de una poblacion. La ecuacion es la siguiente:

Lpe1 = f[xn] = kxn(]' - xn:]

Donde x, es el porcentaje de la poblacion con
relacion a la poblacion actual, por ejemplo si

x, = 0.2, significa que tenemos el 20% del méximo
de la poblacién admitido por nuestro habitad (es
decir que el dominio de X, es 0 a 1). La constante
k es llamada el factor de crecimiento que representa
las condiciones ecologicas de la especie, como lo
es la cantidad de alimento, los depredadores, la tasa
de natalidad, etc.

Construyendo las tres representaciones mencionadas
de la ecuacion logistica con el programa Winplot, se
quiere lograr percibir como la ecuacion a partir de
multiples iteraciones y algunos cambios de valores
numéricos, representa la evolucion de una poblacion
al pasar del tiempo, mostrandonos un ejemplo de
la relacion entre el orden y el caos, conceptos muy
relacionados con la geometria fractal.

2. Referentes Tedricos

Los lineamientos curriculares del Ministerio de
Educacion Nacional de Colombia, los estandares
basicos de competencias en matematicas y los
registros de representacion, son los componentes
fundamentales de referencia para nuestro trabajo.

2.1 Lineamientos y Estandares

Los lineamientos curriculares del Ministerio
de Educacion Nacional de Colombia (MEN,
1990), los estandares basicos de competencias en
matematicas (MEN 2012) y los lineamientos de
nuevas tecnologias en el curriculo de matematicas
(MEN, 2009), han considerado tres elementos
curriculares esenciales: contexto, conocimientos
basicos y procesos.

El contexto hace referencia a los ambientes que
viabilizan de forma significativa los procesos de
ensenanza-aprendizaje; este contexto ha permitido
crear situaciones problema, y con la incorporacion
de las TIC, se ha logrado una nueva vision de los
objetos matematicos, promoviendo la construccion
de nuevos significados de los objetos matematicos.

Respecto a los conocimientos basicos que se deben
adquirir, se han relacionado los cinco tipos de
pensamiento con relaciéon a un sistema matematico
de referencia, es decir: el pensamiento numérico con
los sistemas numeéricos, el pensamiento espacial con
los sistemas geométricos, pensamiento métrico con
los sistemas de medidas, el pensamiento aleatorio con
los sistemas de datos, y el pensamiento variacional
con los sistemas algebraicos y analiticos. Con el
uso de las TIC, cada sistema matematico puede
ser explorado de forma distinta, logrando nuevos
significados muy distintos a los ya constituidos
historicamente.

Los procesos establecidos por el (MEN 2012),
para el area de matematicas son cinco y estos son:
comunicacion, resolucion y planteo de problemas,
modelaciéon, razonamiento, comparacion Yy
gjercitacion de procedimientos. Hablemos por
brevedad de solo tres.

Comunicacion: referente a expresar, interpretar y
representar expresiones matematicas.

Razonamiento: referente a justificar estrategias,
procedimientos, hacer conjeturas y generalizar.

Resolucion y planteo de problemas: referente a
formular y solucionar problemas de la vida cotidiana,
de las matematicas y de otras ciencias.
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2 Registros de representacion

Un objeto matematico hace referencia a todo lo
que se relaciona cuando se ensefia o se aprende
matematicas; pero para poder llegar a una
conceptualizacion de este objeto no es suficiente con
el objeto mismo, se necesita conocer sus diferentes
representaciones para interiorizar el concepto. “Los
significados matematicos no se deben apoyar en
una realidad concreta, por ello el concepto carece
de objeto, y en ese caso debe pasar a través de
representaciones”, pero no es en si, que la realidad
concreta no posea una representacion del objeto, lo
que sucede es que esta representacion puede que no
agote las propiedades del objeto.

Los que comprendemos por representacion son
las notaciones simbolicas, graficas o de orden
verbal (oral, escrito o grafico) mediante las cuales
se expresan conceptos y procedimientos, asi
como caracteristicas y propiedades relevantes de
los objetos representados. Ahora, se debe tener
en claro que percibimos las representaciones (de
un objeto) en registros de representacion, que
seran comprendidos como el sistema de signos
(agrupacion de representaciones) que permiten
llevar a cabo las funciones de comunicacion,
tratamiento y objetivacion de la construccion de los
objetos matematicos que se analizan en un contexto
determinado, ademas de las transformaciones
debidas para acercase de una mejor manera al
concepto y el objeto que lo representa (Duval, 1999).

A continuaciébn se presentan los tipos de
representaciones en la compresion de los objetos
matematicos:

* Representaciones Externas. Se denominan
externas a las representaciones que son perceptibles
através de los sentidos; por ende las representaciones
que presentan los ordenadores se clasifican en
externas.

* Representaciones Internas. Imagenes mentales
de los objetos matematicos y las relaciones de
conocimiento del mismo; puede decirse que son las
representaciones de los objetos matematicos que
han sido interiorizadas por los sujetos.
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* Representaciones Ejecutables. Son las
representaciones de los objetos matematicos que
las herramientas computacionales nos permiten
manipular, para obtener una mejor comprension de
las propiedades que estos poseen; se conocen como
portadoras de potencialidad de acciones cognitivas.
Ademas permiten la conversion entre registros de
representacion (MEN, 1999).

En palabras de Lupiaiiez (2000), son las notaciones
simbolicas, graficas o de orden verbal que expresan
conceptos y procedimientos, asi como caracteristicas
y propiedades relevantes de los objetos representados
virtualmente; estas representaciones son el producto
de la simulacion de acciones cognitivas del software
con independencia del usuario.

En este punto se debe recordar que se habla acerca
de las representaciones (plural) de un objeto, y en
parrafos anteriores se menciona que el conjunto de
dichas representaciones se denomina registros de
representacion; se hace aclaracion en los siguientes
conceptos:

e Registros de Representaciéon Semiética.
Conjunto de simbolos, formas de comunicacion
oral y registros gestuales de las inscripciones; en el
primer caso palabras o expresiones, en el segundo
caso dominio de graficas, formulas y calculos.

* Registros de Representaciéon Noética. Son
los registros de representacion que actian en la
adquisicion del concepto de la representacion
semidtica a la cual se le estan aplicando las funciones
de representacion, tratamiento y conversion.

Pero dentro de los registros de representacion
semioticos se llevan a cabo los siguientes procesos:

* Formacién de representacion en un registro
semiotico: trabaja en funcion de expresar una
representacion mental o bien para evocar un objeto
real.

¢ Tratamiento: transforma las representaciones
semiodticas de acuerdo con las unicas reglas
propias al sistema de modo que se obtengan otras
representaciones.




e Conversion: cuando la transformacién produce
una representacion en un registro distinto al de la
representacion inicial.

Para este proyecto se asume que las herramientas
computacionales y las representaciones ejecutables
permiten potencializar las caracteristicas semioticas
de los objetos matematicos, debido a que permiten
hacer la representacion en un registro externo, el
tratamiento de la representacion dentro del registro
y convertir las representaciones de un registro a
otro; lo cual permite una mejor compresion del
objeto matematico desde su percepcion como signo,
hasta su construccion como concepto.

3. Metodologia

Tema de taller: aprendiendo Winplot para la
exploracion de la ecuacion logistica.

Duracion: 2 horas.

Recursos: sala de sistemas, software Winplot
version compilado 11 agosto de 2012, un computador
(para los talleristas), video beam, apuntador laser
(opcional), tablero y marcadores.
Temas preliminares: ecuaciones, funciones,
algebra basica e iteracion de funciones.

El desarrollo del taller se llevdo cabo en tres
momentos: introduccién al software, construccion
de la ecuacion logistica y conclusiones.

3.1 Introduccion al software

El primer objetivo es ver el programa Winplot
como herramienta computacional de trabajo en la
representacion de objetos matematicos. Para este
momento se realizaran pequefios ejercicios en
diferentes representaciones: simbolicas y graficas;
para empezar a interactuar y lograr un manejo
basico del mismo. Un ejemplo de ello es construir
un cuadrado de longitud, con la opcioén segmento.
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Figura 1. Construccion de un cuadrado de longitud a.

De alli se podrian generar mas construcciones,
como por ejemplo, un rectangulo de lados a y b
o representar un cubo de diferentes longitudes;
ya que la potencialidad de Winplot es trabajar
con constantes, porque podemos ingresar algunos
de los parametros en una expresion, y con la
opcion animacion luego parametros a-w, podemos
dar valor a dichos pardmetros, haciendo que
las representaciones de los objetos matematicos
cambien dinamicamente respecto a los parametros
utilizados.
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Figura 2. Problema de optimizacion sobre el volumen de una
caja.

3.2 Construccion de la Ecuacién Logistica

El segundo paso es la construccion de la ecuacion
logistica a partir de tres representaciones con el
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programa Winplot los cuales son: el grafico de
puntos, el grafico de oOrbitas y tabla de valores; esto
con el fin de lograr percibir como la ecuacion a
partir de multiples iteraciones y algunos cambios de
valores numéricos, representa la evolucion de una
poblacion al pasar del tiempo, que algunas veces con
una simple y pequefia variacion a las condiciones
iniciales, se vuelve impredecible llegando a lo
cadtico. Recordemos que la ecuacion logistica es:

1 m f(‘rn) i kxn(l &3 xn)

Durante la interaccion con las tres representaciones,
se deberan ir indagando las siguientes preguntas:

A) (Qué pasa con la cantidad poblacional al pasar
el tiempo?

B) (Depende el patron de crecimiento del factor de
crecimiento?

C) (El patron de crecimiento es sensible a las
condiciones iniciales?

El grdfico de puntos representa la cantidad de la
poblacion al pasar el tiempo. Para construir dicha
grafica, se escribe la ecuacion como una sucesion

recursiva  (ie. (xy) = (1+xk(1—3))), en la
opciodn ecua luego recursion.
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Figura 3. Grdfico de puntos tomando una poblacién
inicial del 40% y k=3,64.
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Observe que con k=3,64 la dinamica de la poblacion
es impredecible, es decir que no se puede asegurar
nada respecto a la evolucion de la poblacion al pasar
el tiempo, pero si se toma un valor de k=2,8 (ver
figura 4), la ecuacion logistica comienza a converger
a un valor fijo, implicando que la evolucion de la
poblacion se estabilice al pasar el tiempo.
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Figura 4. Con k=2.8 la poblacion se estabiliza al 64.28%.

El grdfico de orbitas permite observar hacia qué
puntos orbita orbita se dirige la evolucion de la
poblacion al paso del tiempo; por ejemplo en la
figura 5 se puede observar que si k = 2,8 la evolucion
de la poblacion tiende a estabilizarse al 64.28%
del maximo de la poblacion admitido por nuestro
habitad (comparalo con la figura 4).

Figura 5. Grdfico de orbitas tomando una poblacion inicial del
40% y k=2,8.




Pero no siempre se puede calcular hacia donde ira
a orbitar la evolucion de la poblacion al paso del
tiempo, por ejemplo si k=3,64 la idea no es tan facil
ya que el proceso se vuelve cadtico.
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Figura 6. El grafico de érbitas con k=3,64 se vuelve cadtico.

Para construir este grafico de orbitas, se debe escribir
la ecuacion logistica como una funcion explicita
(ie. f(x) =kx(1—x) )y luego utilizar la opcion red
ubicada en la ventana inventario.

La tabla de valores nos ayuda a mostrar si hay o
no convergencia cuando se varia el valor de k entre
0 y 4. Por ejemplo, para valores de 0<k<1  la
ecuacion converge a cero (ver la primera imagen de
la figura 7).

Para valores de 1= k < 3, la ecuacion logistica
converge (ver la segunda imagen de la figura 7), y el
valor de convergencia se puede determinar mediante
la féormula:

k-1
c= == Donde ¢ es el valor de convergencia.
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Finalmente para valores de 3 <k la ecuacion
logistica no converge (ver la tercera imagen de la
figura 7), en algunos intervalos la ecuacion oscila
entre dos o mds valores, pero a mayor sea el valor
de k, més impredecible se vuelve la dinamica de la
poblacion.

Figura 7. Tabla de valores tomando una poblacion inicial del
40% y k=0,2 k=2,6 y k=3,5.

3.3 Conclusiones
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. Comprender que no es posible determinar
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poblaciodn al pasar el tiempo, ya que los resultados
dependen drasticamente de los valores iniciales,
llegando a ser algunas veces impredecibles.
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